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Prohlášeńı
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Bibliografická identifikace
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jej́ıho řezu jistou rovinou. Pomoćı kuželosečky
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Úvod 8
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4.8 Př́ıklad 29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Úvod

Tato práce je věnována konstrukćım kuželoseček s využit́ım rotačńıch kvadrik, tedy

konstrukćım odvozeným z prostoru. Je koncipována jako sb́ırka úloh, která obsahuje

řešené př́ıklady a volné pracovńı listy. Úlohy, v nichž je úkolem sestrojit kuželosečku,

která se dotýká ve dvou bodech jiné kuželosečky, jsou rozděleny do pěti kapitol podle

typu rotačńı kvadriky, která je ke konstrukci řešeńı použita. V úvodu každé kapitoly

je uveden postup řešeńı, typy kuželoseček, které lze źıskat a zp̊usob jejich určeńı.

Následuj́ı jednotlivé př́ıklady včetně rozboru, popisu konstrukce, diskuze a jednoho

narýsovaného řešeńı.

Princip řešeńı úloh je v celé práci stejný. Hledanou kuželosečku sestroj́ıme jako

kolmý pr̊umět kuželosečky, která je řezem rotačńı kvadriky rovinou. Pomocnou kvad-

riku zvoĺıme podle typu zadané kuželosečky a rovinu řezu urč́ıme pomoćı zadaných

prvk̊u, kterými jsou body a př́ımky.

Samotná práce vycháźı ze starš́ıch diplomových praćı, které byly vypracovány na

Katedře algebry a geometrie PřF UP v Olomouci. V textu je na tyto a daľśı práce

hojně odkazováno, jelikož práce pojednává o praktických konstrukćıch a popis teorie

je značně omezen. Zájemci o problematiku mohou tedy uvedené práce použ́ıt jako

skriptum a tuto práci jako doplňuj́ıćı sb́ırku úloh.
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Kapitola 1

Kuželová plocha

Tato kapitola se zabývá úlohami, v nichž máme sestrojit kuželosečku procházej́ıćı

danými body a dotýkaj́ıćı se daných př́ımek. Rotačńı kvadrika, kterou pro kon-

strukci voĺıme bude vždy plocha kuželová. Jej́ı osu umı́st́ıme do pr̊umětny, kterou

ztotožńıme s nákresnou.

Ve všech př́ıkladech této kapitoly postupujeme podobně. Ze zadaných př́ımek vy-

bereme dvě, které budou ležet v pr̊umětně π a které prohláśıme za obrysové př́ımky

kuželové plochy, č́ımž kuželovou plochu urč́ıme. Zbývaj́ıćı př́ımky považujeme za

tečny zvolené kuželové plochy a zadané body za body lež́ıćı na kuželové ploše. Se-

stroj́ıme rovinu řezu, která je určená danými body a př́ımkami, pomoćı vrcholové

roviny urč́ıme typ kuželosečky a řez zkonstruujeme. Použ́ıvané konstrukce lze naj́ıt

v [1].

Ze všech kuželoseček, které mohou na kuželové ploše vzniknout se úlohy omeźı

jen na některé typy. Kružnice vznikne pouze pokud je rovina řezu kolmá k ose

kuželové plochy, tedy i k pr̊umětně. V tomto př́ıpadě je jej́ım kolmým pr̊umětem do π

úsečka, takže kružnici t́ımto zp̊usobem sestrojit nelze. Bod, př́ımka a dvě r̊uznoběžky

vzniknou, pokud by rovina řezu procházela vrcholem. Tento př́ıpad se však v úlohách

nevyskytuje. Řešeńım tedy může být elipsa, hyperbola nebo parabola.
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1.1 Př́ıklad 1

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1 a body C1, D1, E1.

Rozbor:

Př́ımky a1, b1 považujeme za obrysové př́ımky kuželové plochy K lež́ıćı v π, body

C1, D1, E1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u C,D,E této kuželové plochy do

pr̊umětny π. Rovina řezu ρ je určena body C,D,E.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme osu o kuželové plochy K jako osu úhlu, který sv́ıraj́ı tečny a1, b1
a ve kterém lež́ı body C1, D1, E1.

2. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Rovina je určena body C,D,E, sestroj́ıme tedy

stopńıky PCE a PDE př́ımek CE a DE. Kóty bod̊u C,D,E urč́ıme sklo-

peńım promı́taćıch rovin povrchových kružnic kC , kD, kE kuželové plochy K,

proložených body C,D,E. Stopa pρ procháźı stopńıky PCE, PDE a prot́ıná

tečny a1, b1 v bodech A1, B1 dotyku s kuželosečkou k1.

3. Pomoćı vrcholové roviny σ ‖ ρ urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme

pr̊usečnice u, v rovin ρ, σ s promı́taćı rovinou povrchové kružnice kC . Počet

společných bod̊u pr̊usečnice v a kružnice kC zjist́ıme ve sklopeńı. Př́ımka u

procháźı body C,U , kde U = pρ ∩ λkC . Př́ımka v ‖ u procháźı bodem Y =

= pσ ∩ λkC a neprot́ıná kružnici kC v žádném bodě. Řezem je elipsa.

4. Abychom dokázali naj́ıt střed elipsy k, sestroj́ıme ještě jej́ı tečnu v bodě D,

a to jako pr̊usečnici roviny řezu ρ s tečnou rovinou τ kuželové plochy K v bodě

D. Rovina τ se dotýká K podél př́ımky V D, jej́ı stopa pτ procháźı bodem V

a stopńıkem P t tečny t sestrojené z bodu D ke kružnici kD ve sklopeńı. Tečna

d je určena body D a R = pρ ∩ pτ .

5. Sestroj́ıme střed S kuželosečky k1 tak, že rozp̊uĺıme tětivy A1B1 a A1D1, p̊uĺıćı

body označ́ıme 1, 2. Pr̊useč́ık a1∩ b1 = V a a1∩d1 = W . Střed S = 1V ∩2W .1

6. Sestroj́ıme sdružené pr̊uměry PQ,MN kuželosečky k1. Pr̊uměr MN lež́ı na

př́ımce 1V , pr̊uměr PQ s ńım sdružený je rovnoběžný s tětivou elipsy A1, B1.

Pr̊uměry omeźıme pomoćı konstrukce odvozené v [1].

7. Urč́ıme hlavńı a vedleǰśı osy elipsy k1 pomoćı Rytzovy konstrukce.2

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı, pokud všechny body C1, D1, E1 lež́ı na stejné kuželové ploše

určené v prostoru př́ımkami a1, b1, neboli všechny body lež́ı uvnitř jedné z dvojic

vrcholových úhl̊u tvořených těmito př́ımkami. Body C,D,E, které nelež́ı v π mohou

mı́t v̊uči pr̊umětně osm r̊uzných poloh. Ze souměrnosti podle pr̊umětny však plyne,

že vždy dva př́ıpady tvoř́ı jedno řešeńı. Úloha má tedy čtyři řešeńı.
1Uvedeno a dokázáno v [5].
2Rytzovu konstrukci nebudeme pro přehlednost obrázku vyznačovat.
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Obr. 1.1
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1.2 Př́ıklad 2

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1 a body D1, E1.

Rozbor:

Dvě tečny, např́ıklad a1, b1, považujeme za obrysové př́ımky kuželové plochy K,

body D1, E1 za kolmé pr̊uměty bod̊u D,E lež́ıćı na téže kuželové ploše, tečnu c1 za

kolmý pr̊umět tečny c kuželové plochy. Rovinu řezu ρ tvoř́ı body D,E a př́ımka c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme osu o kuželové plochy K jako osu úhlu př́ımek a1, b1, v němž lež́ı

body D1, E1.

2. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Stopa bude procházet stopńıkem P c př́ımky

c a PDE př́ımky DE. Kóty bod̊u D,E urč́ıme sklopeńım promı́taćıch rovin

povrchových kružnic kD, kE kuželové plochy K. Stopńık P c sestroj́ıme také

ve sklopeńı. Promı́taćı rovina př́ımky c prot́ıná kuželovou plochu v elipse e.

Př́ımka c procháźı bodem R = c ∩DE a dotýká se elipsy e. Stopa pρ prot́ıná

tečny a1, b1 v bodech A1, B1 dotyku s kuželosečkou k1.

3. Pomoćı vrcholové roviny σ ‖ ρ urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme

pr̊usečnice u, v rovin ρ, σ např́ıklad s promı́taćı rovinou λkD kružnice kD. Počet

společných bod̊u pr̊usečnice v a kružnice kD zjist́ıme ve sklopeńı. Př́ımka u

procháźı body D,U , kde U = pρ ∩ λkD . Př́ımka v ‖ u procháźı bodem Y =

= pσ ∩ λkD a prot́ıná kružnici kD ve dvou bodech M,N . Řezem je hyperbola.

Př́ımky m = MV, n = NV jsou směry asymptot hyperboly.

4. Sestroj́ıme asymptoty m,n hyperboly k1 a zároveň jej́ı střed S. Podél povr-

chových př́ımek m,n kuželové plochy sestroj́ıme tečné roviny µ, ν a urč́ıme

jejich pr̊usečnice m,n s rovinou řezu ρ, jejich kolmé pr̊uměty m1, n1 jsou

asymptoty hyperboly k1. Ukážeme konstrukci asymptoty m1. Promı́taćı ro-

vinu kružnice kD skloṕıme, v bodě (M) sestroj́ıme tečnu (t) ke kružnici (kD).

Stopńıkem P t = (t) ∩ λkD a bodem V vedeme stopu pµ. Asymptota m1 ‖ m1

procháźı pr̊useč́ıkem stop 1 = pµ ∩ pρ. Asymptotu n1 sestroj́ıme stejným

zp̊usobem. Střed S = m1 ∩ n1

5. Sestroj́ıme osy hyperboly rozp̊uleńım úhlu asymptot m1, n1. Pro sestrojeńı

hyperboly nalezneme ještě velikost hlavńı poloosy a.

6. Hyperbola k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı, pokud body D,E lež́ı uvnitř stejné dvojice vrcholových úhl̊u

tvořených př́ımkami a1, b1, tedy na jedné kuželové ploše. Body D,E mohou ležet

ve stejném poloprostoru určeném pr̊umětnou π nebo v opačných poloprostorech.

Z bodu R lze v obou uvedených př́ıpadech vést dvě tečny k elipse e. Úloha má tedy

čtyři řešeńı.

12



Obr. 1.2
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1.3 Př́ıklad 3

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1, d1 a bod E1.

Rozbor:

Dvě tečny, opět a1, b1, považujeme za obrysové př́ımky kuželové plochy K, př́ımky

c1, d1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen c, d dané kuželové plochy a bod E1 za

kolmý pr̊umět bodu E lež́ıćıho na téže kuželové ploše. Promı́taćı roviny př́ımek c, d

prot́ınaj́ı kuželovou plochu ve dvou kuželosečkách f, g, které lež́ı jak na kuželové

ploše K, tak ještě na kuželové ploše K′. Rovina ρ řezu procháźı bodem E a dotýká

se kuželové plochy K′.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme osu o kuželové plochy K jako osu úhlu př́ımek a1, b1, v němž lež́ı

bod E1.

2. Sestroj́ıme vrchol V ′ kuželové plochy K′. Jej́ı obrysové př́ımky 14 a 23 jsou

tvořeny pr̊useč́ıky př́ımek a1, b1 s př́ımkami c1, d1, což jsou hlavńı vrcholy

kuželoseček f, g.

3. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Stopa procháźı vrcholem V ′ a např́ıklad stopńıkem

P d př́ımky d. Zvoĺıme pomocnou př́ımku r = V ′E, která protne př́ımku d

v bodě R. Kótu bodu E urč́ıme pomoćı povrchové kružnice kE. Př́ımku d

dourč́ıme ve sklopeńı jako tečnu z bodu R ke kuželosečce f , tedy řezu K
promı́taćı rovinou př́ımky d. Stopa pρ protne tečny a1, b1 v bodech dotyku

A1, B1 s kuželosečkou k1.

4. Urč́ıme typ kuželosečky řezu pomoćı vrcholové roviny σ ‖ ρ. Rovina ρ protne

rovinu povrchové kružnice kE v př́ımce u, rovina σ v př́ımce v. Stejnou kon-

strukćı jako v předchoźıch př́ıkladech zjist́ıme, že př́ımka v nemá s kružnićı kE
žádné společné body. Řezem je tedy elipsa.

5. Abychom nalezli střed kuželosečky k, sestroj́ıme bod dotyku D na tečně d

s kuželovou plochou K. Bod D je zároveň bodem dotyku tečny d a elipsy f ,

najdeme ho ve sklopeńı. Nyńı můžeme snadno nalézt i bod C dotyku elipsy

k s tečnou c. Body D,C lež́ı na jedné povrchové př́ımce kuželové plochy K′,
podél které se j́ı dotýká rovina ρ. Sestroj́ıme př́ımku V ′, D, která protne tečnu

c v hledaném bodě.

6. Střed S a sdružené pr̊uměry sestroj́ıme stejně jako v př́ıkladu 1.1.

7. Sestroj́ıme hlavńı a vedleǰśı osy elipsy k1 pomoćı Rytzovy konstrukce.

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Bodem E, lež́ı-li vně kuželové plochy K′ lze vést dvě tečné roviny k dané kuželové

ploše a úloha má dvě řešeńı. Pokud bod E lež́ı uvnitř K′, pak tečné roviny neexistuj́ı

a úloha nemá řešeńı.
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Obr. 1.3
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1.4 Př́ıklad 4

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1, d1, e1.

Rozbor:

Tečny a1, b1, budeme považovat za obrysové př́ımky kuželové plochy K, zbylé

př́ımky považujeme za tečny této kuželové plochy. Promı́taćı roviny tečen c1, d1, e1
prot́ınaj́ı kuželovou plochu v kuželosečkách f, g, h. Kuželosečky f, g lež́ı ještě na

kuželové ploše K′, podobně, kuželosečky h, g lež́ı na kuželové ploše K′′. Společná

tečná rovina ρ kuželových ploch K′,K′′ prot́ıná kuželovou plochu K v kuželosečce k,

jej́ıž kolmý pr̊umět do pr̊umětny π je kuželosečka k1.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrcholy V ′, V ′′ kuželových ploch K′,K′′. Pr̊useč́ıky př́ımek c1, d1, e1
s obrysovými př́ımkami kuželové plochy označ́ıme postupně 1, 2; 3, 4; 5, 6.3 Hle-

dané vrcholy jsou pr̊useč́ıky obrysových př́ımek 14 ∩ 23 = V ′ a 45 ∩ 36 = V ′′.

Stopa pρ roviny řezu procháźı vrcholy V ′ a V ′′ a tečny a1, b1 protne v bodech

dotyku A1, B1 s kuželosečkou k1.

2. Zjist́ıme, na které z ploch K,K, určených př́ımkami a1, b1, budou ležet body

dotyku zbývaj́ıćıch tečen s kuželosečkou k. Učińıme tak pomoćı tečny c, na ńıž

najdeme stopńık P c. Z něj lze vést tečny pouze ke kuželové ploše K. Ve sklopeńı

promı́taćı roviny př́ımky c sestroj́ıme z bodu P c tečnu c ke kuželosečce e.

Urč́ıme bod dotyku C1 a dále body dotyku kuželosečky k s ostatńımi tečnami.

Kuželosečky f, g lež́ı na stejné kuželové ploše K′, body dotyku na tečnách c, d

tedy lež́ı na jedné povrchové př́ımce. Bod C známe, pak D1 = V ′C1∩d1. Totéž

pro kuželosečky h, g kuželové plochy K′′ a body dotyku D,E. Nyńı známe bod

D, bod E = V ′′D1 ∩ e1.

3. Sestroj́ıme vrcholovou rovinu σ ‖ ρ a urč́ıme typ kuželosečky. Pr̊usečnice roviny

ρ s promı́taćı rovinou př́ımky c je př́ımo př́ımka c, pr̊usečnice roviny σ s toutéž

rovinou je př́ımka v. Ve sklopeńı vid́ıme, že př́ımka v s kuželosečkou f nemá

žádné společné body. Řezem je tedy elipsa.

4. Střed, sdružené pr̊uměry a osy elipsy sestroj́ıme jako v úloze 1.1.

5. Elipsa k1

Diskuze:

Jestliže, jako v našem př́ıpadě, vrchol V ′ kuželové plochy K′ nelež́ı uvnitř kuželové

plochy K′′, resp. vrchol V ′′ kuželové plochy K′′ nelež́ı uvnitř kuželové plochy K′, exis-

tuj́ı k těmto plochám dvě společné tečné roviny, které jsou souměrné podle pr̊umětny

π. Úloha má jedno řešeńı. Pokud jeden vrchol lež́ı uvnitř druhé kuželové plochy,

úloha řešeńı nemá.

3Tyto body jsou hlavńımi vrcholy kuželoseček f, g, h.
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1.5 Př́ıklad 5

Sestrojte parabolu, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1, d1.

Rozbor:

Libovolné dvě tečny, např́ıklad a1, b1, považujeme za obrysové př́ımky rotačńı

kuželové plochy K. Tečny c1, d1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen c, d kuželové

plochy K. Promı́taćı rovina tečny c, resp. d prot́ıná K v kuželosečce e, resp. f . Roviny,

jež se dotýkaj́ı kuželosečky e, resp. f a prot́ınaj́ı kuželovou plochu K v parabole,

obaluj́ı rotačńı kuželovou plochu K′, resp. K′′. Společná tečná rovina ρ kuželových

ploch K′,K′′ prot́ıná kuželovou plochu K v parabole k, jej́ıž kolmý pr̊umět do π je

hledaná parabola k1.

Konstrukce:

1. Pr̊useč́ıky př́ımky c s obrysovými př́ımkami plochy K označ́ıme 1, 2, jsou to

hlavńı vrcholy kuželosečky e. Podobně body 3, 4 na př́ımce d. Body 2, 4 ve-

deme rovnoběžky s b1, body 1, 3 vedeme rovnoběžky s a1. Pr̊useč́ık př́ımek

procházej́ıćıch body 1, 2 je vrchol V ′ plochy K′, pr̊useč́ık př́ımek procházej́ıćıch

body 3, 4 je vrchol V ′′ plochy K′′. Spojnice vrchol̊u V ′V ′′ je stopa pρ. Pr̊useč́ıky

pρ s a1, b1 jsou body A1, B1 dotyku těchto tečen s kuželosečkou k1.

2. Směr osy so je určen spojnićı vrcholu V s bodem I, který p̊uĺı tětivu A1, B1.

3. Ohnisko F , osu o paraboly, ř́ıd́ıćı př́ımku q a body dotyku na tečnách c, d

sestroj́ıme pomoćı ohniskových vlastnost́ı paraboly.

4. Parabola k1.

Diskuze:

Stopa pρ je vrcholy V ′, V ′′ určena jednoznačně. Kuželové plochy K′,K′′ maj́ı dvě

společné tečné roviny souměrné podle pr̊umětny π. Řezy těmito rovinami maj́ı týž

společný kolmý pr̊umět. Úloha má jediné řešeńı.
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Obr. 1.5
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1.6 Př́ıklad 6

Sestrojte hyperbolu, jsou-li dány př́ımky a1, b1, bod C1 a směry asymptot m,n.

Rozbor:

Tečny a1, b1 jsou obrysové př́ımky kuželové plochy, př́ımky m,n udávaj́ı směry

asymptot, bod C1 je kolmým pr̊umětem bodu C kuželové plochy. Vrcholová rovina

σ je určena body př́ımkami m,n, rovina řezu ρ procháźı bodem C a je rovnoběžná

s rovinou σ.

Konstrukce:

1. Nejprve sestroj́ıme vrcholovou rovinu σ. Zvoĺıme libovolně promı́taćı rovinu

λ kolmou k ose o a sestroj́ıme jej́ı pr̊useč́ıky M,N s př́ımkami m,n. Stopa

pσ procháźı bodem V a stopńıkem Y př́ımky v = MN , který sestroj́ıme ve

sklopeńı.

2. Sestroj́ıme rovinu řezu ρ. Bodem C vedeme př́ımku u ‖ v a ve sklopeńı najdeme

jej́ı stońık U . Stopa pρ je rovnoběžná s pσ a procháźı bodem U . Pr̊useč́ıky pρ

s př́ımkami a1, b1 jsou body dotyku těchto př́ımek s hyperbolou k1.

3. Sestroj́ıme asymptoty m,n hyperboly k1 a také jej́ı střed S. Podél povr-

chových př́ımek m,n kuželové plochy sestroj́ıme tečné roviny µ, ν a urč́ıme

jejich pr̊usečnice m,n s rovinou řezu ρ, jejich kolmé pr̊uměty m1, n1 jsou

asymptoty hyperboly k1. Ukážeme konstrukci m1. Skloṕıme promı́taćı rovinu

λ kružnice kM , v bodě (M) sestroj́ıme tečnu (t) ke kružnici (kM). Stopńıkem

P t = (t) ∩ λ a bodem V vedeme stopu pµ. Asymptota m1 ‖ m1 procháźı

pr̊useč́ıkem stop 1 = pµ ∩ pρ. Asymptotu n1 sestroj́ıme obdobně. Střed S =

= m1 ∩ n1

4. Osy hyperboly p̊uĺı úhly asymptot, urč́ıme velikost vedleǰśı poloosy b.

5. Hyperbola k1.

Diskuze:

Body C,M,N mohou mı́t v̊uči pr̊umětně až na souměrnost čtyři polohy. Úloha

má tedy čtyři řešeńı.
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1.7 Př́ıklad 7

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1 a body D1, E1.

Rozbor:

Dvě tečny považujeme za obrysové př́ımky kuželové plochy K, body D1, E1 za

kolmé pr̊uměty bod̊u D,E lež́ıćı na téže kuželové ploše, tečnu c1 za kolmý pr̊umět

tečny c kuželové plochy. Rovinu řezu ρ tvoř́ı body D,E a př́ımka c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme osu o kuželové plochy K jako osu úhlu př́ımek a1, b1, v němž lež́ı

body D1, E1.

2. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Stopa bude procházet stopńıky P c, PDE př́ımek

c,DE. Kóty bod̊u D,E urč́ıme ve sklopeńı promı́taćıch rovin povrchových

kružnic kD, kE. Stopńık P c sestroj́ıme ve sklopeńı promı́taćı roviny př́ımky c,

která prot́ıná kuželovou plochu v elipse e. Př́ımka c procháźı bodemR = c∩DE
a dotýká se elipsy e, sestroj́ıme ji ve sklopeńı a urč́ıme stopńık P c. Stopa pρ

prot́ıná tečny a1, b1 v bodech A1, B1 dotyku s kuželosečkou k1.

3. Pomoćı vrcholové roviny σ ‖ ρ urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme

pr̊usečnice u, v rovin ρ, σ s promı́taćı rovinou λ povrchové kružnice kE. Počet

společných bod̊u pr̊usečnice v a kružnice kE zjist́ıme ve sklopeńı. Př́ımka u

procháźı body E,U , kde U = pρ∩λ. Př́ımka v ‖ u procháźı bodem Y = pσ ∩λ
a dotýká se kružnice kE v bodě Y . Řezem je parabola.

4. Ohnisko F a ř́ıdićı př́ımku d sestroj́ıme pomoćı ohniskových vlastnost́ı para-

boly.

5. Parabola k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı pouze pokud body D,E lež́ı uvnitř stejné dvojice vrcholových

úhl̊u tvořených př́ımkami a1, b1, tedy na jedné kuželové ploše. BodyD,E mohou ležet

ve stejném poloprostoru určeném pr̊umětnou π nebo v poloprostorech opačných.

Z bodu R lze vést v obou př́ıpadech dvě tečny k elipse e. Úloha má tedy čtyři řešeńı.
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1.8 Př́ıklad 8

Sestrojte kuželosečku, jsou-li dány př́ımky a1, b1, c1, d1 a bod E1.

Rozbor:

Tečny a1, b1, považujeme za obrysové př́ımky kuželové plochy K, př́ımky c1, d1
považujeme za kolmé pr̊uměty tečen dané kuželové plochy a bod E1 za pr̊umět bodu

E lež́ıćıho na téže kuželové ploše. Promı́taćı roviny př́ımek c, d prot́ınaj́ı kuželovou

plochu ve dvou kuželosečkách e, f , které lež́ı na kuželové ploše K s vrcholem V

a zároveň na kuželové ploše K′ o vrcholu V ′. Rovina ρ řezu procháźı bodem E

a dotýká se kuželové plochy K′.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme osu o kuželové plochy K jako osu úhlu př́ımek a1, b1, v němž lež́ı

bod E1.

2. Sestroj́ıme vrchol V ′ kuželové plochy K′. Obrysové př́ımky 14 a 23 této plochy

jsou tvořeny krajńımi body pr̊umět̊u kuželoseček e, f řezu K promı́taćımi ro-

vinami př́ımek c, d. Najdeme je jako pr̊useč́ıky př́ımek a1, b1 s př́ımkami c1, d1.

3. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Protože se rovina ρ dotýká kuželové plochy K′
bude jej́ı stopa procházet bodem V ′. Druhý bod stopy pρ bude stopńık P c

př́ımky c, který sestroj́ıme následovně. Zvoĺıme pomocnou př́ımku r = V ′E,

která protne př́ımku c v bodě R. Kótu bodu E urč́ıme sklopeńım povrchové

kružnice kE. Př́ımka c procháźı bodem R a dotýká se kuželosečky e, sestroj́ıme

ji ve sklopeńı a najdeme stopńık P c. Stopa pρ prot́ıná tečny a1, b1 v jejich

bodech dotyku A1, B1 s kuželosečkou k1.

4. Urč́ıme typ kuželosečky řezu pomoćı vrcholové roviny σ ‖ ρ. Rovina ρ protne

rovinu povrchové kružnice kE v př́ımce u, rovina σ v př́ımce v. Stejnou kon-

strukćı jako v bodě 3. př́ıkladu 1.2 zjist́ıme, že př́ımka v prot́ıná kE ve dvou

bodech M,N . Řezem je hyperbola, směry asymptot jsou n = VM, n = V N .

5. Sestroj́ıme asymptoty m1, n1 hyperboly k1 a jej́ı střed S. Podél povrchových

př́ımek m,n kuželové plochy vedeme tečné roviny µ, ν a sestroj́ıme jejich

pr̊usečnice m,n s rovinou řezu ρ, jejich kolmé pr̊uměty m1, n1 jsou asymptoty

hyperboly k1. Konstrukce asymptot je stejná jako v př́ıkladě 1.2. Střed hyper-

boly S = m1 ∩ n1.

6. Osy hyperboly p̊uĺı úhly asymptot, zjist́ıme velikost vedleǰśı polosy b.

7. Hyperbola k1.

Diskuze:

Bod E bud’ lež́ı vně kuželové plochy K′ a můžeme z něj k této ploše vést dvě

tečné roviny, nebo lež́ı uvnitř plochy K′ a tečné roviny neexistuj́ı. Úloha má tedy

dvě anebo žádné řešeńı.
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1.9 Př́ıklad 9

Sestrojte parabolu, jsou-li dány př́ımky a1, b1 a body C1, D1.

Rozbor:

Tečny a1, b1 považujeme za obrysové př́ımky, body C1, D1 za kolmé pr̊uměty

bod̊u kuželové plochy. Rovina řezu ρ procháźı body C,D a má stejnou odchylku od

osy o kuželové plochy jako povrchové př́ımky této plochy.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopńık PCD př́ımky CD.

2. BodemD vedeme př́ımku s roviny ρ, která má od pr̊umětny π stejnou odchylku

jako libovolná povrchová př́ımka, např́ıklad a1, od osy kuželové plochy o. Ve

sklopeńı najdeme jej́ı stopńık P s.

3. Stopa pρ procháźı stopńıky PCD, P s. Pr̊useč́ıky A1, B1 stopy roviny ρ s obry-

sovými př́ımkami a1, b1 jsou body dotyku těchto př́ımek s parabolou k1.

4. Ohnisko F a ř́ıdićı př́ımku q sestroj́ıme pomoćı ohniskových vlastnost́ı para-

boly.

5. Parabola k1.

Diskuze:

Body C,D mohou ležet ve stejném poloprostoru vymezeném pr̊umětnou π nebo

v opačných poloprostorech. Úloha má dvě řešeńı.
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Kapitola 2

Kulová plocha

V této a v následuj́ıćıch kapitolách jsou zařazeny úlohy, ve kterých máme sestrojit

kuželosečku, která procháźı danými body, dotýká se daných př́ımek a ve dvou bodech

se dotýká ještě jiné kuželosečky. Danou kuželosečkou bude v této kapitole kružnice

a rotačńı kvadrikou plocha kulová.

Obecný postup při řešeńı úloh této kapitoly je následuj́ıćı. Zadanou kružnici

umı́st́ıme do pr̊umětny π a prohláśıme ji za obrysovou kružnici kulové plochy, č́ımž

kulovou plochu jednoznačně urč́ıme. Př́ımky považujeme za tečny zvolené kulové

plochy a zadané body za body lež́ıćı na této ploše. Sestroj́ıme rovinu řezu, která je

určená danými body a př́ımkami, rovinu souměrnosti řezu a řez zkonstruujeme.

Řezem kulové plochy rovinou, která s ńı má společné aspoň dva body, je vždy

kružnice. Jej́ım rovnoběžným pr̊umětem kolmo do pr̊umětny, která procháźı středem

O kulové plochy může být kružnice, elipsa nebo úsečka. Kružnice vznikne pouze

v př́ıpadě, že rovina řezu ρ je s pr̊umětnou π rovnoběžná. Naopak, pr̊umětem

kružnice bude úsečka právě když rovina řezu bude k π kolmá. V následuj́ıćıch úlohách

se vyskytuj́ı pouze př́ıpady, v nichž má rovina řezu v̊uči pr̊umětně obecnou polohu

a pr̊umětem řezu tedy bude elipsa.

Aby mohl řez kulové plochy existovat muśı být zadané př́ımky sečnami, popř́ıpadě

tečnami kružnice r1 a všechny zadané body muśı ležet uvnitř r1, popř́ıpadě na r1.

Pokud máme zadané pouze př́ımky může však nastat situace, že body dotyku těchto

př́ımek s hledanou kuželosečkou budou ležet vně kružnice r1. Pro konstrukci řezu

v tomto př́ıpadě nelze použ́ıt kulovou plochu. Tyto a podobné př́ıklady naleznete

v kapitole 4, ve které voĺıme jako pomocnou kvadriku jednod́ılný rotačńı hyperbo-

loid. U úloh, kde toto řešeńı může nastat na to v diskuzi vždy upozorńıme. Úlohu

vyřeš́ıme pomoćı řezu na ploše kulové a zmı́něné př́ıpady zanedbáme.1

Kromě běžných př́ıpad̊u se může vyskytnout i takový, kde lze řez kulové plochy

sestrojit, ale s obrysovou kružnićı nemá žádné společné body. Znamená to, že rovina

řezu neprot́ıná rovńık r kulové plochy a řez lež́ı celý jen na jedné polokouli. Ř́ıkáme,

že body dotyku jsou imaginárńı.

Podrobné informace o variantách zadáńı, počtu a kvalitě řešeńı najdete v [2].

1Po prostudováńı kapitoly 4 se zájemci mohou k těmto úlohám vrátit a doplnit i ona zanedbaná

řešeńı.
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2.1 Př́ıklad 10

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ lež́ıćı v pr̊umětně

π. Body A1, B1, C1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C kulové plochy κ do

pr̊umětny π a zároveň za body, kterými je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u PAC a PBC př́ımek AC a BC.

Kóty bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı promı́taćıch rovin povrchových kružnic

jednotlivých bod̊u. V př́ıpadě bodu B je to rovina kolmá k př́ımce OB1, která

prot́ıná kulovou plochu v kružnici kB. V př́ıpadě bod̊u A,C promı́taćı rovina

obsahuje př́ımku AC a tedy kA = kC . Stopa pρ procháźı stopńıky PAC , PBC

a prot́ıná obrysovou kružnici r1 kulové plochy κ v bodech K1, L1 dotyku s elip-

sou k1.

2. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k π, procháźı bodem O a prot́ıná rovinu

řezu ρ ve spádové př́ımce s. Pr̊usečnici s urč́ıme pomoćı jej́ıho bodu B′, který

lež́ı v λ a zároveň na hlavńı př́ımce roviny ρ procházej́ıćı bodem B. Pr̊useč́ıky

kulové plochy s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se promı́tnou jako vedleǰśı

vrcholy M1, N1 elipsy k1.

3. Střed elipsy S je střed úsečky M1, N1. Hlavńı osa elipsy k1 procháźı středem

S a je kolmá k s. Délka hlavńı poloosy a = |(S)(M)|.

4. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B,C mohou mı́t celkem osm r̊uzných poloh v̊uči pr̊umětně π a určuj́ı tak

osm rovin, z nichž jsou ale vždy dvě souměrné podle π. Souměrné jsou i řezy kulové

plochy κ těmito rovinami a jejich pravoúhlé pr̊uměty tedy splývaj́ı. Dostaneme tak

čtyři r̊uzná řešeńı úlohy, z nichž nejvýše jedno má s r1 imaginárńı dotyk.
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2.2 Př́ıklad 11

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1 a př́ımka c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ, která lež́ı v π.

Body A1, B1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B kulové plochy do pr̊umětny.

Př́ımku c1 považujeme za kolmý pr̊umět tečny c kulové plochy. Rovina ρ je určená

př́ımkami c, AB.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopńık př́ımky AB. Kótu bodu A, resp. B nalezneme ve sklopeńı

promı́taćı roviny daného bodu, která je zároveň kolmá k př́ımce OA1, resp.

OB1.

2. Pomoćı bodu R = c ∩ AB, jehož kótu známe, sestroj́ıme ve sklopeńı stopńık

P c př́ımky c, která je tečnou kružnice kC , tj. řezu kulové plochy κ promı́taćı

rovinou př́ımky c.

3. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k pr̊umětně π a procháźı bodem O.

Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je spádová př́ımka roviny ρ, kterou sestroj́ıme pomoćı

bodu A′ = λ ∩ AB. Ve sklopeńı najdeme body M,N , ve kterých př́ımka s

prot́ıná kulovou plochu κ a jejichž kolmé pr̊uměty se zobraźı jako vedleǰśı vr-

choly M1, N1 elipsy k1.

4. Stejně jako v úloze 2.1 sestroj́ıme střed S a hlavńı osu elipsy k1.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B mohou mı́t, až na souměrnost podle pr̊umětny dvě r̊uzné polohy.

V každém př́ıpadě lze z bodu R vést ke kružnici kC dvě tečny. Existuj́ı tedy čtyři

řešeńı dané úlohy.
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2.3 Př́ıklad 12

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1 a bod C1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ, která lež́ı v π.

Př́ımky a1, b1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b kulové plochy κ do pr̊umětny

π. Promı́taćı roviny př́ımek a, b prot́ınaj́ı kulovou plochu v kružnićıch f, g, které

lež́ı ještě na kuželové ploše K o vrcholu V . Bod C1 je pr̊umětem bodu C plochy κ.

Rovina řezu ρ procháźı bodem C a dotýká se kuželové plochy K.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol kuželové plochy K, na které lež́ı kružnice f, g. Kružnice se

zobraźı do úseček 12, 34, vrchol V = 23 ∩ 14. Stopa pρ bude procházet body

V a P b, který najdeme ve sklopeńı jako stopńık tečny b ke kružnici g z bodu

R = V C ∩ b. Obrysovou kružnici prot́ıná stopa pρ v bodech K1, L1 dotyku

s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1. Př́ımka b lež́ı v ρ a je tečnou kružnice

g, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku B. Př́ımky b, a jsou tečny stejné kuželové

plochy K, body B,A na lež́ı na téže povrchové př́ımce procházej́ıćı vrcholem

V .

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ, která prot́ıná rovinu řezu ρ ve spádové

př́ımce s. Př́ımku s urč́ıme jej́ım stopńıkem a bodem C ′ = c ∩ λ. Pr̊useč́ıky

kulové plochy s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se promı́tnou jako vedleǰśı

vrcholy M1, N1 elipsy k1.

4. Střed a hlavńı osu elipsy sestroj́ıme jako v př́ıkladě 2.1.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

Uvažujeme bod C uvnitř kružnice r1. Pokud bod C1 lež́ı v některé kruhové

úseči vyt’até př́ımkami a1, b1 na r1, pak úloha nemá řešeńı. V ostatńıch př́ıpadech

kružnicemi f, g prolož́ıme dvě kuželové plochy, ke kterým lze bodem C vést dvě

tečné roviny. Úloha pak má čtyři řešeńı. V př́ıpadě, že stopa pρ neprotne kružnici r1
dostaneme řešeńı, ve kterém má elipsa k1 s kružnićı dotyk imaginárńı.
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2.4 Př́ıklad 13

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ, která lež́ı v π.

Př́ımky a1, b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c kulové plochy κ do

pr̊umětny π. Promı́taćı roviny př́ımek a, b, c prot́ınaj́ı kulovou plochu v kružnićıch

f, g, h. Kružnice f, g lež́ı zároveň na kuželové ploše K o vrcholu V , kružnice g, h lež́ı

na kuželové ploše K′ o vrcholu V ′. Rovina řezu ρ je společnou tečnou rovinou těchto

kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrcholy kuželových ploch, na kterých lež́ı kružnice f, g, h. Tyto

kružnice se zobraźı postupně do úseček 12, 34, 56, vrchol V = 35 ∩ 46, V ′ =

= 15∩26. Stopa pρ procháźı body V, V ′ a obrysovou kružnici prot́ıná v bodech

K1, L1 dotyku s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka b lež́ı v ρ a je tečnou

kružnice g, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku B. Př́ımky b, c jsou tečny stejné

kuželové plochy K, body dotyku B,C na lež́ı na stejné povrchové př́ımce

procházej́ıćı vrcholem V . Podobně pro př́ımky a, c a body dotyku A,C po-

vrchové př́ımky procházej́ıćı vrcholem V ′.

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ, která prot́ıná rovinu řezu ρ ve spádové

př́ımce s. Př́ımku s sestroj́ıme pomoćı jej́ıho stopńıku a bodu R = λ ∩ b.

Pr̊useč́ıky kulové plochy s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se promı́tnou

jako vedleǰśı vrcholy M1, N1 elipsy k1.

4. Střed a hlavńı osu elipsy sestroj́ıme jako v předchoźım př́ıkladě 2.1.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

V tomto př́ıpadě zadáńı př́ımek a, b, c źıskáme řešeńı pouze uvnitř r1. Kružnicemi

f, g procháźı dvě kuželové plochy, stejně tak kružnicemi g, h. Vrcholy kuželových

ploch procházej́ıćıch kružnicemi f, h lež́ı na př́ımkách určených vrcholy předchoźıch

kuželových ploch. Tyto př́ımky jsou čtyři r̊uzné stopy osmi rovin řezu, vždy dvou

souměrných podle pr̊umětny π. Existuj́ı tedy čtyři řešeńı úlohy. Stopa pρ neprotne

kružnici r1 v nejvýše jednom př́ıpadě, pak má elipsa k1 s kružnićı r1 imaginárńı

dotyk.
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2.5 Př́ıklad 14

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme opět za obrysovou kružnici kulové plochy κ, která lež́ı

v pr̊umětně π. Př́ımky a1, b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c této kulové

plochy do pr̊umětny π. Promı́taćı roviny př́ımek a, b, c prot́ınaj́ı kulovou plochu

v kružnićıch f, g, h. Kružnice h, f lež́ı zároveň na kuželové ploše K o vrcholu V ,

kružnice g, f lež́ı na kuželové ploše K′ o vrcholu V ′. Rovina řezu ρ je společnou

tečnou rovinou těchto kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrcholy kuželových ploch, na nichž lež́ı kružnice f, g, h. Kružnice

se zobraźı postupně do úseček 12, 34, 56, vrchol V = 25 ∩ 16, V ′ = 14 ∩ 23.2

Stopa roviny ρ procháźı body V, V ′ a obrysovou kružnici prot́ıná v bodech

K1, L1 dotyku s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka c lež́ı v ρ a je tečnou

kružnice h, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku C. Př́ımky c, a jsou tečny

téže kuželové plochy K, body dotyku C,A lež́ı na stejné povrchové př́ımce

procházej́ıćı vrcholem V . Podobně pro př́ımky a, b a body dotyku A,B na

povrchové př́ımce procházej́ıćı vrcholem V ′.

3. Rovina souměrnosti řezu λ prot́ıná rovinu řezu ρ ve spádové př́ımce s, kterou

urč́ıme pomoćı bodu R = λ ∩ c a jej́ıho stopńıku. Pr̊useč́ıky kulové plochy

s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se promı́tnou jako vedleǰśı vrcholy M1, N1

elipsy k1.

4. Střed a hlavńı osu elipsy sestroj́ıme jako v př́ıkladě 2.1.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

Jestliže pr̊uměty pr̊useč́ık̊u tečen a, b, c lež́ı jeden vně, jeden uvnitř a jeden na

obrysové kružnici r1, dostaneme jedno řešeńı uvnitř a jedno řešeńı vně r1, viz [2].

Uvažujeme-li pouze řešeńı zkonstruované na kulové ploše, je toto řešeńı jediné. Dotyk

s obrysovou kružnićı může být jak reálný, tak imaginárńı.

2Pokud krajńı body kružnic splývaj́ı, jako v tomto př́ıpadě, nahrazujeme jejich spojnici tečnou

r1 v tomto bodě.
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2.6 Př́ıklad 15

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1, z nichž c1 je tečnou r1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ, která lež́ı v π.

Př́ımky a1, b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c kulové plochy κ do

pr̊umětny π. Promı́taćı roviny př́ımek a, b prot́ınaj́ı kulovou plochu v kružnićıch

f, g. Kružnice f, g lež́ı také na kuželové ploše K o vrcholu V . Př́ımka c se dotýká ob-

rysové kružnice v bodě C, který lež́ı v π. Rovina řezu ρ procháźı bodem C a dotýká

se kuželové plochy K.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol kuželové plochy, na ńıž lež́ı kružnice f, g. Kružnice se zobraźı

do úseček 12, 34, vrchol V = 14 ∩ 23. Stopa roviny ρ procháźı body V,C

a obrysovou kružnici prot́ıná v bodě K1 dotyku s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1. Př́ımka a lež́ı v ρ a je tečnou kružnice

g, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku A. Protože př́ımky a, b jsou tečny téže

kuželové plochy K budou body dotyku A,B ležet na stejné povrchové př́ımce

procházej́ıćı vrcholem V .

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ a jej́ı pr̊usečnici s s rovinou ρ. Ve sklopeńı

sestroj́ıme spádovou př́ımku s pomoćı bodu A′ = λ∩a. Pr̊useč́ıky kulové plochy

s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se promı́tnou jako vedleǰśı vrcholy M1, N1

elipsy k1.

4. Střed a hlavńı osu elipsy sestroj́ıme jako v př́ıkladě 2.1.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

Pomocnou kvadrikou je zde plocha kulová, uvažujeme tedy řešeńı pouze uvnitř

kružnice r1. Kružnice f, g lež́ı na dvou kuželových plochách, ale pouze jedna od-

pov́ıdá řešeńı uvnitř r1. Bodem C můžeme vést ke kuželové ploše dvě tečné roviny,

které jsou souměrné podle pr̊umětny. Úloha má tedy uvnitř kružnice r1 právě jedno

řešeńı.
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2.7 Př́ıklad 16

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici kulové plochy κ lež́ıćı v pr̊umětně

π. Body A1, B1, C1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C kulové plochy κ do

pr̊umětny π a zároveň za body, kterými je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u PAC a PBC př́ımek AC a BC.

Kóty bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı promı́taćıch rovin jejich povrchových

kružnic. Stopa pρ procháźı stopńıky PAC , PBC a obrysovou kružnici r1 kulové

plochy neprot́ıná v žádném bodě. Body dotyku jsou imaginárńı.

2. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k π, procháźı bodem O a prot́ıná rovinu

řezu ρ ve spádové př́ımce s, kterou urč́ıme pomoćı jej́ıho stopńıku na pρ a bodu

R = λ ∩ BC. Pr̊useč́ıky kulové plochy s př́ımkou s, sestrojené ve sklopeńı, se

promı́tnou jako vedleǰśı vrcholy M1, N1 elipsy k1.

3. Střed elipsy S je střed úsečky M1, N1. Hlavńı osa elipsy k1 procháźı středem

S kolmo k s. Délka hlavńı poloosy a = |{S}{M}|.

4. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B,C mohou mı́t až na souměrnost podle pr̊umětny π čtyři polohy

a určuj́ı tak čtyři roviny řezu. Dostaneme čtyři r̊uzná řešeńı úlohy, z nichž některé

může mı́t s kružnićı r1 imaginárńı dotyk.
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Kapitola 3

Elipsoid

V př́ıkladech této kapitoly máme za úkol sestrojit kuželosečku, která procháźı za-

danými body, dotýká se zadaných př́ımek, a přitom se ve dvou bodech dotýká jisté

elipsy. Pro konstrukci lze použ́ıt protáhlý nebo zploštělý rotačńı elipsoid. Většinou

voĺıme protáhlý, jelikož kóty jeho bod̊u jsou menš́ı.

Obecný postup při řešeńı úloh této kapitoly je následuj́ıćı. Elipsu zadanou středem

a délkami poloos pokládáme za obrys rotačńıho elipsoidu E a umı́st́ıme ji do pr̊umětny

π, kterou ztotožńıme s nákresnou. Zadané př́ımky považujeme za tečny plochy E
a zadané body za body lež́ıćı na této ploše. Sestroj́ıme rovinu řezu, která je určená

danými body a př́ımkami, rovinu souměrnosti řezu λ a jej́ı pr̊usečnici s s rovinou

ρ. Př́ımka s prot́ıná elipsoid v hlavńıch vrcholech elipsy řezu k, které sestroj́ıme

otočeńım roviny λ do π. Vedleǰśı vrcholy nalezneme v rovině kolmé k ose rotace jako

pr̊useč́ıky př́ımky kolmé k s s př́ıslušnou rovnoběžkou elipsoidu. Hlavńı a vedleǰśı

vrcholy elipsy k řezu se promı́tnou do π jako sdružené pr̊uměry elipsy k1, kterou

sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı. Teorie k řešeńı těchto př́ıklad̊u je vyložena v [2].

Řezem rotačńıho elipsoidu rovinou, která s ńım má společné aspoň dva body,

může být elipsa nebo kružnice. Kružnice je řezem právě když rovina ρ je kolmá

k ose rotace elipsoidu. Osa rotace lež́ı v π a kružnice se zobraźı jako úsečka, tyto

př́ıpady vynecháme. Řezem je tedy vždy elipsa k jej́ımž pr̊umětem je obvykle elipsa

k1, ve speciálńıch př́ıpadech i kružnice.

Řez elipsoidu bude existovat, jestliže budou zadané př́ımky sečnami, popř́ıpadě

tečnami elipsy r1 a zadané body budou ležet uvnitř r1 popř́ıpadě na r1. Řešeńı tedy

bude vždy ležet uvnitř elipsy r1. Pokud máme zadané pouze př́ımky může však

nastat situace, že body dotyku těchto př́ımek s hledanou kuželosečkou budou ležet

vně elipsy r1. V těchto př́ıpadech bychom zvolili jako pomocnou kvadriku jednod́ılný

nerotačńı hyperboloid. Tyto úlohy ale nejsou předmětem této práce, poznamenejme

jen, že je lze řešit užit́ım afinity, která převede elipsu r1 na kružnici, č́ımž dostaneme

rotačńı př́ıpady z kapitoly 4.

Opět se může vyskytnout situace, ve které lze řez elipsoidu sestrojit, ale s ob-

rysovou elipsou nemá žádné společné body. Znamená to, že rovina řezu neprot́ıná

obrysovou elipsu r plochy E a řez lež́ı celý jen na jedné polovině elipsoidu. Ř́ıkáme,

že body dotyku jsou imaginárńı.
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3.1 Př́ıklad 17

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech elipsy r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Elipsu r1 považujeme za obrysovou elipsu rotačńıho elipsoidu E lež́ıćı v pr̊umětně

π. Body A1, B1, C1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C elipsoidu E do

pr̊umětny π a zároveň za body, kterými je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u př́ımek AB a BC. Kóty bod̊u

A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o, které

prot́ınaj́ı elipsoid v kružnićıch. Stopa pρ procháźı stopńıky PAB, PBC a prot́ıná

obrysovou elipsu r1 plochy E v bodech K1, L1 dotyku s kuželosečkou k1.

2. Pro daľśı konstrukce zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace elipso-

idu, která procháźı jeho středem O.1 Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou

o, je kolmá k ρ a prot́ıná ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ
3 roviny

ρ pomoćı bodu G = AB ∩ µ a pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O.

3. Nyńı snadno sestroj́ıme př́ımku s jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Pr̊useč́ıky P,Q

př́ımky s s elipsoidem, sestrojené v otočeńı roviny λ do π kolem osy o pomoćı

bodu T , jsou hlavńımi vrcholy elipsy k řezu.

4. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k.

5. Vedleǰśı vrcholy najdeme jako pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ procházej́ıćı

bodem S a rovnoběžky n elipsoidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

6. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy P,Q a M,N elipsy k se promı́tnou do π jako koncové

body sdružených pr̊uměr̊u P1Q1 a M1N1 elipsy k1.

7. Hlavńı a vedleǰśı osu elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.2

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B,C maj́ı až na souměrnost podle pr̊umětny π čtyři polohy a určuj́ı tak

čtyři roviny řezu. Dostaneme čtyři r̊uzná řešeńı úlohy, z nichž nejvýše jedno má s r1
imaginárńı dotyk.

1S rovinami π, µ pracujeme jako v Mongeově promı́táńı.
2V obrázćıch neńı pro přehlednost Rytzova konstrukce vyznačena.
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3.2 Př́ıklad 18

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech elipsy r1, jsou-li dány body A1, B1

a př́ımka c1.

Rozbor:

Elipsu r1 považujeme za obrysovou elipsu rotačńıho elipsoidu E lež́ıćı v pr̊umětně.

Body A1, B1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B elipsoidu E do pr̊umětny,

př́ımku c1 za kolmý pr̊umět tečny c elipsoidu. Rovina řezu ρ je určená body A,B

a př́ımkou c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ. Stopa procháźı stopńıkem př́ımkyAB. Kóty bod̊u

A,B zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o. Stopńık P c

najdeme ve sklopeńı př́ımky c, která je tečnou elipsy e a procháźı bodem

R = AC ∩ c. Stopa pρ procháźı stopńıky PAB, P c a prot́ıná obrysovou elipsu

r1 plochy E v bodech K1, L1 dotyku s kuželosečkou k1.

2. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace elipsoidu a procházej́ıćı jeho

středem O. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k ρ a prot́ıná

ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ
3 roviny ρ pomoćı bodu G = AB∩µ

a pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3 procházej́ıćı osou o3 = O.

3. Sestroj́ıme př́ımku s jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Hlavńı vrcholy elipsy k se-

stroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s elipsoidem v otočeńı roviny λ kolem

osy o pomoćı bodu T do π.

4. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k.

5. Vedleǰśı vrcholy najdeme jako pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ procházej́ıćı

bodem S a rovnoběžky n elipsoidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

6. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy P,Q a M,N elipsy k se do pr̊umětny promı́tnou jako

koncové body sdružených pr̊uměr̊u P1Q1 a M1N1 elipsy k1.

7. Osy elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Neuvažujeme-li souměrnost podle π mohou mı́t body A,B dvě polohy a v každé

z nich lze vést z bodu R dvě tečny k elipse e. Úloha má čtyři řešeńı. Pokud stopa

pρ neprotne elipsu r1, dostaneme řešeńı s imaginárńım dotykem k1 a r1.
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3.3 Př́ıklad 19

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech elipsy r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1.

Rozbor:

Elipsu r1 považujeme za obrys rotačńıho elipsoidu, bod A1 za pr̊umět bodu A této

plochy, př́ımky b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen b, c elipsoidu do pr̊umětny

π. Řezy elipsoidu promı́taćımi rovinami př́ımek b, c jsou elipsy e, f , které lež́ı ještě

na kuželové ploše K. Rovina řezu ρ procháźı bodem A a dotýká se kuželové plochy

K.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol kuželové plochy K, na které lež́ı elipsy e, f . Elipsy se zobraźı

do úseček 12, 34, vrchol V = 13 ∩ 24. Stopa pρ bude procházet body V a P b,

který najdeme ve sklopeńı jako stopńık tečny b elipsy e z bodu R = V A ∩ b.
Obrysovou elipsu prot́ıná stopa pρ v bodech K1, L1 dotyku s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách b1, c1. Př́ımka b lež́ı v ρ a je tečnou elipsy

e, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku B. Př́ımky b, c jsou tečny stejné kuželové

plochy K, body B,C budou ležet na téže povrchové př́ımce procházej́ıćı vr-

cholem V .

3. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o elipsoidu a procházej́ıćı jeho

středem O. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k ρ a prot́ıná

ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ
3 roviny ρ pomoćı bodu G = AV ∩µ

a pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3 procházej́ıćı osou o3 = O.

4. Sestroj́ıme př́ımku s jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Hlavńı vrcholy elipsy k se-

stroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s elipsoidem v otočeńı roviny λ kolem

osy o pomoćı bodu T do π.

5. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k.

6. Vedleǰśı vrcholy najdeme jako pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ procházej́ıćı

bodem S a rovnoběžky n elipsoidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

7. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se zobraźı do pr̊umětny π jako koncové body

sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1. Osy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı pouze pokud bod A1 nelež́ı v některé eliptické úseči tvořené

př́ımkami b1, c1. Elipsami e, f můžeme proložit dvě kuželové plochy. Z bodu A lze

vést ke kuželovým plochám dvě tečné roviny. Úloha má tedy čtyři řešeńı, z nichž

nejvýše dvě maj́ı s obrysovou hyperbolou imaginárńı dotyk.
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3.4 Př́ıklad 20

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech elipsy r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Elipsu r1 považujeme za obrys elipsoidu E . Př́ımky a1, b1, c1 považujeme za kolmé

pr̊uměty tečen a, b, c této plochy do pr̊umětny π. Promı́taćı roviny těchto př́ımek

prot́ınaj́ı elipsoid v elipsách e, f, g, které lež́ı také na kuželových plochách K o vrcholu

V a K′ o vrcholu V ′. Rovina řezu ρ se dotýká obou těchto kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Sestoj́ıme vrcholy kuželových ploch, na nichž lež́ı elipsy e, f, g. Elipsy se zobraźı

postupně do úseček 12, 34, 56, vrchol V = 14 ∩ 23, V ′ = 15 ∩ 26. Stopa roviny

ρ procháźı body V, V ′ a obrysovou elipsu prot́ıná v bodech K1, L1 dotyku

s elipsou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka b lež́ı v ρ a je tečnou elipsy

f , ve sklopeńı nalezneme bod dotyku B. Př́ımky b, a jsou tečny téže kuželové

plochy K, body dotyku B,A tedy lež́ı na stejné povrchové př́ımce procházej́ıćı

vrcholem V . Totéž plat́ı pro př́ımky a, c a body dotyku A,C povrchové př́ımky

procházej́ıćı vrcholem V ′.

3. Rovinu souměrnosti řezu λ, spádovou př́ımku s s hlavńımi vrcholy P,Q elipsy

k, střed elipsy S, hlavńı př́ımku h s vedleǰśımi vrcholy M,N elipsy k sestroj́ıme

jako v předešlých př́ıkladech, viz 3.1.

4. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se do pr̊umětny zobraźı jako koncové body

sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1. Osy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

5. Elipsa k1.

Diskuze:

Elipsami e, f procháźı dvě kuželové plochy, stejně tak elipsami e, g. Vrcholy

kuželových ploch procházej́ıćıch elipsami f, g už lež́ı na př́ımkách určených vrcholy

předchoźıch kuželových ploch. Tyto př́ımky jsou čtyřmi stopami osmi rovin řezu,

které jsou po dvou souměrné podle pr̊umětny π. Existuj́ı tedy čtyři řešeńı úlohy.

Nejvýše v jednom z nich neprotne stopa pρ elipsu r1 a výsledná elipsa má se zada-

nou jen imaginárńı dotyk.
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3.5 Př́ıklad 21

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech elipsy r1, jsou-li dány body A1, B1

a př́ımka c1, přičemž bod B1 ∈ r1.

Rozbor:

Elipsu r1 pokládáme za obrys rotačńıho elipsoidu E , bod B1 je bodem obrysu,

bod A1 je kolmým pr̊umětem bodu plochy E do π a př́ımku c1 pokládáme za kolmý

pr̊umět tečny c elipsoidu E . Rovina řezu ρ procháźı body A,B a př́ımkou c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopńık P c př́ımky c pomoćı bodu R = c∩AB, jehož kótu najdeme

ve sklopeńı př́ımky AB. Př́ımka c procháźı bodem R a dotýká se elipsy e. Stopa

pρ procháźı bodem B, který lež́ı v π, bodem P c a obrysovou elipsu r1 prot́ıná

v bodě B1 a K1 dotyku s k1. Najdeme ještě bod C1 dotyku k1 a c1.

2. Rovinu souměrnosti řezu λ, spádovou př́ımku s s hlavńımi vrcholy P,Q elipsy

k, střed elipsy S, hlavńı př́ımku h s vedleǰśımi vrcholy M,N elipsy k sestroj́ıme

jako v předešlých př́ıkladech, viz 3.1.

3. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se do pr̊umětny promı́taj́ı jako koncové body

sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1. Osy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

4. Elipsa k1.

Diskuze:

Pokud bod B lež́ı v pr̊umětně, je př́ımka AB dána jednoznačně až na souměrnost

podle pr̊umětny π. Z bodu R lze vést k elipse e dvě tečny, úloha má tedy dvě řešeńı

a žádné z nich nemá s r1 imaginárńı dotyk.
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Kapitola 4

Hyperboloid

Tato kapitola se zabývá konstrukcemi kuželoseček, které procháźı danými body,

dotýkaj́ı se daných př́ımek a ve dvou bodech se dotýkaj́ı křivky, která je obry-

sem rotačńıho hyperboloidu. Podle toho, kterou křivkou bude obrys hyperboloidu,

rozděĺıme př́ıklady této kapitoly do dvou část́ı.

V př́ıkladech 4.1 – 4.7 je obrysem hrdelńı kružnice jednod́ılného hyperboloidu.

Pro snadněǰśı konstrukce voĺıme rovnoosý hyperboloid, jehož osa je kolmá k π,

a který se zobraźı vně této kružnice. Dané př́ımky už nemuśı být nutně sečnami

obrysové kružnice. Zde jsou zahrnuta i slibovaná, v kapitole 2, zanedbaná řešeńı.

V př́ıkladech 4.8 – 4.17 je obrysem hyperbola. Osa rotačńıho hyperboloidu H
tedy lež́ı v π. Řešeńı připoušt́ıme jak vně, tak uvnitř obrysové hyperboly. K jeho

nalezeńı použijeme bud’ jednod́ılný hyperboloid s osou rotace ve vedleǰśı ose obrysové

hyperboly nebo dvojd́ılný hyperboloid s osou rotace v hlavńı ose obrysové hyperboly.

Při řešeńı př́ıklad̊u postupujeme takto. Kružnici, resp. hyperbolu pokládáme

za obrys rotačńıho hyperboloidu H a umı́st́ıme ji do pr̊umětny π. Zadané př́ımky

považujeme za tečny plochy H a zadané body za body lež́ıćı na této ploše. Sestroj́ıme

rovinu řezu ρ, která je určená danými body a př́ımkami, rovinu souměrnosti řezu

λ a jej́ı pr̊usečnici s s rovinou ρ, což je osa kuželosečky řezu. Podle následuj́ıćıho

odstavce urč́ıme typ kuželosečky řezu a sestroj́ıme jej́ı pr̊umět.

Řezem rotačńıho hyperboloidu rovinou, která s ńım má společné aspoň dva body,

mohou být všechny typy kuželoseček, včetně singulárńıch. V př́ıkladech prvńı části

o typu kuželosečky řezu rozhodneme pomoćı kuželové plochy, která má vrchol v li-

bovolném zadaném bodě, osu rovnoběžnou s osou asymptotické kuželové plochy

a jej́ı povrchové př́ımky maj́ı odchylku od pr̊umětny stejnou jako povrchové př́ımky

asymptotické kuželové plochy, tedy 45◦. Ve druhé části využ́ıváme k určeńı typu

řezu třet́ı pr̊umětnu µ zavedenou podobně jako v kapitole 3.

V druhé části se nevyskytuj́ı př́ıklady, v nichž zadané př́ımky neprot́ınaj́ı obryso-

vou hyperbolu. V takovém př́ıpadě je vhodněǰśı pomoćı kolineace převést obrysovou

hyperbolu na kružnici, č́ımž úlohu z druhé části kapitoly převedeme na úlohu z prvńı

části, kde jsou řešeńı uvedena.

V této kapitole se častěji vyskytuje situace, ve které řez hyperboloidu nemá

s obrysovou křivkou žádné společné body. Ř́ıkáme, že body dotyku jsou imaginárńı.
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4.1 Př́ıklad 22

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici jednod́ılného rotačńıho hyperbo-

loidu H lež́ıćı v pr̊umětně π. Body A1, B1, C1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u

A,B,C hyperboloidu H do pr̊umětny π a zároveň za body, kterými je určena rovina

řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ jako spojnici stopńık̊u PAB, PAC př́ımek AB,AC.

Pro nalezeńı kót bod̊u využijeme konstrukce odvozené v [2]. Kóta např́ıklad

bodu A je |A1Az|, kde Az je bodem dotyku tečny vedené z bodu A1 ke kružnici

r1. Př́ımka pρ prot́ıná kružnici r1 v bodech dotyku K1, L1 s kuželosečkou k1.

2. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme pomocnou kuželovou plochu, která

protne pr̊umětnu v kružnici kB se středem B1 a poloměrem |B1Bz|. Podle

společných bod̊u této kružnice a stopy roviny ρ rozhodneme o typu kuželosečky

řezu. Stopa pρ a kružnice kB se neprot́ınaj́ı, řezem je elipsa.

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ, která je kolmá k ρ a procháźı osou

hyperboloidu o. Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu

R = AC ∩ λ.

4. Hlavńı vrcholy P,Q elipsy řezu jsou pr̊useč́ıky př́ımky s a hyperboloidu. Se-

stroj́ıme je ve sklopeńı jako pr̊useč́ıky př́ımky (s) s meridiánem (e) hyperbo-

loidu.1 Střed S elipsy k je středem úsečky PQ.

5. Vedleǰśı vrcholy M,N sestroj́ıme pomoćı proužkové konstrukce elipsy.

6. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B,C maj́ı až na souměrnost podle pr̊umětny π čtyři polohy a určuj́ı tak

čtyři roviny řezu. Úloha má čtyři r̊uzná řešeńı. Může nastat situace, že všechna čtyři

řešeńı budou mı́t s r1 imaginárńı dotyk. Řešeńı bude singulárńı, pokud budou dva

zadané body ležet na téže př́ımce hyperboloidu.

1Pro konstrukci využijeme kolineaci, ve které se hyperbola (e) zobraźı na kružnici r1, v [2] je

konstrukce uvedená pod označeńım K3. V obrázku je naznačena tečkovaně.
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Obr. 4.1
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4.2 Př́ıklad 23

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici jednod́ılného rotačńıho hyperbo-

loidu H lež́ıćı v π. Body A1, B1, C1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C

hyperboloidu H do pr̊umětny π a zároveň za body, kterými procháźı rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ jako spojnici stopńık̊u PAB, PAC př́ımek AB,AC.

Kótu např́ıklad bodu B źıskáme jako vzdálenost |B1Bz|, kde Bz je bodem

dotyku tečny vedené z bodu B1 ke kružnici r1. Př́ımka pρ prot́ıná kružnici r1
v bodech dotyku K1, L1 s kuželosečkou k1.

2. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme pomocnou kuželovou plochu, která

protne pr̊umětnu v kružnici kB se středem B1 a poloměrem |B1Bz|. Stopa pρ

a kružnice kB maj́ı společné dva body M,N , řezem je hyperbola.

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ, která je kolmá k ρ a procháźı osou

hyperboloidu o. Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu

R = AC ∩ λ.

4. Ve sklopeńı zjist́ıme, že př́ımka s prot́ıná meridián e hyperboloidu v bodech

P,Q, což jsou hlavńı vrcholy hyperboly k.2 Střed S hyperboly k je středem

úsečky PQ.

5. Sestroj́ıme asymptoty m,n hyperboly. Asymptoty procháźı středem S a jejich

směry určuj́ı př́ımky m = BM,n = BN na pomocné kuželové ploše.

6. Hyperbola k1.

Diskuze:

Počet i kvalita řešeńı je stejná jako v předchoźım př́ıkladě 4.1.

2Ke konstrukci bod̊u {P}, {Q} opět užijeme kolineaci mezi {e} a r1 , která je naznačena

tečkovaně.
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Obr. 4.2
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4.3 Př́ıklad 24

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1 a př́ımka c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici jednod́ılného rotačńıho hyper-

boloidu lež́ıćı v pr̊umětně. Body A1, B1 považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B

hyperboloidu do π, př́ımku c1 za pr̊umět tečny c hyperboloidu H. Př́ımkou c a body

A,B je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ, která procháźı stopńıky PAB, P c př́ımek AB, c.

Kóty bod̊u A,B najdeme jako v předcházej́ıćıch př́ıkladech pomoćı Az, Bz.

Př́ımku c urč́ıme jako tečnu z boduG = AB∩c k hyperbole e řezu hyperboloidu

H promı́taćı rovinou př́ımky c a sestroj́ıme jej́ı stopńık P c. Př́ımka pρ prot́ıná

kružnici r1 v bodech dotyku K1, L1 s kuželosečkou k1.

2. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Kružnice kB se středem B1 a poloměrem

|B1Bz|, která vznikne jako řez pomocné kuželové plochy pr̊umětnou, má se

stopou pρ společné dva body M,N . Řezem je hyperbola.

3. Sestroj́ıme rovinu souměrnosti řezu λ, která je kolmá k ρ a procháźı osou o

hyperboloidu. Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu

R = AB ∩ λ.

4. Ve sklopeńı zjist́ıme, že př́ımka s neprot́ıná meridián hyperboloidu f a je tedy

vedleǰśı osou hyperboly řezu. Najdeme pr̊useč́ıky I, II př́ımky s s asymptotami

meridiánu f . Střed úsečky I II je středem S hyperboly k.

5. Hlavńı osa je kolmá k vedleǰśı ose s a procháźı středem S. Hlavńı vrcholy P,Q

sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky hlavńı osy s rovnoběžkou l hyperboloidu, v jej́ıž

rovině lež́ı bod S.

6. Sestroj́ıme asymptoty m,n hyperboly. Asymptoty procháźı středem S a jejich

směry určuj́ı př́ımky m = BM,n = BN pomocné kuželové plochy.

7. Hyperbola k1.

Diskuze:

Neuvažujeme-li souměrnost podle pr̊umětny mohou mı́t body A,B v̊uči ńı dvě

r̊uzné polohy. Pokud bod G = c ∩ AB lež́ı vně hyperboloidu H, můžeme j́ım vést

v každém př́ıpadě dvě tečny k hyperbole e řezu H promı́taćı rovinou př́ımky c

a úloha má čtyři řešeńı, z nichž žádné nemá s obrysovou kružnićı imaginárńı dotyk.

V opačném př́ıpadě bodem G tečny vést tečny nelze a úloha řešeńı nemá.
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Obr. 4.3
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4.4 Př́ıklad 25

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrysovou kružnici jednod́ılného rotačńıho hyperbo-

loidu H, která lež́ı v pr̊umětně π. Př́ımky a1, b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty

tečen a, b, c této plochy do pr̊umětny π. Promı́taćı roviny př́ımek a, b, c prot́ınaj́ı

hyperboloid v hyperbolách e, f, g. Hyperboly e, g lež́ı na kuželové ploše K o vrcholu

V , hyperboly f, g lež́ı na kuželové ploše K′ o vrcholu V ′. Rovina řezu ρ je společnou

tečnou rovinou těchto kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrcholy kuželových ploch, na nichž lež́ı hyperboly e, f, g. Každá

z hyperbol se zobraźı do dvou polopř́ımek,3 s krajńımi body 1, 2, resp. 3, 4,

resp. 5, 6. Vrchol V = 14 ∩ 23, V ′ = 35 ∩ 46. Stopa roviny ρ procháźı body

V, V ′ a obrysovou kružnici prot́ıná v bodech K1, L1 dotyku s kuželosečkou k1.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka c lež́ı v ρ a je tečnou

hyperboly g, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku C. Př́ımky c, a jsou tečny

téže kuželové plochy K, body dotyku C,A lež́ı na stejné povrchové př́ımce

procházej́ıćı vrcholem V . Podobně př́ımky c, b a body dotyku C,B lež́ıćı na

povrchové př́ımce procházej́ıćı vrcholem V ′.

3. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme pomocnou kuželovou plochu, která

protne pr̊umětnu v kružnici kC se středem C1 a poloměrem |C1(C)|. Stopa pρ

a kružnice kC maj́ı dva společné body M,N , řezem je hyperbola.

4. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k ρ a procháźı osou hyperboloidu o.

Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu G = c ∩ λ.

5. Ve sklopeńı zjist́ıme, že př́ımka s neprot́ıná meridián hyperboloidu h a je tedy

vedleǰśı osou hyperboly řezu. Najdeme pr̊useč́ıky I, II př́ımky s s asymptotami

meridiánu h. Střed úsečky I II je středem S hyperboly k.

6. Hlavńı osa je kolmá k vedleǰśı ose s a procháźı středem S. Hlavńı vrcholy P,Q

sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky hlavńı osy s rovnoběžkou l hyperboloidu, v jej́ıž

rovině lež́ı bod S.

7. Sestroj́ıme asymptoty m,n hyperboly. Asymptoty procháźı středem S a jejich

směry určuj́ı př́ımky m = BM,n = BN na pomocné kuželové plochy.

8. Hyperbola k1.

3Tj. do vněǰśıch bod̊u př́ımek a1, b1, c1 vzhledem ke kružnici r1.
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Diskuze:

V tomto př́ıpadě zadáńı př́ımek a, b, c můžeme źıskat řešeńı jak uvnitř, tak vně

obrysové kružnice. Hyperbolami e, f procháźı dvě kuželové plochy, stejně jako hy-

perbolami f, g. Jejich vrcholy tvoř́ı stopy osmi rovin řezu, z nichž jsou vždy dvě

souměrné podle π. Z možných čtyř řešeńı lež́ı pouze dvě vně kružnice r1 a lze je tedy

sestrojit jako řez na rotačńım hyperboloidu. Obě řešeńı maj́ı s obrysovou kružnićı

reálný dotyk.
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Obr. 4.4
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4.5 Př́ıklad 26

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrys jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu. Bod A1

je pr̊umětem bodu A plochy, př́ımky b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen b, c

hyperboloidu do pr̊umětny π. Rovina řezu ρ je určena bodem A a př́ımkami b, c.

Konstrukce:

1. Př́ımky b1, c1 neprot́ınaj́ı obrysovou kružnici r1, nemůžeme tedy pomoćı jejich

pr̊useč́ık̊u sestrojit vrcholy kuželových ploch, na kterých lež́ı řezy hyperbo-

loidu promı́taćımi rovinami těchto př́ımek. Použijeme projektivńı vlastnosti

a prostorovou kolineci.4 Vrchol V lež́ı na poláře p′ bodu I1 = b1 ∩ c1 vzhledem

ke kružnici r1 a na spojnici odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v prostorové kolineaci, ve

které se na sebe zobraźı hyperboly e, f . Osa o′ této kolineace je pr̊usečnice

promı́taćıch rovin př́ımek b, c a střed je hledaný vrchol V . Sestroj́ıme od-

pov́ıdaj́ıćı si tečny k hyperbolám, jejichž body dotyku budou ležet na př́ımce

procházej́ıćı středem kolineace. U hyperboly f zvoĺıme asymptotu i, z jej́ıho

bodu I na ose o′ vedeme ve sklopeńı tečnu t k hyperbole e. Bodem dotyku T

stač́ı vést rovnoběžku s i, jej́ı pr̊useč́ık s polárou p′ je vrchol V .

2. Stopa pρ roviny ρ procháźı vrcholem V a stopńıkem P b př́ımky b. Př́ımku b

urč́ıme ve sklopeńı jako tečnu z bodu R = AV ∩ b k hyperbole e. Stopa pρ

prot́ıná kružnici r1 v bodech dotyku K1, L1 s kuželosečkou k1.

3. Sestroj́ıme body dotyku kuželosečky k1 a př́ımek b1, c1. Bod B je bodem dotyku

tečny b s hyperbolou e. Př́ımky b, c jsou tečny stejné kuželové plochy s vrcholem

V a body B,C tedy lež́ı na téže povrchové př́ımce.

4. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Sestroj́ıme pomocnou kuželovou plochu, která

protne pr̊umětnu v kružnici kA se středem A1 a poloměrem |A1Az|. Stopa pρ

a kružnice kA se neprot́ınaj́ı, řezem je elipsa.

5. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k ρ a procháźı osou hyperboloidu o.

Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu G = AV ∩ λ.

6. Hlavńı vrcholy P,Q elipsy řezu jsou pr̊useč́ıky př́ımky s a hyperboloidu. Se-

stroj́ıme je ve sklopeńı jako pr̊useč́ıky př́ımky (s) s meridiánem (g) hyper-

boloidu.5 Střed S elipsy k je středem úsečky PQ. Vedleǰśı vrcholy M,N se-

stroj́ıme pomoćı proužkové konstrukce elipsy.

7. Elipsa k1.

4Konstrukce je podrobně objasněná v [3].
5Opět využijeme kolineaci, viz př́ıklad 4.1, konstrukce v obrázku neńı vyznačena.
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Diskuze:

Hyperbolami e, f lze proložit dvě kuželové plochy. Jestliže bod A1 lež́ı ve dvojici

vrcholových úhl̊u, v ńıž lež́ı i obrysová kružnice, můžeme j́ım vést k těmto plochám

dvě tečné roviny a úloha má čtyři řešeńı. Nejvýše dvě z nich mohou mı́t s kružnićı

r1 imaginárńı dotyk. Lež́ı-li bod A1 ve druhé dvojici vrcholových úhl̊u, pak úloha

řešeńı nemá.
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Obr. 4.5
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4.6 Př́ıklad 27

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Kružnici r1 považujeme za obrys jednod́ılného rotačńıho hyperboloidu. Př́ımky

a1, b1, c1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c této plochy do π. Promı́taćı

roviny těchto př́ımek prot́ınaj́ı hyperboloid v hyperbolách e, f, g, které lež́ı také

dvou na kuželových plochách o vrcholech V 1 a V 2. Rovina řezu ρ se dotýká obou

těchto kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Žádná z př́ımek a1, b1, c1 neprot́ıná r1, použijeme projektivńı vlastnosti a pro-

storovou kolineaci. Vrchol V 1 kuželové plochy, na které lež́ı hyperboly f, g lež́ı

na poláře p1 bodu I1 = b1 ∩ c1 vzhledem k r1 a je zároveň středem kolineace

mezi hyperbolami f, g. Vrchol V 2 kuželové plochy, na které lež́ı hyperboly e, g

lež́ı na poláře p2 bodu II1 = a1 ∩ c1 vzhledem k r1 a je středem kolineace, ve

které se na sebe zobraźı hyperboly e, g. Dále pokračujeme, pro každý vrchol

zvlášt’, jako v předchoźım př́ıkladě 4.5.

2. Stopa pρ roviny ρ procháźı vrcholy V 1, V 2 a kružnici r1 prot́ıná v bodech

dotyku K1, L1 s kuželosečkou k1.

3. Sestroj́ıme body dotyku k1 a tečen a1, b1, c1. Ve sklopeńı najdeme bod dotyku A

př́ımky a s hyperbolou e. Př́ımka c se dotýká téže kuželové plochy jako př́ımka

a, bod C tedy lež́ı na povrchové př́ımce procházej́ıćı bodem A a vrcholem V 2

této plochy. Stejně tak se př́ımky b, c dotýkaj́ı téže kuželové plochy s vrcholem

V 1 a bod B tedy lež́ı na povrchové př́ımce CV 1.

4. Urč́ıme typ kuželosečky k řezu. Kružnice kA se středem A1 a poloměrem

|A1[A]|, která je řezem pomocné kuželové plochy pr̊umětnou, nemá se stopou

pρ žádné společné body. Řezem je elipsa.

5. Rovina souměrnosti řezu λ je kolmá k ρ a procháźı osou hyperboloidu o.

Pr̊usečnice s = λ ∩ ρ je osou řezu, sestroj́ıme ji pomoćı bodu G = a ∩ λ.

6. Hlavńı vrcholy P,Q elipsy řezu jsou pr̊useč́ıky př́ımky s s hyperboloidem, které

sestroj́ıme ve sklopeńı jako pr̊useč́ıky 〈s〉 s meridiánem 〈h〉 hyperboloidu.6

Střed S elipsy k je středem úsečky PQ. Vedleǰśı vrcholy M,N sestroj́ıme

pomoćı proužkové konstrukce elipsy.

7. Elipsa k1.

6Opět užit́ım kolineace mezi 〈h〉 a r1, která neńı v obrázku znázorněna.
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Diskuze:

Hyperbolami e, g procháźı dvě kuželové plochy, stejně tak hyperbolami f, g. Vr-

choly kuželových ploch procházej́ıćıch hyperbolami e, f už lež́ı na př́ımkách určených

vrcholy předchoźıch kuželových ploch. Tyto př́ımky jsou stopami čtyř rovin řezu, ne-

uvažujeme-li souměrnost podle pr̊umětny π. Existuj́ı tedy čtyři řešeńı úlohy. Opět

může nastat situace, že stopa pρ neprotne obrysovou kružnici a kuželosečka k1 má

s kružnićı r1 imaginárńı dotyk.
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Obr. 4.6
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4.7 Př́ıklad 28

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech kružnice r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Kružnici r1 pokládáme za obrysovou kružnici jednod́ılného rotačńıho hyperbo-

loidu. Body A1, B1, C1 pokládáme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C hyperboloidu do

pr̊umětny π. Těmito body je rovina řezu ρ určena.

Konstrukce:

1. Body A1, B1 procháźı př́ımka, která je tečnou r1, je to tedy př́ımka hyperbo-

loidu H.

2. Řešeńı bude singulárńı, druhou př́ımku źıskáme jako tečnu vedenou bodem C1

ke kružnici r1.

3. Dvojice př́ımek k1.

Diskuze:

Z bodu C1 lze ke kružnici r1 vést dvě tečny. Existuj́ı dvě řešeńı úlohy. Pokud je

vzdálenost př́ımky A1B1 a bodu C1 rovna pr̊uměru kružnice r1, jedno z řešeńı bude

dvojićı rovnoběžek. Jinak źıskáme dvojice r̊uznoběžek.
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Obr. 4.7
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4.8 Př́ıklad 29

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Body A1, B1, C1 lež́ı vně hyperboly r1, považujeme ji za obrys jednod́ılného

rotačńıho hyperboloidu H. Dané body považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C

hyperboloidu do pr̊umětny π, které zároveň určuj́ı rovinu řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ, která procháźı stopńıky př́ımek AB,BC. Kóty

bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o

hyperboloidu. Stopa pρ prot́ıná obrysovou hyperbolu v bodech K1, L1 dotyku

s kuželosečkou k1.

2. Bodem A prolož́ıme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace hyperboloidu,

sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem hyper-

boloidu O vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l. Podle počtu společných bod̊u kružnice

l a stopy mσ rozhodneme o typu řezu. Stopa s kružnićı se neprot́ınaj́ı, řezem

je elipsa.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Hlavńı vrcholy elipsy k sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s hyperboloi-

dem, a to v otočeńı roviny λ kolem osy o pomoćı bodu T do pr̊umětny π.

5. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy najdeme jako pr̊useč́ıky

hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n hyperbo-

loidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

6. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy P,Q a M,N elipsy k se do pr̊umětny zobraźı jako

koncové body sdružených pr̊uměr̊u P1Q1 a M1N1 elipsy k1.

7. Osy elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.7

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı, pokud všechny body A1, B1, C1 lež́ı na stejné rotačńı ploše

určené v prostoru hyperbolou r1, tedy všechny body lež́ı uvnitř, resp. vně dané

hyperboly. Body A,B,C, které nelež́ı v π mohou mı́t v̊uči pr̊umětně osm r̊uzných

poloh. Ze souměrnosti podle pr̊umětny však plyne, že vždy dva př́ıpady tvoř́ı jedno

řešeńı. Úloha má celkem čtyři řešeńı, z nichž může mı́t některé imaginárńı dotyk

s obrysovou hyperbolou r1.
7V obrázćıch nebude vyznačována.
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4.9 Př́ıklad 30

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Body A1, B1, C1 lež́ı uvnitř hyperboly r1, považujeme ji za obrys dvojd́ılného

rotačńıho hyperboloidu H. Dané body považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C

hyperboloidu do pr̊umětny π, kterými je zároveň určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ, která procháźı stopńıky př́ımek AB,AC. Kóty

bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o

hyperboloidu. Stopa pρ prot́ıná obrysovou hyperbolu v bodech K1, L1 dotyku

s kuželosečkou k1.

2. Bodem B prolož́ıme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace hyperboloidu,

sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem hyper-

boloidu O vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l. Podle počtu společných bod̊u této

kružnice a stopy roviny σ rozhodneme o typu řezu. Stopa mσ prot́ıná kružnici

l ve dvou bodech M,N , řezem je hyperbola.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Hlavńı vrcholy hyperboly k sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky U, V př́ımky s s hyper-

boloidem, a to v otočeńı roviny λ kolem osy o pomoćı bodu T do pr̊umětny π.

5. Střed S úsečky UV je středem hyperboly k. Sestroj́ıme asymptoty hyperboly

k1 jako rovnoběžky s př́ımkami m = OM,n = ON , které určuj́ı jejich směry.

6. Osy hyperboly k1 p̊uĺı úhly asymptot. Zjist́ıme délku vedleǰśı poloosy b.

7. Hyperbola k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı, pokud všechny body A1, B1, C1 lež́ı na stejné rotačńı ploše

určené hyperbolou r1, tedy všechny body lež́ı uvnitř, resp. vně dané hyperboly.

Body A,B,C, které nelež́ı v π mohou mı́t v̊uči pr̊umětně osm r̊uzných poloh. Ze

souměrnosti podle pr̊umětny však plyne, že vždy dva př́ıpady tvoř́ı jedno řešeńı.

Úloha má čtyři řešeńı, z nichž některé může mı́t s obrysovou hyperbolou imaginárńı

dotyk.
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4.10 Př́ıklad 31

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány body

A1, B1 a př́ımka c1.

Rozbor:

Body A1, B1 lež́ı vně hyperboly r1, považujeme ji tedy za obrys jednod́ılného

rotačńıho hyperboloidu H. Dané body považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,

př́ımku c1 za kolmý pr̊umět tečny c hyperboloidu do pr̊umětny π. Rovina řezu ρ je

určena body A,B a př́ımkou c.

Konstrukce:

1. Stopa pρ roviny ρ procháźı stopńıky př́ımek AB a c. Stopńık PAB sestroj́ıme

pomoćı kót bod̊u A,B, které najdeme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin

kolmých k ose o hyperboloidu. Př́ımka c je tečnou elipsy e, ve které prot́ıná

promı́taćı rovina této př́ımky hyperboloid H. Sestroj́ıme ji ve sklopeńı pomoćı

bodu G = AB∩c a najdeme stopńık P c. Stopa pρ prot́ıná obrysovou hyperbolu

v bodech K1, L1 dotyku s kuželosečkou k1.

2. Bodem A prolož́ıme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace hyperboloidu,

sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem hyper-

boloidu O vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l. Stopa mσ s kružnićı l nemá žádný

společný bod, řezem je elipsa.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Hlavńı vrcholy elipsy k sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s hyperboloi-

dem, a to v otočeńı roviny λ kolem osy o pomoćı bodu T do pr̊umětny π.

5. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy najdeme jako pr̊useč́ıky

hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n hyperbo-

loidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

6. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy P,Q a M,N elipsy k se do pr̊umětny zobraźı jako

koncové body sdružených pr̊uměr̊u P1Q1 a M1N1 elipsy k1.

7. Osy elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

8. Elipsa k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı pouze pokud body A,B lež́ı oba uvnitř nebo oba vně obrysové

hyperboly r1, tedy na tomtéž hyperboloidu. Body A,B mohou ležet ve stejném

poloprostoru určeném pr̊umětnou π nebo v poloprostorech opačných. Z bodu R lze

vést v obou př́ıpadech dvě tečny k elipse e. Úloha má tedy čtyři řešeńı. Pokud stopa

pρ neprotne hyperbolu r1, dotýká se j́ı hledaná kuželosečka k1 imaginárně.
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4.11 Př́ıklad 32

Sestrojte parabolu dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, je-li dán bod A1

a př́ımka b1.

Rozbor:

BodA1 lež́ı uvnitř hyperboly r1, považujeme ji tak za obrys dvojd́ılného rotačńıho

hyperboloidu. Bod A1 je kolmým pr̊umětem bodu A plochy H, př́ımka b1 je kolmým

pr̊umětem tečny b téže plochy do pr̊umětny π. Promı́taćı rovina tečny b prot́ıná H
v kuželosečce. Roviny, jež se dotýkaj́ı této kuželosečky a prot́ınaj́ı hyperboloid H
v parabole, obaluj́ı rotačńı kuželovou plochu o vrcholu V . Rovina řezu ρ procháźı

bodem A a dotýká se této kuželové plochy.

Konstrukce:

1. Bodem A vedeme př́ımku s, která má od pr̊umětny π stejnou odchylku jako

libovolná povrchová př́ımka asymptotické kuželové plochy hyperboloidu od

osy o této plochy. Ve sklopeńı najdeme jej́ı stopńık P s.

2. Pr̊useč́ıky př́ımky b s obrysovou hyperbolou označ́ıme 1, 2. Těmito body ve-

deme rovnoběžky s asymptotami hyperboly r1, jejich pr̊useč́ık je vrchol V .

3. Stopa pρ procháźı stopńıkem P s a vrcholem V . Pr̊useč́ıky K1, L1 stopy roviny

ρ s obrysovou hyperbolou jsou body dotyku r1 s parabolou k1.

4. V bodech K1, L1 sestroj́ıme tečny paraboly k1. Protože se v těchto bodech

dotýká parabola k1 s hyperbolou r1, jsou tečny sestrojené v bodech K1, L1

společné oběma kuželosečkám a sestroj́ıme je tedy jako tečny k hyperbole r1.

5. Směr osy so je určen spojnićı pr̊useč́ıku I tečen procházej́ıćıch body K1, L1

s bodem II, který p̊uĺı tětivu K1, L1.

6. Ohnisko F , osu op, ř́ıdićı př́ımku d a bod dotyku na tečně b sestroj́ıme pomoćı

ohniskových vlastnost́ı paraboly.

7. Parabola k1.

Diskuze:

Kuželosečka, ve které prot́ıná hyperboloid promı́taćı rovina př́ımky b lež́ı na dvou

kuželových plochách požadovaných vlastnost́ı. Bodem A lze vést dvě roviny, které

se dotýkaj́ı daných kuželových ploch, úloha má dvě řešeńı. Pokud stopa pρ neprotne

hyperbolu r1, je jej́ı dotyk s parabolou k1 imaginárńı.
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4.12 Př́ıklad 33

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1.

Rozbor:

Bod A1 lež́ı vně hyperboly r1, považujeme ji tedy za obrys jednod́ılného rotačńıho

hyperboloidu. Bod A1 je kolmým pr̊umětem bodu A plochy H, př́ımky b1, c1 jsou

kolmými pr̊uměty tečen b, c této plochy do pr̊umětny π. Kuželosečky f, e, které

vzniknou řezem hyperboloidu H promı́taćımi rovinami př́ımek b, c lež́ı na kuželové

ploše s vrcholem W . Rovina řezu ρ procháźı bodem A a dotýká se této kuželové

plochy.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol W kuželové plochy, na které lež́ı elipsy f, e. Elipsy se zob-

raźı do úseček 12, 34, vrchol W = 14 ∩ 23. Stopa pρ bude procházet body W

a P c, který najdeme ve sklopeńı jako stopńık tečny c elipsy e vedené bodem

G = WA∩ c. Bod dotyku na tečně c sestroj́ıme ve sklopeńı, a protože př́ımky

c, b jsou tečny téže kuželové plochy s vrcholem W , bude bod B ležet na povr-

chové př́ımce CW této plochy. Obrysovou hyperbolu prot́ıná stopa pρ v bodech

K1, L1 dotyku s kuželosečkou k1.

2. Bodem A prolož́ıme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace hyperboloidu,

sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem hyper-

boloidu O vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l. Kružnice l a stopa mσ maj́ı dva společné

body M,N , řezem je hyperbola.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Hlavńı vrcholy hyperboly k sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky U, V př́ımky s s hyper-

boloidem, a to v otočeńı roviny λ kolem osy o pomoćı bodu T do pr̊umětny π.

5. Střed S úsečky UV je středem hyperboly k. Sestroj́ıme asymptoty hyperboly

k1 jako rovnoběžky s př́ımkami m = OM,n = ON , které určuj́ı jejich směry.

6. Osy hyperboly k1 p̊uĺı úhly asymptot. Zjist́ıme délku vedleǰśı poloosy b.

7. Hyperbola k1.

Diskuze:

Kuželosečky f, e lež́ı na dvou kuželových plochách. Z bodu A lze ale vést tečné

roviny pouze ke dvěma z nich. Úloha má dvě řešeńı, která maj́ı v tomto př́ıpadě,

kdy se př́ımky b1, c1 prot́ınaj́ı uvnitř pr̊umětu H, vždy reálný dotyk s hyperbolou r1.
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4.13 Př́ıklad 34

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1.

Rozbor:

Bod A1 lež́ı uvnitř hyperboly r1, považujeme ji za obrys dvojd́ılného rotačńıho

hyperboloidu. Bod A1 je kolmým pr̊umětem bodu A plochy hyperboloidu, př́ımky

b1, c1 jsou kolmými pr̊uměty tečen b, c plochy H do pr̊umětny π. Promı́taćı roviny

tečen b, c prot́ınaj́ı H v kuželosečkách f, e, které zároveň lež́ı na kuželové ploše

s vrcholem V . Rovina řezu ρ procháźı bodem A a dotýká se této kuželové plochy.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol V kuželové plochy, na které lež́ı elipsy f, e. Elipsy se zobraźı

do úseček 12, 34, vrchol V = 14 ∩ 23. Stopa pρ bude procházet body V a P c,

který najdeme ve sklopeńı jako stopńık tečny c elipsy e z bodu G = V A ∩ c.
Bod dotyku na tečně c sestroj́ıme ve sklopeńı, a protože př́ımky c, b jsou tečny

téže kuželové plochy s vrcholem V , bude bod B ležet na povrchové př́ımce CV

této plochy. Obrysovou hyperbolu prot́ıná stopa pρ v bodech K1, L1 dotyku

s elipsou k1.

2. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o hyperboloidu procházej́ıćı bodem

A, sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem O

hyperboloidu vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l, která nemá s mσ žádné společné body.

Řezem je elipsa.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Sestroj́ıme př́ımku s jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Hlavńı vrcholy elipsy k se-

stroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s hyperboloidem v otočeńı roviny λ

kolem osy o pomoćı bodu T do π.

5. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy M,N najdeme jako

pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n

hyperboloidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

6. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se zobraźı do pr̊umětny π jako koncové body

sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1. Osy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

7. Elipsa k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı pouze pokud bod A1 nelež́ı v některé hyperbolické úseči tvořené

př́ımkami b1, c1. Neńı-li tomu tak můžeme kuželosečkami f, e proložit dvě kuželové

plochy a k nim vést bodem A dvě tečné roviny. Úloha má tedy čtyři řešeńı, z nichž

nejvýše dvě maj́ı s obrysovou hyperbolou imaginárńı dotyk.
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4.14 Př́ıklad 35

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Hyperbolu r1 považujeme za obrys hyperboloidu H. Př́ımky a1, b1, c1 považujeme

za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c této plochy do π. Promı́taćı roviny těchto př́ımek

prot́ınaj́ı H v kuželosečkách d, e, f , které lež́ı zároveň na dvou kuželových plochách,

jedné s vrcholem V a druhé s vrcholem V ′. Rovina řezu ρ se dotýká obou těchto

kuželových ploch.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrcholy kuželových ploch, na nichž lež́ı kuželosečky d, e, f s krajńımi

body 12, 34, 56, vrchol V = 16∩25, V ′ = 14∩23. Stopa roviny ρ procháźı body

V, V ′ a obrysovou hyperbolu prot́ıná v bodech K1, L1 dotyku s kuželosečkou

k1. Stopńık P b př́ımky b lež́ı vně r1, H je jednod́ılný hyperboloid.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka b lež́ı v ρ a je tečnou

hyperboly e, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku B.8 Př́ımky b, a jsou tečny

téže kuželové plochy, body dotyku B,A lež́ı na stejné povrchové př́ımce BV ′.

Totéž plat́ı pro př́ımky a, c a body dotyku A,C na povrchové př́ımce V A.

3. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o hyperboloidu tak, aby byl jej́ı

pr̊useč́ık se stopou pρ dostupný, sestroj́ıme stopu mρ a urč́ıme typ kuželosečky

řezu. Rovina σ ‖ ρ procházej́ıćı středem O hyperboloidu prot́ıná µ ve stopě

mσ.9 Asymptotická kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l, která nemá s mσ

žádné společné body. Řezem je elipsa.

4. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3.

5. Sestroj́ıme př́ımku s jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Hlavńı vrcholy elipsy k se-

stroj́ıme jako pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s s hyperboloidem, a to v otočeńı roviny

λ kolem osy o pomoćı bodu T do π.

6. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy M,N najdeme jako

pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n

hyperboloidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

7. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se do pr̊umětny zobraźı jako koncové body

sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1. Osy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

8. Elipsa k1.

8U hyperboly e známe hlavńı osu, vrcholy a libovolný bod H. Elegantńı konstrukce pro nalezeńı

asymptot e, také odvozená z prostoru, je uvedená v [3], str. 31. V obrázku je vyznačena tečkovaně.
9Pro nedostatek mı́sta je k nalezeńı mσ použita druhá pr̊umětna ν.
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Diskuze:

V tomto př́ıpadě zadáńı př́ımek a1, b1, c1, kde všechny jejich pr̊useč́ıky lež́ı uvnitř

kuželosečky r1, dostaneme čtyři řešeńı dané úlohy. Imaginárńı dotyk r1 a k1 źıskáme

v př́ıpadě, kdy stopa pρ neprotne obrysovou hyperbolu, což může nastat dokonce ve

všech čtyřech řešeńıch.
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Obr. 4.14
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4.15 Př́ıklad 36

Sestrojte parabolu dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1.

Rozbor:

Př́ımky a1, b1 považujeme za kolmé pr̊uměty tečen a, b rotačńıho hyperboloidu H.

Promı́taćı rovina tečny a, resp. b prot́ıná H v kuželosečce e, resp. f . Roviny, jež se

dotýkaj́ı kuželosečky e, resp. f a prot́ınaj́ı rotačńı hyperboloid H v parabole, obaluj́ı

rotačńı kuželovou plochu o vrcholu V , resp. V ′. Společná tečná rovina ρ těchto

kuželových ploch prot́ıná rotačńı hyperboloid v parabole k, jej́ıž kolmý pr̊umět do

π je hledaná parabola k1.

Konstrukce:

1. Pr̊useč́ıky př́ımky a1 s obrysovou hyperbolou r1 označ́ıme 1, 2, jsou to hlavńı

vrcholy kuželosečky e. Podobně body 3, 4 na př́ımce b1. Body 2, 3 vedeme

rovnoběžky s jednou asymptotou hyperboly r1, body 1, 4 vedeme rovnoběžky

s druhou asymptotou. Pr̊useč́ık př́ımek procházej́ıćıch body 1, 2 je vrchol V ,

pr̊useč́ık př́ımek procházej́ıćıch body 3, 4 je vrchol V ′. Spojnice vrchol̊u V V ′

je stopa pρ. Pr̊useč́ıky pρ s obrysovou hyperbolou jsou body K1, L1 dotyku r1
s parabolou k1.

2. Podle polohy stopńık̊u př́ımek a1, b1 vzhledem k obrysové hyperbole zjist́ıme,

jestli bude kuželosečka k řezem jednod́ılného nebo dvojd́ılného hyperboloidu.

Stopńıky lež́ı uvnitř hyperboly r1, H je tedy jednod́ılný hyperboloid.

3. V bodech K1, L1 sestroj́ıme tečny paraboly k1. Protože se v těchto bodech

dotýká parabola k1 s hyperbolou r1, jsou tečny sestrojené v bodech K1, L1

společné oběma kuželosečkám a sestroj́ıme je tedy jako tečny k hyperbole r1.

4. Směr osy so je určen spojnićı pr̊useč́ıku I tečen procházej́ıćıch body K1, L1

s bodem II, který p̊uĺı tětivu K1, L1.

5. Ohnisko F , osu op paraboly, ř́ıd́ıćı př́ımku d a body dotyku na tečnách a, b

sestroj́ıme pomoćı ohniskových vlastnost́ı paraboly.

6. Parabola k1.

Diskuze:

Stopa pρ je vrcholy V ′, V ′′ určena jednoznačně. Kuželové plochy s těmito vrcholy

maj́ı dvě společné tečné roviny souměrné podle pr̊umětny π. Řezy těmito rovinami

maj́ı týž společný kolmý pr̊umět a úloha má jediné řešeńı.
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Obr. 4.15
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4.16 Př́ıklad 37

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Body A1, B1, C1 lež́ı uvnitř hyperboly r1, považujeme ji za obrys dvojd́ılného

rotačńıho hyperboloidu H. Dané body považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C

hyperboloidu do pr̊umětny π, kterými je zároveň určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ, která procháźı stopńıky př́ımek AB,AC. Kóty

bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o

hyperboloidu. Stopa pρ neprot́ıná obrysovou hyperbolu, body dotyku r1 a k1
jsou imaginárńı.

2. Bodem B prolož́ıme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace hyperboloidu,

sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a urč́ıme typ kuželosečky řezu. Středem hyper-

boloidu O vedeme rovinu σ ‖ ρ, která prot́ıná µ ve stopě mσ. Asymptotická

kuželová plocha prot́ıná µ v kružnici l. Stopa mσ prot́ıná kružnici l ve dvou

bodech M,N , řezem je hyperbola.

3. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k rovině ρ a prot́ıná ji

ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme pr̊umět λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3

procházej́ıćı osou o3 = O3.

4. Hlavńı vrcholy hyperboly k sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky U, V př́ımky s s hyper-

boloidem, a to v otočeńı roviny λ kolem osy o pomoćı bodu T do pr̊umětny π.

5. Střed S úsečky UV je středem hyperboly k. Sestroj́ıme asymptoty hyperboly

k1 jako rovnoběžky s př́ımkami m = OM,n = ON , které určuj́ı jejich směry.

6. Osy hyperboly k1 p̊uĺı úhly asymptot. Zjist́ıme délku vedleǰśı poloosy b.

7. Hyperbola k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı, pokud všechny body A1, B1, C1 lež́ı na stejné rotačńı ploše

určené hyperbolou r1, tedy všechny body lež́ı uvnitř resp. vně dané hyperboly.

Body A,B,C, které nelež́ı v π mohou mı́t v̊uči pr̊umětně osm r̊uzných poloh. Ze

souměrnosti podle pr̊umětny však plyne, že vždy dva př́ıpady tvoř́ı jedno řešeńı.

Úloha má čtyři řešeńı, z nichž některé může mı́t s obrysovou hyperbolou imaginárńı

dotyk.
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Obr. 4.16
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4.17 Př́ıklad 38

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech hyperboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Body A1, B1, C1 lež́ı vně hyperboly r1, pokládáme ji tedy za obrys jednod́ılného

rotačńıho hyperboloidu. Body A1, B1, C1 pokládáme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C

hyperboloidu do pr̊umětny π. Těmito body je zároveň určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Body A1, B1 procháźı př́ımka, která je tečnou r1, je to tedy př́ımka hyperbo-

loidu H.

2. Řešeńı bude singulárńı, druhou př́ımku źıskáme jako tečnu vedenou bodem C1

k hyperbole r1.

3. Dvojice př́ımek k1.

Diskuze:

Z bodu C1 lze k hyperbole r1 vést dvě tečny. Existuj́ı dvě řešeńı úlohy.
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Obr. 4.17
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Kapitola 5

Paraboloid

Tato kapitola obsahuje př́ıklady na sestrojeńı kuželosečky, která procháźı danými

body, dotýká se daných př́ımek, a přitom se ve dvou bodech dotýká paraboly. Pa-

rabola je zadaná ohniskem, ř́ıdićı př́ımkou a nav́ıc osou.

Postupujeme obdobně jako v předchoźıch kapitolách, parabolu pokládáme za

obrys rotačńıho paraboloidu P a umı́st́ıme ji do pr̊umětny π, kterou ztotožńıme

s nákresnou. Zadané př́ımky považujeme za tečny plochy P a zadané body za

body lež́ıćı na této ploše. Sestroj́ıme rovinu řezu ρ, která je určená danými body

a př́ımkami, rovinu souměrnosti řezu λ a jej́ı pr̊usečnici s s rovinou ρ. Př́ımka s

prot́ıná paraboloid v hlavńıch vrcholech kuželosečky řezu, které sestroj́ıme otočeńım

roviny λ do π. Podle typu kuželosečky řezu sestroj́ıme chyběj́ıćı prvky a jej́ı pr̊umět.

Řez paraboloidu bude existovat, jestliže budou zadané př́ımky sečnami, př́ıpadně

tečnami paraboly r1 a zadané body budou ležet uvnitř r1 popř́ıpadě na r1. Řešeńı

tedy bude vždy ležet uvnitř paraboly r1. Pokud jsou zadané pouze př́ımky může

však nastat situace, že body dotyku těchto př́ımek s hledanou kuželosečkou budou

ležet vně paraboly r1. V takovýchto př́ıpadech, které v této práci nejsou řešeny,

bychom použili kvadriku nerotačńı, a to hyperbolický paraboloid.

Řezem rotačńıho paraboloidu rovinou, která s ńım má společné aspoň dva body,

může být parabola nebo elipsa, resp. kružnice. Kružnice je řezem právě když je

rovina ρ kolmá k ose rotace paraboloidu a kružnice se tak zobraźı jako úsečka,

tyto př́ıpady neuvažujeme. Typ kuželosečky řezu urč́ıme podle polohy roviny řezu ρ

a osy o paraboloidu. Řezem P je parabola, právě když je rovina ρ rovnoběžná s o,

v ostatńıch př́ıpadech je řezem elipsa. Imaginárńı dotyk kuželosečky k1 s parabolou

r1 může nastat pouze pokud je hledaná kuželosečka k elipsou.
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5.1 Př́ıklad 39

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys rotačńıho paraboloidu P . Body A1, B1, C1

považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C paraboloidu do pr̊umětny π a zároveň

za body, kterými je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u PAB, PBC př́ımek AB a BC.

Kóty bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose

o, které prot́ınaj́ı paraboloid v kružnićıch. Podle polohy stopy roviny ρ a osy

paraboloidu urč́ıme typ řezu. Stopa pρ neńı rovnoběžná s osou o, řezem je tedy

elipsa, která se dotýká paraboly r1 v jej́ıch pr̊useč́ıćıch K1, L1 se stopou pρ.

2. Opět zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace paraboloidu, která

procháźı bodem A. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k

ρ a prot́ıná ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a pr̊umět

λ3 = s3 roviny λ jako kolmici k mρ
3 procházej́ıćı osou o3.

3. Př́ımku s sestroj́ıme jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s

s paraboloidem, sestrojené v otočeńı roviny λ do π kolem osy o pomoćı bodu

T , jsou hlavńımi vrcholy elipsy k řezu.

4. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy M,N najdeme jako

pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n

paraboloidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

5. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy P,Q a M,N elipsy k se promı́tnou do π jako koncové

body sdružených pr̊uměr̊u P1Q1 a M1N1 elipsy k1.

6. Hlavńı a vedleǰśı osu elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

7. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B,C mohou mı́t až na souměrnost podle pr̊umětny π čtyři polohy

a určuj́ı tak čtyři roviny řezu. Dostaneme čtyři r̊uzná řešeńı úlohy, z nichž nejvýše

jedno má s r1 imaginárńı dotyk.
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Obr. 5.1
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5.2 Př́ıklad 40

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, jsou-li dány body

A1, B1, C1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys rotačńıho paraboloidu P . Body A1, B1, C1

považujeme za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B,C paraboloidu do pr̊umětny π a zároveň

za body, kterými je určena rovina řezu ρ.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u PAB, PBC př́ımek AB a BC.

Kóty bod̊u A,B,C zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose

o. Podle polohy stopy roviny ρ a osy paraboloidu urč́ıme typ řezu. Stopa pρ je

rovnoběžná s osou o, řezem je parabola, která se dotýká obrysové paraboly r1
v jej́ım pr̊useč́ıku K1 se stopou pρ.1

2. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace paraboloidu, která procháźı

bodem A. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k ρ a prot́ıná

ji v př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a pr̊umět λ3 roviny λ jako kolmici

k mρ
3 procházej́ıćı osou o3.

3. Př́ımku s sestroj́ıme jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Pr̊useč́ık V př́ımky s s para-

boloidem, sestrojený v otočeńı roviny λ do π kolem osy o pomoćı bodu T , je

vrcholem paraboly k řezu. Př́ımka s je osou paraboly k.

4. Sestroj́ıme subtangentuRS tečny c procházej́ıćı bodem C. BodR je pr̊useč́ıkem

osy s a kolmice k ńı vedené bodem C. Vrchol p̊uĺı délku subtangenty, můžeme

tedy sestrojit bod S. Př́ımka SC je tečnou k v bodě C.

5. Pomoćı ohniskových vlastnost́ı sestroj́ıme ohnisko Fp a ř́ıdićı př́ımku dp para-

boly řezu.

6. Parabola k1.

Diskuze:

Body A,B,C mohou mı́t až na souměrnost podle pr̊umětny π čtyři polohy

a určuj́ı tak čtyři roviny řezu. Dostaneme čtyři r̊uzná řešeńı úlohy, z nichž nejvýše

jedno má s r1 imaginárńı dotyk.

1Druhý bod dotyku je nevlastńı.
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5.3 Př́ıklad 41

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, jsou-li dány body

A1, B1 a př́ımka c1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys rotačńıho paraboloidu. BodyA1, B1 považujeme

za kolmé pr̊uměty bod̊u A,B, př́ımku c1 za pr̊umět tečny c paraboloidu do pr̊umětny.

Rovina řezu ρ je určená body A,B a př́ımkou c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu pρ roviny ρ pomoćı stopńık̊u př́ımek AB a c. Kóty bod̊u

A,B zjist́ıme ve sklopeńı jejich promı́taćıch rovin kolmých k ose o. Př́ımka c

je tečnou elipsy e, která je řezem P promı́taćı rovinou př́ımky c. Ve sklopeńı

sestroj́ıme pomoćı bodu R = AB ∩ c stopńık P c a bod dotyku C kuželosečky

k1 a př́ımky c1. Podle polohy stopy roviny ρ a osy paraboloidu urč́ıme typ řezu.

Stopa pρ procháźı stopńıky PAB, P c, neńı rovnoběžná s osou o, řezem je tedy

elipsa, která se dotýká paraboly r1 v jej́ıch pr̊useč́ıćıch K1, L1 se stopou pρ.

2. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace paraboloidu, která procháźı

bodem A. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k ρ a prot́ıná

ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a pr̊umět λ3 = s3 roviny

λ jako kolmici k mρ
3 procházej́ıćı osou o3.

3. Př́ımku s sestroj́ıme jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s

s paraboloidem, sestrojené v otočeńı roviny λ do π kolem osy o pomoćı bodu

T , jsou hlavńımi vrcholy elipsy k řezu.

4. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy M,N najdeme jako

pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n

paraboloidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

5. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se promı́tnou do pr̊umětny jako koncové

body sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1.

6. Hlavńı a vedleǰśı osu elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

7. Elipsa k1.

Diskuze:

Body A,B mohou mı́t až na souměrnost podle pr̊umětny π dvě polohy. Z bodu R

lze v každém př́ıpadě vést dvě tečny k elipse e. Úloha má čtyři r̊uzná řešeńı. Pokud

stopa pρ neprotne r1, má řešeńı s obrysovou parabolou imaginárńı dotyk.
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5.4 Př́ıklad 42

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys rotačńıho paraboloidu P . Bod A1 považujeme

za kolmý pr̊umět bodu A plochy P , př́ımky b1, c1 za kolmé pr̊uměty tečen b, c pa-

raboloidu do pr̊umětny. Promı́taćı roviny př́ımek b, c prot́ınaj́ı P v elipsách, které

zároveň lež́ı na kuželové ploše K. Rovina řezu ρ procháźı bodem A a dotýká se této

kuželové plochy.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme vrchol kuželové plochy K, na které lež́ı elipsy e, f . Elipsy se zobraźı

do úseček 12, 34, vrchol V = 13 ∩ 24. Pomoćı bodu R = AV ∩ b sestroj́ıme ve

sklopeńı stopńık P b a bod dotyku B kuželosečky k1 s př́ımkou b1.

2. Stopa pρ procháźı vrcholem V a stopńıkem P b, je rovnoběžná s osou o, řezem

je tedy parabola, která se dotýká obrysové paraboly r1 v jej́ım pr̊useč́ıku K1

se stopou pρ.

3. Sestroj́ıme bod dotyku na tečně c1. Př́ımky b, c lež́ı v ρ a obě se dotýkaj́ı

kuželové plochy K. Body B,C lež́ı tedy na povrchové př́ımce této plochy

procházej́ıćı vrcholem V .

4. Směr osy op paraboly určuje př́ımka o, pomoćı ohniskových vlastnost́ı se-

stroj́ıme ohnisko Fp a ř́ıdićı př́ımku dp paraboly řezu.

5. Parabola k1.

Diskuze:

Úloha má řešeńı pouze pokud bod A1 nelež́ı v některé parabolické úseči tvořené

př́ımkami b1, c1. Elipsami e, f můžeme proložit dvě kuželové plochy. Bodem A lze

vést dvě tečné roviny ke každé z nich. Úloha má čtyři řešeńı, z nichž nejvýše dvě

maj́ı s obrysovou parabolou imaginárńı dotyk.
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Obr. 5.4
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5.5 Př́ıklad 43

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, jsou-li dány př́ımky

a1, b1, c1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys paraboloidu P . Př́ımky a1, b1, c1 považujeme

za kolmé pr̊uměty tečen a, b, c této plochy do pr̊umětny π. Promı́taćı roviny těchto

př́ımek prot́ınaj́ı P v elipsách e, f, g, které lež́ı také na kuželových plochách K s vr-

cholem V a K′ s vrcholem V ′. Rovina řezu ρ se dotýká obou těchto kuželových

ploch.

Konstrukce:

1. Sestoj́ıme vrcholy kuželových ploch, na nichž lež́ı elipsy e, f, g. Elipsy se zobraźı

postupně do úseček 12, 34, 56, vrchol V = 35 ∩ 46, V ′ = 16 ∩ 25. Stopa roviny

ρ procháźı body V, V ′, je rovnoběžná s osou o, řezem je tedy parabola, která

se dotýká obrysové paraboly r1 v jej́ım pr̊useč́ıku K1 se stopou pρ.

2. Sestroj́ıme body dotyku na tečnách a1, b1, c1. Př́ımka c lež́ı v ρ a je tečnou

elipsy g, ve sklopeńı nalezneme bod dotyku C př́ımky c s parabolou k. Př́ımky

c, b jsou tečny téže kuželové plochy K, body dotyku C,B tedy lež́ı na stejné

povrchové př́ımce procházej́ıćı vrcholem V . Totéž plat́ı pro př́ımky c, a a body

dotyku C,A na povrchové př́ımce procházej́ıćı vrcholem V ′.

3. Směr osy op paraboly určuje př́ımka o, pomoćı ohniskových vlastnost́ı se-

stroj́ıme ohnisko Fp a ř́ıdićı př́ımku dp paraboly řezu.

4. Parabola k1.

Diskuze:

Elipsami e, f procháźı dvě kuželové plochy, stejně tak elipsami e, g. Vrcholy

kuželových ploch procházej́ıćıch elipsami f, g už lež́ı na př́ımkách určených vrcholy

předchoźıch kuželových ploch. Tyto př́ımky jsou čtyřmi stopami osmi rovin řezu,

které jsou po dvou souměrné podle pr̊umětny. Úloha má dvě řešeńı lež́ıćı uvnitř

paraboly r1, z nichž jedno s ńı může mı́t dotyk pouze imaginárńı.
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Obr. 5.5
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5.6 Př́ıklad 44

Sestrojte kuželosečku dotýkaj́ıćı se ve dvou bodech paraboly r1, je-li dán bod A1

a př́ımky b1, c1, z nichž b1 je tečnou r1.

Rozbor:

Parabolu r1 považujeme za obrys rotačńıho paraboloidu. Bod A1 považujeme za

kolmý pr̊umět bodu A, př́ımky b1, c1 za pr̊uměty tečen b, c paraboloidu do pr̊umětny.

Př́ımka b se dotýká obrysové paraboly v bodě B, který lež́ı v π. Rovina řezu ρ

procháźı body A,B a př́ımkou c.

Konstrukce:

1. Sestroj́ıme stopu roviny ρ. Stopa pρ procháźı bodem B dotyku př́ımky b s pa-

rabolou r1, který lež́ı v π. Druhý bod stopy pρ je stopńık P c př́ımky c, která je

tečnou elipsy e řezu P promı́taćı rovinou př́ımky c. Pomoćı bodu R = AB ∩ c
sestroj́ıme ve sklopeńı stopńık P c a bod dotyku C kuželosečky k1 a př́ımky c1.

Stopa pρ neńı rovnoběžná s osou o, řezem je elipsa, která se dotýká paraboly

r1 v jej́ıch pr̊useč́ıćıch B1, K1 se stopou pρ.

2. Zavedeme třet́ı pr̊umětnu µ kolmou k ose o rotace paraboloidu, která procháźı

bodem A. Rovina souměrnosti řezu λ procháźı osou o, je kolmá k ρ a prot́ıná

ji ve spádové př́ımce s. Sestroj́ıme stopu mρ roviny ρ a pr̊umět λ3 = s3 roviny

λ jako kolmici k mρ
3 procházej́ıćı osou o3.

3. Př́ımku s sestroj́ıme jako pr̊usečnici rovin λ a ρ. Pr̊useč́ıky P,Q př́ımky s

s paraboloidem, sestrojené v otočeńı roviny λ do π kolem osy o pomoćı bodu

T , jsou hlavńımi vrcholy elipsy k řezu.

4. Střed S úsečky PQ je středem elipsy k. Vedleǰśı vrcholy M,N najdeme jako

pr̊useč́ıky hlavńı př́ımky h roviny ρ, která procháźı bodem S a rovnoběžky n

paraboloidu lež́ıćı v promı́taćı rovině př́ımky h.

5. Hlavńı a vedleǰśı vrcholy elipsy k se promı́tnou do pr̊umětny jako koncové

body sdružených pr̊uměr̊u elipsy k1.

6. Hlavńı a vedleǰśı osu elipsy k1 sestroj́ıme Rytzovou konstrukćı.

7. Elipsa k1.

Diskuze:

Př́ımkou AB lze vést dvě tečné roviny ke kuželosečce e řezu plochy P promı́taćı

rovinou př́ımky c. Úloha má dvě řešeńı, z nichž zřejmě žádné nemá s obrysovou

parabolou imaginárńı dotyk.
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Obr. 5.6
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Závěr

Práce se zabývá planimetrickými úlohami sestrojeńı kuželoseček z daných prvk̊u, ke

kterým přistupuje z prostorového hlediska. Využ́ıvá tedy opačný princip k obvykle

použ́ıvanému zobrazováńı prostoru do roviny v deskriptivńı geometrii. Metody však

z̊ustávaj́ı stejné.

V př́ıloze je ke každému př́ıkladu uvedeno zadáńı a předrýsované prvky. Dı́ky

tomu neńı ve většině př́ıpad̊u třeba provádět konstrukci pr̊unik př́ımky s kuželosečkou

pomoćı kolineace, která převede danou kuželosečku na kružnici, ale stač́ı pr̊useč́ıky

jednoduše vyznačit.

Práce obsahuje vybrané typy úloh v jejichž zadáńı se, kromě dané kuželosečky,

vyskytuj́ı pouze body, kterými hledaná kuželosečka procháźı a př́ımky, kterých se

dotýká. Daľśı typy př́ıklad̊u, které stoj́ı za pozornost, ale zde nejsou řešeny, tvoř́ı

úlohy, v nichž je zadán např́ıklad střed nebo ohnisko hledané kuželosečky.

Sb́ırku úloh spolu s uvedenými pracemi je možné využ́ıt jako základ ke stu-

diu uvedených konstrukćı kuželoseček, potažmo k ne tak obvyklému upotřebeńı

deskriptivńı geometrie při řešeńı úloh v rovině. Uceleněǰśı problematika by mohla být

náplńı volitelného předmětu na geometricky zaměřených vysokých školách, který by

měl za ćıl rozv́ıjet možnosti uplatněńı deskriptivńı geometrie. S některými snazš́ımi

př́ıklady, zejména z druhé kapitoly, lze však seznámit už žáky středńıch škol, při

pokročileǰśım procvičováńı prostorové představivosti.
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