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Uvod

V této bakalaiské praci se budu zabyvat afinnim prostorem. S timto tématem jsem se
setkala v rdmci predmétu geometrie na vysoké Skole, které se mi libilo.

Bakalarska prace je rozdélena do péti kapitol.

V prvni kapitole bakalaiské prace popiSeme afinni prostor, jeho vlastnosti
a soufadnicovy systém afinnniho prostoru.

Ve druhé kapitole pak budou popsany podprostory afinniho prostoru spolu s jejich
parametrickym a neparametrickym vyjadfenim.

Ve tieti kapitole se podivame na vzajemnou polohu podprostorti afinniho prostoru
a priniku a spojeni podprostorti afinniho prostoru.

Dalsi kapitola se zabyva délicim pomeér, ktery je dilezity pro definovani afinniho
zobrazeni.

V paté a zaroven posledni kapitole bude rozebirano afinni zobrazeni a nasledné také
analytické vyjadreni afinniho zobrazeni.

Cilem mé bakalaiské prace vsak neni jen osvétleni problematiky za pomoci teorie,
ale také jeji vysvétleni na nékterych mnou vybranych piikladech.

V kazdé kapitole se také setkdme s ptiklady, které maji pomoci k procvi¢eni dané
tématiky.

Bakalarska prace je doplnéna mimo jiné obrazky, které byly vytvofeny v programu

GeoGebra. Tento program je volné dostupny pro nekomeréni vyuZiti.



1. Afinni prostory

V afinnim prostoru se setkdvame s body, vektory a se zobrazenim, které ptifazuje
kazdym dvéma bodim jednoznacné¢ vektor. Plati zde dvé vlastnosti:
I. Jsou-li X, Y, Z libovolné body, pak secteme-li vektor urceny dvojici (X, Y) s vektorem
uréenym dvojici (Y, Z), dostavame vektor uréeny dvojici (X, Z).
II. Zvolime-li pevné pocatek P, pak pfifadime-li kazdému bodu X vektor s pocatkem P
a koncovym bodem X, dostdvame vzijemné jednoznacné zobrazeni mnoziny vSech boda

na mnozinu vSech vektora. (srov. Sekanina a kol., 1986, str. 18)

1.1 Definice afinniho prostoru

Definice afinniho prostoru podle Jukla:
Definice 1.1
M¢jme danu neprdzdnou mnozinu A, n-rozmérny vektorovy prostor V nad télesem T

a zobrazeni f : A X A — V s nasledujicimi vlastnostmi:

LVX Y, ZeA: (X, Y)+f(Y,2)=f(X, 2),
2P cAVxeVIXeA: f(P, X) = x.

Pak se uspotadana trojice An = (A, V, ) nazyva n-rozmérny afinni prostor nad télesem T.
Mnozina A se nazyva nosi¢ afinniho prostoru A, a jeji prvky se nazyvaji body
afinniho prostoru A,. Vektorovy prostor V se nazyva zaméreni afinniho prostoru A, a jeho
prvky vektory afinniho prostoru An.
Usporadana dvojice bodu, ktera je vzorem jistého vektoru v zobrazeni f se nazyva

umisténim tohoto vektoru. (srov. Jukl, str. 13)

Definice afinniho prostoru podle Kopeckého a Dofkové:
Definice 1.2

M¢jme danu neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor Vj nad télesem realnych cisel
R a zobrazeni mnoziny A x V, do mnoziny A, které kazdé¢ usporddané dvojici

<M, u> € A x V,, jednoznaéné prifazuje prvek M + U € A a ma tyto vlastnosti:



(AP1) M + 0 = M pro kazdy prvek M € A,

(AP2) M+ (u +v) = (M + u) + v pro kazdy prvek M € A a pro kazdé dva vektory
u,Vv e V.

(AP3) Ke kazdym dvéma prvkim M, N € A existuje jediny vektor u € V, tak, ze
M+u=N.

Za téchto podminek nazveme usporadanou dvojici Ay = <A, V> (redlnym) afinnim

n-dimenzionalnim prostorem, mnozina A je jeho nositelka a jeji prvky nazveme body. V, je

zaméfenim prostoru A,. Podminka (AP3) definuje zobrazeni A x A — V,, které kazdé
usporddané dvojici bodi <M, N> jednoznacné piitazuje vektor u = N - M (popi. U = W).
Bod M nazveme poc¢ate¢nim bodem vektoru u, bod N jeho koncovym bodem.

(Kopecky, Dofkova, str. 52)

Oznaceni 1.1

Body afinniho prostoru budeme znacit velkymi latinskymi pismeny B, C, X, Z,...,
vektory afinniho prostoru pak malymi tu¢nymi pismeny - X, Y, a, €,...,

skalary z t€lesa T pouze obycejnymi latinskymi pismeny - g, t, a,.... (srov. Jukl, str. 13)

Definice 1.3
Bud’ A, = (A, V, f) afinni prostor.
1. Pro libovolnou uspofddanou dvojici bodi X, Y € A nazyvame vektor f(X, Y)
rozdilem bodti X a Y a znacime jej Y - X.
Afinni prostor A, budeme také znacit A, = (A, V, -).
2. Pro libovolny bod X € A a libovolny vektor U € V nazyvame bod Y, pro néjz plati

u =1(X,Y), souctem bodu X a vektoru u a znacime jej X + u.
(srov. Jukl, str. 17)

Definice 1.4

Afinni prostor dimenze 1 budeme nazyvat afinni pfimka, afinni prostor dimenze 2

budeme nazyvat afinni rovina. (Kubat, Trkovska, str. 21)



Pravidla v afinnim prostoru Ap:
Véta 1.1

Necht' je dan afinni prostor A, s operacemi ,,+“ (pfi¢itani vektord k bodim)
a,,- (rozdil bodi). Potom pro kazdé body B, C, D, E prostoru A, a kazdy vektor u z jeho
zamgéteni plati:

1. B + 0 = B (zde znaci nulovy vektor ze zaméfeni prostoru Ap),

2.C-B=-(B-0C),

3.B+u)-C=(B-C) +u,

4.B-(C+u)=(B-C)-u,

5.B-C)+(C-D)=B-D,

6.B+(C-D)=C+(B-D),

7.B-C)+(D-E)=(B-E)+(D-0C),

8.B-C=D-E<B-D=C-E.
Dikaz.
ad 1. Zvolme pevné bod B. Potom existuje jediny vektor v tak, ze B = B + v. Proto

B+o=B+v)+0o=B+(v+0)=B+v=B.

ad. 2. Ozna¢me C - B = u. Plati tedy C = B + u. K obéma stranam rovnosti pficteme vektor
(-u). Dostaneme C + (-u) = (B + u) + (-u). Po upravé vyjde B = C - u, ode¢tenim vektoru U je

zde zkracenym zédpisem pro pficteni opacného vektoru. Tedy B - C = -u.

B B

Obr. & 1:C-B=-(B - C)

ad.3. Ozna¢me (B + u) - C = v. Potom B + u = C + v, pfi¢tenim vektoru (-u) (tj. odectenim

vektoru u) ziskame B=C + (v-u),tj. B-C=v-u,v=(B-C) + u.



Obr.¢.2:(B+u)-C=(B-C)+u

ad.4. Vyuzijme platnost vySe uvedenych bodi 2. a 3. Zifejm¢ plati nasledujici rovnosti:

B-(C+u)=-[(C+u)-B]=-[(C-B)+u]=(B-C)-u.

Obr.¢.3:B-(C+u)=(B-C)-u

ad.5. Ozna¢ime B - C = u, C - D = v. Potom B = C + u, C = D + w.
TedyB=(D+v)+u=D+(u+v),odkudB-D=u+v.



Obr. & 4:(B-C)+(C-D)=B-D

ad.6. Vyuzijeme platnost vySe uvedeného bodu 5. Postupné ziskame rovnosti:
[B+(C-D)J]+(D - B =B + [(C-D) + (D-B]=B+ (C-B) = C.
TedyB+(C-D)=C-(D-B)=C+(B-D).

. C+(B-D)
B+(C-D

Obr. & 5:B+(C-D)=C+(B-D)

ad.7. S wvyuzitim bodu 5. a 2. a vlastnosti scitani vektori  ziskdme

(B-C)+(D-E)=B-C)+[(C-E)+(E-C)]+(D-E)=(B-E)+(D-C).
ad.8. Ziejme¢ (B - C) + (E - D) = 0. K obéma stranam pfic¢teme vektor C - E. Po zfejmych

upravach s vyuzitim bodu 5. ziskdme rovnost B-D = C - E.

(srov. Kubat, Trkovska, str. 22-23)
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Piiklad 1.1

Necht je dan A, = <A, V> a v ném body B, C, D a vektory u, v. Rozhodnéte, zda vysledkem
vyrazu je bod nebo vektor:

a)A+(B-C)

b) (A+u)-(B+v)

Reseni

a)Upravime zavorku, kde rozdil dvou bodt je vektor. Vysledkem A + (B - C) je bod.

b) Upravime zavorky, kde vysledkem je bod. Naslednym upravenim rozdilem dvou bodi je

vysledek vektor.

1.2 Aritmeticky a geometricky model afinniho prostoru

a) Geometricky model As
Jde o trojrozmérny prostor zaloZzeny na pojmech bod, pfimka, rovina,.... A je mnoZina
bodli v trojrozmérném prostoru, V3 je mnozina volnych vektori, tj. mnozina rovnobéznych,

souhlasné orientovanych a stejné velikych orientovanych usecek. Zobrazeni f pfifazuje

uspotadané dvojici bodt (X, Y) orientovanou tsec¢ku XY, urCujici vazany vektor.

b) Aritmeticky model AR, = (R", R", -) afinniho prostoru

Prvky mnoziny A (aritmetické body) jsou uspofddané n-tice redlnych Cisel
[X1, X2,...,Xn], aritmetické vektory z V, jsou uspofadané n-tice realnych cCisel (Ui, Uy,..., Up),
ti. A= R", V, = R". Zobrazeni “- pfifazuje bodlim [X1, Xa,..., Xo] € A, [Y1, Y2.,-.., Yn] € A,
vektor (Y1 - X1, Y2 = X2,-, Yn = Xn)-

Je-li P = [p1, p2,..., Pn] bOd, u = (u1, Ua,..., Uy) vektor aritmetického modelu, potom
s¢itani bodu a vektoru je P + u = [p1 + U1, P2 + Uz, ..., Pn + Up]

(srov. Pecina, Piivratska, str. 17)
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Na nasledujicim obrazku mizeme vidét model. Na prvnim jsme umistili vektor do daného
bodu a dostali jsme jednoznacné urceny bod. Na druhém prikladu dvou bodiim je jednoznacné

uréen vektor.

Y=X+u

Obr. ¢. 6: model
1.3 Souradnicovy systém afinniho prostoru
Definice 1.5

Je-li Ap = <A, V> afinni prostor, P € A, ay, az,..., an € Vj linearné nezavisly systém

vektori, nazveme uspotadanou (n+1)-tici <P, aj;, a,..., a,> soufadnicovym systémem

v prostoru A,. Je-li X € A, nazveme vektor X - P polohovym vektorem bodu X v daném

soufadnicovém systému. Je-li

X—P= Z?:l X;a;, ¢ili X=P +Z?:1 X;a;,

nazveme usporadanou n-tici realnych cisel [X1, Xa,...,Xn] soufadnicemi bodu X v daném

soufadnicovém systému. (Kopecky, Dofkova, str. 63)
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2. Podprostory afinniho prostoru

2.1 Definice podprostoru afinniho prostoru

Definice 2.1
Budiz A, = <A, Vp> afinni prostor, B neprazdnd podmnoZina mnoZziny A,
Vi podprostor prostoru V,. Je-li Bx = <B, V> afinnim prostorem, fekneme, Zze Bg je

podprostorem prostoru An.

Bk je ziejm¢ pravé tehdy podprostorem prostoru Ay, patii-li vektor N - M pro kazdé
dva body M, N € B do Vy, nebo, patii-li bod M + u pro kazdy bod M € B a kazdy vektor

U € Vi do mnoziny B. (Kopecky, Dofkova, str. 69)
Definice 2.2

Podprostor afinniho prostoru A, dimenze 1, resp. 2, resp. n - 1, nazyvame primka,
resp. rovina, resp. nadrovina prostoru A. (Sekanina a kol., 1986, str. 29)
Definice 2.3

Jestlize Bk = {B + v; v € Vi}, budeme fikat, Ze podprostor By je ur¢en svym bodem B
a zamétenim V. V tomto piipadé podprostor By budeme stru¢néji znacit By = {B, Vi}.

(srov. Kubat, Trkovska, str. 29)

Definice 2.5
Necht’ By, C; jsou dva podprostory v An. Je-li Bk n C| # @ (respektive By N C| = 0),
pak fikame, Ze podrostory By a C; se protinaji (respektive neprotinaji).
Je-li bod A € By, pak fikame, Ze podrostor By prochazi bodem A.
(srov. Horak, Janyska, str. 7)
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2.2 Parametrické vyjadieni podprostoru

Definice 2.5
Bud’ Bk podprostor afinniho prostoru A, a Vi zaméfeni podprostoru By. Necht' P € B
anecht’ Uy, Uy, ..., Uk je baze prostoru Vi. Zobrazeni mnoziny R* na podprostor By, které

kazdé K-tici (ty, ..., t) e R* piifadi bod X dany vztahem

Bi={X e A X=P+tiu + ..+t t, ..., tx € R}
X=P +tuy + ... + teuy,

nazyvame parametrické vyjadreni podprostoru By.

Mame-li danu pfimku B; bodem P a nenulovym vektorem U ze zamé&feni piimky By,
dostavame parametrické vyjadieni primky B; ve tvaru
X=P+tu,teR. (1)
Pro rovinu B, obsahujici bod P, pro niz vektory u, v tvofi bazi jejiho zaméfeni,
dostavame parametrické vyjadieni:
X=P+tu+tywt,th e R (2
Jestlize vySetiujeme piimky a roviny v afinnim prostoru Az (fj. n = 3) a mame-li
V tomto prostoru zvolenou néjakou linearni soustavu soufadnic, miizeme vztahy (1) a (2)
rozepsat pomoci soufadnic. Je-li X = [xi, X2, X3], P = [p1, P2, Ps3], U = (uz, Uz, Us),
V = (V1, V2, V3), mizeme psat vztah (1) ve tvaru:
X1 =Py +tug
X2 = P2 + tuz
X3=pst+ttuzteR
a vztah (2) ve tvaru:
X1=p1+tiug + tvg
X2 = P2 + tilz + V2

X3 = P3 + tiuz + tovs, ty, t, € R (srov. Sekanina a kol., 1986, str. 30)
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2.3 Neparametrické vyjadieni podprostoru

Budiz déna soustava k nehomogennich linearnich rovnic o n neznamych nad télesem
realnych cisel:

anX1 + a;Xz +...+ aiXn = by

aiXy + axpXo +...+ &nXn = by

........................................ 3)

QX1 + AkaXz +...F AknXn = Dy,
jehoz matice i rozSifena matice maji hodnost h. Z linearni algebry je znamo, Ze pro k < n je
mnozina vSech feseni soustavy (3) afinni prostor dimenze n - h. Je-li totiz M = [my, my, ..., My]
jedno feseni soustavy (3), U = (U1, Uy, ..., Uy) libovolné feSeni soustavy

aiXy + apXe +..+ aXn =0

21Xy + axXy +..+ axnXn =0

........................................ 4)

AkiX1 + akeXz +...+ AknXn = 0,
je M + u dalsi feSeni soustavy (3). Pokud je systém rovnic (4) nezavisly, je mnozina vSech
feSeni soustavy (3) afinni prostor B, . x dimenze n - k. Systém rovnic (3) je tedy

neparametrické vyjadieni podprostoru By, . afinniho prostoru Ap.

(Kopecky, Dotkova, str. 71)

Plati:

Ptimka p je v roviné A, vyjadiena tzv. obecnou rovnici:
p:ax+by+c=0,

vV Az je vyjadiena soustavou dvou rovnic
p:aix +byy+ciz+d; =0

ax+hy+cizz+d,=0, 5)

rovina je v Az vyjadiena jednou obecnou rovnici
p:ax+by+cz+d=0,

nadrovina a je v A, vyjadiena obecnou rovnici

o Xy + axXe +... +apX, +a=0.

Obecné plati. Je-li p pocet linearné nezavislych rovnic soustavy o n neznamych, k dimenze

podprostoru, ktery je tou soustavou uréen, pak plati p=n - k.
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Je-li pfimka p vyjadiena v Az rovnicemi (5), ma jeji smérovy vektor souradnice

_(|P1 cal &1 a1 |ag by
a= (el ge @y le by

b, c|’Ic2 axl’|a, b, (srov. Kopecky, Dofkova, str.73)

2.4 Priklady

Priklad 2.1

V A; = <R? V> najdéte parametrickou vyjadieni ptimky p uréenou bodem A = [3, 1]
a smerovym vektorem u = (-1, 2).

Reseni

Dané hodnoty dosadime do vztahu X =P + tu.

X yI=1[3,11+ (-1, 2)

Vzniknou 2 rovnice s parametrem t € R, které jsou parametrickym vyjadienim pfimky
Xx=3-t

y=1+2t

Priklad 2.2

V A; = <R?% Vo> najdéte parametrické vyjadieni pfimky p uréenou body A = [4, 1]
aB=11,2].

Reseni

K vyjadfeni parametrické rovnice ptfimky p potiebujeme bod a smérovy vektor. Smérovy

vektor vyjadiime pomoci rozdilu bodt B - A.

u=B-A

u=(1-4,2-1)

u=(-3,1)

Dan¢ hodnoty dosadime do vztahu X = P + tu.
X=4-3t

y=1+t

Piiklad 2.3

V As; = <R3 V3> najdéte parametrické vyjadieni piimky p urcené bodem A = [3, 1, -1]

a smérovym vektorem u = (-1, 2, 0).

16



Reseni

Dané hodnoty dosadime do vztahu X = P + tu.

X, y,2] =[3,1,-1] + (-1, 2, 0)

Vzniknou 3 rovnice s parametrem t € R, které jsou parametrickym vyjadienim pfimky
X=3-t

y=1+2t
z=-1
Priklad 2.4

V Az = <R? V3> najdéte parametrické vyjadieni ptimky p dané rovnicemi

X+y-z+5=0
2x-y+22-2=0
Reseni:

a)
X+y-z+5=0

2Xx-y+22-2=0

Soustavu rovnic secteme.

3X+z+3=0

3X=-z-3

Dosadimez=t;t e R

3X=-t-3

X=-1- %

Z prvni rovnice vyjadiime y. Dosadime z=tax=-1 - % .
y=-x+z-5

y=-(-1-3)+t-5

y=-4+ %
Parametrické vyjadreni piimky p ma tvar:

t
Xx=-1--=
3

a 4t
y=-4+=

17



b) smérovy vektor

“:(|—11 _21||_21 %H% —11|)

u=(1,-4,-3)

Bod P = [py, p2, p3] dosadime za X, Y, z:

PL+tpP2-p3+5=0
2p1-p2+2p3-2=0
Zvolime p; = 0.
P2-p3+5=0

(-p2) +2p3-2=0

Soustavu rovnic secteme.

p3=-3

p2-(-3)+5=0

p2=-8

Parametrické vyjadieni pfimky p ma tvar:
X=t

y =-8 -4t

z=-3-3t

Smérovy vektor u = (1, -4, -3) je linearné¢ zavisly se smérovym vektorem u = (-

Z feSeni za a).

Priklad 2.5

1)

V A; = <R® V3> najdéte neparametrické vyjadieni pfimky p uréené bodem A = [3, -1, 2]

a smérovym vektorem u = (1, 0, 1).

Reseni

Vyjadiime si parametrické vyjadieni ptimky dosazenim do vztahu X = P + tu.

X=3+t
y=-1
2=2+t

Z prvni rovnice vyjadiime t.
t=x-3

Dosadime do 3 rovnice.
z2=2+x-3

z=-1+Xx



Obecné vyjadieni pfimky p ma tvar:
y+1=0
X-2-1=0

Priklad 2.6

V A; = <R% V3> napiste parametrické vyjadfeni roviny « uréené body A = [2, 0, 1],
B=[23 1]aC=[1,-2,-1].

Reseni

Parametrické vyjadreni roviny a je vyjadfeno vztahem X = A + tu + sv.

Vyjadiime si vektory u av.

u=(B-A)

u=(2-2,3-0,1-1)

u=(0,3,0)

v=(C-A)

v=(1-2,-2-0,-1-1)

v=(1,-2,-2)

Parametrické vyjadreni roviny a ma tvar:
X=2-5s

y =3t-2s

z=1-2s

Priklad 2.7

V As = <R® V3> napiste neparametrické vyjadfeni roviny a uréené body A = [-1, 0, 2],
B=[11,-1aC=]0,0,2].

Reseni

a)

Dané hodnoty dosadime do rovnice tvaru ax + by + cz + d = 0.

Acai-a+2c+d=0

Beaat+tb-c+d=0

Cea:2c+d=0

Vyiesime soustavu linearnich rovnic pro a, b, ¢, d:

-1 0 2 1 -1 0 2 1
< 1 1 -1 1) ~( 0 1 1 2)
0 0 2 1 0 0 2 1
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zvolime d =t
2c+t=0
b+c+2t=0
-a+2c+t=0
d=t

a=0
Pro t =2 ma rovina o obecnou rovnici:

o.-3y-2+2=0

b) nalezeni normalového vektoru

B-A=(2,1,-3)

C-A=(1,-1,3)

n= (|_11 _33| ’ |_33 —21| ' |—21 —11|)

n=(0,-3,-1)

Dané hodnoty dosadime do rovnice tvaru ax + by + cz+ d = 0.
(-1).0+0.(-3)+ (2).(-1) +d=0

d=2

Rovina a ma neparametrické vyjadieni:

o.-3y-2+2=0

Priklad 2.8

V A; je dana ptimka p = [A; Vv]. Rozhodnéte, zda na ni lezi body B a C, je-li dano:
A=12,-1,3],v=(1,2,-3),B=[3,1,0],C=[6, -4, 2]

Reseni

Vyjadiime si parametrické vyjadieni ptimky p ve tvaru X = A + tu.

X=2+t

y=-1+2t

z=3-3t
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Dosadime bod B = [3, 1, 0] do rovnic.

3=2+t
1=-1+2t
0=3-3t

Z prvni rovnice je t = 1, to vyhovuje i rovnici 1 =-1+2t,0=3 - 3t.
Bod B leZi na piimce p.
Analogicky dosadime bod C = [6, -4, 2] do rovnic.

6=2+t
4=-1+2t
2=3-3t

, o . . . -3 ., - 1
Z prvni rovnice je t = 4, to nevyhovuje druhé rovnici, kde t = ~» ani tfeti rovnici, kdet= 3

Bod C nelezi na piimce p.
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3. Vzajemna poloha podprostori afinniho prostoru

3.1 Vlastnosti vzaijemné polohy podprostori afinniho prostoru

Vzijemna poloha podprostorti afinniho prostoru muize byt rovnobéznd, incidentni,
mimobézna, anebo riznobézna.
V nésledujici odstavci piredpokladame, ze Bi a Cj jsou dva dané podprostory afinniho

prostoru A,aA € By, B € C,.

Véta 3.1

Podprostory Bk a C; maji neprazdny prinik, pravé kdyz existuji vektory u € Vi,
veVtak,ze A-B=u+v.
Dukaz

Tvrzeni je ziejmé, nebot’ vztah A - B = U + v miiZeme psat ve tvaru A - u =B + v. Je
vidét, ze plati-li tento vztah, lezi bod P = A - u = B + v v obou podprostorech. Lezi-li
obracené bod P v obou podprostorech By, C,, pak ozna¢ime-liu=A - P, v =P - B, dostavame
vztahA-u=P=B + V. (srov. Sekanina a kol., 1986, str. 31-32)

Piimka p je rovnobézna s piimkou g, maji-li kolinedrni smérové vektory. V prostoru
dimenze 3 je piimka p rovnob&zna s rovinou a, lezi-li smérovy vektor ptimky p v zaméfeni

roviny a.. Rovina a je rovnobézna s rovinou 8 v prostoru, maji-li roviny o a § totéz zaméteni.

Definice 3.1
Bud'te By, C; afinni podprostory téhoZ prostoru A,. Rekneme, Ze podprostor By je
rovnobézny s podprostorem Ci, coz budeme znacit B || C,, jestlize Vi < V..
(srov. Jukl, str. 44)
Definice 3.2
Bud'te By, C; afinni podprostory téhoZ prostoru A,. Rekneme, Ze podprostor By
inciduje s podprostorem C,, jestlize Bx < C,. Je-li Bi incidentni s C; nebo C; incidentni s By,

fekneme, ze podprostory By, C; jsou incidentni. (srov. Jukl, str. 45)
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Definice 3.3
Bud’te B, C; afinni podprostory téhoz prostoru Ap. Rekneme, ze podrostory By, C

jsou mimobézné, jestlize nejsou rovnobézné a maji prazdny prunik. (srov. Jukl, str. 46)

Definice 3.4
Budte By, C; afinni podprostory téhoz prostoru An. Rekneme, ze podprostory By, C,

Jsou riiznobézné, jestlize nejsou rovnobézné a maji neprazdny prinik. (srov. Jukl, str. 46)

3.2 Priinik a spojeni podprostori afinniho prostoru

Véta 3.3

a) Jsou-li B, Cj dva podprostory afinniho prostoru A, s neprazdnym prianikem nositelek B, C,
je B« n C = <B N C, Vk n V> podprostorem prostoru A, a plati:
dim(Bx n C)) = dim(Vx N V).

b) Jsou-li B, C; dva podprostory afinniho prostoru A, s prazdnym prinikem nositelek B, C je
dim(Bx » C)) = 0.

Ditikaz

a)Je-liXeBNnCueVinV,jezieemé X+ue BiX+ueC, takze X+ueBnC,
Jsou-li X, Y e BN C,jezieimé X-Y € V(i X-Y € V|

b) Protoze nositelka je prazdna mnozina, nemiize byt dimenze Cislo vétsi nez nula.

(Kopecky, Dofkova, str. 80)

Linearni obal mnoZiny v afinnim prostoru
Definice 3.5

Budiz M podmnozina mnoziny A. Linearnim obalem [M] mnoziny M (M # O)

V afinnim prostoru A, budeme rozumét podprostor prostoru Ap nejmensi dimenze, jehoz

nositelka obsahuje mnozinu M. Linedrni obal mnoziny M v afinnim prostoru je prinikem
vSech podprostorii prostoru Ay, které obsahuji mnozinu M.

(Kopecky, Dofkova, str. 81)
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Spojeni dvou afinnich podprostori
Definice 3.6

Spojeni By V C; dvou podprostorti By, C; afinniho prostoru A, je podprostor prostoru

A, jehoz nositelkou je nositelka linearniho obalu sjednoceni nositelek obou prostoru.

(Kopecky, Dofkova, str. 81)

Véta 3.4
Jsou-li By = <B, V>, C; = <C, V> dva podprostory A, = <A, V>, pak:
(@) Je-liBAC£Q,MeBNC, jeBcVC=<D V> kdeD=M+ ViV V), V=VVYV,
adim(By Vv Cj) =dim(Vi vV V))
(0)Je-liBNC=0,MeB,NeC,jeBcVC=<E Ws> kde E=M+ [(VkV V) U (N - M),
W=[(VkVV)uU(N-M)]adimBkV C)=dim(VkV V) +1
(Kopecky, Dofkova, str. 81)

Véta 3.5
Jsou-li B, C; dva riiznobézné podprostory afinniho prostoru A, plati:

dimBy + dimC; = dim(Bx n Cy) + dim(By v C)). (Kopecky, Dofkova, str. 82)

Véta 3.6
Dva disjunktni podprostory Byg, C; afinniho prostoru A, jsou rovnobézné nebo
mimob¢zné pravé tehdy, je-li

dim(Bk vV C)) =dim(Vx vV V)) + 1. (Kopecky, Dofkova, str. 82)

Vzajemna poloha dvou podprostora afinniho prostoru
V nasledujicim textu budeme pouzivat toto oznaceni:
dim(Vk Vv V) =s

dim(Bx VvV C)) = s4

dimBy = dimVk =k

dim(Vk M V|) =p
dim(Bk M C|) = Pa
dimC,=dimV, =1

24



Vime, zZe:

1.k+1=p+s
2BNnC#O0=pa=p
3BNC#O0=5s,=5

4 BNC=0=5,=5+1
5.BNC#O=>k+l=py+5s;

Vzéajemnou polohu dvou podprostorti afinniho prostoru mizeme urcit na zaklad¢ linearni

zéavislosti a nezavislosti bazich vektort a vektoru mezi nimi.
a) Vzajemna poloha bodu M a piimky p: X =N+ tu

1.Je-lis,=1,tzn. dim[{u,M-N}]=1,jeM ep

2. Je-li s, = 2, (s je samoziejme rovno 1), dostavame M ¢ p

Obr.¢.7:Mep,Mgp
b) Vzajemna poloha bodu M a roviny a: X = N + S3v; + Spv)

1. Je-li s, = 2 (s je samoziejme rovno 2), je M € o

2. Je-li s, =3 (s je samoziejmé rovno 2), je M ¢ a
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Obr.é.8&Mea,Me¢ a

¢) Vzajemna poloha dvou piimek p: X=M +tu, q: X=N + sv
Ozna¢me piimku p jako prostor By, ptimku q jako prostor C,. Pak mizeme psat
Vi= [, Vi=[{v}], V=V vVi=[{u, v}], W=[(Vk VV)) U (N - M)] = [{u, v, N - M}].

1. Je-lis, =1 As=1,jepodle:

dimVy + dimV, = dim(Vi v V,) + dim(Vk N V)): (6)
1+1=p+1,tedyp=1;p,qsplyvaji

26



2. Je-lis;=2As=1,jepodle (6):1+1=p+1,tedyp=1aleBnC=0;p,q jsou

rovnobé€zné, ruzné

Obr. €. 10: p, g jsou rovnobézné, rizné
u u
h(7)=1 h( v ) =2

MN

3.Je-lisg=2As=2,jepodle (6): 1+ 1=p+2 tedy p=0; p je riznobézné s q

Obr. €. 11: p je riznobézné s
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4.Je-lis,=3As=2,jepodle (6): 1 +1=p+ 2, tedy p=0; pje mimobézné s (

d) Vzajemna poloha piimky p: X = M + tu a roviny o: X = N + S3v1 + SpVp
Ozna¢me V = [{U, V1, V2}], W = [{u, v1, V2, N - M}].
1.Je-lisa=2As=2,jepodle(6):1+2=p+2,tedy p=1; plezi v rovin¢ o
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2. Je-lis; =3 As=2jepodle (6): 1 +2=p+ 2 tedy p = 1; p je rovnobézna

S rovinou o
vz
Ve -
" & p
Obr. €. 14: p je rovnobézna s rovinou o
u
u
Vi
h<V1> =2 h{ y |[=3
2
Vy SN
MN

3.Je-lis;=3As=3,jepodle (6): 1+2=p+3, tedy p = 0; p protina rovinu o

Obr. €. 15: p protind rovinu o

u

u
Vi
h<V1>=3 h v, =3
V2

MN

4. Je-lis; =4 As=3,jepodle (6): 1 +2=p+ 3, tedy p = 0; p je mimobé&zna
srovinou o (tento pfipad v As nastat nemize, nebot dimenze zadného vektorového
podprostoru zde nemtize byt rovna 4. Ve ¢tyirozmérném prostoru ten piipad nastava, i kdyz si

ho nedovedeme piedstavit.)
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e) Vzajemna poloha dvou rovin a: X = N + S3vy + Spvp, B: X =M + t1u; + thuy
Zde V =[{uy, Uy, v, V2}], W = [{Ug, Uz, V3, V2, N - M}].
1. Je-lis;=2As=2,jepodle (6):2+2=p+2,tedy p=2; o je totozna s

Obr. €. 16: a je totozna s B

u
uq u;
u
hl . 2|=2 h|l v |=2
Vi Vz
A\
MN

/

/
Obr. €. 17: a je rovnobézna s 3
h

uy
u1 u2
u;
h =2 Vi | =3
Vi v,

\Y)
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3Je-lis,=3As=3,jepodle (6): 2+2=p+ 3, tedy p=1; a je riznob&zna s B

.\'
\ / \
AN
\
/ ; vid
\ ) -
/o \ ) e
\

X
/\
\ “t
\ln \ ‘u; ||'|
‘\‘l‘ \_u" g ll\“
Obr. ¢. 18: a je riznobézna s B
Uy
o )
u
h . |=38 r| v [=3
1 v,
Vo N
MN

4.Je-lis,=4As=3,jepodle (6):2+2=p+3,tedy p=1; a je mimobézna s 3

5 Je-lis;=4 As=4,jepodle (6):2+2=p+4,tedy p=0; a je riznobézna s B, ale
protoze B N C # @ a p =0, protinaji se ob¢ roviny v jediném bod¢

6. Je-lis;=5As=4, jepodle (6):2+2=p+4,tedy p=0; protoze B C =0, jsou
f) Vz4jemna poloha dvou boda

ob¢ roviny mimobézné. Jejich zaméieni maji (pro p = 0) spolecny vektor 0.

Jednobodova mnozina je nositelkou afinniho prostoru dimenze nula. Bod zapiSeme
takto: M = M + to, kde 0 je nulovy vektor

1.Je-lisa=0As=0,jepodle (6):0+0=p+0,tedy p=0; body M a N jsou totozné
2.Je-lis;=1As=0, jepodle (6):0+0=p+0; bod M je riizny od bodu N.

(srov. Kopecky, Dofkova, str. 83-85)
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3.3 Priklady

Piiklad 3.1

V afinnim prostoru Az rozhodnéte o vzajemné poloze piimek p = {A, u} a q = {B, v}:
p:A=1[3,5-4,u=(3,2-1),0:B=[11,3,-2],v=(4, 0, -2).

Reseni

Priklad mizeme vypocitat pomoci hodnosti matice, anebo pomoci parametrické¢ho vyjadieni
piimky.

a) pomoci hodnosti matice

()= (Tos2)~ (65525 =2

u 32-1 32-1 3 2 -1 32 -1
h<L>= 10-2]~110-2)~|0-2-5|~[0-2-5]=3
AB 8-2 2 4-11 0-117 0 0-69

Hodnost matic vysla 2 a 3 z toho plyne, Ze jsou mimobé&zné.
b) pomoci parametrického vyjadieni

Vyjadiime si parametrické vyjadieni ptimek p a g.
p:x=3+3t

y=5+2t

z=-4-t

g:x=11+s

y=3

2=-2-2s

Polozime p = q.

3+3t=11+s

5+2t=3

4-1=-2-25

Z druhé rovnice vypocitdme t a dosadime do prvni a tfeti rovnice.
5+2t=3->t=-1

3+3(-1)=11+s—>s=-11

4-(1)=-2-25>s=3

Vysledky s jsou odlisné, z toho plyne, Ze jsou mimobézné.
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Piiklad 3.2

V afinnim prostoru A, rozhodnéte o vzajemné poloze ptimek p a ¢, zadané parametrickym
vyjadienim:

p:x=1+t

y=2-3t

g:x=2-s

y=-3+2s

Reseni

()= ()~ (-2

u 1-3 1-3 1-3
h <_‘L> = (—1 2 ) ~ (0—1) ~ <0—1> =2
AB 1-5 0-2 00

Hodnost matic je 2 a 2 z toho plyne, Ze jsou riznobézné.
Najdeme prisecik primek.

Polozime p = @.

1+t=2-s

2-3t=-3+2s

2+2t=4-2s

2-3t=-3+2s

4-1=1

t=3

Dosadime t do prvni rovnice.

1+3=2-5s

s=2-4

s=-2

Do parametrického vyjadieni ptimky p dosadime t = 3.
p:x=1+3

y=2-3(3)

Prasecik pfimek pa q je X = [4, -7].

DalSi moZnost jak najit prasecik pfimek je pomoci neparametrického vyjadieni pfimek.

p:x=1+t
y=2-3t
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Vyjadiime t z prvni rovnice a dosadime do druhé rovnice.
t=x-1

y=2-3(x-1)

y=2-3x+3

p:3x+y-5=0

g:X=2+s

y=-3-2s

Vyjadiime S z prvni rovnice a dosadime do druhé rovnice.
S=2-X

y=-3+2(2-X)

y=-3+4-2x

g:2x+y-1=0

Dale feSime soustavu rovnic.
3x+y-5=0

2x+y-1=0

Xx-4=0

X=4

Dosadime X do druhé rovnice.
2(4)+y-1=0

y=-7

Prisecik piimek p a g je X = [4, -7].

Priklad 3.3
Urcete vzajemnou polohu ptimky p = {A, u} a roviny o = {B, v, w}: p : A = [0, -2, 4],
u=(1,-1,2),0:B=1[-1,-1,-3],v=(1, 3,3),w =(-2, -2, 0).

Reseni
u 1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
h<v>=<1 3 3>~ 0 4 1>~<0 4 1)=3
w -2 =20 0 —4 4 0 0 5
u 1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
n vVl 1 3 3 N 0 4 1 5 0 4 1 N 0O 4 1 -3
i) -2 =2 0 0 —4 4 0 O 5 0O 0 5
AB -1 1 -7 0 0 -5 0 0 -5 0O 0 o0

Hodnost matice je 3 a 3 z toho plyne, Ze jsou riznobézné.

34



Najdeme prise€ik ptimky a roviny.

Vyjadiime si parametrické vyjadieni pfimky p a roviny o.

p:X=r
y=-2-r
Z2=4+2r

a:X=-1+t-2s
y=-1+3t-2s
z=-3+3t

Polozime p = a

r=-1+t-2s

-2-r=-1+3t-2s

4+2r=-3+3t

Vyftesime soustavu tii rovnic.

r-t+2s=-1

-r-3t+2s=1

2r - 3t=-7

1 -1 2|-1 1 -1 2]-1 1 -1 2]-1
(—1 -3 2 1>~<0 -4 4 O>~<O -4 4 0)
2 =3 01-7 0 -1 —41-5 0 0 20120
r-t+2s=-1

-4t+4s=0

20s =20

s=1

t=1

r=-2

Dosadime do parametrického vyjadieni piimky p.

X=-2

y=0

z=0

Prusecik pfimky p a roviny a je X = [-2, 0, 0].

Priklad 3.4
Uréete vzajemnou polohu ptimky p = {A, u} a roviny o = {B, v, w}: p : A = [1, 4, -3],
u=(-1,3-4),a:B=[3,3,0],v=(1,2,-1),w=(3,1,2).
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Reseni

u -1 3 —4 -1 3 -4 -1 3 —4
h<V>=<1 2 —1>~ 0 5 —5>~<0 5 —5>=2
w 3 1 2 0 10 -10 0 0 O

u -1 3 -4\ /-1 3 -4\ /-1 3 —4
W vilzf1 2 -1} o 5 -5} [0 5 —5]_,
w 3 1 2 0 10 -10 0 0 0
AB 2 -1 3 0 5 -5 0 0 0

Hodnost matice je 2 a 2 z toho plyne, Ze jsou incidentni.

Priklad 3.5
Urcete vzajemnou polohu piimky p = {A, u} a roviny a = {B, v, w}: p: A =[1, 1, -2],
u=(-1,3,0),a0:B=[2,3,1],v=(1,2,-1),w=(3,1,-2).

Reseni
u -1 3 0 -1 3 0 -1 3 0
h<V>=<1 2 —1>~<0 5 —1>~<0 5 —1>=2
w 3 1 -2 0 10 -2 O 0 O
u -1 3 0 -1 3 0 -1 3 0
i A _ 1 2 -1 N 0 5 -1 - 0 5 -1 3
ﬁ 3 1 -2 0 10 -2 0O 0 4
AB 1 2 3 0 5 3 0O 0 O

Hodnost matice je 2 a 3 z toho plyne, Ze jsou rovnob&zné, neincidentni.

Priklad 3.6
Urcete vzajemnou polohu rovin o = {A, u, v} a roviny B = {B, w, z}: a: A = [3, 0, -1],
u=(1,1,-1),v=(23,-3),p:B=[3,2,-1],w=(1,2,-2),z=(0, 1, -1).

Regeni
u 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
b vi_[2 3 -3} [0 1 -1} (0 1 -1 — >
w 1 2 -2 0 1 -1 0O 0 O
y/ 01 -1 0 1 -1 0O 0 O
u 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
V\ /2 3 —3\| /0 1 —1\ 0 1 —1\
hfw|=1]1 2 -2|~|0 1 —-1(|~]0 0 2 |=3
z 0 1 -1 0 1 -1 0 0 O
AB 0 2 O 0 0 2 0 0 O

Hodnost matice je 2 a 3 z toho plyne, Ze jsou rovnobéZné, neincidentni.
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4. Délici pomér

Délici pomér tii bodl je dilezity pro definovdni afinniho zobrazeni, které¢ budu

vysvétleno v nasledujici kapitole.

4.1 Definovani déliciho poméru

Definice 4.1

Necht’ A, B, C jsou tfi navzajem ruzné body lezici na dané piimce p. Realné cCislo k
spliujici vztah

C-A=k(C-B)
nazyvame délicim pomerem bodu C vzhledem k bodiim A, B.

(srov. Horak, Janyska, str. 46)

Definice 4.1 je vyslovena pro pfimku jednorozmérného afinniho prostoru. Stejnym zpiisobem
je délici pomér definovan i1 pro tfi navzajem rizné body jakéhokoliv jednorozmeérného
podprostoru v afinnim n-rozmeérném prostoru A,.

Z definice plyne, ze bod C je koncovym bodem obou vektorti.

Vlastnosti déliciho poméru ti‘i bodu na primce
Vlastnosti vychazi z definice 4.1
a)(ABC)=1<A=B
b) (ABC)=0<A=C
¢) pro C = B neni (ABC) definovan
d) (ABC) < 0 < bod C lezi na ptimce p mezi body A, B
e) 0 < (ABC) < 1 < bod A lezi na piimce p mezi body B, C
f) (ABC) > 1 < bod B lezi na ptimce p mezi body A, C
g) bod S ptimky p je sttedem dvojice bodu A, B praveé tehdy, je-li (ABS) = -1
(srov. Kopecky, Dofkova, str. 93)
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Véta 4.1
Necht’ A, B, C jsou tii navzajem rizné body na piimce a necht’ (ABC) = k. Pak plati
1) (ABC) =k
2) (BAC) = 1/k
3)(ACB)=1-k
4) (CAB) = 1/(1 - k)
5) (BCA) = (k-1)/k
6) (CBA) = k/(k-1)
Dukaz
2) Podle piedpokladu (C - A) = k(C - B), odkud (C - B) = (1/k)(C - A), a tedy (BAC) = 1/k
3)(C-A)=(B-A)+(C-B)=k(C-B),tzn. (B-A) = (k-1)(C - B), odkud dostavame
(B-A)=(1-k)(B-C),atedy (ACB)=1-k.
4., 5., 6. plynou bezprostiedné z 2. a 3. (srov. Horak, Janyska, str. 47)

4.2 Priklady
Priklad 4.1

M¢jme dany body A, B, C lezici na ptimce p. Na nasledujicich obrazcich urcete délici pomér:
a) (ABC)

Reseni:

Délici pomér bodu C k bodiim A, B zjistime po dosazeni:
(C-A)=k(C-B)

(-5) =k(-2)

k=5/2

b) (ACB)
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Reseni:

Délici pomér bodu B k bodim A, C zjistime po dosazeni:
(B-A)=k(B-A)

(-4) =k(2)

k=-2

¢) (ACB)

Reseni:

Délici pomér bodu B k bodim A, C zjistime po dosazeni:
(B-A)=k(B-C)

(-6) =k(-2)

k=3

Priklad 4.2

M¢jme dany body A, B leZici na ptimce p. Sestrojte bod C, tak aby platilo:

a) (ABC)=3

Reseni:

Bod C, zjistime tak, ze dosadime do vztahu:

(C-A)=k(C-B)

(C-A)=3(C-B)

Vime, ze k = 3, tzv. je to Cislo kladné, k > 1, a proto bod B bude lezet na piimce p
mezi body A, C.
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b) (ABC) =-2/5

Reseni:

Bod C, zjistime tak, ze dosadime do vztahu:

(C-A)=k(C-B)

(C-A)=(-2/5)(C-B)

Vime, Ze k = -2/5, tzv. je to Cislo zaporné k < 0, a proto bod C, bude lezet na pfimce p

mezi body A, B.
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5. Afinni zobrazeni

5.1 Definovani afinniho zobrazeni

Definice 5.1
Zobrazeni f afinniho bodového prostoru A do afinniho bodového prostoru A’ se
nazyva afinni, pravé kdyz kazdé tfi navzijem rizné kolinearni body B, C, D prostoru A
zobrazuje bud’ do jediného bodu nebo do tfi ruznych kolinearnich bodu f(B), f(C), f(D)
prostoru A’ tak, ze
(f(B)I(C)F(D)) = (BCD).
Dusledek definice: Obrazem piimky v afinnim zobrazeni je pfimka nebo bod.

(Leischner, str. 26)

Véta 5.1
Kazdému afinnimu zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru A’ lze
jednoznaén¢ pftiradit zobrazeni ¢, které zobrazuje zamétfeni V afinniho prostoru A
do zaméfeni V' afinniho prostoru A’ ptedpisem
u=D-C = o(u) =1(D) - f(C),
kde D, C jsou body z A, u € V; f(D), f(C) body z A’, ¢(u) € V'. Zobrazeni ¢ se nazyva
asociované se zobrazenim f.
Dtikaz
Aby byla definice zavedend vétou jednoznacéné, je zapotiebi dokazat, ze pro obrazy bodl
X a'Y kazdého umisténi (Y - X) vektoru u = D - C plati f(Y) - f(X) = f(D) - f(C). Rovnost
Y — X =D - C znamena, zZe je stied S usecky CY totozny se sttedem usecky DX, tedy
§=2C+ Y = 2D+ X
To je dale ekvivalentni se vztahem (SCY) = (SDX) = % Pak ale téz
(F(SIO(Y)) = (F(S)F(D)f(X)) = % Odtud
f(Y) - f(X) = (D) - f(C) = o(u). (srov. Leischner, str. 26)

Definice 5.2
Zobrazeni ¢ afinniho vektorového prostoru V do afinniho vektorového prostoru V'

nazyvame linearni zobrazeni (nebo t¢Z homomorfismus), ma-li tyto vlastnosti:
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1. Yu,v € V: o(u + V) = o(u) + o(v),
2.Vue V,keR: o(ku) = ke(u) (srov. Leischner, str. 27)

Véta 5.3
Necht je dano linearni zobrazeni ¢ vektorového prostoru V do vektorového prostoru
V'. Je.li B libovolny bod z afinniho bodového prostoru A, jehoz zaméfeni je V a B’ libovolny
bod z afinniho bodového prostoru A’, jehoz zaméfeni je V', pak existuje jediné afinni
zobrazeni f prostoru A do A’, které zobrazuje bod B do bodu B’ a jehoz asociovanym
zobrazenim je ¢. Pfitom pro kazdy bod X € A, a jeho obraz f(X) € A’ plati
f(X) =B’ + o(X - B) (Leischner, str. 27)

Definice 5.3
Necht’ jsou dany dva afinni prostory Ap = <A, Vo>, Ap =< A’ , V> aoe: V), > V',
asociovany homomorfismus V, do V'n. Afinni zobrazeni f: A — A’ takové, Ze pro kazdy bod
X € A akazdy vektor u € V, je
f(X + u) =1f(X) + o(u) (Kopecky, Dofkova, str. 101)

5.2 Rovnice afinniho zobrazeni

Necht' je dano afinni zobrazeni f prostoru A, = {P; ei, €y..., e,} do prostoru

A'm=1{Q; dy, dy,..., dn} s asociovanym zobrazenim ¢ tak, ze

o(e) = Xty a;j d, j=1..n. (7)
Podobné rovnost
f(P)=Q+ X1 bid; (8)

vyjadiuje, ze se pocatek P € A, zobrazi do bodu f(P) € A'm, ktery ma pii pocatku Q

soufadnice (b;, b,..., by). Hledame vztahy mezi soufadnicemi libovolného bodu

X = [X1, X2,..., Xn] prostoru A, a souradnicemi jeho obrazu f(X) =[x, X'2,..., X'm] € A’m. Plati:
X=P+Yi_1x5e a f(X)=X"=Q+XL,x;d; 9)

Obraz f(X) bodu X muizeme vyjadrit také z prvniho ze vztaht (9) pomoci (8) a (7). Dostaneme
f(X) = f(P) + 2}21 xip(e) =Q+ XL bd; + Z?=1 x (Xt a;d;)

po upraveé

f(X)=Q+ XL (Xj=1a;% +b;)d;. (10)
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Porovnanim koeficientl pti d; ve vyjadieni (10) a ve druhém vztahu (9) dostavame analytické
vyjadfeni afinniho zobrazeni f ve tvaru

Xi=Yis1a;% +b;, 1=12..,m
po rozepsani

X't = au1X1 + @12Xo +...+ AinXn + b1

X2 = @1X1 + @goXo +...+ AonXn + D2

X'n = anlxl + an2X2 ++ anan + bn

Rovnice asociovaného zobrazeni ¢.
Necht' V,, a V' jsou zaméfeni prostort A, a A’y @ vektor u = (Ug, Uz,..., Uy) € V, necht’ se
zobrazi na vektor @(u’) = (u'y, U'z,..., U'm) € V. Plati
u=Yi we a ou)=xL;ud (11)
Analogicky dostaneme
o) = Z?:l wo(e;) = Z?=1 w Yt a;d; = Zﬁl(Z}lﬂ a;u; )d;.
Srovnanim s druhym ze vztaha (11) dostaneme rovnici asociovaného zobrazeni

U= 7.l=1 a;u;, i=12,..,m

Rovnice afinniho zobrazeni mizeme zapsat v maticovém tvaru

X' =A.X+B,
X x'q a1 Az Ay by
e R P Il T S S - B
Xn X’n Am1 QAm1 " Omn bn

Pro vyhodnégj$i pocitani, aby bylo pouhé nasobeni, misto ndsobeni a scitani, se zavadi
tzv. rozsifeni linearnich soufadnic, v nichz k ptvodnim soufadnicim piidavame jako dalsi

soufadnici bud’ ¢islo 1 u soutfadnic bodu, nebo ¢islo 0 u soutfadnic vektoru. Pak plati

X=4.X,
/xl\ /x'l\ /an az A1n b1\
R X2\ | au axp - ay b
X=X =] : |[A=]| : : : : o
\xn/ \x'n/ \aml Am1 Amn bn/
1 1 0 o - 0 1
Matice A se nazyvé rozsifena matice afinniho zobrazeni. (srov. Leischner, str. 28-31)
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5.3 Priklady

Priklad 5.1

Urcete rovnici afinniho zobrazeni A, do pfimky Aj, pii kterém se body [2, 1], [3, 2], [0, 1]
zobrazi po fad¢ na body [2], [0], [8].

Reseni

a)

Dan¢ hodnoty dosadime do vztahu:

X'=ax+hy+p

Dostaneme soustavu tfi rovnic o tfech neznamych.

2=2a+b+p
0=3a+2b+p
8=b+p

Z posledni rovnice vyjadiime p a dosadime do prvni a druhé rovnice.
2=2a+b+8-Db
0=3a+2b+8-b

Po upraveni:

a=-3
b=1
p=7

Rovnice zobrazeni ma tvar:

X'=-3x+y+7

b) pomoci rozsitené matice afinniho zobrazeni

soufadnice dosadime do vztahu: X' = A4 . X

2 3 0
¢ D=af12 )
a=(; 7 )0

1/2 -3/2 3/2
)?‘1:( 0 1 —1)
~1/2 1/2 1/2
1/2  —=3/2 3/2
2 0 8
(2 ° 1).( 0o 1 _1)

A
1 12 172 1/2
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(33 )

Rovnice zobrazeni ma tvar:

X'=-3x+y+7

Priklad 5.2

V A; = <R®, V3> je dano afinni zobrazeni f: X' = x+2z -3
y=Xx+y-z+2
I’=-Xx+y-27+5

Urcete soufadnice bodu B, je-1i dan jeho obraz B’ = [-1, 2, 4].

Reseni

Soufadnice obrazu B’ = [-1, 2, 4] dosadime do rovnice afinniho zobrazeni.

-l=x+2z-3

2=X+y-z+2

4=-x+y-22+5

Vytesime soustavu rovnic.

Z prvni rovnice vyjadiime X a dosadime do zbyvajicich.

X=-2+2

2=-72+2+y-72+2

4=-(-z+2)+y-22+5

Po upraveni:

y-2z+2=0

y-z-1=0

Po upraveni:

z=3

Hodnotu z = 3 dosadime do rovnicey -2z +2 =0

y=4

Hodnotu z = 3 dosadime do rovnice X =-z + 2

x=-1

Soutadnice bodu B = [-1, 4, 3].
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Priklad 5.3

Urcete rovnici afinniho zobrazeni afinni roviny A, do afinni roviny A';, pii kterém se body
[-3,3],[-3, 2], [-1, 1] zobrazi po fad¢ na body [3, 3], [3, 2], [1, 1].

Reseni

Soufadnice dosadime do vztahu: X' = A . X

3 3 1y /-3 -3 -1
<3 2 1>=A.<3 2 1)
11 1 1 1 1

3 1\
2 1].%1
1 1

3
3
1
i 12 1 -1/2
X'=({-1 -1 o0
3
3
1

2 0 3/2
3 1\ /1/2 1 -1/2
2 1).(—1 -1 0 )
1 1 1/2 0 3/2
5 -1 0 O
A :( 0 1 0)

0 0 1
Rovnice zobrazeni ma tvar:

X' =-X

y'=y
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Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo osvétleni problematiky afinniho prostoru
a aplikovani poznatki na ptikladech.

V prvni kapitole jsme definovali afinni prostor, pfi¢emz jsme zjistili, ze dvou bodim
je jednozna¢né piifazen vektor, anebo naopak bodu a vektoru je jednoznaéné piifazen
koncovy bod. Nasledn¢ jsme si ukazali pravidla v afinnim prostoru, a to pomoci piicitani
vektori a bodi a rozdili bodi. V posledni ¢asti této kapitole jsme se pak vénovali
soufadnicim bodt v daném soufadnicového systému.

Ve druhé kapitole jsme se zabyvali podprostory afinniho prostoru a nasledné
parametrickym a neparametrickym vyjadfenim podprostorii. Zjistili jsme, Ze bod mizeme
vyjadiit pomoci bodu a baze daného prostoru, a Ze tento vztah nazyvame parametrické
vyjadfeni podprostoru. Neparametrické vyjaddfeni vyhédzi ze soustavy nehomogennich
linearnich rovnic, kde kazda rovnice této soustavy predstavuje obecnou rovnici nadroviny,
tudiz podprostor je vyjadren jako prinik nadroviny.

Ve tfeti kapitole jsme si ukazali vzdjemnou polohu podprostorii afinniho prostoru.
Zjistili jsme, ze podprostory jsou rovnobézné, incidentni, riznobézné a mimobézné.

Ve cCtvrté kapitole jsme se vénovali délicimu poméru tfi bodl na piimce.
Ten je dulezité pro definovani afinniho prostoru. Ukazali jsme si také vlastnosti déliciho
poméru.

V posledni paté kapitole jsme se vénovali afinnimu zobrazeni, kde se téi navzajem
riazné kolinearni body zobrazi bud’ do jediného bodu, anebo obrazy téchto bodu jsou ruzné,
potom se zachovava délici pomér vzoru a obrazd. Popsali jsme zde i takzvané asociované
zobrazeni. Daéle jsme si odvodili rovnici afinniho zobrazeni, kterou mizeme zapsat
V maticovém tvaru.

Kazda kapitola pak byla obohacena piiklady, které by méli slouzit k procvicovani
daného tématu.

A jak jiz bylo feCeno v tUvodu, bakalafskd prace byla doplnéna i 0 obrazky
vytvofenymi v programu GeoGebra. V programu, ktery je volné dostupny pro nekomeréni

vyuziti a velice dobte se s nim pracuje.
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