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Uvod

Tématem této prace jsou agregacni funkce, konkrétnéji jejich konstrukéni
metody. Terminem agregace obecné rozumime pritazeni jedné hodnoty dané
mnoziné hodnot tak, aby ji co nejlépe reprezentovala. Toho se hojné vy-
uziva napt. v ekonomii nebo ve vypocetni technice, zejména v databézich.
Agregacni funkce je pak takova funkce, ktera provadi toto prirazeni reprezen-
tativni hodnoty. Nejznameéjsim prikladem agregacni funkce je patrné aritme-
ticky prameér. Bézné se agregacni funkce definuje na realném intervalu, ale
jeji definice vyuziva pouze usporadani, je proto prirozené zavést agregacni
funkce na usporadané mnoziné.

Cilem této prace je seznamit se s nékterymi konstrukénimi metodami
agregacnich funkci a nasledné je modifikovat pro pouziti na jistych typech
svazl. Text je rozclenén do tii kapitol. V tvodni kapitole se sezndmime s
agregacnimi funkcemi a jejich konstrukénimi metodami. Druha kapitola ob-
sahuje zakladni poznatky k usporadanym mnozinam a tvod to teorie svazu.
Ve treti a posledni kapitole definujeme agregacni funkci na svazu a popi-
seme modifikaci metody transformace na horizontalnich suméach izomorfnich
svazu.



Kapitola 1

Agregacni funkce

V této kapitole definujeme pojem agregacni funkce. Seznamime se s jejich
vlastnostmi a uvedeme nékteré znamé priklady agregacnich funkci. Definice
a véty v této kapitole jsou prevzaty z [1].

1.1. Definice a priklady

Definice 1.1. Necht I je neprdzdny redlng interval. Funkei A™: 1" — T
nazveme n-drni agregacni funkci na I, jestlize plati, Ze

i) A je neklesajici v kazZdé proménné,
i) A™ spliiuje hranicni podminky:

inf]I A(”)(arl, .., x,) =1infl a sup A(”)(atl, ooy xy) =supl.
i€ Z‘iEH

Arita agregacni funkce n urcuje pocet jejich promennych. Pokud je z kontextu
zrejmé, jakou aritu dand agregacni funkce md, mizZeme namisto A psit
pouze A.

Definice 1.2. Diagondlni sekci funkce f: 1" — R* nazveme funkci éy: I —
R*, kde 04(z) = f(z,...,x) pro kaZdé x € L.

Poznadmka 1.1. i) Je zrejmé, Ze pro kaZdou agregacni funkci A plati
H(A) C 1, kde symbolem H(A) rozumime obor hodnot funkce A.

i) V literatuie se casto pro undrni funkci AV poklidi AW (z) = = pro
kazZdé x € 1. Pro nase ucely vsak budeme wvazovat jako undrni agregacni
funkcei kaZdou funkci, kterd splriuje podminky i) a ii) z Definice .



Véta 1.1. Necht funkce f: 1" — R* je neklesajici. Pak je f agregacni funkce
na I" prave tehdy, kdyZ 9(0;) € I a plati

infdp(x) =infl a supds(zr) =supl
zel z€l
Diikaz. Necht f je funkce splnujici predpoklady. Pak V(zy,...,z,) € I"

dr(min(zy,...,z,)) < f(z1,...,2) < dp(max(zq,...,2,)).

To implikuje
inf  f(xy,...,2,) =infos(x),

(z1,..zn) €I x€l
sup  f(zq1,...,2,) =supds(x).
(21 4eeeyn) €I x€l
7 toho uz plyne tvrzeni véty. O]

Poznamka 1.2. Z predchozi véty plyne, Ze podminku ii) z Deﬁm’ce staci
splnit pro diagondlni sekci dané neklesajici funkce f. Samozrejmé je také treba
splnit H(f) C L

Definice 1.3. Rozsirenim funkce rozumime zobrazeni
f: U I" — R*.
neN
Rozsirenim agregacni funkce na U,en 1" rozumime takovou funkci, jejiz re-
strikce Ay je agregacni funkci na I" pro kazdé n € N.

Priklad 1.1. Nyni uvedme nékteré priklady zndmgch agregacnich funkci:

o Nejznaméjsi skupinou agregacnich funkci jsou patrné priméry. Jako
priklad wvedeme aritmeticky (znacime ), geometricky (znacime G) a
harmonicky (znacime H).

Tt

., x,) = .,

G(xy,...,x,) = Y1 ... - Tp,

n
H(xh...,l’n) = ﬁ

1 In

e Dalsi casto pouzivanou agregacni funkci je medidan. Pro n = 2k je defi-
novan takto:
Med(zy, ..., xo) = (T, Tri1),

zatimco pro n = 2k + 1 je definovan takto:

Afed($1,...,lbk+1):: L1
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o Agregacni funkci je i k-td projekce (znacend P,(cn)) a "k-ty nejmensi
prvek’(znacime OS,S"”), z anglického Order Statistic), pro k < n.

P,gn)(ml, cey Tp) = T,

OS,(ﬁn)(xl, Ce ,$n) = LC(k),
kde xy je k-t nejmensi prvek mnoZiny {1, ..., x,}.

o Dalsi agregacni funkci muzeme vytvorit jako specialni pripad nékterych
predchozich funkci, napr. funkce minima a maxima:

Min(xq,...,2,) = OS(ln)(xl,...,xn),
Max(zy,...,z,) = O8™ (x4, ..., ).

o Jestlize [a, b] je uzavreny interval, mizZeme definovat nejmensi agregacni
funkci (znacime A, ) a nejuetsi agregacni funkci (znacime A+) na [a, b]
takto:

b, pokud x; = b pro vsechna i € {1,...,n}

A(f)(xl’ cTn) = {a jinak

n a, pokud x; = a pro vdechna i € {1,...,n}
Agl—)(xlw 7In) = {b ]ma/{;

o Nakonec jako priklad funkce, kterd neni agregacni uvedme napr. kon-
stantni funkci.

1.2. Konstrukce agregacnich funkci

V této kapitole popiseme vybrané konstrukéni metody. Upozornime na né-
které podminky pro jejich pouziti, napt. transformaci lze pouzit na libovolnou
agregacni funkci, zatimco k vazeni potfebujeme symetrickou rozsitenou agre-
gacni funkci. Hlavni motivaci pro zkoumani konstrukénich metod je snaha,
aby zkonstruovana agregacni funkce méla urcité pozadované vlastnosti.

1.2.1. Transformované agregacni funkce

Transformaci agregacni funkce rozumime jeji pfeneseni na jiny interval. Toho
se docili pouzitim jistého zobrazeni. V této sekci se podivame na podminky,
za kterych lze transformaci provést, a uvedeme priklady vyuziti této metody.

10



Véta 1.2. Necht'1,] jsou redlné intervaly a zobrazeni: J — 1 je monotonni
a bijektivni. Ddle necht A: 1" — 1 je n-darni agregacni funkce na l. Pak funkce
Ay J" — ] ddna predpisem

Ay, my) = 7 (AW(2), - ¥ (20)))
je n-arni agregacni funkce na J.

Poznamka 1.3. o Transformace lze sklddat. Pokud mdme funkci A a
zobrazeni v z predchozi vety a k tomu jesté zobrazeni £: 1. — J, které
je také monotonni a bijektivni, plati, Ze (Ay)e je agregacni funkce na

Loa(Ay)e = Ao

o Transformované agregacni funkce zachovavaji algebraické vlastnosti pii-
vodnich funkci (napr. asociativita, symetrie, ryzi monotonie), ale ne-
musi zachovdvat jejich analytické vlastnosti (napr. multiplikativita, li-
nearita, aditivita).

Priklad 1.2. Asi nejzndmeéjsim prikladem transformované agregacni funkce
je geometricky prumér na [0, 1], ktery je transformaci aritmetického priméru
na [0,00]. V tomto pripadé se za zobrazeni v: [0,1] — [0, 00] vezme (x) =
—logx a plati tedy

G(zy,...,z,) = exp(—pu(—log(xy),. .., —log(x,))).

1.2.2. Slozené agregacni funkce

Slozené agregacni funkce mizeme definovat dvéma zptisoby. Postupné popi-
Seme oba.

Skladani zaloZené na asociativité

Tato metoda vychazi z vlastnosti asociativity, coz obecné znamena
ae(bec)=(aeb)ec.
Asociativita agregacnich funkci je definovana takto
A(A(z,y), 2) = Az, Aly, 2)).

Takto je pak definovana ternarni agregacni funkce A(x,y, z). Nasledujici véta
rika, jak lze slozit agregacni funkce obecnéji.
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Véta 1.3. Necht1 je redlng interval, ny,...,ny ENa A: IF -1, B;: I — 1
(proi € {1,...,k}) jsou agregacni funkce na I. Pak funkce Ca.p, . B, : 1" —
I definovand takto:

CA;Bl,.A.,Bk(:Bl’ e :zzk) = A(Bl(il?l), e Bk(“%));

kde n = X% | n;, je n-drni agregacni funkce na 1. Funkce A se nazjvd vnéjsi
funkce a B; se nazyjvaji vnitrni funkce.

Priklad 1.3. Jako priklad uvedme sloZeni aritmetického a geometrického
priméru. Funkce Cg.,.: [0,1]* — [0,1] je ddna predpisem

T1+ 2Ty Tzt x4 \/(1}1 +$2)($3+x4)
CG;uvu(xl,...,m) = 9 . 9 = 9

a je to agregacni funkce na [0, 1].

Skladani realnych funkci
Tento zptisob skladani je zalozen na standardnim skladanim realnych funkei.

Véta 1.4. Necht ] je redlny interval, k,n>2a A: 1F -1, By, ..., B: 1" —
I jsou agregacni funkce na 1. Pak funkce C: 1" — 1, kterd je zaddna takto

Clxy,...,x,) = A(By(z1,...,Tpn)s ..., Be(z1,...,2,)),
je agregacni funkce na 1.

Poznamka 1.4. Jako velky rozdil mezi zminénymi dvéma metodami se miize
zddt to, Ze v prunim pripadé se kazdd slozka agreguje pouze jednou (a tedy
pouze v jedné vnitrni funkci), zatimco v druhém pripadé je kazZdd slozka agre-
govana kazZdou vnitrni funkci. MuzZeme si vSak vsimnout, Ze konstrukcni me-
toda z Véty[1.3 se dd prepsat na metodu z Véty[1.4] pomoci projekcet takto:

C’A;Bl7,,,73k(ml, ey mk) = A(Bl(ml), ey Bk(mk)) =

AB (P (zy, ... 2), ..., P (zy, ... 2)), ...,

L BU(PY (@, m), . PO (@, wy) =
= Clxy,...,x,).

Priklad 1.4. Jako priklad uwvedeme sloZeni aritmetického a geometrického
priméru pomoci harmonického priméru. Tedy funkce C:1* — 1 je ddna

takto: 5
Clzy,29) = —5——5—

T1+T2 + VT1T2
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1.2.3. Vazené agregacni funkce

Smyslem vazenych agregacnich funkci je pritazeni urcitych hodnot jednotli-
vym prvkiam. Témto se ika vaha prvku a vyjadiuje dilezitost daného prvku
v ramci agregacni funkce. Tyto prvky pak tvori vektor vah.

Véta 1.5. Necht ky, ..., k, € Ny, k= (ky,...,k,) je prislusny vektor vah a
Unen A: I" — T je rozsirend symetrickd agregacni funkce na 1. Pak funkce

Ap(zy,...,x,) = Alkroxy,... .k, 0x,),

kde vjrazem k; ® x; se rozumi agregace (opakovdni) proménné x; k;-krdt, je
agregacni funkce na 1.

Priklad 1.5. Vyse zminény postup se da dobre vyuZit u aritmetického pri-
meru, ziskame tak tzv. vdZeny primer. Ne vzdy vsak dostaneme pouZitim vah
novou agregacni funkci. Vezméme napr. funkci minima, po pouZiti vektoru
vah k dostaneme funkci

Ming(xq,...,2z,) = min{z;i € {1,...,n}, k; > 0}.

Z toho plyne, Ze pokud k; > 0 pro kaZdé i, plati Ming, = Min.

13



Kapitola 2

Svazy

V této kapitole se blize seznamime s pojmem svazu. Uvedeme obé jeho de-
finice, tj. jakozto usporadané mnoziny i algebraické struktury a vztah mezi
nimi. Definice a véty jsou prevzaty z [2] a [3], pokud neni uvedeno jinak.

2.1. Usporadani a usporadané mnoziny

Definice 2.1. Necht A # (). Uspordddnim na mnoZiné A nazveme takovou
bindrni relaci R C A x A, kterd je zdroven

o reflexivnd, tzn.
Va € A: (a,a) € R,

o antisymetricka, tzn.

Va,b€ A: (a,b) € RN (ba) € R = a =0,

e tranzitivni, tzn.

Va,b,c € A: (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R.

Poznamka 2.1. Relaci uspordadani budeme misto obecného oznaceni R znacit
< a misto (a,b) € < budeme zapisovat a < b. Proky a,b, pro které plati a € b
a také b £ a, nazveme neporovnatelné a budeme zapisovat a || b.

Pokud < je usporaddini na mnoZinée A, muZeme na A zavést usporaddini
> takto:a > b <— b <a.

Jestlize < je uspordaddni ma mmnoziné A, nazveme usporddanou dvojici
(A, <) uspordadand mnoZina.

Jestlize a < b a zdroven a # b, zapiseme to jako a < b. Analogicky lze
zavést a > b.
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Pokud na usporadané mnoziné (A, <) plati Va,b € A: (x <y)V (y < z)
rekneme, Ze je uplné usporddand (téZ retézec). Pokud naopak Va,b € A: a
nazveme ji antiretézec.

Priklad 2.1. Uvedme nékteré priklady usporadaniych mnozin:
e Mnosiny (R, <),(Q,<),(Z,<) a (N, <) jsou fetézce.

o Mnozinovd inkluze C je uspordaddni, tedy napr. (p(M),C), kde M je
libovolnd mnoZina, je usporddand mnoZina.

e Relace delitelnosti na mnoziné prirozenych cisel je také usporadant,
takze (N, |) je usporddand mnozina.

Pro lepsi ilustraci usporadanych mnozin je mozné pouziti tzv. Hasseova
diagramu. Ten se da pouzit ke znédzornéni konecnych usporadanych mnozin
v roviné a vyuziva relaci pokryvani, které uvedeme v nasledujici definici a
lemmatu.

Definice 2.2. Necht (A, <) je usporddand mnoZina a a,b € A. Rekneme, Ze
prvek b pokrijvd prvek a (neboli prvek a je pokryvdin prvkem b), jestlize plati
a<baVeeA:a<c<b = a=cneboa=>ba znacime a < b.

Lemma 2.1. Necht (A, <) je koneénd usporddand mnozina, a,b € A. Pak
a < b pravé tehdy, kdyz existuji prvky co,...,c, € A takové, Ze

a=cy<c <cg <+ <cCp_1 <, =0

Diikaz. Necht a < b. Pak bud a < b (coz znamena, ze n = 1,a = ¢y, b = ¢1),
nebo existuje prvek x takovy, ze a < x < b. Opét bud a < = < b, v tom
pripadé n = 2,a = ¢y, x = c¢1,b = co, nebo existuje y tak, ze x < y < b. Vzhle-
dem ke konecnosti A dojdeme po konecné mnoha krocich k prvkam, které
se pokryvaji a, stejné tak i pro b < y. Tzn. po koneéném poctu krokt do-

staneme prvky co, ..., c,, které splnuji pozadovanou vlastnost. Naopak necht
a=c<c <+ <cCp1<cp,=b.Pakuréite a =cg <¢; <--- <1 <
¢, = b a z tranzitivity uz a < b. O

Definice 2.3. Necht (A, <) je konecnd usporddand mnozina. Kazdému prvku
A priradime prave jeden bod v rovine takto: Pokud a < b, bude bod a v roviné
nad bodem b, pokud a || b, budou body vedle sebe, a pokud a < b, spojime body
rovnou carou. Vznikly diagram budeme nazyvat Hasseuv diagram usporadané
mnoziny (A, <).

Na Obr. ukazeme nékteré piiklady Hasseovych diagrami:
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Obréazek 2.1: Uspotadané mnoziny

Definice 2.4. Necht (A, <) je uspordadand mnozina, a € A. Pak a se nazjvd
o nejmensi prvek v A, jestlize

VeecA:a<zx

o nejuetsi prvek v A, jestlize

Vee A: x<aq

o minimdlni prvek v A, jestlize

VieAix<a = x=a

o maximdlni prvek v A, jestlize

VeieAia<r — a==x

Poznamka 2.2. Pokud v usporddané mmnoziné existuje nejvétsi, respektive
nejmensi prvek, je nutné pravé jeden (to plyne z antisymetrie). V takovém
pripade se jednd i o jediny mazximdlni, respektive minimadlni prvek.

V' pripadé alespon dvouprvkového antiretézce mneni Zddny prvek nejvétsi ani
nejmensi, ale kazdy prvek je maximdlni ¢ minimalni.

Definice 2.5. Necht (A, <) je usporddand mnozina a X C A. Definujme
UX)={xe AVye X:y<uzx}

LX)={xe AVye X:x <y}

MnozZinu L(X) nazgvdme dolni kuZel mnoziny X a pokud md L(X) nejvétsi
prvek, nazgvdme jej infimum mnoZiny X a znacime inf X. MnoZinu U(X)
nazgvame horni kuZel mnoziny X a pokud md U(X) nejmensi prvek, nazy-
vame jej supremum mmnoziny X a znacime sup X.
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2.2. Polosvazy, svazy a dvoji definice svazu

Definice 2.6. Necht (A, <) je usporadand mnozina. Jestlize pro kaZdou jeji
dvouprvkovou podmnozinu existuje

o supremum, nazyvdme ji horni polosvaz,
o infimum, nazyvame ji dolni polosvaz.
Jestlize (A, <) splnuje oboji, nazgvdme ji svaz.

Poznamka 2.3. Z Definice vyplyvd, Ze pokud A je svaz, existuje supre-
mum a infimum pro kaZdou konecnou podmnozinu, nikoliv pouze pro dvouprv-
kovou. Bud a,b,c € A. Pak inf{a,b} existuje, tedy existuje i inf{{a,b},c} =
u. Z toho plyne, Ze w < a a také u <inf{b,c}, tzn. v < {a,b,c}. Ddle
necht v < {a,b,c} pro nékteré ' € A. Potom u' <inf{a,b} a v < c. Z
toho uz u' <inf{{a,b},c} = u a tedy u =inf{a,b,c}. Dile miZeme oznacit
v =inf{a,{b,c}} =inf{a,b,c}. Ale protoZe mnoZina mize mit pouze jedno
infimum, plati u = v.

Tento postup lze ddle pouzit k nalezeni infima libovolné konecné pod-
mmnoziny svazu. Pro suprema bychom pouZili analogickou formulaci. V pri-
pade nekonecné podmmnoziny svazu nelze predpoklddat existenci infima nebo
suprema. Také si mizZeme vSimnout, Ze v konecném svazu A urcité existuji
proky inf A = 0 a supA = 1, kde 0 rozumime nejmensi prvek svazu A a 1
naopak jeho nejvetsi prvek.

Definice 2.7. Necht (A, <) je svaz, a,b € A. Definujme ndsledujici operace
e aAb=inf{a,b},
e aVb=sup{a,b}.

Vzhledem k tomu, Ze (A, <) je svaz, supremum a infimum dvouprvkové mno-
Ziny vzdy existuje a je dano jednoznacne, tzn. tyto operace jsou definovdny
korektne. Operaci ” N7 budeme nazjvat prusek a operaci ”V” budeme nazyvat
spojent.

Véta 2.2. Necht (A, <) je svaz. Pak Va,b,c € A plati
i) aNb=bAa
i) aN(bAc)=(anb)ANc
i) aN(aVb)=a

w)avVb=bVa
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v) aV(bVe)=(aVb)Ve
vi) aV (aANb) =a

Diikaz.  a) Dukaz vlastnosti i) a iv) je zfejmy jiz z definice operaci prusek
a spojeni.

b) Podle Pozn. [2.3| plati
inf{a,inf{b, c}} = inf{a, b, ¢} = inf{inf{a, b}, c},
coz dokazuje vlastnost ii). Vlastnost v) bychom ukazali dudlné.

¢) Pro kazdé a,b € A plati, ze a < a V b, z toho uz plyne vlastnost iii).
Vlastnost vi) bychom opét ukazali dudlné.
0

Poznamka 2.4. Viastnosti iii) a vi) z Véty nazyvame zakony absorpce.
Vsimnéme si, Ze (A, N) a (A, V) jsou komutativni pologrupy, které jsou spo-
jeny prave témito zdkony absorpce. Tzn. z libovolného svazu jsme vytvorili
algebraickou strukturu s dvéma bindrnimi operacemi. Zbyvad otazka, zda to
lze provést naopak. Tedy pokud bychom méli algebraickou strukturu s dveéma
bindrnimi operacemi spliiujici i)-vi), jednd se také o svaz? V ndsledujici cdsti
ukazZeme, Ze to tak opravdu je.

Véta 2.3. Necht (L,/\,~7) je algebraickd struktura, N a <7 jsou bindrni
operace, které pro kazdé x,y,z € L splnuji nasledujici:

i)rANy=yAx

i) AN (yAz)=(xDhy) Az
i) x AN (ryy) ==

W) rVy=yva

v v (yvz)=@vy vz
vi) x7 (x Ay) ==

Pak muzeme na L zavést relaci < ndsledovné:
Ve,ye L:x <y <= zAy=xatakézyy=y.

Tato relace je poté usporadinim na L a (L, <) je svaz. Pritom operace I\ je
operaci priseku a <7 je operaci spojeni.
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Diikaz. Nejprve ovérime, ze < je usporadani na L. Necht x,y, z € L.
1. Reflexivita: Podle iii) a vi) plati:

rAr=zAN(xy(rAx)=xatedy z <.
2. Antisymetrie: Necht z <y ay <uz. Pakplat: t Ay=xay Az =y.
Coz podle bodu i) vede k x =x Ay=y Az =y aztohouz z =y.

3. Tranzitivita: Necht <y ay < z. Ztohoplynez Ay=xayAz=y.
Pak z vlastnosti ii):

rDANz=(xlAyDhz=xA(yAz)=xAy=uzaztohoz <z
(L, <) je tedy uspordadand mnozina. Déale podle i), ii) a bodu 1. tohoto dukazu
mame

Ay Ar=ylhr)Ae=yAxlAhz)=yLAx=zAy,

tedy x A y < x. Podobné také dojdeme k tomu, ze x Ay < y, takze x Ay
je dolni hranice {z,y}. Dale necht d € L je také dolni hranice {z,y}, tedy
dAx=dataké d Ay =d. Z toho uz

dA(zAy)=[dAz)Ay=dAy=dapakd <z Ay.

x Ay je tedy infimem mnoziny {x, y}. Pro operaci 57 bychom duédlné dokazali,
ze x ¥/ y je supremem mnoziny {z,y} a z toho uz plyne tvrzeni véty. O

Poznamka 2.5. Necht (A, <) je svaz. Oznacme A® jako strukturu (A, A, V),

pro jejiz operace plati Va,b € A: a ANb = inf{a,b} a a Vb= sup{a,b}.
Naopak, necht (L, A, V) je struktura spliujici podminky i)-vi) z Véty[2.5,

Oznacme L* svaz (L, <) pro ktery platiVz,y € L platiz <y <= xAy=x.

Véta 2.4. Necht (A, <) je svaz. Pak plati (A%)* = A.

Diikaz. 1. Necht a,b € A;a <bv (A, <). Pak tedy aAb=a v A® a tudiz
a<bv (A"

2. Naopak, necht a <bv (A4%)". PakaAb=av A® atedy a <bv A,
O

Véta 2.5. Necht (L, A\, V) je struktura spliujici i)-vi) z Véty . Pak plati
(L*)* = L.

Dukaz. Dtkaz se provede analogicky jako v predchozi véte. O
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Poznamka 2.6. Z predchozich dvou vét je videt, Ze definice svazu jako uspo-
radané mnozZiny a jako algebraické struktury jsou ekvivalentni. Dale budeme
svaz znacit L a budeme tim myslet jak usporadanou mnozinu (L, <), tak
algebraickou strukturu (L, A, V).

Priklad 2.2. Uvedme nékteré priklady svazi:
i) KaZdy retézec je svaz. Staci poloZit a Nb = min(a,b), aVb= max(a,b).

it) Potencéni mnozZina neprdzdné mnoziny je svaz, tzn. (p(M),N,U) je

svaz. Na Obr. vidime Hasseuv diagram p({a,b,c}).

i11) Mnozina prirozenijch cisel spolu s operacemi nejvétsiho spolecného dé-
litele a nejmensiho spolecného nasobku je svaz.

iv) Necht n € N. Oznacme D(n) jako mnoZinu vsech déliteli ¢isla n. Pak

(D(n), NSN,NSD) je svaz. Na Obr. vidime Hasseiv diagram pro
n=12.

v) Necht (G,-) je grupa. Pak mnozZina vsech normdlnich podgrup tvori
svaz, kde ANB = ANB, AVB=A-B ={a-bjac Abe B}
pro A, B normdlni podgrupy.

{a,b, c}

Obrazek 2.2: Svazy (p({a,b,c}),N,U) a (D(12), NSN,NSD)

2.3. Podsvazy a svazové homomorfismy

Definice 2.8. Necht L je svaz a A C L; A # (). Rekneme, Ze A je podsvaz
svazu L, jestlize platiVx,y € A: x ANy € A a také xVy € A.
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Definice 2.9. Necht L = (L,A\,V) a M = (M,A,V) jsou svazy. Zobrazeni
f: L — M nazveme homomorfismus L do M, jestlize splnuje substitucni
podminku pro obé operace, tzn. plati

Vo,y € L: fzAy) = f(x) Af(y) ataké f(zVy) = f(z)V f(y).
Bijektivni homomorfismus se nazyvd izomorfismus.

Definice 2.10. Necht (A, <),(B,<) jsou uspordadané mnoziny. Zobrazeni
f: A — B nazveme o-homomorfismus, jestlize plati:

Ve,ye B:z <y = f(x) < f(y).

Snadno se ovéri, ze kazdy svazovy homomorfismus je i o-homomorfismus.
Prirozené se nabizi otédzka, jestli to plati i naopak. V nésledujicim prikladu
si ukdzeme, Ze to obecné neplati.

Priklad 2.3. Na obrdzku si ukdzZeme priklad o-homomorfismu:

Obréazek 2.3: o-homomorfismus f

Jak je wvidet, tento o-homomorfismus neni svazovym homomorfismem,
protoze plati:

Flanb) = F(0)=0#w=aAy=fa) A F(b).

Obecné tedy svazové homomorfismy a o-homomorfismy nejsou ekvivalentni
pojmy.
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2.4. Specialni typy svazu

Definice 2.11. Necht L je svaz. Rekneme, Ze L je tplng svaz, jestliZe v
(L, <) existuje infimum i supremum pro kazZdou podmnozinu L.

vevs

tence suprema a infima i pro nekonecné podmmnoziny. Z toho plynou nekteré

zajimavé vlastnosti uplnych svazi, jako je napr. existence nejvétsiho prvku
sup L = 1 a nejmensiho prvku inf L = 0. Z Pozn. plyne také, Ze kazdy
konecny svaz je uplny.

V nasledujici definici zavedeme dulezity pojem horizontalni sumy svaz,
ktery budeme pozdéji pouzivat v Kapitole 3.

Definice 2.12 ([4], Definition 4). Necht (L;;i € I) = ((Li, Niy Vi,0,1);0,1)
je neprazdny systém ohranicenyjch svazu takovy, Ze Ly L; = {0, 1} pro kazdé
1,7 € Iyi # 3 a poloZme L := U;e; L;. Definujme bindrni operace N,V na L
takto:

Y x V; Yy, pokud existuje i € I tak, Ze x,y € L,
x =
Y71, dinak:

A x N\ y, pokud existuje i € I tak, Ze x,y € L;,
x =
Y 0, jinak.

Strukturu L = (L,N\,V,0,1) nazgvdme horizontdlni suma svazi L;,i € 1,
znacime ©({L;,1 € I}) a pro dva svazy mizZeme psdt Ly © Ls.

Véta 2.6. Necht Ly a Ly jsou ohranicené svazy. Pak L1 ® Ly je svaz a Ly, Lo
jsou jeho podsvazy.

Diikaz. V ramci jednotlivych svazi L; a Ly problém neni, protoze si struk-
turu zachovaji podle definice. Staci tedy pouze ovérit komutativitu, idem-
potenci, asociativitu a zakony absorpce pro prvky z rtznych svazi. Komu-
tativita a idempotence je zjevna. Zbyva tedy ovérit asociativitu a zakony
absorpce. Necht z € L,y € L,. Pak

rA(xVy)=xANl=uz,

zV(Ay)=xzVvV0=ux

Tedy zdkony absorpce plati. Zbyva ovérit asociativitu. Necht z,y € L1,z €

LQ.Pak
(xAYNz=0=zxzAN0=xA(yA=2),
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(xVy)Vz=1=azV1i=zV(yV=2).
Pripad pro x € Ly,y, z € Ly se ukdze analogicky. Necht z,y € L;. Pak plati:

rANy=x/NyelbarzVy=xVyy € L.
Tedy L; je podsvazem L; ® Lsy. Pro Ly se to ukaze analogicky. O]

Priklad 2.4. Na obrazku ukdzZeme, jak vypadd Cy ® Cs. Symbolem C), ro-
zumime k-prvkovy retézec.

® 1
b
v @ - .
T %
« @
a
‘ 0
0 0

Obrazek 2.4: Horizontalni suma fetézcia Cy4 a Cy

Poznamka 2.8. Pro potreby této prace ve svazu Ly © Ly nazyjvame podsvaz
L, jeho levou casti. Podsvaz Ly nazyvdame jeho pravou casti. Predpisem L® L
budeme rozumét L © L™, kde L™ je svaz izomorfni se svazem L takovy, Ze
LNnL"={0,1}.
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Kapitola 3

Agregace na horizontalnich
sumach svazu

V Kapitole 1 jsme se seznamili s agregacnimi funkcemi a nékterymi jejich
konstrukénimi metodami, které vSak byly definovany na realném intervalu.
Cilem této kapitoly je pokusit se modifikovat tyto metody pro praci se svazy.
Nejprve uvedme formalni definici agregacni funkce na svazu, kterou je mozné
najit v literatufe, napf. v [5].

Definice 3.1. Necht L je ohraniceny svaz. Agregacni funkci na L rozumime
funkci A: L™ — L, pro kterou plati

i) je neklesajici v kazdé proménné, tzn.

Ve,ye L": z<y = A(z) < A(y),

i) splnuje hranicni podminky, tzn.

A(0,...,0)=0a A(1,...,1) = 1.

MnoZina vsech n-drnich agregacnich funkci na svazu L se znaci Agg,, (L).

Je dobré si uvédomit, ze Agg, (L) tvoii ohrani¢eny svaz (samozrejmeé po-
kud L je ohraniceny). Formalnéji to uvedeme v nasledujici definici a véte.

Definice 3.2. Necht L = (L,A,V,0,1) je ohraniceny svaz. Definujme na
mnoziné Agg, (L) operace N,V takto:

VA Be Agg,(L),zc L": (AN B)(x) = A(x) A\ B(x),
VA, Be Agg,(L),zc L": (AV B)(z) = A(x) V B(x).
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Dile definujme nejmensi a nejuétsi agregacni funkci (na redlném intervalu
zminénd v Prikladu takto:

n 1, pokud x; =1 pro vsechna i € {1,...,n
A(L)(:Bl,...wn):{ { }

0, jinak.

n 0, pokud x; = 0 pro vsechna v € {1,...,n

1, jinak.

Véta 3.1. Necht L je ohraniceny svaz. Pak (Aggn(L),/\,\/,A(f),A({l)) je
ohraniceny svaz.

Diikaz. Necht Ay, Ay € Agg, (L). Oznac¢me (0,...,0) =0a (1,...,1) = 1.
Nejprve ovérime uzavienost mnoziny

Agg,, (L) na svazové operace:

(AL AA)(1) = A1) AN A1) =1A1=1,
Dale necht x,y € L", x <'y. Pak plati:
(A1 A A2)(x) = Aq(x) A As(x) a (A1 A Ag)(y) = Au(y) A As(y),
(A1(x) < Aq(y) a zdrovenh As(x) < As(y)) =
- A1<X) A AQ(X) S A1<Y) VAN Ag(y)

Pro operaci spojeni se to ukaze analogicky. Vidime tedy, ze Agg, (L) je uza-
viena na obé oprace. Vlastnosti komutativity, idempotence, asociativity a
zakony absorpce jsou zrejmé vzhledem k tomu, Ze obé operace jsou defino-
vany pomoci svazovych operaci na L, které zminéné vlastnosti splnuji, tedy
(Agg,, (L), A, V) je svaz.

Zbyva overit, ze A(f), A(Tn ) jsou nejmensi a nejvétsi prvky. Necht x € L".
Pak plati:

1V1 prox=1,

(A VAN =AY (x) VA (x) = {0 V A, (x), jinak

0AQ, prox =0,

(AT A A (x) = AT () A Ay (x) = {1 A Ay(x), jinak.

V obou pripadech se vyrazy rovnaji A;(x). Tedy vidime, ze A(Tn ) je neut-
ralnim prvkem pro operaci priisek a Af) je neutralnim prvkem pro operaci
spojeni, tedy A(f),As? ) jsou nejmensi a nejvetsi prvky. Z toho plyne, ze
(Agg,, (L), A, V, A(f), A(Tn)) je ohraniceny svaz. O

25



3.1. Modifikovana transformacni metoda pro
horizontalni sumy

Tato metoda se zaobira horizontalnimi sumami dvou izomorfnich svazti. Uve-
deme jeji definici a podivame se na nékteré jeji vlastnosti. Formalné se ome-
zime pouze na unarni agregacni funkce (kvuli velkému mnozstvi moznosti ve
vyssich aritach), ale bude zminéno i mozné zobecnéni na vyssi arity.

Definice 3.3. Necht L a Ly, Ly jsou izomorfni ohranicené svazy, které spl-
nuji Ly N Ly = {0,1}. Ddle necht By, By € Agg,(L) a ¢: Ly ® Ly, — L,
¢1,02: L — Ly ® Ly, jsou monotonni zobrazent, které splnuji hranicni pod-
minky a plati, Ze

Vo € L: ¢1($) € L1 a ¢2($) € LQ.

Necht i,j € {1,2}, definujme funkei APP*: L, © Ly — Ly ® Ly takto

i?j

A'B;,Bz(x) _ ¢Z(Bl<¢(l’))), pok‘ud T € L1
" ¢;(By(1(x))), pokud z € L.

Pokud bude z kontextu jasné, o které B, By se jednd, budeme ji znacit jen
Ai,j.

Poznamka 3.1. Upozornéme na to, Ze A;; je opravdu definovdana korektné,
protoze

r€LiNL, < x¢€{0,1}.
Necht tedy x = 0. Pak plati:

Ai,j(o) = @'(Bl(w(o))) = (Z)i(Bl(O)) = ¢i<0) =0,
A;;(0) = ¢i(B2(¥(0))) = ¢:i(B2(0)) = ¢;(0) = 0.

Vidime tedy, Ze nedochdzi k Zadné nejednoznacnosti. Pro 1 se ovéreni provede
analogicky.

Priklad 3.1. Pro undrni pripad z Definice je tedy mozné ziskat ctyri
rizné agregacni funkce A1, Ai2, Ag1, Ags, a to volbou kombinaci zobrazeni
01, 02. Uvedme explicitné alespon jednu z nich:

o1 (B (¢¥(x))), pokud x € Ly
&1(Ba((x))), pokud x € L.

Jak je videét, tato funkce zobrazi kazZdy prvek z Ly ® Ly na jeho levou cdst.

Jeji konstrukce je vidét na Obrdzku .

A1’1<LL’> = {
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1 o1 1
B1,B:>
L L —Y . L 7
1 : v
¢1
0 0

Obrézek 3.1: Schéma funkce A ;

Véta 3.2. Necht Ly, Ly jsou izomorfni ohranicené svazy, pro které plati LN
L, ={0,1}. Pak plati, Ze A;; z Definice je unarni agregacni funkce na
L, ® Ly, tzn. A;; € Aggy(Ly © Ly) pro kazdé i,j € {1,2}.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze vSechna zminénd zobrazeni spliuji hrani¢ni
podminky, plati pro libovolné i, j € {1,2} i nasledujici:

A;;(0) = ¢:i(B;(1(0))) = ¢:(B;(0)) = ¢;(0) = 0.
Pro prvek 1 se to ukaze analogicky.
Déle necht =,y € Ly ® Lo, x < y, tedy da se pfedpokladat, ze z,y € Lj,
pro néjaké j € {1,2}. Pak pro libovolné i € {1,2} plati

r<y = Y(z) <Y(y) = B;(¥(z)) <B;[¥(y) =

= ¢:(B;(¥(2))) < ¢:(B;(W(y)) = Ay (z) < Ai;(y).
O

Vidime tedy, Ze A, ; je opravdu unarni agregacni funkce na L; ©®Ly. Nabizi
se prirozena otazka, zda touto metodou ziskdme vsechny unarni agregacni
funkce na L; ® Ly. Ukdzeme, ze pokud ma L; (a tedy i Ly) neporovnatelné
prvky, dostaneme zapornou odpovéd.

Véta 3.3. Necht Ly, Ly jsou izomorfni ohranicené svazy s neporovnatelnymi
pruky, pro které plati LyNLy = {0,1}. Pak existuje funkce A € Agg,(L1® Ly)
takovd, Ze neni stejného typu jako funkce A j, i,j € {1,2}, z Véty[3.9

Diikaz. Necht a,b € L; takové, ze a || b. Déle necht f: L; — Lo je izomorfis-
mus. Uvazujme funkci A: L; ® Ly — L; ® Ly definovanou takto:

1, pro > a nebo x > b,

0, pro x < a nebo x < b,

f(b), pro x =0,
x, jinak.

A(x) =
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Ziejmé A spliuje A(0) = 0 a A(1) = 1, protoze 0 < a a 1 > a. Dale necht
x,y € Ly ® Ly, z < y. Pak plati nasledujici:

e z<anebox <b = f(z)=0atedy f(z) < f(y),

e z>aneboxr>b = y>aneboy>b = f(x)= f(y) =1 a tedy

fl@) < f(y),
cvelyzfaz]b = flr)=zaf(y) e{y, 1} atedy f(z) < [f(y),

c r,ycly = f(z)=va f(y) =yatedy f(z) < f(y).

Z toho plyne, ze A € Agg,(L; ® Ly).

Predpoklddejme, Ze tato funkce se dé zapsat ve tvaru z Definice [3.3
Potom, protoze A(b) = f(b) € Ly a pro kazdé = € Ly plati A(x) = z, by
musela funkce A vypadat takto:

A() = | #2(B1(0()), pokud € Ly,
$2(Bs(¢())), pokud z € Ly,

pro néjaké By, By € Agg, (L) a ¢, ¢» majici vlastnosti z Definice [3.3] Zarover
plati A(a) = a € Ly, ale H(A) C Ly, coz je spor. O

Zbyva ovérit pripad bez neporovnatelnych prvki, tedy retézec. V nasle-
dujici vété ukazeme, ze vzhledem k tomu, Ze pro kazdé dva prvky z,y v
fetézci plati x < y nebo x > y, nemtize nastat stejny problém, jako v dikazu

predchozi véty a ziskame tedy vSechny unarni agregacni funkce na L; ® L.

Véta 3.4. Necht Ly, Ly jsou izomorfni retézce, pro které plati L N Ly =
{0,1}. Pak kazZdd funkce A € Agg,(Ly ® L) je stejného typu jako funkce
A;; z Def. tzn. existuji funkce By, By a zobrazeni 1), ¢ a ¢y tak, Ze

{@(Blw(x))), pokud z € Ly,

A(z) =
¢j(Ba(())), pokud x € Ly,
pro nékteré i,j € {1,2}.

Diukaz. Necht L a Ly, Ly jsou izomorfni fetézce a ¢1: L — Ly, ¢o: L — Lo
jsou ptislusné izomorfismy. Definujme zobrazeni ¢ : L; ® Ly — L takto:

_Jeri(x), prox € Ly,
Ye) = {(bzl(x), pro x € Lo.

Vsimnéme si, ze zobrazeni ¢ je definovano korektné, protoze nejednoznacnost
by mohla vzniknout pouze v ptipadé x € Ly N Ly = {0, 1}.
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Necht A € Agg,(L; ® Ly) je libovolnd unarni agregacni funkce. Déle
definujme funkce By, By € Agg, (L) pro = € L takto:

Bi(z) = ¢(A(dr(2))) a  Ba(z) = (A(da(x))). (3.1)

Plati, ze A(L;) C L; a A(Ly) C L, pro néjaka 4, j € {1,2}. Necht = € Ly,
kde A(z) € L; pro néjaké i € {1,2}. Pak pro kazdé y € L; plati y < x nebo
y > x. Tedy dostaneme:

y<z = A(y) <A(z) = A(y) €L,

y>r = A(y) > A(z) = A(y) € L.

Z toho plyne, ze A(L;) C L; a analogicky se ukéze, ze A(Ly) C L; pro néjaké
Je{1,2}.

Predpokladejme, ze existuje z; € Ly takové, ze A(z;) € L; \ {0,1} pro
néjaké i € {1,2}. V tom ptipadé polozime k = i. Pokud A(z;) € {0,1} pro
vSechny z; € Ly, polozime k = 1. Pokud existuje zy € Ly takové, ze A(zs) €
L; \ {0,1} pro néjaké j € {1,2}, pak polozime [ = j. Pokud A(zy) € {0,1}
pro vSechny 2y € Lo, polozime [ = 2.

Ukazeme, ze funkce

Ay = ¢x(B1(¢(2))), pokud z € Ly
7 $1(Ba(¥(x))), pokud z € L.

ziskand konstrukei z Definice je totozna s funkci A. Necht z; € L, je
libovolny prvek. Pak pro B; definované pomoci vztahu (3.1) a podle definice
zobrazeni 1 dostavame:

Aj(21) = o((A(D1(¥(21))))) = dr((A(1(1 7 (21))))) = dr(¥(A(21))).
(

Vime ale, ze A(z;) € Ly, tedy ¥(A(z1)) = ¢ (A(x1)), z ¢ehoz dostavame
Ayi(z1) = A(x;). Podobné dostaneme Akl(:cg) = A(zy) pro kazdé zy €
L. ]

Nyni tedy vime, za jakych podminek mizeme touto metodou zkonstru-
ovat vSechny unarni agregacni funkce na ohraniceném svazu. Za povsSimnuti
jisté stoji, Ze tuto metodu lze pouZit pro nalezeni vnoreni svazu Agg, (L) ®
Agg, (L) do Agg,(L ® L). Jeji pouziti demonstrujeme na nésledujicim pii-
kladu.

Priklad 3.2. Necht Cs je triprvkovy retézec. Najdéte vsechny agregacni
funkce na Agg,(Cs) a na Agg,(Cs ® C3).
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Resend: Strukturu Agg,(Cs) je veelku jednoduché popsat. Pro kaZdou agre-
gacni funkci plati, Ze A(0) =0 a A(1) = 1. Pro A(a) zbjvaji 3 moznosti,
tzn. Agg,(Cs) je izomorfni s Cs. Z toho plyne, Ze Agg,(Cs) ® Agg,(C3) je
izomorfni se ctyrprvkovym svazem, jehoZ dva prostredni prvky jsou meporov-
natelné, oznacme jej Ms.

vvvvvv

tomu, Ze pro kaZdou A € Agg,(Cs ® Cg) plati A(O) =0a A( ) =1, dd se
kaZda agregacni funkce popsat tim, kam zobrazuje prvky a,b, tzn. privadime ji
uspordadanou dvojici (A(a), A(b)). Pak z toho, Ze a || b, je libovolnd kombinace
pripustnd, tzn. Agg,(Cs © C3) je izomorfni se svazem My x M.

Z Veéty|3.4) vime, Ze lze vSechny agregacni funkce na horizontdinig sumé re-
tézcu ziskat modifikovanou transformacni metodou. Oznacme prvky Cs 0, a, 1,
kde 0 < a < 1. Necht By, By € Agg,(C3). Oznacme Bi(a) =z a By(a) =y,
tzn. funkcim mohu priradit pravé ten prvek, na ktery zobrazi a. Pak undrni
agregacni funkce odpovidajici témto dvéema funkcim na Cs5® Cs vypadd takto:

ATV = ¢i(B1(y(x))), pokud x € Ly,
Y 4(Ba(v(x))), pokud x € L.

Takto mizZeme ziskat mnoZinu vsech techto funkci. Samozrejmé nékteré funkce

.. v 0,0 0,0 0,0 v v, v
tohoto typu se rovnaji (napr. Ayy = Al 1 = Ay = Ayy). V nasem pripade
dostavame jako jednu z moznych reprezentaci dostavime:

Agg,(C3 0 Cs) = {Alla 117A217A117A117A127 11 ALy,

a,a
2,1 227A117A117A217A227A227A

Ddle si vsimnéme, Ze Agg,(Cs3) ©Agg,(C3) se dd vnorit do Aggl(CgG) Cs)
pomoci prostého prirazeni pruki svazu Agg,(Cs3) © Agg,(Cs) k agregacnim
funkcim z mnoZiny vSech agregacnich funkci na Agg,(Cs ® C3). Necht B €
Agg,(C3) prvkim. Zminéné vnoreni h je pak definovano ndsledovne:

Al 17 pbro B = A(Ll)a
h(B) _ 1,17 pro B = idh
(21,(217 pro B= Z.(127

A1 1. pro B = A(Tl).
Zrejmé tyto ctyri agregacnd funkce tvori podsvaz svazu Agg,(Cs ® Cs), ktery
je izomorfni s Agg,(C3) ® Agg,(C3).
Vyvstava otazka, jestli takové svazové vnoreni najdeme obecné. Jak zjis-
time, tuto metodu nalezeni vnoreni Agg, (L) ® Agg, (L) do Agg,(L ® L) 1ze

pouzit pouze pro nalezeni vnoteni, které zachovava usporadani, ne vsak sva-
zové vnoreni. V nésledujici vété to formalné ukazeme.
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Véta 3.5. Necht L je ohraniceny svaz. Potom svaz Agg,(L) © Agg,(L) lze
pomoci o-homomorfismu vnorit do svazu Agg,(L ® L).

Dikaz. Necht L a Lp, Ly jsou izomorfni ohrani¢ené svazy a ¢;: L — Ly,
¢o: L — Ly jsou prislusné izomorfismy.

Definujme h: Agg,(L;) ® Agg,(Ls) — Agg,(L; ® Ly). Pro vSechny B €
Agg, (L;) polozme:

_ JB(z), pokud z € Ly,
h(B)@ = {B(abl(as;l(x))), pokud € Ly, (3:2)
a pro vsechny B € Agg, (L)
_ ) B(#2(¢1"(2))), pokud x € Ly,
h(B)(x) = {B(:L‘), pokud z € Lo. (3:3)

Vsimnéme si, Ze tato definice kopiruje myslenku z Definice Tzn. také pro
obor hodnot plati, ze H(B) C Ly, pokud B € Agg, (L), taktéz pro Ly. Déle
poznamenejme, ze zobrazeni h je definované korektné, protoze

Bc Agg1(L1) ﬂAggl(Lg) — B¢ {AS})>A(T1)},

a v takovém ptipadé problém s nejednoznacnosti zfejmé nenastava.

Nejprve ukézeme, ze h je prosté. Necht By # By jsou dvé riizné agregacni
funkce z Agg,(L1) ® Agg, (Ls). Predpokladejme, ze By, By € Agg,(L;). Tzn.
existuje x € Ly takové, ze B;(z) # Ba(x). Ale to podle vztahu znamend,
ze h(Bl)(x) # h(Bg)(I) Analogicky se to ukaze v pripadé, ze By, By €
Agg,(Ls). Pokud B; € Agg,(L;) a By € Agg,(Ly), obrazy maji ruzné obory
hodnot, tedy jsou to rizné agregacni funkce.

Nakonec ukazeme, ze nami definované zobrazeni h zachovava usporadani.
Necht B1,Bs € Agg,(L;) ® Agg,(Ls) jsou agrega¢ni funkce. Bez jmy na
obecnosti predpoklddejme, ze By, By € Agg,(L;) a B; < By. Necht x € L;.
Potom podle plati:

h(B1)(x) =Bi(z) a h(By)(z) =Ba(x) = h(By) < h(By).
Dale necht x € Ly. Pak plati:
h(B1)(x) = Bi(61(6; () a h(Bz)(z) = Ba(u(e; ' (v))).

Pak ztejmé, protoze izomorfismy ¢, ¢o zachovavaji usporadani obéma sméry,
plati, ze h(B1) < h(By). Tzn. vidime, ze pro By, By € Agg, (L) je usporadani
zachovano. Pro By, By € Agg, (Ls) se to ukéze analogicky. O]
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V nasledujicim prikladu si ukazeme ptipad, ve kterém se jedna pouze o
vnoreni s vlastnosti o-homomorfismu, ale ne svazové.
Priklad 3.3. Necht L = C,. Oznacme jeho prvky 0,a,b,1 tak, Ze 0 <
a < b < 1. Podle Veéty existuje vnoreni pomoci o-homomorfismu svazu

Agg, (L) ® Agg,(L) do svazu Agg,(L ® L).
Nyni uvazujme funkci B € Agg,(L) definovanou takto:

1 1
B(r) = { (o s e i)
x, jinak.

Oznacme By funkci B v levé casti svazu Agg (L) ® Agg,(L) a By funkci
B v jeho cdsti pravé. Stejné pak oznacme dolnimi indexy 1, respektive 2,
prvky svazu L © L z jeho levé, respektive pravé cdasti. Pak urcite plati, Ze
B ABy =AY, Ton. (B, AB,) = A € Agg,(L® L). Nyni zbjvd vyiesit,
cemu se rovnd h(By) Ah(Bsy). Rozepisme h(By) podle vztahu (3.2), kde ¢y, ¢o
poklddame prirozen€ jako identické izomorfismy, takto:

1, pro x € {by, by, 1},

h(Bl)(x) =qay, prox € {ay,as},

0, jinak.

Analogicky pro h(By) ze vztahu ([3.3):

1, pro x € {by,bs, 1},
h(BQ) (.CIZ') = yaz2, prox € {alaa'Q}a
0, jinak.

Pak ale h(By) AN h(B2) = A, kde A je dano takto:
{1, pro x € {by, by, 1},

Alz) =
() 0, jinak.

To ale znamend, Ze h(ByABs) # h(B1)Ah(Bs), tedy zobrazeni h nezachovdvd
operaci prusek. Analogicky by se ukdzalo, Ze nezachovdvd ani operaci spojent,
urcité tedy neni svazovym homomorfismem.

3.2. Zobecnéni modifikované transformacni
metody

Ukazme, jak by vypadala tato metoda pro vice-arni agregacni funkce. Jak
bylo zminéno, omezili jsme se na unarni agregacni funkce hlavné kvili vyso-
kému poctu moznosti vzniklych funkci. Uvedme nejprve ptiklad pro binarni
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funkci, kde ¢1, @2, 1 jsou zobrazeni s vlastnostmi z Definice (3.3}

¢i(B1(¥(z),¥(y))), pro z,y € Ly,
Aiipa(z,y) = ¢j(Ba2(¥(2),¥(y))), pro « € Ly, y € Ly,
DA & (Bs(1h(x),1(y))), pro @ € Ly, y € Ly,

¢1(Ba(¢(),¥(y))), pro =,y € Ly,

pro i, 7, k,l € {1,2}. Dostdvdme tedy 2* = 16 moZnych funkci, ziejmé tento
pocet roste exponencialné se zvysujici se aritou, konkrétné pro n-arni agre-
gacni funkeci je jejich pocet 22",

Dalsi moznosti, jak by slo tuto metodu zobecnit, je zvysit pocet svazi v
horizontalni sumé. Napt. vezméme (L; ®Ly®L3). Necht ¢1: L — Ly, ¢o: L —
Lo, ¢3: L — L3, ¢¥: Ly ®©Ly® L3 — L jsou monotonni zobrazeni zachovavajici
hrani¢ni podminky. Pak by situace vypadala takto:

¢:(B1(¥(x))), pro x € Ly,
A;jr(x) = 0;(Ba(¥(2))), pro = € Ly,
¢r(Bs(¥(x))), pro x € L,

pro i,j,k € {1,2,3}. Ve vysledku tedy 3% = 27 moZnych funkci. V tomto
pripadé je pocet moznych unérnich agregac¢nich funkci na horizontalni sumé k
svazti roven k*. Celkové miiZeme Fict, Ze pocet moznych n-drnich agregacnich
funkei na horizontalni sumé k svazil roven k*".
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit se s konstrukénimi metodami agregacnich
funkci a nasledné je modifikovat pro pouziti na svazech. Vysledky tohoto
zkoumani jsou shrnuty ve tteti kapitole. Dokazali jsme, za jakych okolnosti
takto dostaneme vsechny agregacni funkce a jak tuto metodu vyuzit pro
nalezeni o-homomorfniho vnoreni horizontalni sumy svazu agregacnich funkci
do svazu agregacnich funkci na horizontalni sumé.

Na tyto vysledky by se dalo navazat zkoumanim, jestli existuje svazové
vnoreni horizontalni sumy svazu agregacnich funkci do svazu agregacnich
funkci na horizontalni sumé, které se pomoci nasi modifikované transformacni
metody nalézt nepodarilo. Da se predpokladat, ze takové vnoreni existuje, a
to i pro vyssi arity agregacnich funkci. Dale by se vyzkum mohl ubirat smé-
rem zobecnéni nasi modifikované transformacni metody pro agregacni funkce
vyssich arit, popripadé horizontalni sumy vétsitho poctu svazi. Nakonec stoji
za zminku moznost modifikace nékteré z dalsich zminénych metod z prvni
kapitoly (tzn. sklddani a vdzeni) nebo i jinych, napf. idempotizace na jinych
svazech, nez pouze na realnych intervalech.
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