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Uvod

Cilem mé bakaidké prace je sezndmitende s Hermiteovymi-Gaussovymi a
Laguerreovymi-Gaussovymi svazky. Jedna se ogpa¥movou, ale posledni dobou rychle se
rozvijejici oblast optiky.

Tyto svazky byly gvodre jenom obec§si formou popisu laserovych svdizk
V technické praxi se spiSe pouziva gaussovskychk8yavsem s postupujicim pokrokem
v laserovych technologiich se uvazujeitsojich a aplikacich lasietvorenych obecESimi
svazky, které maji unikatni vlastnosti. Jedna $#.matzv. ,s\wtlené pinzety", které umaeiiji

Luchopit* jednotlivé mikr@astice. ZjednoduSené schéma této pinzety uvadiobrgaku 1.

@

Obrazek 1. Schematické znazémhswtelné pinzety. Laserovy svazek fokusow@kou vytv&i dva druhy sil.
Prvni, nazn&na modrou Sipkou, je sila vyvolana pohlcenyritlem, druha, zelené Sipky, je vyvolana lomem
swtla na zachycenéast&ce, ficemz celkova sila pochazejici z lomutty je nazn&ena fialovou Sipkou.

Céasteka je zachycena kousek za mistem #8jo ziZeni, kde jsou oba vySe zénié druhy sil v rovnovaze.

Vyuziti téchto pinzet se nabizfetba v biologii pi vyzkumu jewa na Urovni bugk,
nebo teba @i vyzkumu dynamiky tekutin, kdy je mozné jednotliv@steéky oznait
swtélkujicim proteinem a jednoduseji poté detekoefitlh pohyb. Laguerreovy-Gaussovy
svazky dokazi uchyceri@stice rozteit, coz by mohlo nalézt uplatni v nanotechnologiich.

Hermiteovy-Gaussovy svazky se pouzivaji jako mddsef, jejichz z&eni nema
rotadni symetrii i¢i ose svazku ve stru Sieni, ale je rozélené vodorova nebo svisle do
oblasti. To je hlavni rozdil od Laguerreovych-Gawgsh svazki, které maji intenzitu zéni
opét rotatné symetrickou podél osy ve smu Sieni zd&eni.

Ma bakal#@ska prace si klade za cil stat se ivodem do pralkyntéchto obecyjSich

svazli. Zangtuje se pedevsSim na jejich odvozeni, ukazaskalika zakladnich vlastnosti a
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nakonec uvadimakteré zajimavé analogie s kvantovou mechanikoikaleke jedna o uvod
do problematiky, snazim se véstapwyklad nazorg a srozumiteld, s gipomenutim
zakladnich matematickych operétor

Vychazim pedevsim z literatury, dankia publikovanych ve &deckychc¢asopisech a
na internetu. Vzhledem Ki8imu pd@tu zdroji jsem zvolil jeden druh zgani fyzikalnich
veli¢in. Proto @i zpétném studiu materi@luvedenych v seznamu pouzité literatury je nutné

mit na Zeteli moje zn&eni fyzikalnich veltin, aby nedoslo k nejasnostem.



1. Odvozeni paraxialni vinové rovnice

V této casti uvedu zaklady teorie elektromagnetického poldyozeni vinové a
Helmholtzovy rovnice a jejich paraxialni aproximace

Elektromagnetické pole v prostoru se popisuje pmmdvou vektol, vektoru
elektrické intenzityE a vektoru magnetické intenzity. Abychom mohli vyjaét Sireni
tohoto pole v latce, je nutné zavést vektory eleké indukceD a magnetické indukcB.

Vztahy mezi &¢mito vektory udavaji Maxwellovy rovnice

OoxH a—D =J,
ot
DXE+0—B =0,
ot
0.D=p,,
0.B=0, (1.1-1.4)

kdeJ je hustota vodivého proudiaje hustota volného naboje.

Rovnice (1.1) je diferencialni tvar obecného Anapér zakona a popisuje indukci
magnetického pole Zgobenou tokem naboje. Rovnice (1.2) je diferentidbrmou
Faradayova indulniho zakona. Popisuje indukci elektrického poleojgkisobenicasow
proménného magnetického pole. Rovnice (1.3) je dife@n¢iformou Coulombova zdkona a
popisuje vztah mezi rozloZzenim naboje a elektrickyatem. Rovnice (1.4) narika, Ze
neexistuji Zadné volné magnetické monopoly.

Zopakuji pro zdrazreni vyznam jednotlivych operatior Vyraz vx E znamena
rotaci vektoru elektrické intenzity, ktera je defidna vyrazem

oE 0
«g=| % _9% H(E—ij 9% 95, (1.5)
oy 0z dz 0X ox 0y

kdex, y, z jsou jednotkové vektory popad ve snéru osx, Y, Z
Vyraz v.D znamena divergenci elektrické indukce a je defimowgrazem

— an aDy aDz
= + +

0.D .
ox oy 0z

(1.6)

K popisu misobeni elektromagnetického pole na pedit je teba doplinit
Maxwellovy rovnice tzv. materialovymi vztahy

D=¢E=gFE+P, (1.7)

B=pH =pH +M, (1.8)



kde u, resp. jsou tenzory druhého stugrtedy tenzor permeability, resp. tenzor permiivit
P aM jsou vektory elektrické a magnetické polarizage a ¢ je permeabilita a permitivita
vakua.
Pro odvozeni vinoveé rovnice pro elektrickou ini&mE vyjdeme z rovnice (1.2), na
kterou aplikujeme operator rotace
DX(%DXEJ+%DXH:O. (1.9
Predpokladejme, 28 = 0, tedy, Ze jsme v oblasti bez pr@gudderivujeme-li rovnici
(1.1) podlecasu, dosadime-li dor@dchozi rovnice a pouzijeme-li materialovy vztahr)l

dostaneme

2
DX(EDXEJ+£%J[IZE:0. (1.10)
U

V piipadt, Ze material je izotropni, redukuji se tenzara ¢ na skalary a daji se
vytknout ged vektorové operace, jelikoz se vzhledem k demmachovaji jako konstanty.
Dale plati identita
ox(0xE)=0(0.E)-0%E. (1.11)

Z rovnice (1.3) a z materialového vztahu (1.7) pomogenni progedi bez volného
naboje plyne, ze
o(o.E) =0.

Dostavame tak rovnici

2

0%E - ue ‘Zt'f =0, (1.12)

coZ je tzv. vinova rovnice pro vektor elektrickéeinzity E. Obdobnym zfisobem se ziska

vinova rovnice i pro vektor magnetické intenity

0°H
=0. 1.13

ot’ (1.13)

N&kdy se vyraze nahrazuje vyrazem Fickdec oznauije rychlost sitla v daném prosedi.

0%H - e

P¥i odvozeni Helmholtzovy rovnice hledarm@Seni vinoveé rovnice pro funkair,t)

pomoci separace pramnych, tedy pedpokladame, Zie3eni je ve tvaru

u(r,t)=T(®).U). (1.14)
Po dosazeni této funkce do vinoveé rovnice po triawbdrzime
OU _ 1 d°T
= : 1.15
U ¢T df (1.15)



Lev4 strana této rovnice zavisi pouze @aprava strana pouze h& toho plyne, ze
tato rovnice je obeénrteSitelnd pouze vifpadi, Ze ok strany této rovnice se rovnaji

konstang, ozn@me si ji pro jednoduchosié. Po jednoduché tprawostaneme tedy
0?U +k2U =0. (1.16)
Tato rovnice je tzv. Helmholtzova rovnice. Drulo&mice procas bude tvaru

d’T

dt?

+ k2C2T - O’ (117)

kde bychom mohli nahradit vyrada za uhlovou frekvenciw. Z toho nizeme usoudit, Ze
k odpovida vinovémdislu.

K dalSimu vykladu zavedeme vinové funkce. Optické se matematicky popisuje
pomoci realné funkce polohy= (X,y,z)acasut ozna&ované jako vinova funkce. | tato funkce
musi sphovat vinovou rovnici.

Monochromaticka vina je matematicky popsana pomve&iorové vinové funkce,

kde zavislost n&ase je popsana harmonickou funkci
u(r,t)=af )coq 2wt+g¢n ] (1.18)
kdea(r) je vektorova amplituda. Neboli velikost vychylky(r) je faze, je frekvence.

Tuto funkci byvacasto vhodné popsat, omezujice se na jednu palafizhozku,

pomoci komplexni vinové funkce
U(r.t)=a)exdi 2wt +igi( ) (1.19)
Tato funkce spiuje vinovou rovnici. Vinova funkce je jednoduSe Inéacast komplexni

vinové funkce. Redchozi rovnice ize byt napsana ve tvaru
U(r,t)=U({ )exp( 2wt ), (1.20)

kde funkceU (r)=a( ) exp|ig( )] se nazyva komplexni amplituda.

Jednoduchyifikladem vinové funkce je sféricka vina, pro ktepiati vyjadeni
U (r):TAexp(—ikr ), (1.212)

kde r je vzdalenost od zdroje laje vinové ¢islo. Komplexnicislo A vtomto vyrazu se
oznauje jako komplexni obéalka.

Muzeme pedpokladat, Ze elektromagnetické pole $ejdko svazek kornmé Siky,
ktery postupuje witym smérem. K analyzovani tohotoi®hi mizeme pouzit tzv. paraxialni
aproximace vinové rovnice, nebegrji paraxialni aproximace Helmholtzovy rovnice. Vina
je paraxialni, jestlize normaly k vinoplocham jsparaxialni paprsky. Jednou z moznosti je

zvolit za komplexni amplitudu funkci



U(r, o =Ar, o expikz), (1.22)
popisujici Sieni viny podél osy, pricemz plati, Ze z&na komplexni obalky(r,w) musi byt
mala vzhledem k vinové déléetakze vina odpovid&iblizné rovinné vire.

Dosadime-li tuto funkci do Helmholtzovy rovnicdadsZzime

02U (r, a) + k2U(r, &) =0, (1.23)
Jednotlivé diferencialni operatoryaeme rozlozit do transverzalni slozky a slozky

z Tedy pro gradient fizeme psat

grad{ } =of }=0/{ }+z%{ 1, (1.24)
kde

o{ ) =x%{ J+ y:—y{ ], (1.25)
takze

U (T, @) :{ut AT, @)+ z% A1, @) - ik, o) }exp(—ikz). (1.26)

Pro Laplacév operator meme psat

22U (1, @) =02 AT, @) exp(—ikz)+%{[aiz Ar, @) — ikix, c&} expt ikz% (1.27)
kde

Hy=2abraal ) (1.28
tudiz

S (r, 0 :{u? Ry Iy T @:}exp(— k). (1.29)

Rozlozena Helmholtzova rovnice nakonec nabudeaitvar

02 Ar, @) +a_22 Ar, @) P Ar, ) =0. (1.30)
0z 0z

Paraxialni aproximace je definovana podminkou

.0 0°
2k — A(r, w) >— AT, o, 1.31
> (r, @) 37 Ar @ (1.31)
kterd znamend, Ze podélnd odchylka funkce se veléldo nmeni vzhledem k vinové délce
svazku. S touto aproximaci tedy zanedbame drtlag na levé stranrovnice (1.30) a

dostaneme rovnici



02 Ar, @) —2ik% Ar, @) =0, (1.32)

kterd se nazyva paraxialni aproximace Helmholtzowyice pro A(r ,w), nebo téz paraxialni
aproximace vinové rovnice prdA(r,»). Pokud je vina monochromaticka, tak se nam

redukuje zavislost funkc& pouze na.



2.  Gaussv svazek a jeho vlastnosti

Pokr&ujme dale s monochromatickymi paraxialnimi vinadak byloife¢eno vyse,
paraxialni vina je rovinna vina modulovana kompieabalkouA(r), ktera je pomalu smici
se funkci polohy. Aby komplexni amplitud#r) byla feSenim Helmholtzovi rovnice, musi
byt komplexni obalk#&eSeni paraxialni Helmholtzovi rovnice, jak jsemaiaryse.

Jedno zeSeni vyhovujici paraxialni Helmholtzovovnici je paraboloidni vina

s komplexni obalkou
2
A(r):ﬁexp[—ikij L=+, 2.1)
z 2z

kde A; je konstanta & je vIinoveé c¢islo. Paraboloidni vina je tzv. Fresnelova aproxiena
sférické viny. Ukazme, Ze vyhovuje paraxialni vlaaevnici, tedy Ze pro ni plati

02 A(r)—2ika'g‘(zr)

= 0. 2.2)

Pro prvni derivaci podlg plati

_ 2
OAN) _ Ikxpiexp{ ik’o—j. (2.3)
0x z z 22
Pro druhou derivaci podbkeobdrzime
2 _ 2 2 2
OArN) _—k A exp( ikp—j—(ﬁ‘j A exp{—ikp—; (2.4)
ox z z 2z z) z 2
Obdobr pro derivaci podlg
2 _ 2 2 2
g A(Zr) kA exp( j—(ﬁj A ex;{—ikp—; (2.5)
oy z z 22z z) z 2
Pro derivaci podle obdrzime vyraz
OA(r) __ A W) koA P
=——exp| -ik— |k 2.6
oz 2 p( 22) 23 2 (2.6)

Po dosazeni do vyrazu (2.2) aédanmeni si vyznamu funkce, zjistime, Ze funkceA(r)
opravdu vyhovuje paraxialni vinové rovnici.

Nahradime-lz rozdilemz —¢, kde¢ je komplexnkislo, obdrzime funkci

A(r)—%exp( 2‘; ZJ @)= z-¢, 2.7)

ktera také&esi paraxialni Helmholtzovu rovnici.



Pokud je¢ ryze imaginarnic¢islo, reknéme & = -izp, stane se fiedchozi funkce

komplexni obalkou Gaussova svazku.
Pro A&:;L:/I]—je paraboloidni vina (az nainitel H(z)) fundamentalniteSeni
T

paraxialni vinové rovnice, tj. nastroj, pomoci Kieo se tvéi teSeni poateni ulohy
Al,-o=U, (X y).(V matematické fyzice9(z) znamena funkci jednotkového skoku.)

Rozdime funkcil/g(z)na realnou a imaginardést pomoci dvou novych funkci
1 1 . A

a2 R3 mW(¥ @8)
Zde

W(2) = w{l{éj ] , (2.9)

W, :("720)2, (2.10)

R(2 = {1{%) ] (2.11)

FunkceR(z)definovana vztahem (2.11) je polénkiivosti vinoploch svazku, funkce
W(z)se pologkou svazku.

Dosadime-li do vyrazu (2.7) a s pouzitim vyrazi22) a s phlédnutim k tomu, Ze

arctg(z):% i[ In( 1=iz) - In # iz) |, obdrZzime komplexni amplitudu pro gaussovsky skaze

W, . kp?
U@r)=A—2 exp{—l[kz—ly(z)]— |—}
W(Z)W 2q 2 1 ) (2.12)
_ A o o i
_AbW(Z)exp{ i[kz=n (2] - p [\/\/2( Z+2 2 )zj}
n(2) =arctg{£j ‘ (2.13)
Z,

Dva parametryAo = A4lizg a 2, se uduji z paatenich podminek. Funkce (2.9) - (2.10),
(2.13) jsou parametry svazku. Paranzgse nazyva Reyleighova délka.
Funkce y(z)=-#(z) se nazyva Gouyovou fazi acuje zpozdni faze vinoplochy

Gaussova svazku ve srovnani s rovinnou nebo stérickou.



Uvedena komplexni amplituda se da odvodit metodimudamentalnihoreSeni

pro paateini udaj

Uo(x, y) = Abexp(—v’[\)/—Z} (2.14)

Obrazek 2. Vyvoj intenzity Gaussova svazkhdm Steni v prostoru. Svazek je tiem sw¢tlem o vinové délce
550 nm a §i se vakuem. Na vodorovné ose je znaZioarvzdalenost v metrechiigemz bod 0 je umisn

v mis€ maximalniho zGzeni svazku. Na svislé ose je zméparintenzita svazku, normovana pokjle

intenzity na ose svazku v mignaximalniho zGzeni. Naigné ose je radialni vzdalenost od osy svazku, lgera
v metrech. Ve #Sich vzdalenostech za mistem maximalniho ziZexdksvize pozorovat, jak vrchol intenzity
klesa a zarovese roz§iuje polostka Gaussova rozteni intenzity svazku, coz odpovida tomu, Ze seaka

rozostuje.

Gausafv vinovy svazek je jednoztee popsan fiemi parametry: intenzitou #ni,
vykonem svazku a polofrem svazku. Intenzita #ni je funkci osové vzdalenogta radialni

vzdalenostr,

(W Y (2
I(r,z)—IO(W(Z)J exp{ \/\/Z(Zj' (2.15)

Na ose svazku mé intenzita maximalni hodrigtus rostoucinz spojit klesé.

Hodnotulouréime ze vztahu pro intenzitu

_Neof AR w Y (2
I(r,z)= 7 o7 W(2 ex W)’ (2.16)
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kde Z =(gen) ' je impedance prostdi, kden znamend index lomu prostli, co rychlost

swtla ve vakuu, pro vakuum ma hodnotibfizn¢ 377 Q. Tedy pro hodnotiy plati
_AA
[, =—=. 2.17
0= 7 (2.17)
RozloZeni intenzity sazku wznych bodech &ni ukazuji na obrazku 2.
Celkovy vykon penaSeny svazkem je dan integrdlemésauintenzity svazku a
plochy jeho picného ptifezu
00 2 Y 2
P=[1(r,z)2mmdr = |O(ﬂj 2] exp{—i}dr -4 TV 2 (2.18)
) W(2 o W( 3 2

Na ose svazku tedy podle (2.17) plati
P :% 1(0,2)tW? (). (2.19)

Uvnitt kruznice o polonyu W je piiblizné prenaSeno 86% energie, o pokamn
1,5W je to asi 99% vykonu. JelikoZz se gaussovské svaakio charakterizujiipnaSenym
vykonemP, je vhodné vyjatit | jako funkciP

2P 2r j

I(I‘,Z)vav—z(z)ex _V\F—(a

(2.20)

ProtoZe se d&tSina energie #i v oblasti o polorru W, nazyva seW poloSitka
svazku. Zavislost polo&y svazku na sdadniciz je dana vztahem (2.9).
V roving z = 0 nabyva minimalni hodnoty\p. Toto misto se nazyva mistem maximalniho
zUzeni svazku.

N¢které parametry svazku zobrazuji na obrazku 3.
N

N\
/ A

Naw,

b 4

\

NA4

| Normaly k vinoplocham

Rozlozeni intenzity

Obréazek 3. $éni a rkteré parametry Gaussova svazku.
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Ve skuténém s¥té je Gaussv svazek pouhymijblizenim. Miru pesnosti tohoto
priblizeni,¢i jinymi slovy miru toho, jak je naplaser vzdalen od idealniho Gaussova svazku,
je tzv. propagéni konstantavi®.

Je totiz velmi obtizné fpsré urcit misto maximalniho zlGzeni svazku.é&Mni
poloSitky v jednom bod je velmi nepesné. Proto se zavedla propagakonstanta, kterd je
zaloZzena na faktu, Ze som polostky svazku a divergence jefipprachodu optickym

systémem konstantriVi je tedy dan vzorcem

M2 :WOR-HR' (2.21)
W,.6

kde veltiny s indexenR jsou polo&ka skuténého svazku a divergence skurtého svazku a
sloZky bez indexu jsou tytéz véihy pro Gaussv svazek. Kdyby byl kreny svazek skuseé
presré Gausfv, bylo by M? = 1. Pro typicky helium-neonovy laser fungujici v médu
Gaussova svazku (zvanérgkdy jako TEMy) je M? < 1,1, pro iontové lasery jM? mezil,1
az1,7[4].

Toto je koncept tzv. ,vneného* Gaussova svazku. Skurtg paprsek, ktery nemusi
byt v zakladnim, tedy v Gaussomodu, pak bude mit minimalni pol#di M krat wtsi a

stejre tak i divergenci.
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3.  Hermiteovy-Gaussovy svazky v homogennim peatst

V [5] se uvadi velmi jednoduchy @&emy postup i odvozovani Hermiteovych-
Gaussovych svark Do paraxialni vinové rovnice (1.32) dosadime fuirfi(x,y,z)nasobené
reSeni

Ao zw)=F(x Yy 2 Ao, )

=f(WTz>j [vwzjexp[ Pe) A . 2w)

kde W(z) oznauje polostku Gaussova svazku danou vyrazem (2.9)Acaje komplexni

(3.1)

obalka pro Gauss svazek. UkaZzeme, Ze tato funkcer¢genim rovnice (1.32) pro vhodné

funkcef, g ag. Dosadime

F(xy, 207 A (p, zw)+2{ F(xyZ)— AP, zo)*— K xy)zi AP, m%
Iy 3.2)

+As(p, zw)0? F(% Y, - 2ikA (o, zw)— ny)—2|kl'{xy}za— Ao, @k O

kde prvni a patglen nam uzesi rovnici (1.32), coz bylo ukazano na&&ku druhé kapitoly.

Do rovnice (3.2) dosadime Ea(x, y, z)z rovnice (3.1), dostaneme po provedeni derivad a

vynasobeni vyrazem?( 2 &

(aa_xzzf(vv?z)n [w;)%(p’z’“’) Z[W(a_ V(X/Jj )) o @)
el e

+2KA (p, Z"‘))((% f(WTaD g( Wy?fj dz ( 3(

WA 2 )(vv(z)j %vazj Sal

ZaAs dosadime komplexni obalku pro Gaussvazek ve tvaru

ko' 3.4
vv(z) {W(Z) zqz)}’ G4

jednotlivé derivace jsou tedy,

(3.3)

L dw )z
? dz

0
&%———/\s O p=- —q , (3.5)

obdrzime po vyéleniAg
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o (W?z)J
o[ 21 ol g 2 s 25l 2]

—2kWA(2) 1| — yjdﬂz):o
laa)

dW _ W _ W_(ler—_zJ: P 3.7)

R kW kW

TakZe rovnice (3.6) se zjednodusi

ot ia)_oe (5 (5t5) (S3ol ) 26 0)

(L N I AR CA Y
W(2 W 2 W ¥ W)

—2k\W? ( Z)M =0
dz
Hermiteovy polynomy jsou definovany vztahem

(1 d”
H_ (x) = (-1) exp(x2)ﬁ ex{-x) (3.9)
Hermitaiv polynom stup#é n sphuje nasledujici diferencialni rovnici:
¢ —H, (X) —2x— d H.(X)+2nH, (X=0. (3.10)
dx dx '

) o X y X\ — X
Provedeme-li substitucir =v2—— a 0'=\/§—, f(—j:f(\/i—) a
w(2 W(2

Y1-73 \/E—yj miZzeme psat rovnici (3.8) ve tvaru

27 ¢ 2
%{d f_zrdf:| {ﬂ Zg-dg} sziazo, (3.11)
g

dr? dr do? do dz

kde poZzadujeme, aby funkce pr&miméz byla sodtem funkci prominnér a funkce prordnné
o. To miZze nastat, pokud jsou vSechny funkce konstanty. Za tyto konstanty volime

popdadt -2(m + n), -2m a -2n. Mame tedy
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2F 2 T
%d f_2rdf} _mg[d g_mﬂl}_m, (3.12)
g

dr? dr do do
neboli
2 ¢ £ _ 2 1~ _
o8 omf=0,99- 299 2= 0 (3.13)
dr dr do do

Funkce f (%) a g(wyj bychom mohli pséat jako Hermiteovy polynomy, tedy

(@l mnm o) o(egn(2) o
W W W W
Dosadime-li tyto funkce do rovnice (3.10), obdrZzime

sz%’:—z(m ), (3.15)

dp__2(n+m __(n+mz
dz KW (z§+zz)’

(3.16)
tedy
A2) = —(n+ rr)arctg{%] , (3.17)

kdez, je tzv. Rayleighova délka.
Nakonec tedy riveme obecné dosadit obdrzené vysledky do vyraii (3.

( z) (\/E J H(J_Z%Vj exp[ I+ mt 1)arcté—§j— %}

(3.18)

Ac(pzw)=

15



4. Laguerreovy-Gaussovy svazky

V [8] se uvadi, Zze Laguerreovy-Gaussovy svazkyzis&aji jakoireSeni paraxialni
Helmholtzovy rovnice s tim rozdilem, Ze eSi tato rovnice cylindrickych stadnicich
(v, @, 2 a pouziva se separace ptomych podle ag.

V [11] autor postupuje vhodnou modulaci komplexamplitudy. Zarové ovSem
uvadi, Ze tyto svazky souvisi s Hermiteovymi-Gaugso svazky diky tomu, Zze mezi sebou
souvisi dvourozrérné Hermiteovy a Laguerreovy polynomy
L. (U;x+iy,x=iy)=e (s H,.(UZ x Y, @.1)
H...U;X y)= ei(mm)% L, o(UZ%; x+ iy % iy,
kde Z je unitarni matice, kteraievadi realné sdadnice(x,y) v komplexni sotadnice(z,z*)
na plose
C] - (1—i)Z[);] z s%(lli | _11_+i'j z=7'|Z=1. 4.2)

V [7] odvozuji Laguerreovy-Gaussovy svazky vhodnowodulaci komplexni
amplitudy, resp. fimo modulaci amplitudy jakozto funkce zavisejiciviaovém vektoruk

tentokrate pomoci periodické funkce uhlové pgané

=arct ky 4.3
a =arc k_x (4.3)

Po rack uprav, které nejsou nepodobné Upravam, které Fapwé@zili gi odvozeni

Hermiteovych-Gaussovych svagkobdrzi nakonec vyj&dni pro Laguerreovy-Gaussovy

svazky
Y ) 2r? . r? .
E.. = © ( r j L’:n( )exp{lkz———wﬁm] (4.4)
T W) (W) W({) Wa+g) "
kde qo:arctg(zj, { =% a wan:(n+2m+l)arctg(Z), pticemz Laguerreovy polynomy
X z, ’
jsou definovany
(r) = (grpm), (4.5)

m! dr"
Vyznamnymi vlastnostmi Laguerreova-Gaussova svgekile maji roténi symetrii

podél sméru Sieni a Ze penasi téivy moment hybnosti. To znamena, Ze objekt unist
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v tomto svazku, se bude roz¢d, coz by mohlo byt v budoucnosti pouZito jakdyjidruh
~motoru“ pro mikroskopické fistroje.

Jest bych rad zminil jednutidu svazk a to sice Besselovy svazky. VSechny
svazky, které jsem doposud popsal¢glyntu vlastnost, Zze z mista maximalniho zuzeni
divergovaly pod Uhlenarctg(/z\Wp). OvSem v roce 1987 uvedl| Durnin [3ldu svazk, které
nepodléhaji difrakci. RozloZeni intenzity uz totigzavisi naz. Odvodi se tak, Zze komplexni
amplituda se modulujé&funkci.

Bohuzel, celkova energie Besselovych svazédmi rychle diverguje, tudiz jich neni
mozné dosahnout. Ale je ovSem mozné viitvalespa jejich aproximaci. Vyhodouéthto
svazki je, Ze mohou zachytit i viggéstic. VyuZiti €chto svazi se nadale studuje.

Na obrazku 4 ukazujigkteré mody obecijSich svazk.

AR BE | B [T IR
(0,0 (1,0) (2,0) (1,1 (2,1) (2,2)
IR BR . o ® 0 (o
(0,0) 0,1) (0,2) (1,0) (1,1 (2,0)

Obréazek pevzat a upraven z [6].
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5.  Vliv béZnych optickych prvik a prostedi

V této kapitole se buduwrovat ptichodu gaussovského svazkizmymi prostedimi a
ukazeme si, Zze Gauss svazek @i prichodu prostedi podobnéha@occe za pedpokladu
zachovani paraxialni aproximaaistava stale gaussovskym.

Nejprve se bududnovat coéce. Komplexni amplitudova propustnost terdkéky o
ohniskové vzdalenosti f je (ma exp( iko®/ 2 f)a tedy komplexni amplitudu gaussovského
svazku danou vzorcem (2.12), je nutné vynasobibtiaktorem.

Uvazme situaci, kdy Gauss svazek se stdem v poatku o polosice W, prochazi
tenkou ¢ockou ve vzdalenostz na jeho ose. Faze viny v rowigocky je kz+ ko’ /2 R-17,
kdeW(z) resp.R(2 jsou dany vzorcem (2.9), resp. (2.11).

Faze viny proSléockou se zmni na

kpZ kpz B _’kp2

kz+ -n- = kz -n, 5.1
2R d 2f 2R U ®.1)

kde

1 1 1

R 5.2

R R f (6-2)

Tedy prosla vina je také gaussovskym svazkem asSpkbu W = W', piicemZ se
zmeni polonery kiivosti. Pro stedovou pologku transformovaného svazku dostavame tedy
, W
W, = 77 (5.3)
[1+(72W2 I2R) }

piicemz sted se nachazi ve vzdalenosti

-Z= R (5.4)

1+ (AR nW?)’

od ¢ocky. Parametrgocky jdou popsat i pomociifgného z¥tSeni, pro které plati

M=t22t o B (5.5)

Pouzitim vztah (2.9)-(2.11) a (5.3) az (5.5) dostaneme piedsivou pologku
W, = MW, (5.6)
pro polohu stdu
(Z-f)=M?*(z- f), (5.7)
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pro ohniskovou hloubku

2z, = M?(2z), (5.8)
a pro uhlovou divergenci
._ 26,

Prichodu gaussovského svazku tenk&matkou se vyuZziva v mnoha aplikacich,
napgiklad pi laserovém tavenéi v laserovych tiskarnach.iiPtom se poZaduje svazek s co
mozna nejmensi stopou [8]. Toho se dosahuje talpiistimecocku do stedu gaussovského
svazku a proSly svazek ma pak vlastnosti
W, = Wo 2o (5.10)

2 1+(f /)
[1+(zo/ f) ]

Vzhledem k piichodu svazkuiockou musi byt jeji pimér D alespaé 2Wp. Je-li
D = Wy, pak ptimér fokusované stopy bude

=2 aF, (5.11)
T

kde F, = f/D je clonovégislo ¢ocky.

V nyni se budu &ovat pfichodu Gaussova svazkéZAmymi optickymi prvky. Ale
nejprve si budeme muset zavést, jak se da Gawsmzek charakterizovat. Gatigsvazek je
uréen pomoci komplexnihgisla q(z) = z + ia, ozn&ovaného jako g-parametr, kdge
vzdalenost od maximalniho zUZeni svazkwpaje Rayleighova délka. VSechny ostatni
parametry popisujici svazek, fapolostka, mohou byt ufeny jen pomoci tohotéisla. Je-li
g(z) urceno vjednom baf je ukeno vSude diky lineadt tohoto cisla wici z

V paraxiélni aproximaci GZeme opticky prvek popsat pomoci 2x2 matice, ktera
piemeni polohu a sir dopadajiciho paprsku na polohu aésmroslého paprsku (viz nap
[8]). OvSem podobny princip plati i pro Gaussovazky. Ozndime-Ili g, parametr vstupujici
viny aq, parametr vystupuijici viny, pak plati
4, = Aq + B’

Cq+D

(5.12)

coz je tzv. ABCD zakon. Jednoduch§kdz Ize naléztieba v [8].

Tento zakon lze vSak dale je&obecnit. Nejenom, Ze platfipibovolné kombinaci
homogennich proidi a tenkyckleni. Ale i na spoji¢ proménné homogenni prastdi se Ize
divat jako nafadu nekonéné tenkych prosedi a proto tento zakon Ize pouzit, pokud tedy
vSechny normaly k vinoplochantigtvaji paraxialni.
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6. Analogie s kvantovou mechanikou

V této kapitole uvedu &kolik analogii mezi paraxidlnimi stelnymi svazky a
nékterymi jevy studovanymi v kvantové mechanice. Bejjodussim fpadem je analogie
mezi Gaussovym svazkem a voln&dstici. Castice o hmotnostin je volna, pokud na nic

nepisobi Zadna sila, pak Schrédingerova rovnice natuaaa

oY K,
h— =—-——[0Y. 6.1
ot 2m ¥ (6.1)
JednorozrrnéiesSeni ma tvar
W(x,t) = Ad*, (6.2)

kde w=rk*/2m, p=# kkdep je hybnostastice.
Obecné&eSeni nizeme napsat ve tvaru
W(x 1) = [ (k)" dk (6.3)
C0Z nazn&uje zpisob, jak najit vinovou funkci véjakémcase — Fourierovsky transformovat

vychozi stav, vynasobit fazi a transformovattzp

Castice v klidu se da popsat pomoci Gaussova virmbéatiku

XZ

1 _ 2
@ (x,0)=(ma) s e 2, (6.4)
kdea je kladné realnéislo, odchylka polohy og=0.

Fourierova transformace ma tvar

ak?

w(k,0)=(ma) + (21a)z 6 2 | (6.5)
Po vynasobeni fazi dostaneme
w (k)= () (2t 67 (6.6)
Pti inverzni Fouriero¥ transformaci obdrzime
1 R—
W (xt)=(ma) A(Wah/mj g Aarinim), (6.7)

Vidime tedy, Ze pratasovou evoluci voln&astice plati stejné zavislosti jako praesii
Gaussova svazku. Obzvl&stidét je pro Siku jak optického svazku, tak pedstici. Zatimco

pro Gaussv svazek plati
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(6.8)

(6.9)

. v ey th . . . . .
COZ [ zameng a zazy, zza— dava aZz na nasobek ten samy vztah.
m

O jiné analogii se zmuje vélanku [9]. Pokud se ve vztahu pro Hermiteovy-
Gaussovy svazky

_ W, X y . z) . ko?
= H 2— |H 2— |exp —i (+m+ Dlarctg— |- 6.10
o= el V2 o 2 Xp{ e é zj 2R (610
nahradi prornné vztahy
w(z _ W3
X = ,Y=1 , 2= btg(7), 6.11
N RE Al 9(7) (6.11)
kder zastupujeas a spolu s vyrazem
1  kp?
Xy, 2=¢w(&n;T exp{: } (6.12)
dosadime do paraxialni vinové rovnice, obdrzimépavach
9> 0° 2 w2 o 0
— - +pnc+ & -2 — 7)) =0, 6.13
[ o7 et 3 arjw(fn ) (6.13)

coz je Schrodingerova rovnice pro harmonicky oswil& jednotkachi =m=Q =1, kdem je

hmotnost @2=2z/T je rezonatini frekvence harmonického oscilatoru.
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7. Zawr

Odvodil jsem ve své pracikolik zakladnich typ svazki, Gaussovy, Hermiteovy-
Gaussovy a Laguerreovy-Gaussovy a ukazal vlastr@stissovych svask Je teba mit
na pangti, Ze jsem pominul vektorovy charakter elektrometgrkého vigni a Ze jsem
pracoval v paraxialni aproximaci.

V zawru [7] uvadji, jak dale zobecnit tyto svazky. Jejich pracetppsje porkud
odliSré nez moje. Zatimco ja jsem odvozou@Seni odieSeni paraxialni Helmholtzovy
rovnice, oni hledalteSeni pomoci vhodnych Uprav amplitudy rovinné vligjich postup ma
jednu velkou vyhodu. Umaiije totiz velice jednoduse zohmwat. Treba eliptické svazky
Ize zobecnit pouhou zmou funkce amplitudy, nebo zahrnout vektorovy ckiama pole
jednoduse tim, Ze funkce amplitudy je nahrazenanbo vektorovou funkci.i@dnosti mého
postupu je pouziti jednodusSSich matematickych metkgtré vedou k nazornym a
srozumitelnynmreSenim.

UZ dnes se uvaZzuje o budoucim moZzném vyuZéthto svazk, nag.

v nanotechnologiich, kde pomoci optickych pinzdbileho s¥tla, |ze spektroskopicky
zkoumat vlastnosti zachyceného materialu [10]. Daldznosti jsouitba v biologii pi studiu
chovani jednotlivych busk na molekularni Urovni. Proto dalSi studiugéshto svazk maze
byt velmi zajimavé a perspektivni. Doufam, Ze mécprniize poslouZzit jako vhodny uvod

k dalSimu studiugchto svazk.
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