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Uvod

Téma mé bakalaiské prace ”Integralni pocet a jeho vyuziti v ekonomii” kaz-
dému jisté napovi, ¢im se zabyva a co je jejim obsahem. Prace se vénuje teorii
integralniho poctu a jeho ekonomickym aplikacim, jakymi jsou napftiklad sledo-
vani nakladd a prijmi v organizacich, tvorba kapitalu, insvesti¢ni toky a mnoho
dalich. Siroké spektrum praktického uplatnéni integralniho poétu mne rovnéz
vedlo k vybéru daného tématu.

Hlavnim cilem prace je ukazat uziti integralniho poc¢tu v ekonomii a ilustrovani
jednotlivych ekonomickych problémii na nazornych prikladech.

Prace je rozdélena na matematickou a ekonomickou (aplika¢ni) ¢ast. Ma-
tematicka Cast ctenarii pripomind zakladni pojmy, vlastnosti a vztahy tykajici
se integralniho poc¢tu. Ekonomicka cast jiz ukazuje jednotlivé aplikace integrald
v ekonomii.

Prvni kapitola matematické ¢asti nas uvede do problematiky integralniho po-
¢tu, seznami nas s pojmy primitivni funkce a neurcity integral a predstavi za-
kladni vztahy pro pocitani neurcitého integralu. Druha kapitola nas obeznami
s ur¢itym integralem, jeho zakladnimi vlastnostmi a vztahy pro jeho vypocet.
Treti, a zaroven posledni, kapitola matematické ¢asti se zabyva nevlastnim inte-
gralem vlivem meze i vlivem funkce a jejich vypocty.

Prvni podkapitola ekonomické ¢asti, ktera se vénuje aplikacim neurcitého inte-
gralu v ekonomii, nastini jednak teorii celkovych a meznich veli¢in, a také investic
a kapitalu. Druha podkapitola, jez se zabyva aplikacemi urcitého integralu v eko-
nomii, pfimo navazuje na aplikace neurcitého integralu z predchozi ¢asti a navic
jsou v ni ilustrovany nové aplikace, jako je prebytek spotiebitele a vyrobce, spo-
jité troceni, soucasna a budouci hodnota piijmi nebo Lorenzova kifivka a Giniho
koeficient. Posledni podkapitola ekonomické c¢asti prace pojednava o aplikacich
nevlastniho integralu, diky jehoz vlastnostem lze rozsitit nékteré z aplikaci inte-

gralu urcitého.



1 Neurdity integral

Vznik a rozvoj teorie neurcitého integralu a integralniho poc¢tu obecné datu-
jeme od 17. a 18. stoleti. Na vzniku diferencialniho a integralniho poc¢tu se podileli
zejména Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz a bratii Jakob a Johann Ber-
noulliovi. Rozvijeli jiz znama fakta tykajici se integralniho poctu a podileli se
na vzniku symboliky, pojmt a vzorci. V 18. stoleti se tyto védomosti zacaly
aplikovat v dalsich sférach, jako je napi. fyzika, statistika a ekonomie.

Pti zpracovani kapitoly o neurc¢itém integralu byly vyuzity predevsim zdroje

3], [7], [10], [12], [13], [14], [15] a [17].

1.1 Primitivni funkce a neurcity integral

Integralni pocet tizce souvisi s po¢tem diferencialnim. Pti derivovani hledame
k funkci f funkci F' tak, aby f' = F. Integrovani je pak proces, pti kterém naopak
hledame k funkci f funkci F' tak, aby F’' = f.

Definice 1.1. Necht f a F jsou funkce definované na intervalu I C R. Rekneme,

ze funkce F' je primitivnit funkct k funkci f na intervalu I, jestlize
F'(z) = f(z) Vxel.

Poznamka 1.1. Je-li I interval uzavieny, uvazujeme v koncovych bodech pii-

slusné jednostranné derivace.

Priklad 1.1. Primitivni funkci k funkci f(x) = sinz na R je funkce

F(z) = —cosx, nebot (—cosx) =sinz Vz € R.

Primitivni funkce nemusi na urc¢itém intervalu existovat pro kazdou funkci,

lze ale dokéazat nasledujici tvrzeni.

Véta 1.1. Pro kazZdou funkci f spojitou na intervalu I existuje jeji primitivni

funkce na intervalu I.

Dikaz této véty lze nalézt napt. v [10].



Pro tvrzeni z Véty 1.1 ovSem neplati obracena implikace. Spojitost funkce f
na intervalu I totiz neni nezbytnou podminkou pro existenci primitivni funkce.
Existuji tedy i funkce, které nejsou na intervalu I spojité, ale maji na intervalu

I primitivni funkci, coz si ukdzeme na nasledujicim piikladu.

Priklad 1.2. Uvazujme funkci

— )2, —1
F(:c)z{ o= 5P cos(pe) . prow#

, pro r =

INTER NI

Pro x # 5 bude

F'(z) = ((:c — §)2 . cOS <(x_1£)2>>/ =2(z—%)-cos <(x—1£)2)+x—2g -sin <(x_1£ 2) .

Proz = 3 bude

Jo (E) ~ lim F(a:;—};( ) ~ lim (x—%)lcos(;(wil%?)—o o,

2 ™ I us
=7 2 =5

SE]

Pii vypoctu limity jsme vyuzili tvrzeni o limité soucinu funkce s nulovou
limitou a funkce omezené.

Funkce F(x) je tedy na R primitivni k funkci

f(z) = { 2(x — §) - cos (_(x_1%)2> + I_Q% - sin ((x_1%)2> , prox #

0, pro r =

[SIERSIE

Funkce f(x) ale neni spojitd v bodé 7, protoze jednostranné limity funkce
™
2

f(x) v bodé

neexistuji.
Poznamka 1.2. O tom, Ze existuji i funkce, které nemaji primitivni funkci, se

presvéd¢éime na néasledujicim prikladu. Pro to, abychom v piikladu ukazali, ze

primitivni funkce neexistuje, vyuzijeme nasledujici tvrzeni.

Véta 1.2. Necht je dino ¢ € R, § > 0 a funkce f : {c,c+0d) — R, kterd je spojita

zprava v bodé ¢, md vlastni derivaci na (¢,c+9) a lim f'(x) = A € R*. Potom
T—rCq
ma f derivaci v bodé€ ¢ zprava a plati
fiie) = A
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Dikaz této véty lze nalézt napt. v [16].
Priklad 1.3. Uvazujme funkci

o= {E harsih
kde —0o < a < b < co. Takto definované funkce f(x) popisuje hustotu pravdé-
podobnosti ndhodné veli¢iny s tzv. rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti
(viz napf. [9]). Rovnomérné rozdéleni nabyvaji napfiklad chyby pfi zaokrouhlo-
vani ¢isel, chyby pri odecitani tdaji z linedrnich méfticich pristroji atd.

Funkce f(x) je definovdana na R, ale nema na R primitivni funkei, coz lze
dokazat napf. nasledovné.

Predpokladejme, ze existuje primitivni funkce F'(z) k funkei f(x) na R. Pak je
F' spojita na R, tj. spojita zprava v bodé a a zleva v bodé b. Protoze je F' spojita
zprava v bodé a a protoze pro kazdé z € (a,b) plati, ze F'(z) = f(x) = ﬁ,
vyplyva z Véty 1.2, ze

Fi(a) = lim F'(z) = lim f(z)= !

T—a™t z—a™t b—a

To je ale ve sporu s tim, Ze F' (a) = F'(a) = f(a) = 0. Primitivni funkce F(x)
k funkeci f(x) tedy na R neexistuje. Poznamenejme, Ze obdobné bychom se dostali

ke sporu také pfi vypoctu F’ (b).

Véta 1.3. Jestlize F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu [ a c € R
je libovolnd konstanta, pak funkce G(x) = F(x) + ¢ je rovnéZ primitivni funkci

k funkci f na I.

Dikaz: Plati F'(z) = f(z) a (¢)' = 0. Potom tedy G'(x) = f(z).
Z Véty 1.3 plyne nasledujici tvrzeni. Ma-li funkce f na intervalu I dvé rtizné
primitivni funkce F' a GG, pak se tyto funkce na celém intervalu lisi pravé o kon-

stantu c.

Poznamka 1.3. Primitivni funkce F' na intervalu I tedy neni urcena jedno-
znacné. Pro jednu funkci f bud neexistuje zaddna primitivni funkce, nebo jich

existuje nekonec¢né mnoho a lisi se o redlnou konstantu c.
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Nyni mame jiz vSe podstatné zavedené, a tak mizeme nadefinovat neurcity

integral funkce f na intervalu /.

Definice 1.2. Neurcitym integralem funkce f ma intervalu I nazyvime

mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu 7. Tj.

/f(x) dx ={F(z) +c; ¢ € R, F je primitivni funkce k f}.
Rikdme, Ze f je integrovana funkce, x je integraéni proménna a dx je symbol,
ktery urcuje, podle které proménné integrujeme.

Poznamka 1.4. Symbol integralu [ zavedl G. W. Leibnitz. Tento symbol ma
pfipominat prvni pismeno slova summa. Souvislost mezi integralem a summou
bude ukézana v kapitole Urcity integral.

1.2 Vypocet neurcitého integralu

Proces, béhem kterého hledame primitivni funkci F' k funkci f, resp. neurcity
integral, se nazyva integrovani. Integrovani je inverzni operace k derivovani. Z této

myslenky vyplyvaji nasledujici vztahy.

/f’(x) dr = f(z) </ f(2) da:)l = f(z), Vzel

Pti vypoctu neurcitého integralu se fidime néasledujicimi pravidly, ktera vyplyvaji

ze vzorci pro derivovani.

[adr =ax+c, a€e€R, reR

fx”d:v:f:ll—i-c, neN, reR
fxo‘dxzfjll—i-c, aeR\{-1}, z e Rt

[ ide =In|z|+ec, r e R\ {0}



[etdx =e" +c, relR

[amdz = £ +c, ace R\ {1}, z€R
[sinzdz = —cosz +c, r €R
[coszdr =sinz +c, reR

[ide =tgz +c, reR\{f+k -7, kecZ}

cos?

[ —dx = —cotgx + ¢, reR\{k -7, keZ}

[ tiede = arctgz +¢,  zeR

f ﬁdw = arcsinz + c, WS (—17 1)
f%dmzlnﬁ(xﬂ-l-c, f(x) #0

[ flaz +b)de = F(az +b) +¢, a€R\{0},bcecR

Piiklad 1.4. Najdéte neurcity integral k funkei tg®z na intervalu (0, Z).

ReSent: [tg?wde = [ 4y = [ 192 gy — tgz — 2 + ¢, kde ¢ € R.

cos? x cos?x

P1i vypoctech neurcitého integralu se Casto setkavame se souctem, resp. roz-
dilem vice integraci schopnych funkci, poptipadé s jejich konstatnim nasobkem.

Néasledujici véta ukazuje, jak je mozné v takovém pripadé postupovat.



Véta 1.4. Necht maji funkce [ a g své primitivni funkce na I a necht ¢ € R.
Pak také funkce f + g, c- f maji své primitivnd funkce na I a plati zde

[ (@ £ g@) do = [ f@ydo = [ g

/c-f(x)da::c-/f(x)dx.

Dikaz Véty 1.4 najdeme napf. v [12].

Piiklad 1.5. Najdéte neurcity integral k funkei 2sin(3z + 1) na R.

Reseni: Pii hledani neurcitého integralu vyuzijeme vzorce pro integrovani funkce
sinz, vzorec [ f(ax + b) dv = LF(ax + b) + ¢ a pravidla pro integrovani soucinu
konstanty a funkce:

[ 2sin(3z + 1) dz = 2 [sin(3z + 1) dz = —2 cos(3z + 1) + c.

Piiklad 1.6. Najdéte neurcity integral k funkci e® + 2 4 sin 22 + 5 na R.
Reseni: Pfi hledani neurcitého integralu opét vyuZzijeme kromé vzorct pro inte-
grovani elementarnich funkef vzorec [ f(az + b) dv = 1F(az + b) + ¢ a pravidla
pro integrovani souctu:

[(e® +a® +sin2z +5)de = [e*dr+ [2Pda + [sin2xde + [5dr = e* + % —
— %cos2x+5x+c.

Priklad 1.7. Najdéte neurcity integral k funkci (22 — 6)? na R.
Reseni: P¥i hledani neurcitého integralu vyuzijeme zakladni vzorce a zarovei pra-
vidla pro integrovani souctu:

f(x2—G)de:f(m4—12x2—|—36)dx:%—5—4x3+36m—|—c.

P1i vétsiné vypocti neurcitého integralu vyuzivame nasledujici metody. Pri-
tom je samoziejmé nezapominame kombinovat se zakladnimi vzorci, které jiz byly
zminény.
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Véta 1.5 (Metoda per partes). Necht funkce u a v maji na intervalu I derivace
u' av'. Ezistuje-li na I primitivnd funkce k jedné z funkei u'v, wv', existuje také

k druhé z nich a plati

Diikaz Véty 1.5 najdeme napt. v [13].

Poznamka 1.5. Metodu per partes volime v pfipadech, kdy integrujeme soucin
dvou funkci odlisného charakteru. Obvykle se pfitom fidime nasledujicimi pra-
vidly: Za u(x) volime funkce typu Inz,arctgx nebo polynom. Za v'(x) volime

funkce typu sin x, cos x, € nebo polynom.

Véta 1.6 (Prvni véta o substituci). Necht je dina funkce f definovand na in-
tervalu Iy a funkce o, kterd md deriwaci na intervalu Iy. Necht dale plati, Ze
o(lz) C 1. Jestlize funkce f md primitivnd funcki F' na intervalu I, pak F o ¢

je primitioni funkci funkce (f o ) - ¢ na intervalu Iy a plati nasledujict vztah

[ 1@ -gan= [ sa

Véta 1.7 (Druha véta o substituci). Necht je dina funkce f definovand na in-
tervalu I a funkce @, kterd md nenulovou derivaci na intervalu Iy. Necht ddle
plati, Ze p(Iy) C Ih. Jestlize funkce (fop) @' mad primitivni funcki F' na intervalu
Iy, pak F o o™t je primitivnd funkci funkce f na intervalu I, a plati ndsledujici

vztah
[ t@yde= [ o) ar
Dikaz Véty 1.6 a Véty 1.7 najdeme napf. v [13].

Priklad 1.8. Najdéte neurcity integral k funkci %5 na intervalu (2, 3).

Reseni: Neurcity integral najdeme pouzitim Prvni véty o substituci a pomoci

Metody per partes:

myvz 5. | L=V B Ju=nt W=3 ] _
f\/idx_dt:ﬁidx =2 [Intdt = I_ 1 p—q ' |=2Int [2dt =

=2t-Int — 2t =2-\/rln\/z — 2/r + ¢, kde ¢ € R.
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Priklad 1.9. Najdéte neurcity integral k funkci /1 — 422 na intervalu (—%, %)

Reseni: Neurcity integral najdeme pouzitim Druhé véty o substituci:

2x—sitnt
x_sm

[V1—4a?de = da:——costdt = [V1—sin’t- L costdt =
:arcsm(2x)

cos?t = cos(2t) + sin? ¢

=1 [cost-costdt =1 [cos®tdt =| cos®t = cos(2t) + 1 —cos’t | =
2 2 cost = cos(2t)+1
=7 2

f‘m@%:%-%Sith—k}lt—l—c:%-2sint-cost+%t+c:

1
2
=1.22-v/1—sin’t+ Larcsin(2z) + ¢ = £ - /1 — 422 + L arcsin(2z) + c.

Poznamka 1.6. V praxi se Casto setkdvame s integraci racionélnich funkci, tj.
funkei ve tvaru podilu dvou polynomut P,,(z) a Q,(x) proménné z. Integrovani
racionalnich funkci, u kterych n > m, fesime pomoci metody, kterd se nazyva
rozklad na parcidlni zlomky. PTi integraci zadanou racionalni funkci vyjadiime
jako soucet parcialnich zlomki, které jednotlivé zintegrujeme. Je-li m > n, pak
nejprve polynomy P, (z) a @,(x) vydélime a rozklad na parcialni zlomky apliku-
jeme na zbytek ziskany po jejich vydéleni. Postup pouziti rozkladu na parcialni
zlomky v pripadé, kdy mé jmenovatel realné koteny, si ukdzeme na néasleduji-
cim prikladu. Vzhledem k omezenému rozsahu prace se pripadu, kdy jsou kofeny

polynomu @, (z) komplexni, nebudeme vénovat.

Piiklad 1.10. Najdéte neurcity integral k funkci —=*£— na intervalu (0, %).

sin“ x+sin z—2 3

B o . | t=sinz B 1 B
Resem.f sinQ;—T-ssina:—Q dr = dt = cosxzdr | fmdt -
t2+t = (t— 1)(t+2)
:i_|_
t2+t 2 t—1 42
=|1=A(t+2)+B (t 1) |= %fﬁdt—%fﬁdt: thnft—1]—%In|t+2|+c =
= {4 +2A + J?’ B

= :In[sinz — 1| — s In|sinz + 2| 4 ¢, kde ¢ € R,

Vice informaci o neuré¢itém integralu lze nalézt napt. v [13].
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2 Urcity integral

Teorie urcitého integralu prosla dlouhym vyvojem. O jeho definici se zaslou-
zili védci jako I. Newton, A. L. Cauchy, ale v soucasnosti se na urcity intergal
nejéastéji divame z pohledu B. Riemanna. ' Odtud ur¢ity integral nazjvame jako
Riemanntv urdity integral.

Pti tvorbé této kapitoly byla vyuzita zejména literatura [3], [7], [10], [12], [13]
a [17].

2.1 Definice Riemannova urcitého integralu

Uvazujeme nezapornou funkci f, ktera je definovana a omezena na omezeném
intervalu (a, b). Nasim cilem je urcit obsah plochy vymezené grafem funkce f, osou
x a primkami z = a a x = b. Abychom obsah plochy mohli pfiblizné vypocitat,
rozdélime interval (a,b) na n podintervali a na nich aproximujeme skuteény

obsah plochy obsahy obélniki.

”

7

§§§§Y\ 7

a Xi X+l b ;
Definice 2.1. Kone¢nd mnozina bodt D = {xg, 21, ..., x,}, které lezi v intervalu
(a,b), se nazyva délent intervalu (a,b), jestlize plati a = 29 < 27 < ... <
Tp_1 < T, = b. Délict body intervalu (a, b) jsou body x¢,x1, ..., z,, i-ty délict

interval je interval (z;_q,x;) a délka i-tého déliciho intervalu je Ax; =

Ty — Xi—1.

!Némecky matematik 19. stoleti Bernhard Riemann rozsifil definici ur¢itého integralu i pro
nespojité funkce. Predesla Newtonova i Cauchyho definice urcitého integralu platila pouze pro
funkce spojité.
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Pro kazdy interval (a,b) mtZeme nalézt nekoneéné mnoho riznych déleni

a mnozinu vSech déleni intervalu (a,b) znac¢ime D({a,b)).

Abychom mohli nadefinovat Riemanntv urcity integral, je tieba nejprve zavést

nasledujici pojmy.

Definice 2.2. Nechf je dan interval (a, b), na kterém je funkce f omezena a necht
D = {zg,x1,...,2,} je libovolné déleni intervalu (a,b). Ozna¢me pro vSechna
1=1,...n

m; = inf {f(z); x € (z;_1,2;)}, tj. infimum funkénich hodnot f(x) na (x;_1,x;)
M; = sup {f(z); x € (x;_1,x;)}, tj. supremum funkénich hodnot f(z) na (z;_1, z;).
Pak mtzeme definovat dolni, resp. hornt Riemannuv soucet funkce f pri

délent D predpisy

s(f,D) = Zmi (1 — @) = Zmi - Ax;, resp.
=1

i=1

n

i=1

=1

f\f N/

\/

\ 4

s(t.D) S(tD)

Véta 2.1. Uvazujeme funkci f omezenou na intervalu {a,b), libovolnd déleni

tohoto intervalu Dy, Dy € D({a,b)) a infimum, resp. supremum funkénich hodnot
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f(z) na intervalu {(a, b)
m = inf {f(x); x € (a,b)},resp.
M = sup {f(2); @ € (a,5)},
Pak bude platit nasledugici vztah
m-(b—a) < s(f,D1) < S(f,D2) < M-(b—a)
Diikaz Véty 2.1 najdeme napt. v [13].

Definice 2.3. Necht je ddna funkce f, ktera je omezena na intervalu (a, b). Pak
dolnim, resp. hornim (Riemannovym) integralem funkce f na intervalu

(a,b) bude ¢islo

b
/ f(x)dr = sup{s(f,D); D € D({a, b>)}, resp.

/ flz)dx = inf{S(f, D); D € D({a, b))}

Definice 2.4. Necht je déna funkce f, kterd je omezend na intervalu (a,b).

Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b), jestlize

/ibf(:c) dz = ff(x) dz.

Tuto vlastnost funkce f zna¢ime f € R((a,b)) a hodnotu, které se rovna dolni

plati nasledujici vztah

i horni Riemantv integal, nazyvame uréitgm Riemannovym integralem

funkce f na intervalu (a,b) a zna¢ime jej

/abf(x) dz (o (R) /abf(x) iz ).

Pfed samotnym vypoctem urcitého integralu je nékdy vhodné ovérit, zda je
funkce viibec schopna integrace. Tedy zda spliuje podminky integrovatelnosti,
z nichz nékteré jsou blize popsany v nasledujicich fadcich.
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Véta 2.2. Necht je dana funkce f omezend na intervalu {(a,b). Pak bude funkce

f na intervalu {a,b) integrace schopna (neboli f € R({a,b))) pravé tehdy, kdyz
Ve >0 dD € D({(a,b)) : S(f,D)—s(f,D) <e.
Véta 2.3. Necht je dana funkce f, kterd je na intervalu (a,b) monotdnni. Potom
feR({a,0)).
Véta 2.4. Necht je ddna funkce f, kterd je na intervalu {(a,b) spojitd. Potom
feR({a,b)).
Dikazy Vét 2.2, 2.3 a 2.4 najdeme napt. v [14].

Poznamka 2.1. Typickym pfipadem funkce, kterd neni Riemannovsky integro-
vatelnd na intervalu (a,b), je tzv. Dirichletova funkce. BliZze bude popséana v né-

sledujicim prikladu.

Piiklad 2.1. Uvazujme Dirichletovu funkei definovanou na intervalu (0, 1) pfed-
pisem

(z) = 1, pro raciondlni x € (0, 1)
XEI=3 0, pro iraciondlni 2 € (0,1)

Funkce x(z) neni na intervalu (0,1) Riemannovsky integrovatelnd, nebot

horni a dolni Riemanntiv integral se sobé nerovnaji:
f_olx(:p) dz = sup {s(x,D); D € D({(0,1))} =0,
[Ix(x) dz = inf {S(x, D); D € D((0, 1))} = 1.
2.2 Vlastnosti Riemannova urcitého integralu

Dosud jsme uvazovali urcity integral fab f(z)dz, v ptipadé, kdy a < b.

Miizeme se ale setkat i s ptripady, kde a = b. Potom plati

/aaf(x)dx:O.

V ptipadech, kdy b < a a f € R((b,a)), definujeme

/abf(:r) iz = —/baf(a:) da.
16



V nasledujicich vétach jsou uvedeny vlastnosti Riemannova urcitého integralu,
které je tieba zohlednovat pfi vypoctech R-integrali. Pro zékladni algebraické
operace s urcitym integralem, jako je napiiklad sc¢itani, odc¢itani a nasobeni inte-

gralu konstantou, plati podobné vlastnosti jako pro neurcity integral.

Véta 2.5. Necht jsou ddny funkce f,g € R({a,b)). Potom také f+g € R({(a,b))
a plati

/ab (f(x)+g<x>)d$:/abf(w)d:wr/abg(x)dx.

Véta 2.6. Necht f € R({a,b)), c € R. Potom také c- f € R({a,b)) a plati

/abc~f(x)dx:c-/abf(x)dx.

Véta 2.7. Necht jsou dany funkce f,g € R({a,b)). Potom také f -g € R({(a,b)).

Véta 2.8. Necht jsou ddny funkce f,g € R((a,b)) a redlné cislo ¢ > 0 takové, Ze
g(x) > ¢ na {(a,b). Potom bude platit, Ze % € R({a,b)).

Véta 2.9. Necht jsou dany funkce f,g € R({a,b)) a necht plati f(x) < g(x)

Vz € (a,b). Potom také
b b
/ f(z)dx < / g(x) de.

Véta 2.10. Necht je dina funkce f € R({(a,b)) a cisla k, K € R takova, Ze
k< f(z) < K Vx € (a,b). Potom bude platit ndsledujici vztah:

b
k-(b—a)g/ flz)de < K- (b—a).

Dikazy Vét 2.5, 2.6, 2.9, 2.10 najdeme napi. v [10] a dikazy Vét 2.7 a 2.8
najdeme napft. v [13].
Nasledujici véta nam fika, ze urcity integral funkce na daném intervalu mu-

zeme vyjadrit jako soucet integrali funkce pres jednotlivé subintervaly.

17



Véta 2.11. Nechta < ¢ < b, kde a,b,c € R anecht f € R({a,c)) a f € R({c,b)).
Potom f € R({a,b)) a plati

/abf(x) dx = /acf(a:) d:v—l—/cbf(x)dx.

Dikaz Véty 2.11 najdeme napf. v [10].

Véta 2.12. Necht f € R({a,b)) a necht plati, Ze (c,d) C {a,b). Potom také
f e R({c,d)).

Dikaz Véty 2.12 lze nalézt napt. v [13].

2.3 Vypocet Riemannova urcitého integralu

P1i vypoctu Riemannova urcitého integralu pouzivame stejné metody jako pti
vypoctu neuréitého integralu (tj. substituéni metodu a metodu per partes). Je

vsak tfeba nejprve zavést Newton-Leibniziiv vzorec.

Véta 2.13 (Newton-Leibnizuv vzorec). Necht je dina funkce f € R({a,b))

a necht F je jeji primitioni funkci na {(a,b). Potom plati

[ #a)is = F®) - Fa) = [Pa)].

Diikaz Véty 2.13 najdeme napt. v [13].

Priklad 2.2. Vypocitejte obsah plochy vymezené grafem funkce sinx, osou x

a pfimkami r = 0 a z = 27.

Reseni: [ sinz dz = [ — cos x}g = —cosm — (—cos0) = 2.

Obsah plochy vymezené grafem funkce sin z, osou x a pifimkami x =0 a z = 27

bude tedy roven 4.

18



Véta 2.14 (Metoda per partes). Necht funkce u a v maji derivace na intervalu

(a,b) a necht u',v" € R({a,b)). Potom

/ )= [uep@]) [ e e

~ a

u(b)v(b)—u(a)v(a)

Dikaz Véty 2.14 najdeme napt. v [13].

Piiklad 2.3. Najdéte urcity integral k funkci x - Inz na intervalu (1, 2).
1

T

o ’
u=Ilnz wu :[g-lnx]z

1—f2l~ﬁdx:2ln2—

1 z 2

¥

fLo
2

—%lnl—lf12xda::2ln2—%[‘2—2}3:21n2—%.

B o2
Resem:flx-lna:dx =| ,
vV=x v=

VA

0 1 2 T X
Véta 2.15 (Prvni véta o substituci). Necht je dana spojita funkce f defino-
vand na intervalu (a,b) a funkce v, kterd mad derivaci na intervalu («, 5) a plati,
Ze ¢ je na tomto intervalu integrovatelnd. Necht ddle plati, Ze o({c, B)) C (a,b).

Potom
»(B)

B
| ety -v@de= [
o )
Véta 2.16 (Druha véta o substituci). Necht je ddna spojitd funkce f de-
finovand na intervalu (a,b) a funkce ¢, kterd md nenulovou derivaci na inter-

valu (v, B) a necht ¢’ je na tomto intervalu integrovatelnd. Necht ddle plati, Ze

o({a, B)) = (a,b). Potom
b B
[ s@ar= [ em -
Diikaz Vét 2.15 a 2.16 najdeme napf. v [13].
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Priklad 2.4. Najdéte urcity integral k funkci % na intervalu (0, 1).

t=22+2x+3

- . 1 241 dt:(2l’+2)dl' 1 16 4 1 _ 116
Refent: [y miimpdr=| 2 =0:t=3 |=azle=3l-1"];=
r=1:t=6

1 1 1
=TT T

1
<
~
O]
~
NS}
=
\ 4

Poznamka 2.2. Vyznamnym aplikacim urcitého integralu v ekonomii bude vé-

novana zvlastni kapitola.
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3 Nevlastni integral

Na nevlastni integral funkce jedné proménné se lze divat jako na zobecnéni Ri-
emannova urcitého integralu. Riemanniv urcity integral, kterému byla vénovana
predchozi kapitola, zjednodusené splnuje dvé kritéria. Prvni kritérium tika, ze
interval, na kterém funkci integrujeme, musi byt omezeny. Druhé kritérium zase
znamena, ze integrovana funkce musi byt na daném intervalu omezena. V praxi
se muzeme setkat s piipady, kdy je nékteré z téchto kritérii poruseno. V takovém
pripadé hovotfime o nevlastnim integralu.

Tato kapitola byla sepsédna za pomoci literatur [12], [13] a [18].

3.1 Integral jako funkce horni meze

Pro spravné pochopeni pojmu nevlastni integral je vhodné nejprve nadefinovat

integral jako funkce horni meze.

Definice 3.1. Nechf je dédna funkce f Riemannovsky integrovatelna na intervalu

(a,b). Potom pro vSechna t € (a,b) existuje funkce

F(t) = /atf(x) da

kterou nazyvame integrdal jako funkce horni meze.?

Pro vyse zminénou funkci horni meze plati fada vlastnosti. Nékteré z nich
jsou zminény v nasledujicich vétach.
Véta 3.1. Necht je dina Riemannovsky integrovatelnd funkce [ na intervalu

(a,b). Potom bude funkce F(t) = fat f(x) dx na intervalu (a,b) spojitd.

Véta 3.2. Necht je ddina funkce f Riemannovsky integrovatelnd na intervalu
(a,b) a funkce F(t) = f: f(z)dz, kde t € (a,b). Pak plati, Ze v kaZdém bodé

to € (a,b), v némz je funkce f spojita, ma funkce F vlastni derivaci a plati

F'(to) = [f(to)-

20Obdobné bychom mohli nadefinovat i integrél jako funkci dolni meze G/(t) = ftb f(x)dzx pro
t € {a,b).
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Je-li to = a nebo ty = b, jednd se o jednostranné derivace.

Dikazy Vét 3.1 a 3.2 najdeme napt. v [13].
Jak jiz bylo naznaceno v tivodu kapitoly, rozliSujeme dva typy nevlastniho in-

tegralu v zavislosti na poruseni jednoho z kritérii Riemannova urcitého integralu.

e V pripadé, Ze interval, na kterém integrujeme danou funkci, neni omezeny,

mluvime o nevlastnim integralu vlivem meze.

e V pripadé, Ze integrovana funkce neni na daném intervalu omezena, mlu-

vime o nevlastnim integralu vlivem funkce.

Body, v jejichz okoli neni integrovana funkce omezené nebo nevlastni body
—00 a 00, nagyvame singularni body. Takovych singuldrnich bodt uvazujeme

pouze konecny pocet.

Definice 3.2. Nechf je déan bod ¢ € R*, kde a < ¢ < b. Jestlize ¢ = —0
nebo ¢ = oo nebo je-li funkce f na okoli bodu ¢ neomezena, nazveme bod c

singularnim bodem integrace funkce f na intervalu (a,b).

Vypocet nevlastnich integralti provadime pomoci limit. Jedna-li se o vlastni
limitu, tvrdime, Ze nevlastni integral konverguje. Naopak, jedna-li se o nevlastni
limitu (nebo limita neexistuje), tvrdime, Ze nevlastni integral diverguje. Tento

zjednoduseny pohled na vypocet nevlastnich integralt bude néasledné zpiesnén.

3.2 Nevlastni integral vlivem meze

Nevlastnim integralem vlivem meze obecné rozumime integral, u kterého je

alespon jedna z mezi nevlastni.
y A
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Definice 3.3. Necht je ddna funkce f definovand na intervalu (a,c0) a necht

pro kazdé t € (a,c0) existuje integral f(: f(z) dz. Existuje-1li vlastni limita
t
lim / f(z)dx,
t—o0 a

fikdme, ze nevlastni integrdl [ f(x) dz konverguje® (existuje). Existuje-li

tento nevlastni integral, definujeme jej vztahem

/:o f(z) dz = lim /atf(g;) dz.

Je-1i limita nevlastni nebo neexistuje, fikame, Ze nevlastni integral diverguje.

Definice 3.4. Necht je dédna funkce f definovana na intervalu (—oo,b) a necht

pro kazdé t € (—oo,b) existuje integral ftb f(z) dx. Existuje-li vlastni limita

lim /b f(z)dx,

t——o00

fikdme, ze nevlastni integral f_boo f(z) dx konverguje (existuje). Existuje-li

tento nevlastni integral, definujeme jej vztahem

/; f(x)dz = lim_ /tbf(a:) dz.

Je-li limita nevlastni nebo neexistuje, fikdme, zZe nevlastni integral diverguje.

Definice 3.5. Necht je funkce f definovana na intervalu (—oo, c0) a necht kon-

verguji oba nevlastni integraly
[t © a [ @)

kde c € R. Pak fikdme, Ze nevlastni integrdl [~ f(z) dz konverguje (exis-

tuje) a definujeme jej vztahem

/ f(x)dx:/ f(:p)dx+/ f(z)dx, ceR.
Diverguje-li aspon jeden z integralu (1) a (2), pak fikdme, Zze nevlastni integral
[ f(x) dz divergugje.

Ptesny postup vypoctu nevlastniho integralu vlivem meze bude popsan v na-

sledujici podkapitole a aplikovan na konkrétnim ptikladé.

3Kritéria konvergence pro nevlastni integraly lze najit napi. v [13].

23



3.3 Vypocet nevlastniho integralu vlivem meze

Znéme-li primitivni funkeci F' k funkci f na uzavieném intervalu, ktery neob-
sahuje singularni body integrace, mtizeme nevlastni integral f; f(z) dx pocitat

pomoci modifikovaného Newton-Leibnizova vzorce.

/a‘” flw)dz = lim (/t f(@) d“f) = Jim ([F()];) = lim (F(t) - F(a))

t—o00 t—o00

/ ; f(e)do = lim ( / @) dx) = tim_([F@)}) = lim_(F() - F(1))

t——o00 t——o00

/_oo f(a:)da::/_c f(a:)d:t—l—/oof(x)dm:tgr_noo tcf(x)dx+7}i_>rgo/uf(x)dx:

= (F@) = Jim F©) + (Jim F) = F(©) = im ) ~ Jim_F(2)

Priklad 3.1. Vypocitejte nevlastni integral k funkci e2* na intervalu (0, c0)

a rozhodnété o jeho konvergenci.

Regeni: [ e 2" dr = lim [, e 2" dv = lim ([_le_%}t> -

t—o00 t—o00

= lim(—de 2410y =L 4 1 _ 1
t—>oo( 2 2 ) o0 2

Nevlastni integral je roven % a konverguje.

VA
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3.4 Nevlastni integral vlivem funkce

Nevlastnim integralem vlivem funkce obecné rozumime integral funkce, ktera

neni na daném intervalu (a, b) omezena.

Definice 3.6. Necht je dana funkce f definovana na omezeném intervalu (a, b),
ktera neni omezend na zadném levém okoli bodu b a necht pro kazdé ¢t € (a,b)
existuje integral [! f(z) dx. Existuje-li vlastni limita

t

lim [ f(z)dz,

t—=b" S,

fikame, ze nevlastni integral f: f(z)dx konverguje (existuje). Existuje-li

nevlastni integral, pak jej definujeme vztahem

/abf(x) dr = lim /atf(x) da.

Je-li limita nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral diverguje.

Definice 3.7. Necht je ddna funkce f definovand na omezeném intervalu (a, b),

kterd neni omezend na zadném pravém okoli bodu a a necht pro kazdé ¢t € (a, b)

existuje integral j;b f(z) dx. Existuje-li vlastni limita

lim /bf(x) dz,

t—a™t

fikdme, Ze nevlastni integral fab f(z)dx konverguje (existuje). Existuje-li

nevlastni integral, definujeme jej vztahem
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/a Ky dr = lim /t ’ ) de.

t—at
Je-li limita nevlastni nebo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integral diverguje.

Definice 3.8. Necht je dana funkce f definovana na (a,c) U (¢, b), ktera neni

omezend na zadném okoli bodu ¢ a necht konverguji oba nevlastni integraly
c b
/ f@)de  (3) a / f@)de ().

Pak rikdme, Ze nevlastni integral fab f(z)dx konverguje (existuje) a defi-

nujeme jej vztahem

/abf(x)dx = /acf(a:)dx—i—/cbf(x)dac.

Diverguje-li alespon jeden z integralu (3) a (4), fikdme, Ze nevlastni integral

fab f(x)dx diverguje.

3.5 Vypocet nevlastniho integralu vlivem funkce

Nevlastni integral vlivem funkce 1ze obdobné jako nevlastni integral vlivem
meze pocitat pomoci modifikovaného Newton-Leibnizova vzorce opét za pod-
minky, Ze je znama primitivni funkce F' k funkci f na uzavieném intervalu neob-
sahujicim singularni body integrace.

Necht f neni omezend na zadném okoli bodu b:

/ fz)de = tlir;} f(x)dz = lim ([F(2)],) = lim (F(t) — F(a))

a t—b— t—b—

Necht f neni omezend na zadném okoli bodu a:

/ f(z)dr = lim (x)dr = lim ([F(:I:)]?) = lim (F(b) — F(t))

t—at Jy t—at t—at

Necht f neni omezené na zadném okoli bodu ¢ € (a,b):

b

/abf(x)dx:/acf(m)dx—l—/cbf(x)dx: lim tf(x)dx+ lim [ f(x)de =

- +
t—c a u—c "
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= (lim F(t) = Fa)) + (F() ~ lim F(u))

t—c— u—ct

Priklad 3.2. Vypocitejte nevlastni integral k funkci ?{/(11_—)2 na intervalu (0, 1)

a rozhodnété o jeho konvergenci.

Reseni: Pii hledani nevlastniho integralu vyuzijeme modifikovaného Newton-
Leibnizova vzorce pro vypocet nevlastniho integralu vlivem funkce, nebof in-
terval, na kterém integrujeme funkci, je omezeny a pfitom Dy = R — {1}, kde

1€(0,1) a lim ——— = &= = +oo.

z—1— ? (1-x)?

1 1 _ t 1 _ 7 by _
i e = iy g o = Jim ([-39T=2];) -
= lim (3YT—7+3) =3

t—1-

Nevlastni integral je roven 3 a konverguje.

71

LN

0 1 X

\4

Dosud jsme uvazovali nevlastni integraly s maximéalné dvéma singularnimi
body. V praxi se v8ak miizeme setkat i s funkcemi, které maji na intervalu (a, b)
n singularnich bodt, kde n > 2. V takovém ptipadé interval (a, b) rozdélime na n
podintervalii (¢;_1,¢;) tak, Ze a = ¢y < 1 < cg < -+- < 1 < ¢ =D Rekneme,
Ze nevlastni integral funkce f na intervalu (a, b) konverguje, konverguji-li vSechny

integraly fccl_l f(x)dz,i=1,...n a definujeme

/abf(x) iz — i / (@) da.

Diverguje-li alespori jeden z integralt fcc,l f(z)dx,i =1,...n, potom diverguje
také nevlastni integral funkce f na intervalu (a, b).
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Priklad 3.3. Vypocitejte nevlastni integral k funkci Wm na intervalu

(—2,00) a rozhodnéte o jeho konvergenci.
Reseni: Protoze je funkce definovand na Dy = (—2,00), kde —2 € (—2,00) a z4-

roven lim L L — 100, jedné se o nevlastni integral vlivem funkce

oot (z4+3)Vz+2 = o+
i meze se dvéma singularnimi body —2 a oco. Nejprve najdeme primitivni funkci:

t=+x+2

1 _ | =x+2 |_ 1 _ T _
meCM— O R = [ s 2tdt =2 [ iy dt = 2arctgt + ¢ =
dr = 2tdt

= 2arctgvz + 2 +c.

Nyni vyfesime nevlastni integral:
_r—1 1 00 1 o . -1
I= f—2 (x+3)Vz+2 dz + f—l (z+3)Vz+2 dz = ti‘?; [2 arctgyr + 2 e T

+ lim [2arctgy/z + Q]i1 =, li1r21+(2 arctgl—2 arctg/t + 2)+ li_>m (2arctgyv/u + 2—
—— U—700

U—00
—2arctgl) = 7.

Nevlastni integral je roven 7 a konverguje.

Poznamka 3.1. Aplikacim nevlastniho integralu v ekonomii bude vénovéana

zvlastni kapitola.
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4 Aplikace integralniho poc¢tu v ekonomii

Integralni pocet ma velky vyznam a uziti v ekonomii, fyzice, statistice, che-
mii a v dalSich sférach. Jednotlivé aplikace neurcitého, urcitého a nevlastniho

integralu v ekonomii budou popsany v nasledujicich kapitolach.

4.1 Aplikace neurcitého integralu

Neurcity integral je v ekonomické praxi vyuzivan zejména pro vypocet cel-
kovych néakladd, celkovych ptijmi nebo pro popsani tvorby kapitalu v zavislosti
na case. Pred samotnym popisem téchto aplikaci neurcitého integralu si nejprve
zavedeme nékteré dilezité pojmy:

e Naklady rozumime spotiebu vyrobnich prostiedkil v penéznich jednotkach.

e Priymy jsou priristky penéznich prostiedk.

e Kapitdlem jsou prostiedky, které investujeme za tcelem zisku.

V nésledujici podkapitole bude popsano, jak lze neurcitym integralem ziskat in-

formace o celkovych nakladech a celkovych piijmech.

4.1.1 Celkové naklady a celkové piijmy

Celkové ndklady znac¢ime T'C' * a funkci, kterd popisuje celkové naklady na vy-

robeni = vyrobkt, zna¢ime T'C(x) a plati pro ni vztah
TCO(x) = K +V(x),

kde K jsou fixni néklady, které se neméni s objemem produkce, a V(z) jsou
variabilni naklady, které se naopak s objemem produkce méni.
Funkci, ktera popisuje priumérné ndklady na vyrobu jednoho vyrobku pfi vy-

robeni x vyrobku, zna¢ime AC(z) a plati pro ni vztah
T
AC(z) = Clo)

i

4Oznadeni celkovych nakladd TC vychazi z anglického nazvoslovi total cost. Déle zminéné
prumérné naklady AC vychézi z average cost a mezni naklady M C z marginal cost. Obdobné
znadeni plati i pro piijmy R (revenue).
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Pomoci celkovych nakladu lze také zjistit ndklady na vyrobu x-teho vyrobku,

které znacime C(x) a lze je popsat funkei
Cx) =TC(x) =TC(x —1).

Néklady na vyrobu z-tého vyrobku lze ilustrovat pomoci nasledujiciho moti-

vacniho obrazku.

TC * TC(x)

TC(x)

TC(x-1)

x-1 X ;
Naklady na vyrobu z-tého vyrobku C(z) jsou v obrazku uréené tseckou |AC|.
Jestlize funkci TC(x) v bodé x — 1 aproximujeme te¢nou ¢, lze tyto naklady C(x)
pfiblizné nahradit useckou |AB], tedy diferencidlem funkce 7TC'(z) v bodé z — 1

pro piiristek Ax = x — (z — 1). To znamen4, Ze
Clx) =dTC(z—1)=TC'(x —1)- Aoz =TC'(z — 1).

Z obréazku vidime, Ze hodnota 7'C’(x — 1) ur¢uje mezni hodnoty funkce C(z).
V tomto pfipadé (u funkce s konvexnim pribéhem) 7°C’(xz —1) uréuje dolni krajni
moznou hodnotu funkce C'(x). Proto zavadime funkci meznich ndkladi, pro kterou
plati

MC(z) =TC'(x).

Mezni (neboli margindlni) nédklady M C(x) v bodé x —1 tedy pfiblizné udavaji
naklady na vyrobu z-tého vyrobku.

Nyni se jiz dostavame k samotné aplikaci neurcitého integralu. Jelikoz in-
tegrovani je inverzni operace k derivovéani, vyuZijeme vztah MC(z) = TC'(x)

30



a je-li znaméa funkce meznich ndkladi MC/(x), 1ze pomoci neurcitého integralu

vypocitat funkci celkovych nakladt T'C(z) ze vztahu
TC(x) = /MC(:IJ) dx.

Priklad 4.1. Jsou dany mezni naklady popsané funkci MC(x) = 10?-¢%3% v K&.
Najdéte funkci celkovych nakladi T'C(z) a zjistéte celkové naklady na vyrobu 20
vyrobkt, jestlize zname fixni naklady K = 3 - 10® K¢.

Regeni: TC(x) = [10%- %% do = 1. 03 4 ¢,

Abychom ur¢ili integra¢ni konstantu ¢, vyuzijeme vztah TC(z) = K + VC(x),
kde fixni nédklady nezavisi na objemu produkce, a proto pro x = 0 budou celkové

naklady rovny fixnim nakladtm:

TC0) =K
13
W 0304 3. 108
3
100 8
=3-10— —=--10°
¢ 3 3

Celkové naklady na vyrobu 20 vyrobkt budou:
TC(20) = 18 . 2320 4 8. 103 = 137142, 93 K&.

Nyni si ukdzeme, jak 1ze pomoci neurcitého integralu vypocitat i celkovy pfi-
jem. Celkovy prijem T R(z) je mnoZstvi penéznich prostfedku ziskanych z prodeje

x vyrobki a pro jeho vypocet plati vztah
TR(z) =P -z,

kde P je cena jednoho vyrobku a x je mnozstvi prodanych vyrobki.
Funkce AR(x) udéva pramérny prijem z jednoho prodaného vyrobku pii x

prodanych vyrobcich a plati

TR(x)

AR(z) = .
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Meznim prijmem rozumime pfibliznou zmeénu celkovych piijmt v disledku
zmény prodeje o jednotku a obdobnym postupem jako u jiz zminéné nakladové

funkce bychom dospéli ke vztahu M R(z) = TR/ (x), a tedy
TR(x) = /MR(x) dx.

Poznamka 4.1. Obecné lze vztahu mezi celkovou a mezni veli¢inou vyuzit také
u jinych veli¢in (napf. u uzitku), kdy celkovou veli¢inu ziskame zintegrovanim
veli¢iny mezni.

Piiklad 4.2. Jsou ddny mezni pi{jmy popsané funkci M R(z) = (2x — 1—30) -2

v K¢. Najdéte funkci celkovych ptijmia T'R(z) a zjistéte celkové piijmy z prodeje
10 vyrobki.

Reseni: Celkové piijmy ziskdme zintegrovanim meznich piijmi za pouziti Metody
per partes:

3 /
_ BN E o u=2r—15 U =2
TR(z)= [ (2z ) ez dr = o — ot S — 9%

100

:(227—1—(3)0)'26%—

—4-fe§ = (420—%) -e3 — 8ez +c:e%-(4x—%)+c.
Abychom uréili integra¢ni konstantu ¢, vyuzijeme vztah TR(x) = P-x, ve kterém

bude pro x = 0 platit:

TR(0)=0

0 403

e ( 0 50>+c 0
o 403
50

Celkové prijmy z prodeje 10 vyrobkt budou:
TR(10) == - (4-10 — 42) 4 493 — 4748 38 K.

Dalsi aplikaci neurcitého integralu v ekonomii je teorie tvorby kapitalu.

4.1.2 Tvorba kapitalu a toky investic

Tvorbou kapitalu rozumime proces hospodarské aktivity, pii kterém se tvori

penézni prostiedky, které jsou nasledné pouzity k investovani. Sledujeme-li tento
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proces v Case, lze zdkladni kapital vyjadiit jako funkei ¢asu K (t). Pomoci derivace
této funkce lze urcit miru tvorby kapitalu K'(t), kterou lze ztotoznit s mirou toku

Cisté investice v case t, oznacovanou I(t), tj.

Piiklad 4.3. Je dan disty investiéni tok I(t) = 25v/t2 v Ké. Zéakladni kapital

v Case t(0) je 1000 K¢. Urcete zménu kapitalu v zavislosti na case.
- 5
Resent: [ 25v/12dt = 255 + ¢ = 15V/15 +c.
3
Integrac¢ni konstantu ¢ vypocitdme pro ¢t = 0:
1000 = 15 - V0? + ¢
¢ = 1000.

Z4kladni kapital bude tedy v ¢ase t roven K (t) = 15 - v/£5 + 1000 K¢.

Pii tvorbé kapitoly Aplikace neurcitého integralu byly vyuzity predevSim
zdroje (3], [4], [5], [6], [8] a [11].
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4.2 Aplikace urcitého integralu

Kromé neurcitého integralu naléza v ekonomii uplatnéni také integral urcity.
Diky integra¢nim mezim urcitého integralu mizeme naptiklad pozorovat riizné
ekonomické ukazatele v ¢ase. Siroké spektrum aplikaci uréitého integralu v eko-
nomii bude v této kapitole postupné vysvétleno a predvedeno na praktickych

prikladech.
Pti zpracovani této kapitoly byly vyuzity zdroje [1], [2], [3], [5], [6], [8] a [11].

4.2.1 Celkové naklady a celkové prijmy v ¢asovém intervalu

Prvni aplikace urc¢itého integralu v ekonomii navazuje na teorii, které byla
vénovana predchozi podkapitola, v niZz jsme zjistovali celkové veli¢iny pomoci
znamych meznich veli¢in. Nyni budeme schopni pomoci urcitého integralu sledo-
vat celkové veli¢iny i v néjakém Casovém intervalu.

Obecné plati, Ze zname-li spojitou funkci f(t), kterd popisuje naklady nebo
piijmy v ¢ase t, kde t € (t1,t3), miZeme za pouziti uréitého integralu vypocitat

celkové naklady nebo celkové piijmy za dany ¢asovy interval (¢i,ts), t].

to
TC(th, 1) = / F(#) dt, resp.
t1

TR(t:, 1) — / oL

Priklad 4.4. Urcete celkovy pfijem za obdobi prvnich 3 let, je-li zndméa funkce
f(t) = 10t - @Y v K&, ktera popisuje pifjem v ¢ase t, pficemz jednotkou Easu
je 1 rok.

Reseni: Pfi vipoc¢tu uréitého integralu, jehoz integraéni meze budou 0 a 3, vyu-

zijeme Prvni vétu o substituci i Metodu per partes:

z=2t+1
t:zgl
TR(0,3) = [ 10t - D) gt = | dz =24t =5 [M(z=1)-e"dz =
t=0:2=1
t=3:2=7
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— r_
= o LS =3y el [ e) = (6T — [e]) =

= 5(6e” — (" —€')) = 13714, 71 K.

N

4.2.2 Prebytek spotrebitele a prebytek vyrobce

Dalsi aplikace urcitého integralu se tyka trhu vyrobk a sluzeb, proto zminime

nasledujici dilezité pojmy:

e Nabidkou rozumime mnozstvi zbozi, které je vyrobce ochoten prodavat pri

riznych trovnich ceny.

e Poptavkou rozumime mnozstvi zbozi, které je spotifebitel ochoten nakoupit

pri riznych trovnich ceny.

e Dokonala konkurence je teoreticky model trhu, na kterém je v daném od-
vétvi velky pocet nakupujicich a prodavajicich, ale zadny neni schopen
ovlivnit cenu. Dalsim znakem je volny vstup do daného odvétvi a homogenni

produkty.

Zakladnim predpokladem nasledujicich tivah je rovnovaha na dokonale konku-
ren¢nim trhu. Rovnovéha na trhu nastava v okamziku, kdy se nabizené mnozstvi
rovna poptavanému mnozstvi. Takové mnozstvi se nazyva rovnovdiné mnoZstui,
které zna¢ime xz°. Rovnovaznému mnozstvi odpovida rovnovdind cena, kterou
zna¢ime Pg. Pro funkci nabidky s(z) a pro funkci poptavky d(z) bude pii rov-

novazném mnozstvi platit vztah s(x) = d(z).

PA

o

=V

X

®Oznaceni pro rovnovahu E vychazi z anglického equilibrium. Déle zminéné oznaceni pro
nabidku s je odvozeno od supply a pro poptavku d od demand.
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V praxi se mizeme setkat se situaci, kdy jsou spotfebitelé ochotni nakupovat
dany vyrobek za cenu vyssi nez je Pg, v takovém pripadé vznika tzv. prebytek
spotrebitele. V nasledujicim obrazku je pfebytek spotiebitele ilustrovan jako rozdil
mezi nejvétsi ¢astkou, kterou je spotiebitel ochoten zaplatit za dané mnozstvi
vyrobktl, a castkou, kterou spotiebitel skutecné plati. Tuto tvahu lze zapsat

pomoci integralu, t;j.

PS:/ d(x)dr — xg - Pg.
0

»
L
Xg X

Prebytek vyrobce zase vznika v ptipadé, kdy jsou vyrobci ochotni prodavat
nabizné mnozstvi za cenu nizsi nez je Pg. Tuto situaci lze opét ukazat na obrazku,
ve kterém je prebytek vyrobce predstaven jako rozdil mezi nejmensi castkou,
za kterou je vyrobce ochoten prodat dané mnozstvi vyrobkt, a cenou, za kterou

dany vyrobek skute¢né prodal, tj.

zE
PV =xp- Py — / s(x) dux.
0

P A

Py

=y
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Priklad 4.5. Urcete prebytek spotiebitele a prebytek vyrobce, jestlize je zndma
funkce poptéky d(z) = 50 — 22 v K¢ a funkce s(z) = 2(2z + 1), ktera popisuje
nabidku daného vyrobku a je rovnéz vyjadiend v K¢.

Reseni: Abychom mohli tlohu vyfesit, je nutné nejprve zjistit rovnovazné mnoz-
stvi a rovnovaznou cenu. Rovnovazné mnozstvi vypocitame z rovnosti

d(z) = s(x):

50 — 227 = 2(2z + 1)
2’ +22—24=0

Kofeny kvadratické rovnice jsou z; = 4 a r9 = —6. Rovnovazné mnozstvi tedy
bude xg = 4, nebot zdporna hodnota druhého kofene rovnice zde nemé smysl.
Rovnovaznou cenu vypocitame z jedné z rovnic dosazenim zg:
Pr =50—2-4% =18 K&.
Nyni jsme schopni vypocitat prebytek spotiebitele i vyrobce:
PS = [/(50 — 22%) dz — 418 = [50z — 22%]; — 72 = 157,33 — 72 = 85,33 KC.
PV :4-18—f042(2x+1)dx =72 — [2x2—|—2x]é =72 — 40 = 32 K¢.

rt Pa

v

><v

Xy X, X

Piebytek spotiebitele Prebytek vyrobce
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4.2.3 Tvorba kapitalu a toky investic v ¢asovém intervalu

V jedné z predchozich podkapitol, ktera se vénovala aplikacim neurcitého
integralu, jsme tvorbu kapitalu vysvétlili jako funkci ¢asu a ukazali pro ni vztah
v Case t: K'(t) = I(t). Pomoci uréitého integralu navic budeme schopni tuto
funkci pozorovat v néjakém casovém intervalu (¢y,s).

Znédme-li funkci ¢istych investic 1(t), pak bude pro tvorbu kapitalu K (t) bé-

hem ¢asového intervalu (tq,t2) platit vztah

Obdobneé lze kapital sledovat jiz od pocatku jeho tvorby. Tvorbu kapitalu tedy

muzeme definovat pro ¢asovy interval (0,t;) vztahem

A protoze lze uvedeny integral rozepsat podle Newton-Leibnizova vztahu, t;j.
[ Iy dt = [K(1); = K(t) — K(0), mizeme z n&j odvodit velikost kapitalu

v Case t1, t].
t1
K(t;) = K(0) +/ I(t)dt,
0

kde K(0) je pocatecni zakladni kapital.
Nésledujici priklad bude vychazet ze stejného zadani jako Priklad 4.3, tento-

krat vsak budeme sledovat velikost kapitalu v daném casovém intervalu.

Ptiklad 4.6. Necht je dan investiéni tok I(t) = 25v/12 v tis. K& Urcete tvorbu
kapitalu béhem patého az desatého roku.
Reseni: Ze zadani uréime ¢asovy interval, béhem kterého kapital sledujeme, t;j.

(4,10). Nyni mtizeme fesit uréity integral s integra¢nimi mezemi 4 a 10:

5110
[10 955/t = 25 [%} — 15/10° — 15V/45 = 545,05 tis. K&,
3

4
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4.2.4 Spojité uroceni

Pred zavedenim samotné aplikace urcitého integralu, tykajici se spojitého tro-

¢eni, nejprve nadefinujeme zékladni pojmy tykajici se této problematiky:
e Urokem rozumime cenu, za kterou vefitel poskytne ptjcku dluznikovi.

e Urocenim rozumime proces vypoctu troku.

Urokovd mira je hodnota tiroku v procentech za dané obdobi.

Urokové obdobi je Gasovy interval, na jehoz konci je trok pfipsan.

Spojité urocent je zvlastnim piipadem podroc¢niho troceni, kdy se intervaly
pripisovani urokt nekonecné zkracuji. Spojité troceni je zaroven slozenym tro-

¢enim, u né€jz pro splatnou ¢astku na konci n-tého roku plati vztah

kde K, je pocatecni kapital a ¢ je tirokova mira.
U spojitého troceni se setkavame s efektivni iurokovou mirou i., coz je rocni

urokova mira, kterd nam pri castém pripisovani urokt dava stejny trok jako roc¢ni

1+z’e:<1+i) ,
m

kde m je frekvence pfipisovani troki.

urokova mira a plati

Jak jiz bylo feceno, délka irokovacich obdobi se u spojitého troceni nekonecné
zkracuje, tedy klesa k nule, a pomoci limitniho vyjadieni a definice eulerova ¢isla

bude platit

m\ %

s 1 Lamyi
Lo = lim (14 )™ = T (14 )%)" ="
Pro splatnou ¢astku na konci n-tého roku u spojitého troceni pii tirokové mire
¢ bude tedy platit
K, =Kgy-e™m.
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Uvazujeme-li irokovou miru ¢ proménnou v ¢ase ¢, vypocitame splatnou ¢astku

pri spojitém troceni za pouziti urcitého integralu pomoci vztahu
Kn — KO . efoni(t) dt.

Priklad 4.7. Jaky musel byt pocatecni vklad, jestlize se po 2 letech a 9 mési-

, , v v v e, s , v , , . 2
cich zaro¢il na 25000 K& pii spojitém troceni s tirokovou sazbou i(t) = %%

proménnou v Case t, kde t je v letech.
Reseni: Nejprve vypocitame uréity integral proménné Grokové miry v ¢ase t tak,
ze urokovou sazbu i v % vydélime 100, abychom ji pfevedli na interval (0, 1):

1 2,75 52 _ 5 27542411 _ 5 275 5 2,7 1 _
100 Jo 1+¢2 dt = 100 Jo 1+¢2 dt = 100 Jo Ldt dt =

100 Jo 142
2,75 2,75
= 5[ — 35 [arctg o™ = 0,0764.

Nyni jiz miZeme zjistit pocateéni hodnotu kapitalu z rovnice K,, = K - elo i dt;

_ 25000 __ 25000 _ *
Ko = —575 57— = Foer = 23161, 14 K¢.

dt
e’ 0 1+¢2

4.2.5 Soucasna a budouci hodnota piijmua

Dalsi aplikace urcitého integralu v ekonomii spociva v tiloze najit pocatecni
hodnotu kapitalové investice, kterd by ndm pii spojitém troceni a i — % rocnim
uroku zajistila pozadovany budouci piijem.

Za téchto predpokladi hledame pocatecni hodnotu kapitalu, kterda nam za-
jisti nepfetrzity tok pi{jmt po dobu n let. Zname-li funkci R(t), kterd popisuje
tok budoucich pfijmu v Case t, lze za uvedenych podminek definovat pocatecni

hodnotu vkladu v ¢ase ¢ = 0, kterou nazyvame soucasnd hodnota prijmu a plati
" it
PV :/ R(t) - €7 100 dt.5
0

Pfi investi¢nim rozhodovani nas bude zajimat i budouci hodnota prijmai, kte-

rou zavedeme za stejnych podminek, tedy pfi spojitém troceni a pfi i — % ro¢nim

6Pro souc¢asnou hodnotu pifjmi pouzivime oznadeni PV z anglického present value a dile
zminénou budouci hodnotu pfijmi zna¢ime F'V od future value.
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uroku. Zname-li funkci R(t), kterd popisuje tok budoucich p¥ijmi v ¢ase ¢, bu-

douci hodnotu pfijmi v ¢ase t = n vypocitame pomoci vztahu

FV = / R(t)- e o dt.
0

Priklad 4.8. Urcete soucasnou hodnotu pfijmi nepretrzitého toku prijmt po dobu
10 let, kde mira toku pfijmu v ¢ase ¢ je popsana funkci R(t) = (1 + 3t) v tis. K¢
pii spojitém troceni s rocni sazbou 6%.

Reseni: Pfi vypoctu urcitého integralu s integraénimi mezemi 0 a 10 vyuZijeme
Metodu per partes:

u=1+3t u =3

f (14 3t)-e %0 dt =1 "~ o 06t 1 006t |=
vV =c¢e V= —555¢
1 0,06t\] 10 3 0,06t 31 ,—0,6 1
Z[(1+3t)'(—m€ ’ )]0 —Jo —goe "M dt = —505¢ " + G5 +

10
o3 [—Le—ovoﬂo 266,89 + -2

Tt Fo5¢ 0% + 555) = 109,10 tis. Ke.

0 06 (_ 0,06

4.2.6 Lorenzova krivka a Giniho koeficient

Posledni v praci zminéné ekonomicka aplikace urcitého integralu bude véno-
vana problematice rozdéleni diichodii ve spolecnosti. Dichodem pritom rozumime
tok pfijmi, ktery plyne danému ekonomickému subjektu.

Pro méteni stupné nerovnosti v diichodech byla zavedena Lorenzova krivka,
ktera prirazuje procentné rozdélenym skupinam obyvatelstva procentni rozdéleni
dichodi. Absolutné rovnomeérné rozdéleni diichodti mezi obyvatelstvo popisuje

idedlni Lorenzova krivka, jejiz trend lze znazornit na nasledujicim obrazku.

% dich.a
JOO %l

100% % dom.
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V realnych hodnotach vSak rozdéleni dichodt popisuje skutecna Lorenzova
krivka, ktera ma konvexni pribéh. Ekonomicka teorie jeji pribéh ve spojitosti
s rozdélénim dichodt nazyva dichodovou pyramidou. To znamend, Ze Siroky za-
klad tvofi vétSina obyvatelstva s niz§imi dtichody a ostrou spicku pyramidy tvori

méné pocetné vrstvy nejbohatsich.

% diich. 4

100% ............................

100% % dom.
Pro méfeni miry nerovnosti v diichodech byl zaveden Giniho koeficient. Ten

porovnava skutecnou Lorenzovu kiivku s idealni. Tuto tivahu lze ilustrovat na na-

sledujicim obrazku.

% diich.4

100% .............................. /

LKy

100% % dom.
Giniho koeficient GK srovnava plochu pod idealni Lorenzovou kiivkou s plo-

chou pod skute¢nou Lorenzovou kiivkou a je definovan vztahem

A-B
K=—.
¢ A

Poznamka 4.2. Pro nésledujici ivahy budeme misto intervalu (0, 100) pouzivat

interval (0, 1), kde 1 odpovida 100%.
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Protoze plocha pod idedlni Lorenzovou kfivkou je rovna %, lze vztah Giniho

koeficientu vyjadiit nasledovné:

A-B 1

kde plochu pod skutec¢nou Lorenzovou kfivkou miizeme vyjadrit pomoci urcitého

integralu s integra¢nimi mezemi 0 a 1 a pro Giniho koeficient tedy bude platit
1
GK=1-2 / LK (x)dzx.
0

Giniho koeficient nabyva hodnot na intervalu (0, 1), kde hodnoty blizici se
k nule znamenaji spiSe rovnomérné rozdéleni diichodi a naopak hodnoty blizké

¢islu 1 znamenaji spise nerovnomérné rozdéleni diichod.

Priklad 4.9. Vypocitejte Giniho koeficient, je-li skute¢na Lorenzova krivka po-

psana funkci LK, = 22.

B % . _ 1 9 _ x3 _ 2 __ 1
Reseni: GKfl—Q-foa: dr=1-2- [?]071_575'
% dich. 4
100% ............................. /
0 100% % dom.

Vysledna hodnota Giniho koeficientu % vypovida o spise rovnomérném rozdé-

leni dichodi.

43



4.3 Aplikace nevlastniho integralu

Aplikace nevlastniho integralu v ekonomii tizce souvisi s aplikacemi urcitého
integralu. V praci jiz bylo naznaceno, ze nevlastni itegral je specidlnim typem
urcitého integralu, kdy bud interval, na kterém funkci vySetfujeme, je neome-
zeny, nebo funkce je na daném intervalu neomezena. V ekonomickych aplikacich
nevlastniho integralu pracujeme zejména s nevlastnimi intergraly vlivem meze,

4 z v v .7 . d v v z v z .
nebot nam umoznuji sledovat ekonomické veli¢iny v nekoneéném casovém inter-
valu (tq, 00).

Tato kapitola byla zpracovana za pomoci zdroje [8].

4.3.1 Vé&ény duchod

Tato aplikace nevlastniho integralu navazuje na aplikaci integralu urcitého,
kde jsme zjistovali celkovy pfijem za urcity ¢asovy interval. V tomto piipadé vSak
budeme uvazovat ¢asovy interval (t1, 00), nebot predpokladame vééné prijmy, tzv.
vécny duchod.

Obecné tedy plati, Ze uvazujeme-li spojitou funkei f(t), kterd popisuje pfijmy
v Case t, kde t € (t;,00), mizeme za pouziti nevlastniho integralu vlivem meze
vypocitat celkové piijmy za dany ¢asovy interval (¢;,00) nebo-li vé¢ény dichod

predpisem

TR(t;,00) = / ) .

Priklad 4.10. Urcete dozivotni celkovy piijem, je-li znama funkce

f(t) =100 - f(iiif) v tis. K¢, kterd popisuje piijem v Case t, pfi¢emz jednotkou

casu je 1 rok.
Reseni: Pfi vypocCtu nevlastniho integralu vlivem meze vyuzijeme Prvni vétu
o substituci:

TR(0,00) = [;°100 - 522 dt = Tim (100- f; $5+2 at) —

e(t3+1) 2500 0 o(t3+t)

=1 =0 s=0 ! = lim (100- [; 2 ds) = lim (200 [-1]’) =

2Z—00 0 e Z—00 0
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Z—00

= 1im (200 [——5] ) =200+ 0+ 1) = 200 tis. Ke.
0

4.3.2 Neomezeny kapitalovy prijem

Posledni uvedena ekonomicka aplikace nevlastniho integralu rovnéz navazuje
na aplikaci urcitého integralu, ve které jsme hledali poc¢atec¢ni neboli soucasnou
hodnotu kapitalu, kterd by nam pii spojitém troceni a i — % trokové mire zajistila
nepfetrzity tok piijmt R(t) po dobu n let.

Tentokrat vsak budeme uvazovat, ze casovy interval, po ktery nam plyne
dany tok pfijmt, je neomezeny, tj. (0, 00). Takovy budouci tok pfijmi nazyvame
neomezeny prijem a jeho soucasnou hodnotu vypocitdme pomoci nevlastniho

integralu vlivem meze ze vztahu
PV :/ R(t) - e~ 100 dt.
0

Priklad 4.11. Urcete soucasnou hodnotu neomezeného kapitédlového piijmu,
ktery nam bude plynout dozivotné, jestlize mira toku piijmt v case t je po-
psana funkci R(t) = (1000t + 200) K¢ pfi spojitém troceni s ro¢ni sazbou 2%,
kde t je v letech.

Reseni: Pii vypoctu nevlastniho integralu vlivem meze vyuzijeme Metodu per

partes:

PV = fo"o(l 000t + 200) - o002t Jp Zlggo fo (1000t + 200) - 00,02t gp
u = 1000t +200 « = 1000

= =002t 4 — 0%26—0 02 | =

lm ([(1 000t + 200) - (_r%me—o,omt } + foz 100(?20 —0,02¢ dt>

0,02

— lim (—(50 000z + 10 000) - =%%2 10,000 + 50 000 - [ ! 6—070%} ) _
Z—00 0

Z—00

= lim (—(50 000z + 10000) - €~%92% + 10 000 + 50 000 - (— 5557002 + 002)) =
= 10000 + 2500000 = 2510000 K&
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Zavér

Zpracovani této bakalaiské prace mne presvédcilo, Ze integralni pocet ma
velky vyznam a Siroké uziti v ekonomické praxi. Nejvétsi podil na ekonomickych
aplikacich mé zfejmé urcity integral diky svym integra¢nim mezim, které ndm
napfiiklad umoznuji sledovat rtizné ekonomické ukazatele v ¢asovém intervalu.

Ctenai miiZe v praci nalézt jak zakladni matematické pojmy, vlastnosti a vztahy
tykajici se integralniho poctu, tak i velké mnozstvi ekonomickych aplikaci neurci-
tého, urc¢itého i nevlastniho integralu. Doporuceny rozsah prace mi vsak nedovolil
uvést uplné vsechny existujici aplikace.

Jediny problém, se kterym jsem se pri psani bakalarské prace potykala, byl

nedostatek literatury zabyvajici se aplikacemi nevlastniho integralu.
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