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Studijńı obor: Aplikace matematiky v ekonomii
Forma studia: prezenčńı
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1.1 Historie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Formy efektivnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.4 Stochastický kalkulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.4.2 Rozš́ı̌reńı modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Závěr 47
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Úvod

Tématem diplomové práce je modelováńı chováńı finančńıch trh̊u. Toto téma

jsem si vybrala z d̊uvodu zájmu o finančńı matematiku. V práci se zabývám

myšlenkou, jak lidské emoce ovlivňuj́ı situaci na trhu a jak lze tuto informaci

zahrnout do modelováńı jeho chováńı. Jedni z prvńıch, kteř́ı se pokusili překlopit

poznatky z behaviorálńı ekonomie do matematického modelu jsou Lamba, Cross,

Grinfeld, Seaman.

Ćılem diplomové práce bylo ukázat odvozeńı modelu pro simulaci chováńı

finančńıho trhu, který je založen na poznatćıch behaviorálńı ekonomie, publiko-

vaném v [8]. Provést simulace, které by ověřily výsledky tohoto článku a realizovat

rozš́ı̌reńı modelu, které jej maj́ı v́ıce přibĺıžit realitě. Samotný model je uložen

na přiloženém CD a je popsán v př́ıloze.

Práce je rozdělena do čtyř kapitol. V prvńı a druhé kapitole jsou popsány

dvě protich̊udné teorie finančńıch trh̊u. Prvńı z nich je teorie efektivńıho trhu,

která je filozoficky spojena s neoklasickou ekonomíı. Předpokládá, že všichni

účastńıci se na trhu chovaj́ı racionálně. Druhou je behaviorálńı ekonomie, která

se odkláńı od tohoto předpokladu a tvrd́ı, že lidé maj́ı sklon k chybováńı. Roz-

hoduj́ı se na základě psychologie davu a emoćı. Ve třet́ı kapitole se zabývám sto-

chastickými procesy a stochastickými diferenciálńımi rovnicemi, které využijeme

pro modelováńı tržńı ceny akcie. Oboje je ovlivněno náhodou. Ve čtvrté kapi-

tole se seznámı́me se samotným modelem a jeho odvozeńım. Dále v této kapitole

ukážeme výsledky simulaćı a několika jeho rozš́ı̌reńı.

Na konci jsem uvedla literaturu, kterou jsem využila pro sepsáńı této práce.

Může sloužit i jako zdroj pro nastudováńı a rozš́ı̌reńı znalost́ı o tuto problematiku.
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Kapitola 1

Teorie efektivńıho trhu

Na začátku se budeme zabývat teoríı efektivńıho trhu, která se snaž́ı popsat

chováńı kurz̊u cenných paṕır̊u, zejména akcíı. Dozv́ıme se, kdo teorii efektivńıho

trhu založil, jaké jsou jej́ı formy a předpoklady. Tato kapitola byla zpracována

pomoćı zdroj̊u: [7], [23].

1.1. Historie

Francouzský matematik Louis Bachelier ve své disertačńı práci v roce 1900

uvedl:
”
Ceny konaj́ı náhodnou procházku“. Znovu se k této myšlence vrátil až

v roce 1953 statistik Maurice Kendall, který se zabýval hledáńım cenových cykl̊u

na zbožových trźıch 1. Avšak nemohl žádné naj́ıt a došel k závěru:
”
Ceny bloumaj́ı

bez ćıle“. Za zakladatele teorie efektivńıch trh̊u (EMH) je považován Eugene

Fama, který zformuloval teoretický základ.

1.2. Formy efektivnosti

E. Fama rozlǐsuje 3 formy efektivnosti trhu podle publicity informaćı:

1. Slabá forma efektivnosti obsahuje pouze minulé (historické) informace

o kurzech akcíı. Z tohoto d̊uvodu nemá žádný dopad pro předpov́ıdáńı budoućıho

1Světový trh děĺıme, podle toho s č́ım obchodujeme na zbožový (trhy s hmotným a ne-
hmotným zbož́ım a službami, komoditńı trhy, trhy s hotovými výrobky, trhy se službami, trhy
s vědeckotechnickými poznatky) a finančńı (trhy vklad̊u a úvěr̊u, peněžńı trhy, akciové trhy,
dluhopisové trhy, derivátové trhy, trhy s ostatńımi finančńımi nástroji, trhy s devizemi).
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pohybu kurz̊u.

2. Středněsilná forma efektivnosti odráž́ı nejen minulé (historické) in-

formace, ale i veřejně dostupné souvztažné informace. V porovnáńı s předchoźı

formou nyńı jde o vyšš́ı stupeň efektivnosti trhu. Jelikož jsou akciové analýzy

založeny na veřejně dostupných informaćıch, nelze opakovaně zajistit dosažeńı

nadpr̊uměrných výnos̊u.

3. Silná forma efektivnosti představuje situace, kdy akciové kurzy reflektuj́ı

veškeré informace, které je možno źıskat. Někdy je tento trh nazývám perfektńım,

kdy akciový kurz představuje pravdivou, objektivńı hodnotu.

1.3. Předpoklady efektivńıho trhu

• K efektivnosti trhu přisṕıvá vždy př́ıtomný ziskový motiv investor̊u, d́ıky

kterému je možno identifikovat a eliminovat př́ıpadné drobné odchylky

v kurzech akcíı od jejich vnitřńı hodnoty během několika minut či sekund.

• Na trhu se předpokládá co nejbližš́ı posun k tvrdě konkurenčńımu trhu

s velkým počtem nezávislých investor̊u, kteř́ı maj́ı stejný př́ıstup k techno-

logíım, informaćım a obchodńımu systému.

• Pro efektivnost trhu je nutný volný a všem dostupný tok informaćı o firmách,

trhu, odvětv́ı, domáćı ekonomice, ale i zahraničńıch trźıch a ekonomikách.

• Technický předpoklad pro fungováńı efektivńıho trhu je vybudováńı kva-

litńı infrastruktury, zejména transparentńı a bezchybně pracuj́ıćı obchodńı

systém na burze.

• Efektivńı trh muśı být likvidńı, jedině na tomto trhu lze zajistit hladké a

adekvátńı promı́táńı nových neočekávaných informaćı do akciových kurz̊u.

• Fungováńı trhu muśı být podpořeno kvalitńı právńı legislativou.
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Kapitola 2

Behaviorálńı ekonomie

Současná ekonomická teorie čerpá z neoklasické ekonomie a keynesiánstv́ı.

Navazuje na ně i behaviorálńı ekonomie, která se v posledńı době těš́ı veliké oblibě.

Představ́ıme si některé základńı pojmy, vznik a metody využ́ıvané v behaviorálńı

ekonomii. K sepsáńı této kapitoly byla použita tato literatura: [5], [10], [15].

2.1. Základńı pojmy

Klasická politická ekonomie představuje vznik ekonomie jako vědy, která

se zabývá tvorbou a rozdělováńım národńıho bohatstv́ı.

Neoklasická ekonomie navazuje na klasickou politickou ekonomii, ale zamě-

řuje se na menš́ı ekonomické subjekty. Předpokládá, že trhy samy spěj́ı k rov-

nováze.

Naproti tomu Keynesova ekonomie zpochybňuje schopnost samoregulace

tržńıch sil.

Behaviorálńı ekonomie se zabývá chováńım investor̊u založeném na psy-

chologické analýze ekonomických subjekt̊u. Účastńıci trhu se nechovaj́ı racionálně,

ale ovlivňuje je psychologie davu a emočńı psychologie. Tento př́ıstup lépe vysvět-

luje reálné chováńı trhu než teorie efektivńıho trhu.

Behaviorálńı ekonomie se snaž́ı o zvýšeńı reálnosti přidáńım psychologických

podklad̊u do ekonomické analýzy. Toto přesvědčeńı neznamená odmı́tnut́ı neo-

klasického př́ıstupu, které poskytuje ekonomům užitečný teoretický rámec apli-
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kovatelný na r̊uzné formy ekonomického (dokonce i neekonomického) chováńı.

Stigler (1965) ř́ıká, že teorie ekonomie by měla být posuzována podle tř́ı

kritéríı: shody s realitou, obecnost́ı a snadnou ovladatelnost́ı.

Teorie v behaviorálńı ekonomii rovněž usiluje o obecnost (např. přidáńım jed-

noho nebo dvou parametr̊u do standardńıho modelu), aby se dal použ́ıt pro širš́ı

škálu podobných př́ıpad̊u. Model můžeme modifikovat tak, že zmı́rńıme nějaké

předpoklady, které nejsou zásadńı pro neoklasickou ekonomii, např. averzi v̊uči

riziku.

Přidáńı behaviorálńıch předpoklad̊u často vede ke složitěǰśım model̊um, které

jsou lépe využitelné. V některých př́ıpadech můžou být ještě přesněǰśı než tradičńı,

které předpokládaj́ı větš́ı racionalitu, dynamičnost a strategické interakce. Nao-

pak konkrétńı hodnoty parametr̊u potom často redukuj́ı behaviorálńı model na

standardńı.

2.2. Historie

Myšlenky behaviorálńı ekonomie nejsou zcela nové, ale navraćı se ke kořen̊um

ekonomie. V době, kdy ekonomie byla identifikována jako samostatná věda, psy-

chologie zat́ım neexistovala jako vědńı discipĺına. Mnoźı ekonomové si přivydělávali

jako psychologové té doby.

Adam Smith, který je známý jako zakladatel ekonomie, vydal v roce 1776

knihu Bohatstv́ı Národ̊u. Dále vydal méně známou knihu Teorie mravńıch cit̊u

v roce 1759, ve které analyzoval psychologické chováńı jednotlivc̊u. Kniha je plná

poznatk̊u o lidské psychologii a dává předzvěst aktuálńımu vývoji behaviorálńı

ekonomie.

Jeremy Bentham, jehož teorie užitečnosti položila základy neoklasické ekono-

mie, se zabýval psychologickými faktory, které determinuj́ı užitek.

Francis Edgeworth v Theory of Mathematical Psychics popisuje box diagram,

který ukazuje dvě osoby vyjednávaj́ıćı o výsledku a ukazuj́ıćı model sociálńıho

užitku. Je to nástroj, kdy užitek jedné osoby je ovlivněn výdělkem druhé.

Odmı́tnut́ı akademické psychologie ekonomy zńı poněkud paradoxně. Začalo
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to neoklasickou ekonomickou revolućı, která je vystavěna na předpokladu neome-

zené racionality - psychologie homo economicus 1. Na přelomu 19. a 20. stolet́ı se

ekonomie začala řadit sṕı̌se mezi př́ırodńı vědy. Na rozd́ıl od toho právě vznikaj́ıćı

psychologie nebyla př́ılǐs vědecká. Ekonomové si mysleli, že to neńı stabilńı základ

pro ekonomii. A proto se snažili z ekonomie psychologii odstranit. Po nějaké době

toho doćılili a psychologie vymizela z ekonomie. V některých úvahách se i nadále

objevovala psychologie, např.: Irving Fisher a Vilfredo Pareto stále zahrnovali

do svých spekulaćı, jak se lidé ćıt́ı a jak uvažuj́ı při ekonomickém rozhodováńı.

Ve druhé polovině 20. stolet́ı śılila kritika pozitivismu v ekonomii i psychologii.

V ekonomii vědci jako Herber Simon, George Katon, Harvey Leibenstein, Tibor

Scitovsky a Herbert Simon napsali knihy a články naznačuj́ıćı význam psychologie

a omezené racionality. Svoji pozornost věnovali také psychologii, ale na základńı

směr ekonomie to nemělo žádný vliv.

Mnoho shodných událost́ı vedlo ke vzniku behaviorálńı ekonomie. Jedńım

vývojem bylo rychlé přijet́ı teorie očekávané utility. Objevovaly se i modely rozho-

dováńı za neurčitosti. Vědecké články Allaise, Ellsberga a Markowitze poukázaly

na neobvyklé d̊usledky subjektivńıho očekávaného užitku.

Ekonomové začali přij́ımat anomálie jako protipř́ıklady, které nemohli nadále

ignorovat. Vývoj v psychologii identifikoval směr pro nové teorie. Okolo roku 1960

se stala kognitivńı psychologie dominuj́ıćı 2. T́ım byla připravena p̊uda pro psy-

chology Amose Tverského a Daniela Kahnemana, kteř́ı jsou považováni za zakla-

datele behaviorálńı ekonomie. Srovnávali ekonomické modely s psychologickými.

V behaviorálńı ekonomii bylo potřeba navrhnout předpoklady nebo modely,

které jsou všude a jsou využ́ıvány ekonomy, jako je Bayesova aktualizace, očekáva-

ný užitek. Identifikovali anomálie, které porušovaly předpoklady v modelu a

snažili se pečlivě vyloučit jejich alternativńı vysvětleńı. Použ́ıvaj́ı odlǐsnosti k tomu,

aby vytvořili nové teorie, a to takovým stylem, že se snaž́ı zevšeobecnit stávaj́ıćı se

modely. Dále sestrojili ekonomické modely chováńı, které jsou založeny na předpo-

1Člověk ekonomický popisuje model chováńı, který předpokládá, že lidé jednaj́ı ve svém
vlastńım zájmu, aby maximalizovali sv̊uj výnos a minimalizovali náklady.

2Psychologický př́ıstup, který se zabývá lidským myšleńım.
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kladech o chováńı, otestovali je a odvodili z nich d̊usledky.

2.3. Metodologie behaviorálńı ekonomie

Metody použ́ıvané v behaviorálńı ekonomii jsou stejné jako v jiných oblas-

tech ekonomie. Při svém vzniku spoléhala na údaje źıskané pomoćı experiment̊u.

Behaviorálńı ekonomie aplikuje poznatky z psychologie do ekonomie, proto neńı

závislá jen na použ́ıváńı experiment̊u, ale zpočátku hrály d̊uležitou roli.

Př́ıkladem experimentu je hra na ultimátum, kdy si hráči mezi sebou rozděĺı

určitou částku peněz. Prvńı hráč má celou sumu peněz a navrhne druhému hráči,

jak ji rozdělit. Pokud souhlaśı, částka se rozděĺı, když odmı́tne, nikdo nic ne-

dostane. Předpokládejme, že tento jev pozorujeme v reálném světě v podobě

rozvod̊u, dohod u soudu a stávek. Bylo by obt́ıžné ř́ıci, zda opakováńı her, nepo-

chopeńı situace a daľśı okolnosti maj́ı za následek r̊uzné výsledky. V experimentu

jdou všechny vlivy jasně stanovit t́ım, že je omeźıme nebo odstrańıme.

Ačkoliv behaviorálńı ekonomové zpočátku značně spoléhali na experimentálńı

data, je behaviorálńı ekonomie odlǐsná od experimentálńı. Behaviorálńı ekono-

mie je metodicky rozmanitá. Nedefinuje se na základě výzkumných metod, ale

na uplatněńı psychologických poznatk̊u do ekonomie. Na druhou stranu experi-

mentálńı ekonomové použ́ıvaj́ı experimentováńı jako výzkumný nástroj.

Experimentálńı ekonomové vymysleli pravidla, která se pro mnoho beha-

viorálńıch ekonomů zdaj́ı být př́ılǐs omezuj́ıćı. Popis experimentálńıho prostřed́ı

je sṕı̌se abstraktńı, než aby evokoval určitý kontext vněǰśıho prostřed́ı, protože

se boj́ı ztráty kontroly nad stimuly.

Ekonomické experimenty obvykle použ́ıvaj́ı
”
stacionárńı replikace“, které se

stále dokola opakuj́ı, jen s novými informacemi. Údaje z posledńıch několika pe-

riod se použ́ıvaj́ı k vyvozeńı závěru o rovnovážném chováńı v širš́ım měř́ıtku. Je

zřejmé, že mnoho d̊uležitých aspekt̊u je sṕı̌se na začátku experimentu než na konci

(např.: manželstv́ı, rozhodnut́ı o vzděláńı, spořeńı na d̊uchod nebo nákup dlou-

hodobého majetku jako je d̊um, auto, plachetnice, které se děj́ı jen několikrát

v pr̊uběhu života).
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Kapitola 3

Stochastický proces

Náhodné procesy se použ́ıvaj́ı pro modelový popis náhodných jev̊u, které se

měńı v čase. Zaměř́ıme se zejména na Brown̊uv pohyb a využijeme ho pro mode-

lováńı tržńı ceny akcíı. Ta se vyv́ıj́ı náhodně, podle nákup̊u a prodej̊u investor̊u.

Tato kapitola je zpracována pomoćı zdroj̊u: [2], [3], [4], [6], [12], [16], [18], [19],

[21].

3.1. Stochastický proces

Náhodným neboli stochastickým procesem rozumı́me každou veličinu, která

se v pr̊uběhu času vyv́ıj́ı náhodně. Aplikace náhodných proces̊u se vyskytuje

v r̊uzných oblastech (např.: biologie, fyzika, psychologie, ekonomie). Ve finanćıch

se údaje zaznamenávaj́ı v diskrétńıch časových okamžićıch a jednotkách (např.

v jednotlivých obchodńıch dnech a celých korunách).

Ve finanćıch se s ohledem na uznávané ekonomické teorie (např. EMH) využ́ı-

vaj́ı markovské náhodné procesy, kde se pro předpověd’ budoućı hodnoty procesu

využ́ıvá pouze současná hodnota. Nejvyuž́ıvaněǰśı markovský proces je Brown̊uv

pohyb, se kterým se seznámı́me později.

Definice 1 Necht’ (Ω,A , P ) je pravděpodobnostńı prostor a necht’ T ⊂ R1. Sys-

tém náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A , P ) se nazývá náhod-

ný proces.
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Je-li T = Z = {0,±1,±2, . . .} nebo T = N0 = {0,1,2 . . .}, mluv́ıme o procesu

s diskrétńım časem nebo o časové řadě. V př́ıpadě, že T = 〈a, b〉, kde −∞ ≤ a <

b ≤ ∞, ř́ıkáme, že {Xt, t ⊂ T} je proces se spojitým časem. Množinu náhodných

veličin Xt označ́ıme S. Jestliže náhodné veličiny Xt nabývaj́ı pouze diskrétńıch

hodnot, ř́ıkáme, že {Xt, t ⊂ T} je proces s diskrétńımi stavy. Nabývaj́ı-li Xt

hodnot z nějakého intervalu, mluv́ıme o procesu se spojitými stavy.

Náhodné procesy můžeme rozdělit do čtyř skupin podle charakteru množin T

a S na:

• stochastický proces s diskrétńım časem a diskrétńımi stavy - př.: standardńı

náhodná procházka

• stochastický proces s diskrétńım časem a spojitými stavy - př: zobecněná

náhodná procházka

• stochastický proces se spojitým časem a diskrétńımi stavy - př: Poisson̊uv

proces

• stochastický proces se spojitým časem a spojitými stavy - př: Brown̊uv

pohyb

3.2. Náhodná procházka

Prvńım krokem k analyzováńı Brownova pohybu je potřeba zkonstruovat

diskrétńı binomický stochastický proces.

Definice 2 (Náhodná procházka Wn(t)) Pro každé č́ıslo n ≥ 1 budeme defi-

novat binomický proces Wn(t), který splňuje následuj́ıćı:

• Wn(0) = 0,

• časový krok délky 1/n,

• prostorový krok délky 1/
√
n,

• pravděpodobnost pohybu nahoru nebo dol̊u je všude rovna 1/2.
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Jinak řečeno, je-li X1, X2, . . . posloupnost nezávislých binomických náhodných

proměnných, které nabývaj́ı +1 nebo -1 se stejnou pravděpodobnost́ı. Potom

hodnota Wn je definována následovně:

Wn

(
i

n

)
= Wn

(
i− 1

n

)
+
Xi√
n
∀i ≥ 1.

Následuj́ıćı obrázek nám vysvětluje definici náhodné procházky, která zač́ıná

v čase 0 v bodě 0. S pravděpodobnost́ı 1/2 v čase 1/n udělá prostorový krok

délky ±1/
√
n. Následuj́ıćı kroky funguj́ı na stejném principu.

Obrázek 3.1: Prvńı dva kroky náhodné procházky Wn

Aby jsme mohli vyslovit nějaké závěry, je nutno zavést centrálńı limitńı větu.

Věta 1 (Lindebergova - Lévyho Centrálńı limitńı věta) : Necht’ {Xn}∞n=1

je posloupnost nezávislých náhodných veličin se stejným rozděleńım se středńı

hodnotou µ a s nenulovým rozptylem σ2. Potom náhodné veličiny∑n
1 (Xi − µi)
σ
√
n

, ∀n = 1, 2, . . .

maj́ı asymptoticky standardizované normálńıho rozděleńı N (0, 1).

Centrálńı limitńı věta nám nav́ıc dává omezeńı pro binomické rozděleńı -

pro rostoućı n rozděleńı Wn(1) směřuje k N (0, 1). Ve skutečnosti je hodnota

Wn(t) stejná jako:

Wn(t) =
√
t

(∑n
i=1Xi√
nt

)
.
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Pod́ıl v závorce má tendenci d́ıky centrálńı limitńı větě nabývat náhodných

proměnných s normovaným normálńım rozděleńım N (0, 1). Tak i rozděleńı Wn(t)

má tendenci být N (0, t).

Každá náhodná procházka Wn má markovovu vlastnost. Jej́ı budoućı po-

hyb záviśı pouze na hodnotě z předchoźıho kroku (nikoliv na trajektorii historii

pohyb̊u). Nav́ıc budoućı posunut́ı Wn(s + t) − Wn(s) má binomické rozděleńı

pravděpodobnosti s nulovou středńı hodnotou a rozptylem t.

Rozděleńı Wn konverguje k Brownově pohybu.

3.3. Brown̊uv pohyb

Speciálńım př́ıpadem stochastických proces̊u se spojitým časem je Brown̊uv

pohyb.

Definice 3 (Brown̊uv pohyb) Náhodný proces {Wt}t≥0 na pravděpodobnostńım

prostoru (Ω,A , P ) se nazývá Brown̊uv pohyb (Wiener̊uv proces), jestlǐze splňuje

následuj́ıćı vlastnosti:

1. W0 = 0,

2. s pravděpodobnost́ı jedna je funkce t→ Wt spojitá v t,

3. proces {Wt}t≥0 má stacionárńı nezávislé př́ır̊ustky,

4. př́ır̊ustek Ws+t −Ws má normálńı rozděleńı N (0, 1).

Výraz nezávislé př́ır̊ustky znamená, že pro každou volbu nezáporných č́ısel

0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ . . . ≤ sn < tn <∞,

budou př́ır̊ustky náhodných veličin

Wt1 −Ws1 ,Wt2 −Ws2 , . . . ,Wtn −Wsn ,

vzájemně nezávislé. Termı́nem stacionárńı př́ır̊ustky rozumı́me, že pro všechna

0 < s, t <∞ bude mı́t př́ır̊ustek Ws+t−Ws stejné rozděleńı jako Wt−W0 = Wt.

Z nezávislosti př́ır̊ustk̊u plyne, že Brown̊uv pohyb je markovský proces.
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Z vlastnost́ı (1)-(4) neńı jasné, zda Brown̊uv pohyb skutečně existuje. Jeho

existenci dokázal jako prvńı N. Wiener okolo roku 1920, proto se mu často ř́ıká

Wiener̊uv proces. Jednou z vlastnost́ı Brownova pohybu je, že je limitou náhodné

procházky.

3.3.1. Varianty Brownova pohybu

Brown̊uv pohyb, který jsme si představili, má nulovou středńı hodnotu. Zat́ımco

tržńı cena akcíı podniku obvykle roste do určitě mı́ry (očekáváme r̊ust cen zp̊uso-

bený např. i jen inflaćı). Vezmeme si proces St = Wt + µt, který nazveme

Brown̊uv pohyb s driftem, kde konstanta µ reflektuje nominálńı r̊ust neboli

drift.

Brown̊uv pohyb se dá škálovat ze strany nějakého faktoru: St = σWt + µt,

kde σ je stochastická složka (šum).

Můžeme použ́ıt exponenciálńı Brown̊uv pohyb s driftem nebo též nazý-

vaný geometrický Brown̊uv pohyb s driftem a to tak, že:

Xt = exp(σWt + µt).

3.4. Stochastický kalkulus

3.4.1. Stochastický diferenciál

Stochastický proces X lze vytvořit jako funkci Brownova pohybu. Obecně se

dá zapsat pomoćı stochastické diferenciálńı rovnice (SDR)

dXt = µtdt+ σtdWt,

kde µt nazýváme driftem (trendem) stochastického procesu X v čase t a σt

je jeho volatilitou (difuzńım koeficientem) v t. Vid́ıme, že parametry jsou časové

proměnné. Nekonečně malé př́ır̊ustky označ́ıme dt a v př́ıpadě Brownova pohybu

dWt.

Nadefinujeme stochastický proces, se kterým budeme dále pracovat při odvo-

zeńı modelu finančńıch trh̊u:
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Definice 4 Necht’ Wt je Brown̊uv pohyb na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A , P ).

Jednodimenzionálńı Itô̊uv proces je stochastický proces ve tvaru:

Xt = X0 +
∫ t

0
µsds+

∫ t

0
σsdWs,

který lze přepsat v diferenciálńım tvaru:

dXt = µtdt+ σtdWt,

což je tzv. stochastický diferenciál, kde koeficient µ se nazývá drift a σ je

volatilita.

Můžeme také předpokládat, že parametry µ a σ jsou konstanty, znamená to,

že proces X má konstantńı drift (trend) a volatilitu. Můžeme jej zapsat pomoćı

stochastické diferenciálńı rovnice

dXt = µdt+ σdWt. (3.4.1.1)

Řešeńım této rovnice bude

Xt = µt+ σWt

(za předpokladu, že X0 = 0).

Dále si uvedeme význam koeficient̊u : σ a µ. Necht’ v rovnici (3.4.1.1) je σ = 0,

tj.

dXt = µdt

źıskáme (deterministickou) diferenciálńı rovnici, jej́ımž řešeńım je zřejmě př́ımka

Xt = X0 + µt

se směrnićı (sklonem, trendem) µ. Jestliže v rovnici (3.4.1.1) bude nyńı volatilita σ

nenulová, bude na př́ımku nabalena stochastická složka (šum) ve výši σ-násobku

Brownova pohybu, který zp̊usobuje výkyvy v hodnotách funkce Xt.

Trend náhodného procesu určuje směr (r̊ust/ pokles) vývoje hodnot a volati-

lita popisuje oscilováńı hodnot kolem trendu.
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Na obrázku 3.2 vid́ıme význam jednotlivých koeficient̊u, které jsme si odvodili

na předchoźı straně a doplněné o křivku dWt. Pro konkrétńı volbu koeficient̊u v

Brownově pohybu µ = 0, 3 a σ = 1, 5, nabývá nyńı hodnoty W (0) = 5.

Obrázek 3.2: Vývoj v rámci jedné trajektorie Brownova pohybu (W (0) = 5;
µ = 0, 3 ; σ = 1, 5)

3.5. Itô̊uv kalkulus

Je nástroj, který dokáže manipulovat se stochastickými diferenciálńımi rovni-

cemi. Použ́ıvá se pro modelováńı tržńı ceny akcíı, dluhopis̊u a jiných finančńıch

derivát̊u. Jeho odvozeńı vycháźı z Taylorova rozvoje.

Lemma 1 Je - li X stochastický proces splňuj́ıćı rovnici dXt = σtdWt + µtdt a

f je deterministická dvakrát spojitě diferencovatelná funkce, potom Yt := f(Xt)

je stochastický proces, pro který plat́ı:

dYt =

(
µtf

′(Xt) +
1

2
σ2
t f
′′(Xt)

)
dt+

(
σtf

′(Xt)

)
dWt.

21



3.5.1. Odvozeńı SDR ze stochastického procesu

Itô̊uv kalkulus se nejv́ıce použ́ıvá pro generováńı stochastických diferenciálńıch

rovnic z funkčńıho výrazu pro proces. Vezmeme si exponenciálńı Brown̊uv pohyb

Yt = exp(µt+ σWt).

Stochastické diferenciálńı rovnice pro exponenciálńı funkce jsou výhodné d́ıky

vlastnosti f ′(Yt) = f ′′(Yt) = f(Yt) = Xt. U exponenciálńıho Brownova pohybu

provedeme následuj́ıćı úpravy:

Xt := µt+ σWt

dXt = µdt+ σdWt

Yt = eXt = f(Xt)

f ′(Xt) = (eXt)′ = eXt

f ′′(Xt) = eXt

Se správnou formulaćı můžeme použ́ıt Itô̊uv vzorec:

dYt =

[
µeXt +

1

2
σ2eXt

]
dt+

[
σeXt

]
dWt = eXt

[(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ σdWt

]
=

= Yt

[(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ σdWt

]
.

Proměnná σ · Yt je volatilitou procesu a trendem je Yt(µ+ 1
2
σ2) procesu Xt.

3.5.2. Odvozeńı stochastického procesu z SDR

Nyńı chceme konvertovat stochastické diferenciálńı rovnice na procesy. Jinými

slovy řeš́ıme stochastické diferenciálńı rovnice.

Obecně to neumı́me. Většina stochastických diferenciálńıch rovnic je př́ılǐs

obt́ıžná, aby šly vyřešit. Existuje pár vzácných př́ıklad̊u, které maj́ı skutečné

řešeńı přes Itô̊uv kalkulus. Takové řešeńı SDR se nazývá difuze.
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3.6. Modelováńı tržńı ceny akcie

Brown̊uv pohyb neńı vhodným modelem, který by popisoval chováńı cen akcíı

proces̊u. Jeden z d̊uvod̊u je: pokud {W x(t)}t≥0 je Brown̊uv pohyb zač́ınaj́ıćı v

x > 0, potom trajektorie Wt může klesnout pod 0. Ceny akcíı obchodovaných

na burzách neklesaj́ı pod 0. Je potřeba naj́ıt vhodněǰśı model pro chováńı cen

akcíı. Zváž́ıme-li očekávané návratnosti investic. V př́ıpadě, že investor má 100$,

které investuje. Může předpokládat návratnost 100$, pokud je cena akcíı 10$ i 5$.

Nejistota návratnosti investovaných 100$ je stejná pro r̊uzné ceny akcíı. Výkyvy

ceny akcíı by měly být dvakrát větš́ı, pokud ceny akcíı jsou dvakrát vyšš́ı; třikrát

větš́ı, když je cena akcíı třikrát vyšš́ı, atd. Tento argument naznačuje, že lepš́ım

modelem pro vývoj tržńı ceny akcie v čase je:

dSt = µStdt+ σStdWt, (3.6.1)

kde St označuje tržńı cenu akcie v čase t, konstanta µ představuje (spojitou)

mı́ru zisku plynoućı ze změn tržńı ceny akcie ve smyslu r̊ustu či poklesu směru

vývoje hodnot, σ reprezentuje volatilitu (riziko) tržńı ceny akcie, neboli koĺısáńı

jej́ı tržńı ceny a dWt znač́ı nekonečně malou změnu v Brownově pohybu v př́ı̌st́ım

časovém okamžiku.

Rovnici (3.6.1) uprav́ıme do tvaru, kde St se ř́ıd́ı geometrickým Brownovým

pohybem. Tento proces nabývá nezáporných hodnot a je vhodným nástrojem pro

modelováńı tržńı ceny akcie:

dSt
St

= d(lnSt) = µdt+ σdWt

Označme ln(St) = Yt, podle Taylorova rozvoje máme:

d(Yt) = d(ln(St)) =

=
1

1!
(ln(St))

′dSt +
1

2!
(ln(St))

′′(dSt)
2 =

=
1

St
(µStdt+ σStdWt) +

1

2

(−1)

S2
t

(µStdt+ σStdWt)
2 =
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=
1

St
St(µdt+ σdWt)−

1

2

1

S2
t

S2
t [(µ

2(dt)2) + 2µdtσdWt + σ2(dWt)
2] ≈

≈
(
µ− 1

2
σ2
)
dt+ σdWt

kde členy µ2(dt)2 a 2µdtσdWt zanedbáme, protože nabývaj́ı malých hodnot.

Výraz µ− 1
2
σ2 představuje trend vývoje logaritmu ceny akcie.

S využit́ım geometrického Brownova pohybu přeṕı̌seme odvozený model násle-

dovně:

St = S0 exp
((
µ− 1

2
σ2
)
t+ σWt

)
.

V praxi je výhodněǰśı použ́ıvat výpočty s diskrétńımi př́ır̊ustky. Necht’ ∆t =

T − t. Potom

∆lnSt =
(
µ− 1

2
σ2
)

∆t+ σ∆Wt =
(
µ− 1

2
σ2
)

(T − t) + σ∆Wt

je náhodná veličina s normálńım rozděleńım

N
[(
µ− 1

2
σ2
)

(T − t);σ2(T − t)
]
.

Dále plat́ı, že ∆lnSt = ln ST − lnSt.

Z toho vyplývá, že lnST má také normálńı rozděleńı

N
[
ln St +

(
µ− 1

2
σ2
)

(T − t);σ2(T − t)
]

a ST má lognormálńı rozděleńı

LN
[
Ste

µ(T−t);S2
t e

2µ(T−t)(eσ
2(T−t) − 1)

]
.

Využit́ı si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu:

Př́ıklad Tržńı cena akcie čińı 1000 Kč a vykazuje spojitou mı́ru výnosnosti

11% a volatilitu 15%. Určete cenu akcie za 1 měśıc ( 1
12

roku). Model pro tržńı

cenu akcie je

dSt
St

= 0, 11dt+ 0, 15dWt.
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Následně vypoč́ıtáme středńı hodnotu a rozptyl (respektive směrodatnou od-

chylku)

E(ST ) = 1000e0,11
1
12 = 1009, 209

var(ST ) = 10002e2·0,11
1
12 (e0,15

3· 1
12 − 1) = 1911, 484

σ(ST ) =
√

1911, 484 = 43, 721

Cena akcie se za měśıc bude pohybovat s 95% pravděpodobnost́ı v intervalu

〈1009, 209− 2 · 43, 721; 1009, 209 + 2 · 43, 721〉

tj.:

〈921, 767; 1096, 651〉 .
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Kapitola 4

Model

V této kapitole nyńı využijeme poznatky z předchoźı kapitoly, rozš́ı̌ŕıme je a

pokuśıme se odvodit model finančńıho trhu, který zohledňuje emoce jednotlivých

investor̊u. Výsledky jsou ukázány v simulaćıch, které byly vyrobeny za použit́ı

softwaru Matlab. K sepsáńı této kapitoly byly využity tyto zdroje: [8], [9], [11],

[13], [14], [16], [17], [20], [22].

4.1. Odvozeńı modelu

Výchoźım bodem pro sestaveńı tohoto modelu je jednorozměrná náhodná

procházka, se kterou jsme se seznámili ve 3. kapitole, ale ted’ se na ni pod́ıváme

trochu detailněji. Jedná se o stochastický proces S(n), který je definován v dis-

krétńıch časech n = 0, 1, 2 . . ., kde S(0) = 0 a S(n) = S(n− 1) +X(n). Náhodné

veličiny X(n) pro n = 1, 2, 3 . . . jsou nezávislé a stejně rozdělené, nabývaj́ı hodnot

±1 s pravděpodobnost́ı 1
2

(tak, že středńı hodnota je rovna 0 a rozptyl 1).

Daľśı možnost́ı, jak si můžeme jednoduchou náhodnou procházku představit

zahrnuje pohyb částic po př́ımce. Částice se pohybuj́ı po celých č́ıslech a v každém

kroku se posunuj́ı o jeden krok doprava s pravděpodobnost́ı p nebo o jeden krok

doleva s pravděpodobnost́ı 1−p. Směr v každém kroku je nezávislý na předchoźım.

Proces S(n) nemá žádnou pamět’, vyplývá to z nezávislosti X(n). Je to mar-

kovský proces s diskrétńımi stavy a diskrétńım časem. Neboli hodnota Sn, kterou

proces nabývá v čase n podle S(n) = S(n − 1) + X(n) záviśı pouze na hod-
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notě z předchoźıho časového okamžiku S(n− 1), nikoliv na trajektorii, která jej

do tohoto stavu dovedla. Tuto vlastnost formálně popisuje i následuj́ıćı lemma.

Lemma 1 Jednoduchá náhodná procházka má Markovovu vlastnost, jestlǐze

P (Sm+n = j | S0, S1, . . . , Sm) = P (Sm+n = j | Sm), n ≥ 0.

V základńı náhodné procházce S(n) můžeme nahradit X(n) r̊uznými náhod-

nými veličinami, které jsou nezávislé, stejně rozdělené a nabývaj́ı v́ıce než jen

dvou hodnot. Takové náhodné procházky se použ́ıvaj́ı pro popis cen aktiv. Př́ıchod

nezávislých informaćı, koresponduj́ıćıX(n), se přeměńı vlivem jednotlivých účast-

ńık̊u na trhu do procesu náhodné procházky pro stanoveńı ceny aktiva S(n).

Diskrétńı náhodnou procházku s diskrétńım časem nahrad́ıme spojitým sto-

chastickým procesem. Prvńı změnu, kterou uděláme je nahrazeńı součtu nezávis-

lých proměnných X(n) spojitým Brownovým pohybem W (t), který reprezen-

tuje nově př́ıchoźı exogenńı informace. Modely cen si odvod́ıme řešeńım stochas-

tických diferenciálńıch rovnic (SDR), jak uvid́ıme následovně. Nejjednodušš́ı a

nejv́ıce použ́ıvaný cenový model předpokládá, že cena p(t) (ve 3. kapitole cenu

akcíı znač́ıme St, pro přehlednost a odlǐseńı od náhodné procházky zanecháme

značeńı p(t)) řeš́ı v čase t SDR:

dp = µ p dt+ σ p dW, (4.1.1)

kde dp vyjadřuje cenový př́ır̊ustek a dW je př́ır̊ustkem Brownova pohybu W (t)

přes nekonečně malé časové intervaly dt. Konstanta µ je pr̊uměrná mı́ra výnosnosti

za časovou jednotku, σ znásob́ı efekt náhodných exogenńıch informaćı W (t) po-

moćı faktoru volatility. Trendy (drifty) i nečekané události maj́ı na cenu p sṕı̌se

multiplikativńı vliv než aditivńı.

Nyńı se pod́ıváme na dva předpoklady. Prvńım z nich je, že exogenńı in-

formačńı proud W (t) je ve skutečnosti Brown̊uv pohyb s nezávislými, nekorelo-

vanými, normálně rozdělenými př́ır̊ustky. Druhým předpokladem je, že W (t) je

účastńıky trhu převedena okamžitě a dokonale do nezávislých př́ır̊ustk̊u cen.
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Řešeńım (4.1.1), vyžaduj́ıćı použit́ı Itôva kalkulu, je geometrický Brown̊uv

pohyb, který jsme si již odvodili pomoćı Taylorova rozvoje:

p(t) = p(0) exp

((
µ− 1

2
σ2

)
t+ σW (t)

)
. (4.1.2)

SDR (4.1.1) je zvláštńı v tom, že má explicitńı řešeńı. Ještě v́ıce neobvyklé je

řešeńı (4.1.2), které záviśı pouze na aktuálńı hodnotě W (t) a nikoli na celé histo-

rii Brownova pohybu {W (s)}ts=0. Proměnná p(t) může být považována za arche-

typ pro ostatńı proměnné v ekonomických modelech. Předpokládaj́ı, že výsledky

okamžitě vyrovnávaj́ı nezávislé procesy.

Koresponduje to se standardńımi předpoklady hlavńıho proudu ekonomie a

většinou základńıch model̊u pro tvorbu cen v oblasti finanćı. Separace historie ma-

tematických proměnných z budoućıho vývoje je mnohem jednodušš́ı pro vytvářeńı

model̊u s analytickým řešeńım v uzavřené formě (např́ıklad použ́ıváńı Black-

Scholes formuĺı pro oceňováńı finančńıch derivát̊u, které použ́ıvá výsledek (4.1.2)).

Rovnováha na bázi myšleńı je př́ımým d̊usledkem toho, že obětujeme přesnost,

aby jsme źıskali matematickou výhodnost.

Z tohoto d̊uvodu budeme pracovat s proměnou logaritmu ceny r(t) = ln p(t),

který je ekvivalentńı, ale bude se nám s ńım lépe pracovat. SDR použ́ıvaj́ı stejného

Brownova vstupu W (t). Pro konstantńı směr µ a volatilitu σ je logaritmus ceny

dán řešeńım:

r(t) = µ t+ σ W (t) (4.1.3)

z SDR

dr = µ dt+ σ dW. (4.1.4)

Pro každý časový interval délky h má změna v logaritmu ceny r(t+ h)− r(t)

normálńı rozděleńı N (µh, σ2h).
”
Stylizovaná fakta“ finančńıch trh̊u jsou soubo-

rem statistických pozorováńı, které se snaž́ı držet např́ıč všemi tř́ıdami aktiv,

nezávisle na geografii, historii a obchodńıch pravidlech.

Nyńı chceme přepsat spojitý model (4.1.4) do př́ır̊ustkového tvaru, k tomu je

potřeba přidat daľśı předpoklady. Aby se nějaká veličina W ř́ıdila Brownovým
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pohybem, je nutné aby splňovala následuj́ıćı podmı́nky, které vyjádř́ıme pomoćı

př́ır̊ustk̊u ∆W v infinitezimálńıch časových intervalech ∆t. Předpoklady maj́ı

následuj́ıćı tvar:

1. Mezi libovolnými odpov́ıdaj́ıćımi př́ır̊ustky ∆W a ∆t plat́ı vztah:

∆W = ε
√

∆t,

kde ε je náhodná veličina s normovaným normálńım rozděleńım N (0, 1).

2. Př́ır̊ustky ∆W pro libovolné disjunktńı př́ır̊ustky ∆t jsou navzájem nezávislé.

Při ∆t→ 0 přeṕı̌seme vzorec z 1. předpokladu do následuj́ıćı podoby:

dW = ε
√
dt.

Př́ır̊ustkový tvar rovnice (4.1.4) je následuj́ıćı:

∆r = µ∆t+ σε
√

∆t,

kde ∆r = r(n)− r(n− 1). Nyńı můžeme zvolit µ = 0 a přeškálovat čas zvoleńım

σ = 1. Za t́ımto účelem budeme poč́ıtat v diskrétńım čase, aby řešeńı na konci

n-tého časového intervalu ∆t délky h bylo dáno

r(n) = r(n− 1) +
√
h∆W (n), (4.1.5)

kde ∆W (n) ∼ N (0, 1) je diskrétńı Brown̊uv pohyb, tj.
∑n
k=1 ∆W (k) = W (nh).

Cenové změny zp̊usobené (exogenńım) Brownovým informačńım proudem

∆W (n) jsou uskutečněny investory na trhu, kteř́ı bud’ jednaj́ı velmi rychle nebo

jsou motivováni př́ıchodem nových informaćı. V každém kroku se rozhoduj́ı, zda

změńı svoji náladu na trhu.

Na trhu jsou investoři dvoj́ıho typu.
”
Slow“ investoři, kteř́ı měńı svoji in-

vestičńı pozici nebo názor přes deľśı časový horizont (týden, měśıc, . . . ). A na-

proti nim stoj́ı
”
fast“ investoři, kteř́ı zahrnuj́ı celé instituce nebo jednotlivé osoby,

kteř́ı pravidelně obchoduj́ı s aktivy v časovém horizontu kratš́ı než jeden den a

jsou motivováni př́ıchodem nových informaćı.

29



Nyńı zavedeme předpoklady, které nám pomohou zjednodušit model, ale zá-

roveň budou pro naše účely dostatečné. Budeme předpokládat, že v n-tém časovém

intervalu i-tý investor může být pouze v jednom ze dvou stav̊u, kde si(n) = +1

znač́ı
”
long“ pozici nebo počeštěně

”
dlouhé pozice“ nebo naopak si(n) = −1

pozici
”
short“ neboli

”
krátké pozice“.

Investory, kteř́ı nevlastńı aktiva znač́ıme si(n) = −1 a ř́ıkáme jim medvědi,

což jsou investoři, kteř́ı spekuluj́ı na pokles ceny. Akcie si pouze p̊ujč́ı, prodaj́ı je

a když jejich cena klesne, kouṕı je nazpět za nižš́ı cenu, akcie vrát́ı a nechaj́ı si

zisk. A si(n) = +1 označ́ıme býky, neboli investory, kteř́ı spekuluj́ı na vzestup

ceny. Akcie nakouṕı a věř́ı, že jejich cena poroste.

Dále můžeme definovat náladu investor̊u na trhu:

σ(n) =
1

M

M∑
i=1

si(n), (4.1.6)

která se pohybuje v rozmeźı ±1. Je mı́rou poměru
”
long“ a

”
short“ investor̊u.

Hodnota σ bĺıže k -1 označuje medvěd́ı trh, zat́ımco hodnota bĺıže k +1 označuje

býč́ı trh. V př́ıpadě, kdy σ(n) = 0 je na trhu stejný počet investor̊u, kteř́ı

jsou ve stavu
”
long“ nebo

”
short“. Podle toho, jak investoři měńı náladu σ

na trhu, ovlivňuj́ı poptávku a cenu p(t). Tuto vlastnost nyńı zahrneme do (4.1.5)

a uprav́ıme jej na následuj́ıćı tvar:

r(n) = r(n− 1) +
√
h∆W (n) + κ∆σ(n), (4.1.7)

kde κ > 0 a ∆σ(n) = σ(n)− σ(n− 1). Parametr κ je mı́rou celkové tržńı inten-

zity investor̊u. Formule (4.1.7) se dá interpretovat jako cenové změny, které maj́ı

exogenńı komponentu
√
h∆W (n) zp̊usobenou novými informacemi a endogenńı

κ∆σ(n) zp̊usobenou změnami tržńı nálady. Hodnota κ bude větš́ı na trhu, kde

jsou endogenńı efekty silněǰśı ve vztahu k exogenńım účink̊um.

Rozd́ıl mezi rovnovážným modelem cen (4.1.5) a (4.1.7) je samozřejmě v přidáńı

endogenńı proměnné κ∆σ(n) a záviśı na dynamických vlastnostech σ. Tento

člen nav́ıc reflektuje skutečnost, že informace můžou být přeměněny do cenových

změn, ale muśı nejdř́ıv proj́ıt
”
filtraćı“ nedokonalých agent̊u.
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Model rovnovážné ceny (4.1.5) může být źıskán z (4.1.7) dvěma r̊uznými

zp̊usoby. Za prvé nastav́ıme κ = 0 tak, že neexistuj́ı žádné nálady investor̊u (nebo

nemaj́ı žádný vliv na cenu) a člen nav́ıc v (4.1.7) jednoduše zmiźı. Za druhé bu-

deme předpokládat, že investoři jsou vždy téměř v rovnováze σ(n) ≈ 0 ∀n tak,

že posledńı člen v (4.1.7) se stane zanedbatelným. Je to ekvivalentńı pr̊uměrným

účink̊um nedokonalých investor̊u. Vzorec ceny (4.1.7) poč́ıtá s možnost́ı, že endo-

genńı nerovnovážná dynamika mezi investory bude mı́t vliv na cenu. Jinými slovy

jsme nahradili standardńı model rovnováhy (4.1.5) méně restriktivńım, který je

schopen dynamických řešeńı a bráńı logickému nesouladu.

4.2. Předpoklady

Mnoho let bylo zřejmé, že modely finančńıch trh̊u vycházej́ı z předpoklad̊u

teorie efektivńıch trh̊u (EMH), se kterými jsme se seznámili v 1. kapitole. Jsou

schopny reprodukovat d̊uležité vlastnosti pozorovaného chováńı na trhu, ale nejsou

schopny zachytit chováńı investor̊u, kteř́ı jsou při rozhodováńı ovlivňováni okolńımi

vlivy. V uzavřené formě EMH umožňuj́ı matematické řešeńı některých základńıch

problémů.

Nyńı si představ́ıme model založený na (4.1.7), který porušuje EMH předpok-

lady a je založený na jednoduchém popisu psychologie/myšleńı investor̊u. Doćıĺıme

toho tak, že investoři budou ovlivňováni r̊uznými situacemi vyvolanými tržńımi

podmı́nkami. Ty se skládaj́ı z r̊uzné prahové úrovně a investor reaguje, pokud

je této úrovně dosaženo. Budeme brát v úvahu dvě vlastnosti. Prvńı z nich je

”
cowardice“, který se představ́ıme jako stres investora zp̊usobený t́ım, že z̊ustane

v menšině vzhledem k celkové náladě na trhu a druhý je
”
inaction“ neboli zvýšená

touha jednat nebo přehodnotit svoji investičńı pozici. T́ım nahrad́ıme dokonalou

racionalitu pomoćı omezené racionality. Dı́ky tomu můžeme ř́ıct, že tento model

vycháźı z behaviorálńı ekonomii.

Jedńım z hlavńıch zjednodušeńı je absence
”
prostorových“ vztah̊u mezi in-

vestory. Mı́sto toho jsou investoři propojeni prostřednictv́ım nálady na trhu a

globálńı tržńı cenou, která je částečně určena náladou na trhu prostřednictv́ım
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zákona nab́ıdky a poptávky.

4.3. Model

Model je uvažován v diskrétńıch časových kroćıch délky h. Předpokládáme,

že existuje M investor̊u (reprezentováni svou náladou pomoćı hodnot +1 a -1),

kteř́ı maj́ı na trhu stejnou váhu v každém časovém intervalu. Pokud investor

dosáhne své prahové hodnoty, je nucen změnit svoji náladu na trhu. Pro model

jsou využ́ıvány dva zdroje psychického napět́ı, jak již bylo uvedeno. Prvńım z nich

je
”
cowardice“ neboli rostoućı stres, kdy se investor nacháźı v minoritńı pozici.

Předpokládáme, že v každém časovém intervalu je úroveň
”
cowardice“ investora,

který se nacháźı v menšině zvýšena o hodnotu úměrnou velikosti rozd́ılu celkových

”
short“ nebo

”
long“ pozic. Když dojde k překročeńı prahové hodnoty tolerance

tohoto investora, pak změńı svoji náladu, aby se připojil k většině. V tomto čase

se
”
cowardice“ resetuje na nulu. Druhý je označován jako

”
inaction“ investora.

Tuto vlastnost zahrneme do modelu tak, že investor změńı svoji náladu, kdykoli

se cena pohybuje podle určitého procenta nahoru nebo dol̊u z ceny, kdy investor

naposledy změnil svoji náladu na trhu. Toto procento bereme jako prahovou hod-

notu
”
inaction“. Konkrétně i-tý investor změńı náladu, když aktuálńı cena opust́ı

interval [Pi/(1 + Hi), Pi(1 + Hi)]. Nebereme v úvahu, zda investor vydělá nebo

ztrat́ı peńıze. Resetováńı ceny i-tého investora má za následek zavedeńı cenového

rozpět́ı, ve kterém je investor spokojen s aktuálńı cenou (ignoruje napět́ı
”
cowar-

dice“). Tento interval se pohybuje, st́ınuje tržńı cenu, kdykoliv investor změńı

svoji náladu na trhu. Kromě toho
”
inaction“ a existence dynamického rozpět́ı

cenových relaćı úzce souviśı s daľśımi ekonomickými a psychologickými faktory.

Např́ıklad: zahrnut́ı transakčńıch náklad̊u, které bráńı libovolné změně nálady

investor̊u. Také
”
inaction“ může být spojena s představou

”
kotveńı“, přičemž

chováńı investor̊u je na něčem závislé, možná na libovolné předchoźı ceně. Tržńı

cena na konci n-tého intervalu je označena p(n), která vycháźı z (4.1.7) a je
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aktualizována prostřednictv́ım:

p(n+ 1) = p(n) exp
(√

h∆W (n) + κ∆σ(n)
)
, (4.3.1)

kde ∆W (n) je standardńı Gaussova náhodná veličina, která reprezentuje tvorbu

nové, nekorelovaná a globálně dostupné informace v pr̊uběhu časové periody.

Časový krok h = 1 odpov́ıdá intervalu, na kterém má náhodná proměnná ∆W (n)

jednotkový rozptyl. Proměnná ∆σ(n) = σ(n)−σ(n− 1) představuje změnu tržńı

nálady a konstanta κ > 0 určuje dynamiku vnitřńıho trhu. Č́ım je větš́ı hod-

nota κ, t́ım v́ıce je tržńı cena ovlivněna dynamikou vnitřńıho trhu, na rozd́ıl od

generováńı nových informaćı o trhu. Nová cena (4.3.1), úroveň napět́ı a stavy

všech investor̊u jsou aktualizovány následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ i-tý účastńık

má prahovou hodnotu
”
inaction“ a

”
cowardice“ Hi > 0 a Ci > 0, respektive jsou

přiděleny na začátku z rozděleńı pravděpodobnosti. Pravidla pro aktualizováńı

jsou:

1. Úroveň
”
cowardice“ pro i-tého investora je na začátku ci(0) náhodně vy-

generována z intervalu [0, 1] a v čase n je ci(n) definována a aktualizována

prostřednictv́ım:

ci(n+ 1) =
{
ci(n) + h|σ(n)|, si(n)σ(n) < 0

ci(n), jinak.
(4.3.2)

Investoři, kteř́ı jsou v menšině (tedy ti, kteř́ı jsou ve stavu +1, pokud je σ < 0

a ve stavu -1 pokud σ > 0), budou mı́t v určité mı́̌re tlak/ motivaci, aby změnili

svoji náladu na trhu a připojili se k většině v pr̊uběhu času.

Faktor h při aktualizaci napět́ı
”
cowardice“ ci(n + 1) = ci(n) + h|σ(n)| bere

v úvahu délku doby, kdy je účastńık v minoritě tak, že model je nezávislý na li-

bovolných časových kroćıch. Hladina
”
cowardice“ z̊ustává pro všechny inves-

tory nezměněna, zat́ımco úroveň investor̊u v menšině se zvýšila o stejnou částku

h|σ(n)| (rozd́ıly mezi reakcemi investor̊u jsou vzhledem k jejich r̊uzným úrovńım

prahových hodnot Ci).

2. Necht’ Pi je cena, kdy i-tý investor naposled změnil svoji pozici. Pokud

p(n + 1) /∈ [Pi/(1 + Hi), Pi(1 + Hi)] nebo ci > Ci (nebo oboj́ı), potom
”
long“
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se změńı na
”
short“ a obráceně, Pi je nastavena na současnou cenu a napět́ı

”
cowardice“ je vynulována.

4.4. Simulace

Pro provedeńı simulaćı je třeba nastavit všechny parametry modelu z předchoźı

kapitoly. Jako prvńı nastav́ıme délku časového kroku h a chceme, aby tento para-

metr odpov́ıdal zhruba jednomu obchodńımu dni. Z tohoto d̊uvodu nastav́ıme h =

0.00004 a zároveň počet iteraćı na 10000. Vzhledem k tomu, že během roku máme

250 obchodńıch dn̊u, bude to odpov́ıdat zhruba 40 rok̊um. S přihlédnut́ım k délce

časového intervalu jsou voleny následuj́ıćı parametry. Voĺıme práh
”
inaction“

pro i-tého investora z rovnoměrného rozděleńı v rozmeźı 10%−30%. Dále předpo-

kládáme, že typický účastńık trhu změńı svoji náladu v d̊usledku
”
cowardice“

v délce časového rámce dlouhého od týdne až do několika měśıc̊u, tak že Ci

zvoĺıme také z rovnoměrného rozděleńı v intervalu [0.001, 0.004]. Dále předpoklá-

dáme, že investoři s nižš́ım prahem
”
cowardice“, budou mı́t také nižš́ı práh

”
inaction“. Z toho vyplývá, že budou častěji přeṕınat svoji pozici na trhu, než

investoři s vyšš́ımi prahovými hodnotami. Pro stanoveńı prahových hodnot i-tého

investora vybereme náhodnou proměnnou zi z rovnoměrného rozděleńı na [0, 1]

a prahové hodnoty jsou určeny

Ci = 0.001 + 0.003zi Hi = 0.1 + 0.2zi.

Hodnotu parametru κ = 0.2 je nastavena tak, aby se výsledné tržńı ceny odchy-

lovaly od základńı ceny Wt jen do určité mı́ry a byly vysoce korelované. Dále

nastav́ıme počet investor̊u, kteř́ı obchoduj́ı na trhu na hodnotu M = 100, jejich

prahové hodnoty jsou generovány podle toho, jak bylo uvedeno výše. Počátečńı

úrovně napět́ı jsou náhodně rozděleny v souladu s jejich prahovými hodnotami,

stejně jako jejich výchoźı stavy ±1. Dále nastav́ıme počátečńı cenu p(0) = 1.

Výše uvedené parametry byly nastaveny stejně pro základńı model i jeho

rozš́ı̌rené verze.
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4.4.1. Základńı model

Nyńı si poṕı̌seme výsledky, které jsme źıskali ze základńıho modelu popsaného

výše. Výsledky jsou shrnuty na obrázku 4.1 a jednotlivé grafy nám vyjadřuj́ı

následuj́ıćı:

1. graf ukazuje náladu na trhu jako funkci času. Stejně tak to může být inter-

pretováno jako poměr mezi
”
long“ a

”
short“ investory. Vzhledem k tomu, že

jsme pro naše modelováńı použ́ıvali pouze
”
slow“ investory, kteř́ı měńı svoji

náladu v deľśım časovém horizontu, vid́ıme, že dramatické změny celkové

nálady na trhu se měńı jednou za několik let.

2. graf zobrazuje cenové výnosy, které jsme spoč́ıtali pn+1

pn
−1 jako funkci času.

Výkmity, které vid́ıme odpov́ıdaj́ı dramatickým posun̊um ve změně nálady,

které souviśı s předcházej́ıćım grafem.

3. graf znázorňuje tržńı cenu, která se měńı v závislosti na tom, jestli jsou in-

vestoři ve stavu +1 (spekuluj́ı na vzestup ceny) nebo -1 (spekuluj́ı na pokles

ceny).

4. graf popisuje aktivitu investor̊u na finančńım trhu, kterou měř́ıme v pro-

centech a vyjadřuje kolik procent investor̊u na konci každého obdob́ı změńı

svoji investičńı pozici.

5. graf vyobrazuje logaritmus kumulativńı distribuce počtu denńıch výnos̊u,

které překroč́ı určitou hodnotu od 0 do 20%. Vid́ıme, že zpočátku přibližně

koṕıruje exponenciálńı rozděleńı, kde jsou malé přebytky mezi denńımi

výkyvy. Větš́ı koĺısáńı se pak zobrazuje jako přebytek špičatosti.

6. graf ukazuje autokorelaci denńıch výnos̊u na trhu. Vid́ıme, že výnosy nejsou

závislé, koĺısaj́ı kolem 0.
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Obrázek 4.1: Výsledky základńıho modelu
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Tržńı cenu definovanou vztahem (4.3.1), která je zobrazena modrou barvou,

můžeme modifikovat přidáńım korekci driftu (vyžaduj́ıćı Itô̊uv vzorec) −h/2.

Vztah pro cenu pak vypadá takto a v grafu ji znázorńıme červenou barvou:

p(n+ 1) = p(n) exp
(√

h∆W (n)− h

2
+ κ∆σ(n)

)
. (4.4.1.1)

Daľśı úpravu, kterou lze provést, je přidáńı vlivu vněǰśıch šok̊u k tržńı náladě

p(n+ 1) = p(n) exp
(√

h∆W (n)− h

2
f(σ) + κ∆σ(n)

)
, (4.4.1.2)

kde f(σ) = 1 + α|σ| a výslednou cenu vyznač́ıme na obrázku černou barvou.

Obrázek 4.2: Graf zobrazuj́ıćı všechny tři ceny

Vid́ıme, že všechny tržńı ceny sleduj́ı stejný trend, až na drobné výkmity. V

simulaćıch proto použ́ıváme vždy vzorec (4.3.1) pro tržńı cenu.
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4.4.2. Rozš́ı̌reńı modelu

V této kapitole si představ́ıme několik úprav a rozš́ı̌reńı základńıho modelu,

které by jej přibĺıžily v́ıce realitě.

1.rozš́ı̌reńı

Jako prvńı se budeme zabývat situaćı, kdy každý investor vńımá situaci na trhu

s nějakou chybou. Formuli (4.3.2) uprav́ıme tak, že do ńı přidáme náhodné

č́ıslo vygenerované z normovaného normálńıho rozděleńı, které nám umožńı tento

předpoklad do modelu zahrnout. A rovnici uprav́ıme do následuj́ıćıho tvaru:

ci(n+ 1) =
{
ci(n) + h|σ(n) + e|, si(n)(σ(n) + e) < 0

ci(n), jinak
(4.4.2.1)

Na obrázku 4.3 vid́ıme, že nálada na trhu se měńı mnohem častěji (graf 1).

Ovlivňuje to i samotnou cenu akcíı, která častěji roste a klesá podle toho, jak

investoři měńı svoji náladu na trhu (graf 3). Na grafu 2 porovnáváme, jak se

měńı cena v čase n a n − 1, kde pozorujeme větš́ı změny. Aktivita investor̊u je

stabilně vyšš́ı (graf 4), než u základńıho modelu.
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Obrázek 4.3: Výsledky 1. rozš́ı̌reńı
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2.rozš́ı̌reńı

Druhé rozš́ı̌reńı, kterým se budeme zabývat, se týká změny v chováńı inves-

tor̊u. Budeme předpokládat, že svoji náladu neměńı s pravděpodobnost́ı 1, ale

s nižš́ı. Tuto pravděpodobnost zadáme na začátku simulace.

Pro naše účely jsme zvolili pravděpodobnost s jakou změńı svoji investičńı

pozici na 0.8.

Pokud je splněna následuj́ıćı podmı́nka p(n+1) /∈ [Pi/(1+Hi), Pi(1+Hi)] nebo

ci > Ci (nebo oboj́ı), vygenerujeme náhodné č́ıslo a stanov́ıme novou podmı́nku,

kde budeme porovnávat toto náhodné č́ıslo se zadanou pravděpodobnost́ı. Potom

jako v základńım modelu investor změńı svoji náladu z
”
long“ na

”
short“ nebo

obráceně, Pi nastav́ıme na současnou cenu a napět́ı
”
cowardice“ vynulujeme.

Na obrázku 4.4 se nálada na trhu bude měnit přes deľśı časový horizont zhruba

ve stejných časových úsećıch (graf 1). Je to zp̊usobeno t́ım, že investor změńı svoji

pozici na trhu v 80 % př́ıpad̊u. Stejný pr̊uběh má i cena akcíı (graf 3).
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Obrázek 4.4: Výsledky 2. rozš́ı̌reńı
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3.rozš́ı̌reńı

Doposud jsme předpokládali, že všichni investoři maj́ı na trhu stejnou váhu.

Ve skutečnosti se setkáváme s r̊uznými účastńıky. Prvńı z nich jsou tzv.velćı

hráči (market makeři). Početně je jich méně, ale objemy se kterými obchoduj́ı

jsou mnohonásobně větš́ı. V protikladu k nim máme drobné investory, kteř́ı jsou

ovlivňováni těmi velkými.

Paretovu distribuci využijeme pro generováńı vah, kdy náladu na trhu ovlivňuj́ı

z 80% velćı investoři a na zbylých 20% maj́ı vliv maĺı. Funkce hustoty Paretova

rozděleńı je dána:

f(x) =
aka

xa+1
.

Obrázek 4.5: Funkce hustoty Paretova rozděleńı

Do vztahu (4.1.6) jsme přidali váhy w generované z Paretovy distribuce a

mı́sto aritmetického pr̊uměru jsme použili vážený. Výsledný vztah má tuto po-

dobu:

σ(n) =

∑M
i=1 si(n) w(i)∑M

i=1w(i)
.

Na obrázku 4.5 vid́ıme, že market makeři drž́ı náladu na trhu. A drobńı

investoři častěji měńı svoji náladu, aby se přizp̊usobili těm velkým. Ke změně

nálady investor̊u docháźı přes deľśı časové obdob́ı (graf 1). Cenové výnosy jsou

pro drobné investory malé a pro velké větš́ı, tento jev pozorujeme na grafu 2.
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Cena akcíı se měńı přes deľśı časový horizont (graf 3). Můžeme pozorovat vyšš́ı

aktivitu účastńık̊u trhu, která je zp̊usobena častěǰśı změnou nálady drobných in-

vestor̊u (graf 4). Denńı výnosy neklesly k 0 a převýšily hodnotu 20%, což zase

může být zp̊usobeno t́ım, došlo k opětovnému zvyšováńı ceny.

Obrázek 4.6: Výsledky 3. rozš́ı̌reńı
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4.rozš́ı̌reńı

Nyńı se pokuśıme rozš́ı̌rit model takovým stylem, že dáme dohromady kupuj́ıćı

s prodávaj́ıćımi. Provedeme u nich stejné změny jako v základńım modelu. Prodá-

vaj́ıćı a nakupuj́ıćı, kteř́ı k sobě nenajdou odpov́ıdaj́ıćıho obchodńıho partnera,

aktualizuj́ı pouze cenu a vynulujeme u nich
”
cowardice“, ale jejich nálada se

nezměńı.

Pro lepš́ı pochopeńı a názornost si toto rozš́ı̌reńı vysvětĺıme na jednoduchém

př́ıkladu, kdy uvažujeme 10 investor̊u, kteř́ı jsou ve stavu
”
long“ +1 nebo

”
short“

-1 a zapsaném pomoćı vektoru:

si(n) = [−1, 1,−1, 1,−1, 1, 1, 1, 1, 1].

Vyplývá nám z toho, že 3 investoři jsou ve stavu
”
short“ a zbylých 7 je

”
long“.

Jako prvńı si vytvoř́ıme 2 pole. Do prvńıho ulož́ıme indexy investor̊u, podle toho

na jakém mı́stě se v poli nacháźı a jsou ve stavu
”
short“. Do druhého ty zbylé

ve stavu
”
long“. Výsledkem budou pole: p1 = [1, 3, 5] a p2 = [2, 4, 6, 7, 8, 9, 10].

Ve druhém kroce náhodně vygenerujeme z deľśıho pole stejný počet index̊u, který

je v prvńım. V našem př́ıpadě z p2 si náhodně vybereme 3 prvky, např. p3 =

[2, 8, 9] a zbylé prvky ulož́ıme do p4 = [4, 6, 7, 10]. Pro investory, kteř́ı se nacháźı

na pozićıch p1 a p3 provedeme stejné změny jako v základńım modelu a na pole

p4 aplikujeme nový postup, který u všech aktualizuje pouze cenu (střed intervalu

”
inaction“)a vynuluje prahovou hodnotu

”
cowardice“.

Na obrázku 4.6 máme situaci, kdy 48 investor̊u akcie na trhu prodává a 52 chce

nakoupit. Vid́ıme, že nálada na trhu je dlouhou dobu vyrovnaná (graf 1). I cena se

drž́ı přes deľśı časový horizont zhruba na stejné úrovni (graf 3). Aktivita na trhu

je menš́ı (graf 4). Změna ceny se neděje až tak výrazně a nemá tolik výkmit̊u

(graf 2). Ovlivńı to i denńı výnosy, které prudce klesaj́ı, d́ıky tomu, že cena klesá.
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Obrázek 4.7: Výsledky 4. rozš́ı̌reńı
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Pro zaj́ımavost na následuj́ıćım obrázku 4.7 je všech 100 investor̊u ve stavu

short. Vid́ıme, že jejich aktivita na finančńım trhu je dlouhou dobu malá.

Obrázek 4.8: Výsledky 4.rozš́ı̌reńı pro 100 investor̊u ve stavu short
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Závěr

Hlavńım ćılem diplomové práce bylo ukázat odvozeńı modelu finančńıho trhu,

který je založen na předpokladech behaviorálńı ekonomie, naprogramovat tento

model a jeho rozš́ı̌reńı tak, aby lépe odpov́ıdal reálné situaci.

Po prvńı a druhé kapitole, kde se zabývám dvěma protich̊udnými ekono-

mickými teoriemi. Přicháźı teoretická část zabývaj́ıćı se stochastickými procesy,

zejména markovskými, které využ́ıvaj́ı pro předpověd’ budoućı hodnoty pouze

současnou hodnotu a toho jsme využili pro modelováńı tržńı ceny akcie. Dále

bylo potřeba zavést náhodnou procházku a Brown̊uv pohyb, které spolu úzce sou-

viśı. Následně jsme si ukázali stochastické diferenciálńı rovnice a jak je využijeme

pro odvozeńı tržńı ceny akcie. Tyto poznatky jsme aplikovali na stěžejńı část

diplomové práce a odvozeńı samotného modelu finančńıho trhu.

Nechyb́ı zde ani simulace základńıho modelu a jeho rozš́ı̌reńı, které byly vy-

tvořeny pomoćı softwaru Matlab. Aby jsme mohli srovnat jednotlivé výsledky,

byly použity stejné vstupńı parametry. A provedli jsme v́ıce simulaćı. Pro názorné

ukázky byly vybrány ty, které se opakovaly a potvrdili nám naše předpoklady.

Téma této práce mě velice zaujalo, protože jde o pokrokovou myšlenku přidat

lidské emoce do modelováńı chováńı finančńıho trhu. V budoucnu by to mohlo

být využ́ıváno pro věrohodněǰśı předpovědi.

Dı́ky této práci jsem si prohloubila znalosti źıskané z předmětu Finančńı ma-

tematika 2, kde jsme se mimo jiné zabývali modelováńım tržńı ceny akcie. A

splnila jsem si i osobńı ćıl, lépe se naučit pracovat se softwarem Matlab.
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http://www.statsref.com/HTML/index.html?pareto.html.
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Př́ılohy

Seznam přiložených programů:

• main n
• vypocet sigmy n
• vypocet sigmy vp
• cena n
• cena1 n

• cena2 n

• cowardice n
• cowardice i
• prepnuti n
• nahodne prepnuti
• roztridlongshort
• prepnuti nalady

Popis programů:

• main n - základńı program, který uživatel spoušt́ı. V programu muśı nasta-
vit vstupńı parametry (počet investor̊u, počátečńı cenu, délku diskrétńıho
časového kroku, celkovou tržńı intenzitu, prahové hodnoty, počet iteraćı).

• vypocet sigmy n - funkce popisuj́ıćı náladu na trhu (poměr mezi long a
short investory).

• vypocet sigmy vp - funkce popisuj́ıćı náladu na trhu, když jednotlivý in-
vestoři maj́ı na trhu r̊uznou váhu (3.rozš́ı̌reńı).

• cena n - funkce, která vypoč́ıtá tržńı cenu na konci n-tého intervalu podle
vztahu (4.3.1).

• cena1 n - funkce, která vypoč́ıtá tržńı cenu na konci n-tého intervalu s
přidáńım driftu pomoćı Itôva kalkulu podle vztahu (4.4.1.1).
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• cena2 n - funkce, která vypoč́ıtá tržńı cenu na konci n-tého intervalu s
vlivem vněǰśıch šok̊u k tržńı náladě podle vztahu (4.4.1.2). Všechny tři
ceny slouž́ı k porovnáńı.

• cowardice n - funkce popisuj́ıćı úroveň přepnut́ı každého investora na trhu
v čase při porušeńı prahové hodnoty cowardice.

• cowardice i - funkce popisuj́ıćı, jak jednotliv́ı investoři vńımaj́ı náladu na
trhu s určitou chybou. Když se poruš́ı jeho prahová hodnota cowardice, je
nucen přepnout. (1.rozš́ı̌reńı).

• prepnuti n - funkce popisuj́ıćı přepnut́ı i-tého investora.

• nahodne prepnuti - funkce popisuj́ıćı přepnut́ı i-tého investora s určitou
zadanou pravděpodobnost́ı. (2.rozš́ı̌reńı)

• roztridlongshort - funkce, která dá k sobě stejný počet long a short inves-
tor̊u a ty, co jsou nav́ıc, přidá do zvláštńıho pole. (4.rozš́ı̌reńı)

• prepnuti nalady - funkce popisuj́ıćı přepnut́ı prodávaj́ıćıch, kteř́ı si najdou
kupce. A těch, kteř́ı jej nenašli. (4.rozš́ı̌reńı)

Main n obsahuje tyto funkce pro základńı model:

• vypocet sigmy n

• cena n

• cowardice n

• prepnuti n

Pro změnu základńıho modelu za nějakou rozš́ı̌renou verzi, stač́ı zapoznámkovat
p̊uvodńı funkci a odpoznámkovat př́ıslušnou funkci podle následuj́ıćıho návodu:

1. rozš́ı̌rená verze obsahuje tyto funkce:

• vypocet sigmy n

• cena n

• cowardice i

• prepnuti n
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2. rozš́ı̌rená verze obsahuje tyto funkce:

• vypocet sigmy n

• cena n

• cowardice n

• nahodne prepnuti

3. rozš́ı̌rená verze obsahuje tyto funkce:

• vypocet sigmy vp

• cena n

• cowardice n

• prepnuti n

4. rozš́ı̌rená verze obsahuje tyto funkce:

• vypocet sigmy n

• cena n

• cowardice n

• roztridlongshort

• prepnuti nalady
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