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UVvOD

Pti vysloveni slovniho spojeni ,,matematika a hudba“ se mnoho lidi pousmé;jé
S otazkou na rtech, zda tyto dvé discipliny Ize viibec propojit. Prolinani téchto oblasti
ajisté analogie mezi matematikou a hudbou vnimdm uz del$i dobu. Myslim,
ze pro pochopeni kontextu je dtlezité uvést, ze hra na klavir me¢ provazi od sedmi let,
pficemz s vyukou hry na klavir jsem zacala asi pred péti lety. Pf1 mém soubéZném
studiu hry na klavir na konzervatofi jsem siV mnoha skladbach uvédomovala,
7e matematika a muzika maji spole¢ného mnohem vic nez jen ¢tyfi pismena. UZ systém
uceni skladeb byl podobny jako v matematice — uvédomit si obsah skladby,
systematicky ji rozc¢lenit na useky, pozorovat harmonickou strukturu, vycvicovat mista.
Je to podobné jako s osvojovanim matematického mysleni pfi feSeni tloh — nejdiive
musim veédét, co chci pocitat, tlohu analyzovat a najit vhodné kroky k dosazeni cile,
cozse neobejde bez procviCovani pocetnich tloh. Pfi dikladnéj$im zkoumani
souvislosti hudby a matematiky vSak zjistime, ze po¢atky propojeni téchto dvou oblasti
zasahuji az do starovéké antiky a prorustaji historii ruku v ruce az dodnes. Metaforicka
nit, kterd je propojuje, jako by méla spojené konce — na pocatku Pythagoras spatfil
matematiku v hudbg¢, a tak rozvinul klubko badani a nachazeni jejich souvislosti. A dnes
matematické principy ovlivnily hudbu natolik, ze zasdhly do oblasti komponovani
nejvyznamnéjSich skladateli moderny (O. Messiean, |. Stravinskij, B. Bartok,
P. Boulez, P. Hindemith, I. Xenakis a dalsi). Pravé proto shledavam dulezité se tomuto
tématu vénovat a zaélenit jej do vyuky at’ uz pro jeji zpestieni ¢i motivaci a aktivizaci
studentit v hodinach matematiky ¢i hudebni vychovy.

Tato diplomové préce je rozdé€lena na teoretickou a praktickou ¢ast. Teoreticka
cast obsahuje tii kapitoly clenéné do podkapitol. Prvni kapitola hledd vztahy
matematiky a hudby v kurikularnich dokumentech, didaktickych publikacich a také
historickou souvislost matematiky a hudby. Druha kapitola matematicky popisuje
zakladni slozku hudby — ton. Teoreticka ¢ast vrcholi tieti kapitolou, ktera popisuje
vybrany matematicky aparat aplikovany v hudebni teorii.

V prvni kapitole praktické casti jsou postupné na dvanacti podkapitolach
rozebrany matematické oblasti u€iva viceletych gymndzii za pomoci klaviru. Ve druhé
kapitole je vytvofen pracovni list se zalenénim ptikladl z prvni kapitoly. Tento

pracovni list je oveéfen v edukacni praxi vramci vyuky matematiky na Biskupském



gymnaziu Brno. Praktickou ¢éast uzavira reflexe hodiny matematiky, ve které byly
zaclenény netradi¢nich matematické ulohy s klavirem.

Soucasti této diplomové prace je i pfiloha DVD multimedialnich soubord videi
a nahravek s ukazkami matematickych piikladi na klaviru z prvni kapitoly praktické
casti.

Pro nazornost dané problematiky jsem V teoretické i praktické casti pracovala
s freewarem Audacity, ktery umoznuje znazornit Casovy priabéh akustického tlaku
riznych zvukl, které byly nahravany prostiednictvim zabudovaného mikrofonu
V pocitaci. Soucasti diplomové prace je inckolik grafii, které byly vytvoreny
v programu Excel, dale jsem pracovala s programem Overtone Analyzer pro analyzu
témbru tonu. VétSina obrazkl vlastni tvorby byly vytvafeny a upravovany v programu
Malovani. Notovy zapis byl vytvotren ve freewaru MuseScore.

Zdroje této diplomové prace opiram piedevSim 0 zahrani¢ni publikace, které
byly dostupné knizn¢ v univerzitnich knihovnach nebo ve formatu pdf. Dale jsou
Vv praci uvedeny citace clanki z webovych stranek akademickych pracovniki
a z videonahravek prednasek o matematice a hudb¢ zahrani¢nich zdroji.

Byla bych rada, kdyby tato diplomova prace poslouzila ucitelim matematiky
a hudebni vychovy jako inspirace pro zaclenéni netradi¢nich uloh do vyuky téchto

predmétd.



CILE PRACE

Cilem teoretické c¢asti prace je najit souvislosti matematiky a hudby
Vv kurikularnich dokumentech, dale v historickém hledisku a v odbornych publikacich,
které popisuji aplikace matematického aparatu v hudebni teorii.

Cilem praktick¢ ¢asti prace je nalézt piiklady matematickych oblasti
vyuCovanych na osmiletych a ctyfletych gymnazii a zakladnich Skoldch v ramci
standardnich hodin matematiky i cvieni a seminaiGi s vyuzitim klaviru. Dal§im cilem
praktické ¢asti je vytvofit pracovni list pro skupinovou vyuku matematiky u klaviru
a aplikovat dané poznatky jako aktiviza¢ni a motivacni prvky do vyuky matematiky
na vybrané stfedni Skole.

Cil této diplomové prace je soucasné jeji naplni. Chci poukazat na vztah
matematiky a hudby v historickych souvislostech, popsat tuto souvislost
prostfednictvim vybranych matematickych aparatd v hudebni teorii a vytvofit

didakticky material souboru tloh, z nichz nékteré ovéfim v praxi.
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TEORETICKA CAST

1. MEZIPREDMETOVE VZTAHY -  matematické
»Slahouny* v jinych predmétech

Matematika a hudba jsou jen zdéanlivé nepropojitelné oblasti. Mnozi teoretici
dokonce tikaji, Ze matematika a hudba jsou dvé strany jedné mince (Rokyta, 2014).
Abych ale obhajila pifinos této diplomové prace, je tieba si uvédomit, ze ma smysl
se vénovat souvislosti hudby a matematiky a tuto souvislost zaclenit do vyuky.
Pro didakticky zamér této diplomové prace je tedy zadouci nahlédnout do tématu
mezipfedmétovych vztahii nejdiive v oficidlnich dokumentech, které vymezuji
vzdélavani na narodni Grovni, a posléze patrat po propojeni hudby a matematiky v dalsi

literatufe.

1.1 Pouto matematiky a hudby v kurikularnich
dokumentech

Zakon 561/2004 Sb. o piedskolnim o predskolnim, zakladnim, sttednim, vySSim
odborném a jiném vzdelavani (Skolsky zdkon) v § 3 vymezuje systém vzdélavacich
programi, tzv. kurikularni dokumenty. Pro ucely této diplomové prace se stac¢i zminit
0 Narodnim programu rozvoje vzdélavani v CR (tzv. Bila kniha), z jehoz koncepce
vzeSly ramcové vzdélavaci programy (RVP), které vymezuji vzd€lavani na statni
trovni, a $kolni vzd&lavaci program (SVP), ktery si kazda $kola upravuje sama (§kolni
uroven).

Ramcové vzd€lavaci programy vesly v platnost v roce 2004. Krom¢é cila
vzdelavani stanovuji také kli¢ové kompetence Zéka, ocekavané vystupy, dale rozdelu;ji
vzdélavaci obsah do vzdélavacich oblasti a mezipfedmétové vztahy zahrnuji
do prufezovych témat. Tento pfistup zddraziiuje mezioborové piesahy vzdélavacich
oborl a mtize byt inspiraci pii integraci jejich obsahi. (Balada, 2007; RVP 2V, 2017)

Smyslem a cilem vzdélavani je podle RVP vybavit vSechny Zaky souborem
klicovych kompetenci. Dle Rdmcového vzdélavaciho programu pro zakladni vzdélavani
(RVP 2V, 2017, s. 10) piedstavuji klicové kompetence ,,souhrn védomosti, dovednosti,
schopnosti, postojii a hodnot duleZitych pro osobni rozvoj a uplatnéni kazdého clena
spolecnosti““. Tyto kompetence nestoji izolovanég, ale rliznymi zplisoby se prolinaji a lze

je ziskat vzdy jen jako vysledek uceleného procesu vzdélavani. Osvojovani kli¢ovych
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kompetenci je dlouhodoby proces. Ziskané klicové kompetence jsou ,,vybavou* zika

pro jeho vstup do zivota a do pracovniho procesu a procesu celozivotniho uceni vibec.

VRVP G (2007, s. 9, 10) i VRVP ZV (2017, s. 10-13) je stanoveno téchto Sest

kli¢ovych kompetenci:

kompetence k uceni

kompetence k feseni problému
kompetence komunikativni
kompetence socialni a personalni
kompetence obCanské

kompetence pracovni/k podnikavosti

Déle je v RVP ZV (2017, s. 14) uvedeno téchto deset vzdélavacich oblasti,

pricemz RVP G (2007, s. 11) obsahuje pouze prvnich osm.

Jazyk a jazykova komunikace
Matematika a jeji aplikace

Clovek a ptiroda

Clovek a spoleénost

Clovek a svét prace

Uméni a kultura

Clovék a zdravi

Informacni a komunika¢ni technologie (pozn. v RVP G je uvedena Informatika
a informac¢ni a komunikac¢ni technologie)
Clovek a jeho svét

Doplnujici vzdélavaci obory

Dale RVP ZV (2017, s. 125) vymezuje Sest prafezovych témat, v RVP G (2007,

S. 65) je uvedeno prvnich pét:

Osobnostni a socialni vychova

Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
Multikulturni vychova

Environmentalni vychova

Mediélni vychova

Vychova demokratického ob¢ana

Prifezova témata jsou dale clenéna do tematickych okruhd. Ptitomnost

prufezovych témat v RVP zajistuje integraci mezipfedmétovych vztahi do vyuky — dle

RVP G (2007, s. 65) je lze ,, realizovat jako soucdst vzdeélavaciho obsahu vyucovacich

predmeétu, je mozné jim venovat samostatné projekty, seminare, kurzy, besedy apod.,

pripadné je lze realizovat jako samostatny vyucovaci predmét ‘. Pro vSechny Skoly je

povinné, aby byly viechny okruhy priifezovych témat zafazeny do svého SVP.
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Jasny zamér matematiku propojit s dalSimi predméty vSak mizeme nalézt
ve vzdé¢lavaci oblasti Matematika a jeji aplikace v RVP G (2007, s. 21, 22). Zamé&iime-li
se na tuto vzdélavaci oblast podrobnéji, zjistime, Ze je tento zdmér vyjadien
jizvuvodnim odstavci Charakteristika vzdélavaci oblasti. Zde je uvedeno, ze
,,osvojené matematické pojmy, vztahy a procesy péstuji myslenkovou ukaznénost,
napomahaji zakim k proZitku celistvosti, a kone¢né také, ze ,,béhem studia Zaci
objevuji, Ze matematika nachdzi uplatneni v mnoha oborech lidské cinnosti (napr.
V ekonomii, technice, ale i ve spolecenskych védach), Ze je ovliviiovana vnéjsimi podnéty
(napriklad z oblasti prirodnich ved) a Ze moderni technologie jsou uZitecnym

pomocnikem matematiky“ (RVP G, 2016, s. 21, 22).

1.2 Pouto matematiky a hudby v jinych didaktickych
publikacich

ProtoZze v RVP konkrétni provazanost matematiky a hudby neni uvedena, opiu
se dale o publikaci Molnar (2007), kde se klade diraz pravé na mezioborové vztahy
matematiky a dalSich oblasti. Celd ucebnice vnima zdka velmi komplexné. Snazi
se odpoveédét na otdzku ,,jak mohou k rozvoji kliCovych kompetenci piispet ucebnice
matematiky. Teoretick¢é poznatky demonstruje ukazkami didaktického materialu
ucebnic matematiky. Poukazuje na pojmy osobnost, schopnosti a jejich osvojovani,
dovednosti, védomosti a postoje, které se mimo jiné objevuji v zékladni definici
klicovych kompetenci podle RVP. Velmi tzce je klade do souvislosti praveé s kliCovymi
kompetencemi, o kterych se dale zminuje v ramci vlastni rozsahlé kapitoly. Molnar,

(2007, s. 38, 39) uvadi definici klicovych kompetenci nasledovné:

., Klicovymi kompetencemi se podle Belze a Siegrista rozumi takové znalosti,
schopnosti a dovednosti, které vyustuji v kompetence, s jejichz pomoci je mozno
V daném okamziku zastdavat velky pocet pozic a funkci a které jsou vhodné ke zvladani

‘

problémii celé Fady vétsinou nepredvidatelné se ménicich pozadavkii v prubéhu Zivota.

Z definice je patrné, Ze vystupem zdka v procesu vzdélavani nema byt clovek
S izolovanymi znalostmi z danych vzdélavacich oblasti, ale naopak clovék flexibilni,
ktery své poznatky dokaze propojovat a uvazovat komplexné.

Dale se tato publikace zaméfuje na roli ucebnic matematiky pfi rozvoji
klicovych kompetenci. Uvadi, Ze vystupnimi védomostmi zaka ve vyuce matematiky by

mély byt védomosti uvedené v kurikularnich dokumentech, ale také informace z jinych
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obort, které pozitivné prohlubuji vztah zdka k mezipfedmétovym vztahiim matematiky
a jinych vzdélavacich oblasti. V ramci vystupnich dovednosti zdka pii uzivani ucebnic
matematiky pak uvadi schopnost aplikovat matematické poznatky, feSit problémy,
logicky uvazovat ¢i objevovat a pracovat tvofive. Jednotlivé dovednosti dale rozvadi,
konkrétn¢ dovednost objevovat a pracovat tvofivé obnasi schopnost davat véci
do souvislosti, nalézat nova feseni a nestandardni aplikace, byt flexibilni a adaptabilni
pti zménach. Také je zde zminéna dovednost fesit problémy, které dale rozvadi mimo
jiné ve schopnost pochopit problém, analyzovat a postupovat planovité, nenechat
se odradit. (Molnar, 2007, s. 53-55)

A konecnég, jistou spojitost matematiky a hudby lze konkrétné nalézt téze
publikaci v ramci postoji, které by mély ucebnice matematiky mély u zaka formovat.
Mezi né¢ Molnar (2007, s. 56) tadi také kladny postoj k uméni, ke vSem formam
kulturnich projevli, pozitivni pfistup k Zivotu, schopnost projevovat pozitivni city,

S ¢imz je hudba uzce spjata.

1.3 Pouto matematiky a hudby historicky

Rozebrat tuto podkapitolu dikladné by jisté vyslo na jinou zavérecnou praci,
proto zde pouze vyberu dulezité milniky v prafezu déjin matematiky a hudby. Nékteré
z nich rozvedu v kapitole ¢islo 5.

Historické pouto matematiky a hudby zasahuje az do 6. stoleti pt. n. I. do dob
Pythagora ze Samu (cca 570 — 510 pf. n. 1.). Starovéka antika se stala kolébkou hudby
jakozto védy spiiznéné s matematikou. Pythagorejec Archytas (piclom 5. a 4. stoleti pf.

n. L) ve své knize O matematice hned v uvodu pise:

,Zda se, zZe matematikové dosdhli spravného poznani a nelze se divit,
Ze pochopili podstatu kazdé jednotlivé veci; nebot kdyz pronikli k poznani celku, tak vidi
v pravém svétle také vSechny jednotlivé casti. Predali nam jasné pozmnani rychlosti
hvezd, jejich vychodii a zapadi, také o geometrii, aritmetice a sférické geometrii
a v neposledni radé také o hudbe; nebot tyto nauky (mathémata) povazujeme

za pribuzné. “* (Halas, nedatovano, s. 12)
Matematické discipliny Pythagorejci v antice ovlivnily 1  vzdélani
na sttedoveékych univerzitach. Z jejich uceni se vyvinul obor klasického univerzitniho

vzdelani zvaného kvadrivium — kombinace ¢tyi pohledd na vlastnosti ¢isel. Tvofily jej

obory aritmetika, ktera popisuje Cislo jako takové, dale geometrie zabyvajici se ¢islem
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V prostoru, astronomie pak zkouma ¢islo v Casoprostoru a konecné hudba, kterd zkouma
Cislo v case. (Port, 2012)

Ve starovékém Recku tedy byla matematika spjata s mnohem 3ir§im okruhem
oblasti. Devlin (2011, s. 13, 14) uvadi, Ze toto pojeti matematiky se udrzelo po vice nez
2000 let. Teprve s rozvojem védeckych metod v 17. stoleti se cesty matematiky a hudby
zacCaly rozbihat. Profesor matematiky Stanislav Vydra v ucebnici Pocatkové arytmetyky
Z pocatku 19. stoleti rozdéluje matematiku na discipliny ,,éist¢ matematiky*, kam tadi
aritmetiku, geometrii, analyzu, algebru, trigonometrii, teorii kiivek (,,ueni o kiivych
carkach®) a diferencidlni a integralni pocet, a dale ,smiSené matematiky*, kam
naptiklad krom¢ mechaniky, hydrostatiky ¢i ,,uméni, které tesa do kament* zatrazuje
také ,,muzyku neb hudbu‘ (Halas, nedatovano, s. 13).

James D. Steward, Ph.D. (1941-2014), kanadsky profesor matematiky
na McMaster University a houslista, mimo jiné na své pfednasce z dubna roku 2010
v MAA Carriage House snazvem Matematika a hudba uvadi néktera jména
vyznamnych matematikd, ktefi hrali na hudebni nastroj nebo se zabyvali hudebni teorii:
Pythagoras, Eukleides, G. Cardano, G. Galilei, J. Kepler, R. Déscartes, J. d’Alembert,
L. Euler, J. Bolyai, B. Riemann, W. Jacobi, L. Cronecker, J. J. Sylvester, R. Poincar¢,
A. Einstein, G. D. Birkhoff. (Steward, 2010; Legacy, 2014)

Déle Steward (2010) ve své pfednaSce odpovidd na otazku ,,jak miZeme
vysvétlit skute¢nost, ze tolik matematikd bylo tzce spjatych s hudbou®. Pokud se podle
Stewarda (2010) podivame na nékteré podobné znaky matematiky a hudby, zjistime
tyto paralely. Zaprvé, obé discipliny spojuje pfesnost. Jak matematika, tak hudba mohou
byt velmi presné zapsany — hudba pomoci notového zapisu a matematika pomoci knih
0 kalkulu. Zadruhé, v obecné rovin€¢ je hudba podle Stewarda nejvice abstraktnim
uménim, stejn¢ tak jako matematika je nejvice abstraktni védou. Dle Devlina (2011,
S. 13) ,,ma oboji sviij viastni vysoce abstraktni zdpis a Fidi se svymi viastnimi
strukturdlnimi pravidly“. Svou pfednasku Steward (2010) kon¢i slovy, ze matematika
a hudba maji spole¢né analogie ve formé, struktufe a logice.

Souvislost abstrakce matematiky a hudby si mimo jiné uv€domoval i slavny
matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Napsal: ,,Hudba je skryty
a nevédomy matematicky problém duse* (Vesely, 2013, s. 302). O stfi stoleti pozdéji
francouzsky matematik Jean Dieudonné (1906-1992) nazval matematiku ,,hudbou

rozumu” (St’astny, 2009).
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Pokud se reciprocné podivaime na vyznamné hudebniky, ktefi své skladby
komponovali na matematickych principech (at’ uz umysiné¢ nebo ne zcela zdmérng),
narazime napiiklad na jména W. A. Mozart, J. S. Bach, C. Debussy, B. Bartok,
P. Hindemith, A. Honegger, O. Messiean, A. Schonberg, A. Berg, A. Webern,
I. Xenakis. O vztahu matematiky a hudby se Igora Stravinskij (1882-1971) vyjadfil
slovy: ,,Hudba je daleko blizsi matematice nez literature — ne snad primo matematice
jako takové, ale dozajista nécemu, jako je matematické mysleni nebo matematické
vztahy “ (Vesely, 2013, s. 302).

Ve 20. stoleti se pak vymezily nové hudebni sméry, které vyuzivaji matematické
principy. Mezi ty nejvyznamnéj$i se fadi dodekafonie, serialismus, minimalismus,
aleatorika, elektronickd hudba nebo hudba témbr. Neékteti skladatelé ve svych
kompozicnich technikdch dokonce doSli k nazoru, Ze hudbu mohou redukovat
na matematiku (Petr, 2008). Striktni doktrina vSak s sebou nese dan. Po formalni strance
dokonald, matematicky prokalkulovand hudba si uz jen téZko hledd posluchace
a postrada jadro, které hudbu tvoii a ma byt zprosttedkovano — emoce (Petr, 2008).

Souvislost matematiky a hudby vnimaji také soudobi hudebnici. Naptiklad
hudebni skladatel a klavirista Albert Breier se v rozhovoru pro casopis HIS Voice
vyjadiuje o vztahu matematiky a hudby slovy, Ze pravdépodobné neexistuje hudba,
ktera by byla matematikou naprosto nedotcena. Podle Breiera mohou byt v hudebni
kompozici skladateli, ktefi se ve svych partiturach matematikou védomé nezabyvaji,
jednou muzikology objeveny komplikované matematické postupy a struktury. Je také
zajimavé, ze se ve svém vlastnim kompozi¢nim stylu snazi Breier matematizace zbavit,
av$ak to podle jeho slov neni viibec snadné, v nékterych piipadech nemozné. (Stastny,
20009, s. 20-23)

Na zaklad¢ téchto tii podkapitol je tedy jisté, Ze matematika a hudba jsou uzce
spjaté discipliny. Z didaktického hlediska tedy ma smysl studovat provazanost
matematiky a hudby a tuto spojitost vyuzit pfi vyuce matematiky a hudby.
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2. COJETO ZVUK

2.1 Zrozeni tonu

Diive nez piejdeme k vlastnimu zkoumani vztahu matematiky a hudby, bude
uziteCné se seznamit s toénem samotnym, jeho charakteristikou a procesem vzniku
a Sifeni. V této Casti textu vyuziji dal§i mezioborové vztahy matematiky s fyzikou
a pro pochopeni vzniku zvuku mezipfedmétové vztahy fyziky a biologie.

Je tieba odlisit zvuk od tonu a ton od hluku. Zenkl (2003, s. 9) vymezuje zvuky
jako v8e, co slySime. Dalsi definici zvuku uvadi Svoboda (2013, s. 226): ,, Zvukem je
kazdé mechanické vineni v latkovém prostiedi, které je schopno vyvolat v lidském uchu
sluchovy vjem. “

Zvuk vznikd chvénim pruzné hmoty (pevné latky, kapalin nebo plynit). Zenkl
(2003, s. 9) rozdeluje zvuky na tony, které vznikaji pravidelnym chvénim hmoty,
a hluky, vznikajici naopak nepravidelnym chvénim (napf. Sum, rana, skiipani, ...). Tony
maji ur€itou piresnou vysku, kterou lze napodobit (jinym nastrojem, hlasem), hluky
naopak maji vySku neurcitou (Zenkl, 2003, s. 9). Tény lze dale d¢lit na jednoduché
S harmonickym prubéhem (tj. takovym, jehoz grafem zavislosti intenzity zvuku na case
je funkce sinus) a slozené, které jsou sice periodické, ale jejich Casovy prabéh neni
popsan sinusoidou (Reichl, ©2006-2019¢).
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Obrazek 1: Neperiodicky casovy priibéh tlesknuti.
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Obrdazek 2: Periodicky casovy pribéh vokadlu ,,e*.
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Obrdazek 3: Harmonicky casovy priibéh ténu c* generovaného v programu Audacity.

Dulezité¢ je upozornit, ze se na piedchozich obrdzcich nejednd o samotnou
zvukovou vinu, ale o prubéh zmény tlaku v ¢ase.

Pravidelné chvéni néjakého télesa tedy zaptiCini vznik tonu. K tomu, abychom
ton uslyseli, je tfeba, aby se S$itil pruznym latkovym prostiedim (nejcastéji vzduch).
Napriklad u klaviru stisknutim klavesy vymrstime dievéné kladivko potazené plsti,
které tukne do dané struny, ta se rozkmitd, jeji pravidelny pohyb dale rozkmita masu
molekul vzduchu, kterd se postupné zhustuje a fidne. Tim vytvati pravidelnou zménu

tlaku vzduchu, ktera se podélnym vInénim S$ifi az k naSemu sluchovému aparatu.

Nize se kratce zminim o jeho popisu.
2.1.1 Stavba a popis sluchového aparatu

Zachyceni a zpracovani zvukovych vin dochdzi v nasem sluchovém aparatu,
jehoz periferii tvofi usni boltec. V uchu se pak zvukovy signdl pieméni na nervovy
vzruch (Reichl, ©2006-2019c). Na obrazku niZe je znazornéno, z jakych ¢asti se ucho
sklada.

Kistka  kladivko dstroji  OKymko hlemyzd' napinaé
bubinku

boltec

Cortiho orgéan

zvukovod Kovadlinka timinek fasnatd téliska
Eustachova trubice

Obrazek 4: Popis sluchového aparatu (Reichl, ©2006—-2019c).
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Vngjsi ucho se sklada z uSniho boltce a zvukovodu o délce asi 3 cm a Sifce
kolem 7-8 mm. Zvukova vlna je c¢asteéné zachycena boltcem a nasmérovana
do zvukovodu. Boltec a zvukovod spoleéné funguji jako jednoduchy zesilovac a filtr
frekvenci — podobné jako mikrofon. Zarovenn vnéj$i ucho oddéluje vnéjsi okoli
od stfedniho ucha, a tak ma i ochrannou funkci. (Mourek, 2008, s. 181-184; Reichl,
©2006-2019c)

Na konci zvukovodu se nachdzi bubinek a tfi kustky, které dohromady tvofi
sttedni ucho. Zde nastava samotny d¢j slySeni. Bubinek je pruzna vazivova blana silna
asi 0,1 mm. Po dopadu zvukové viny na bubinek se bubinek rozkmitd se ve stejném
rytmu a se stejnou frekvenci, jakou méla zvukova vlna. Tuto vibraci pak piejima
soustava tfi nejmensich kiistek v téle — kladiva, kovadlinky a tfminku. Tyto kistky jsou
V pohybu 24 hodin denné a ptevadi akustické vinéni zachycené bubinkem do kapaliny
ve vnitinim uchu. Zajimavé je, ze pokud by soustava téchto kustek chybéla a zvukova
vlna by dopadla pfimo na kapalinu vnitfniho ucha, akusticky signal (tedy vibrace
vzduchu) by byl odrazen zpét a my bychom nic neuslySeli. Pievodni systém tedy
provede impedancni ptizptusobeni, a tak nedochazi k odrazu energie. Druhou casti
pievodniho systému jsou dva nejtenci svaly v lidském téle, které slouzi k regulaci
tuhosti pfenosu zvukového signalu. Treti Casti prevodniho systému je Eustachova
trubice, ktera spojuje stfedni ucho s nosohltanem. Jeji funkce je vyrovnavani tlaku
vzduchu pied bubinkem a za nim. (Mourek, 2008, s. 181-184; Reichl, ©2006-2019c)

Stedni a vnitini ucho oddéluje blanka ovalného okénka, ktera uzavira kapalinu
uvnitt vnitiniho ucha. Zvukova vina prostfednictvim pfevodniho systému kustek a svalu
sttedniho ucha rozkmita kapalinu v hlemyzdi, kde se nachdzi recep¢ni systém vlastniho
ustroji sluchu (Cortiho organ). Ten je tvoren fadami 23 000-25 0000 fasnatych bunck.
Tlakové viny akustického signalu pohybuji pruznou membranou, ktera deformuje tyto
fasnaté bunky, a ty prevedou tento zvukovy signal na elektricky, ktery je odvadén
do mozku a tam dale zpracovan. (Mourek, 2008, s. 181-184; Reichl, ©2006-2019c)

Teoreticky frekvencni rozsah lidského sluchu se uvadi jako 16 Hz az 20 000 Hz.
V praxi je pak rozmezi slySitelnych frekvenci 17-17 000 Hz. Jeho krajni hodnoty jsou
U kazdého clovéka individudlni, ale plati, Ze s rostoucim vékem jeho horni hranice
vyrazné klesd. Nejvyznamnéjsi frekvence zvukového signalu je kolem 3 000 Hz.
Signaly blizké této frekvenci lidské ucho zpracovava nejvice G¢inné. Tato frekvence
souvisi se srozumitelnosti lidské feci, na niz je lidské ucho nejcitlivéjsi. (Loy, 2006,
s. 15, 16)
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Jak vysvétlil doc. RNDr. Mirko Rokyta, CSc.: ,,Slyset hudbu znamend byt
schopen vnimat chvéni vzduchu a byt schopen dekodovat, rozlozit a interpretovat jeho
strukturu® (Maténa, 2015). Hudbu tedy neposuzujeme jen podle naseho rozumu,
ale predev§sim na zaklad¢ dekddovani frekvence kmitl, jejimz prostfednictvim naSe

ucho hudbu vnima (Maténa, 2015).

2.2 Matematicky popis tonu

Jak bylo feceno, ton vznikd pravidelnym kmitanim pruzného prostiedi. Protoze
Casovy priibéh intenzity tonu je periodicky, pro matematicky popis dobie poslouzi
zkoumani Casového pribéhu vychylky kmitdni télesa na pruziné¢ (harmonického

oscilatoru).

/1

\_/ )

obecna
nezatiZzena rovnovaina okamiita
pruZina poloha vychylka

Obrdzek 5: Harmonicky oscilator (Fendt, 2014).

Nasledujici matematizace predpokladd model harmonického oscilatoru, tedy
idealni ptipad, kdy téleso kmitd bez energetickych ztrat. Pfipad nepopisuje tlumené
kmitdni ani vynucené kmity, které se svou podstatou ptiblizuji redlné situaci vice.
Pro tcel popisu tonu vsak toto zjednoduSeni postaci.

FyzikéIni popis kmitavého pohybu vede na feSeni pohybové rovnice ve tvaru

linearni diferencialni rovnice druhého fadu:

2
mfl_tjzl = —ky,

kde t je Cas, m je hmotnost zavazi oscilatoru, K tuhost pruziny a y okamzita
vychylka kmitani télesa vzhledem k rovnovazné poloze. Leva strana reprezentuje silu,
kterd se po vychyleni télesa z rovnovazné polohy snaZi toto téleso do ni vrétit, a prava

strana vyjadfuje pfimou umérnost této sily k okamzité vychylce télesa s konstantou
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umérnosti K. Znaménko minus pak znaci, Ze se jedna o silu pisobici proti pohybu
kmitajiciho télesa. Jinymi slovy: ¢im vice bude téleso vychyleno z rovnovazné polohy,
tim vétsi bude sila, kterd se snazi dostat téleso zpét do rovnovazné polohy.

Jednoduchou ekvivalentni tipravou dostaneme tvar:
2

LY o ky=0
m =
acz 'Y
Jednd se o homogenni linearni diferencialni rovnici 2. tadu s konstantnimi
koeficienty. Pro jeji feSeni tedy uzijeme jeji charakteristickou rovnici:

mA2 +k =0,

.k . , . Y .
odkud 4, = £i /;. Ve fyzice se dana odmocnina oznacéuje veli¢inou w, ktera
.y , . , /k . y
se nazyva kruhova frekvence kmitti. Plati tedy w = — ProtoZe jsou oba koteny

dvojici komplexné sdruzenych kofent ve tvaru A,, = a +if, kdea =0af = \g =

w, tak feSeni dané diferencialni rovnice hledame ve tvaru:
y1(t) = e% sin(Bt) ay,(t) = e** cos(pt)

Dané funkce Y1, Y2 jsou linearné nezavislé, a tvoii tedy fundamentalni systém

feSeni. Po dosazeni se jedna o funkce:
y,(t) = sin(wt) ay,(t) = cos(wt)

Obecné¢ teseni ma pak tvar linearni kombinace nalezenych linearné nezavislych

funket:
y(t) = C; sin(wt) + C, cos(wt),C; € R, C, €R

UrCeni danych konstant ur¢ime jako partikularni feSeni pocatecni ulohy.
Ozna¢me v Case t = 0 vychylku y = A a rychlost v = vo. Rychlost je dana prvni derivaci
dané funkce podle ¢asu, a tedy:

y(0)=C=4

d
v(t) = d_i/ = C,w cos(wt) — Aw sin(wt)

dy
vy = v(0) = I = (w,
t=0

odkud C; = % Dosazenim konstant do rovnice obecného feseni vyjde:

y(t) = Acos(wt) + %sin(a)t)
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Jednd se tedy o slozeni dvou periodickych funkci. Pro ti¢ely matematického
y() = ym sin(wt + @)

Dané teseni diferencialni rovnice se da na tento tvar jednoduse pievést pomoci
goniometrické identity ve tvaru sin(a + b) = sinb cosa + cos bsina, provedenim
substituce A = y,, sin ¢, a 1;—0 = Y, COS . Zbyva jesté pojmenovat posledni veliCiny.
Clen ym udéavd maximalni vychylku, tj. amplitudu kmitavého pohybu a ¢, zna¢i
pocate¢ni fazi kmitavého pohybu. Pokud je faze nenulova, okamzik sledovani

kmitavého pohybu oscilatoru nastal v ¢ase, kdy téleso neprochazelo rovnovaznou

polohou.
¥
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Obrdzek 6: Harmonické kmitani — graf a popis velic¢in (Reichl, ©2006-2019).
Odvozeny vzorec tedy odpovidd harmonickému prabéhu ténu, a jak uvidime
Vv nésledujici kapitole, pIn¢ koresponduje s tim, co pozorujeme u jednoduchych tont.
Jesté dodejme, Ze kruhova frekvence je svazana s frekvenci tonu f, a tim i periodou

kmitani T vztahem:

21
a)=2nf=?

Funkce popisujici ¢asovy prubeh vychylky lze tedy prepsat do tvaru:
Y() = ym sin(2rft + @)

Frekvence f obecné udava pocet téchto pravidelnych pohybi za jednu sekundu,
méfi se v hertzich (Hz). Perioda T je naopak casovy udaj, ktery udava dobu nejkratsiho
useku periodického dé&je, jehoz opakovanim vznika vysledny periodicky pohyb.
Zékladni jednotkou periody je sekunda (s). Zvukovou vinu lze dale charakterizovat
prostiednictvim vlnové délky A, jejiz zékladni jednotkou je metr (m). Pokud prvni

rozkmitand ¢astice vykond jeden kmit za periodu T, pak se za tuto dobu rozsifi vinéni
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do vzdalenosti 1 = vT = % , kde v je rychlost §itici se faze v prostoru. Rychlost Sifeni

zavisi na teploté a na prostfedi, ve kterém se zvuk §ifi. Z matematicko-fyzikalnich
tabulek lze zjistit, Ze ve vzduchu je tato rychlost pii teploté 20 °C zhruba 343 ms™,
pricemz se s klesajici teplotou snizuje a naopak. V pevnych latkéach je n¢kolikanasobné
vétsi. V grafu vilnovou délku tedy reprezentuje nejmensi vzdéalenost dvou bodl
kmitajicich se stejnou fazi.

Na zéklad¢ odvozeni rovnice kmitavého pohybu lze vytvaret grafy popisujici
Casovou zavislost vychylky intenzity zvuku tént riznych frekvenci. Pro jejich
generovani v programu Excel uziji vztah y(t) = y,, sin(2nft + ¢,). Pro jednoduchost

zvolim nulovou pocate¢ni fazi a jednotkovou maximalni vychylku.

Graf 1: Casovy priibéh zmén akustického tlaku
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2.3 Cty¥i dimenze tonu

Tén samotny je charakterizovan ¢tyimi zdkladnimi vlastnostmi. Haluska (2006,
s. 97) tyto vlastnosti tonu nazyva psychologickymi: ,,Jednd se o vlastnosti, které jsou
podminené lidskou psychikou. Vyzkumy wuvddi, Ze napr. ptaci pévci vnimaji tyto

fenomény uplné odlisné. “ Tony zapisujeme notami.
23.1 Vyika

Zakladni zdkonitosti o vztahu mezi vyskami tonu pomohly zformulovat pokusy
na monochordu (jedné struny natazené na ozvucnou skiiilku): ¢im krat§i a napnutéjsi

je struna, tim vyssi ton vydava (Haluska, 2006, s. 98). Na prelomu 16. a 17. stoleti zjistil
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G. Galilei nezavisle na francouzském knézi a matematikovi M. Mersenneovi, ze vyska
tonu je nepiimo tmérna jeho frekvenci (Benson, 2013, s. 149). Mersenne pak odvodil
matematicky vztah pro frekvenci tonu v zavislosti na fyzikalnich parametrech struny
ajejim napéti (Haluska, 2006, s. 156). Vnimani vysky tonu je tedy zapri¢inéno
zménami frekvenci téonu — tedy tim, jak rychle probihd vibra¢ni pohyb molekul
prostiedi, kterym se zvukovd vlna S§ifi. Mnoho lidi, a to pfedevSim ti, ktefi byli
muzikdIné trénovani, je schopno rozeznat jiz pouhé¢ 2 Hz v rozdilu frekvenci (ADM
magazin, 2016).

Souvislost vysky tonu a jeho frekvence prakticky ukazuje napt. Savartova
siréna. Jedna se o nékolik ozubenych kolecek riznych priméri otacivych na spolecné
ose. Jestlize k zublim roztocené sirény prilozime karton, siréna vydava zvuk tim vyssi,
¢im vyssi je rychlost otaceni nebo pocet zubt na ptisluSném kotouci. Plati tedy, ze vyssi
tony maji vyssi frekvenci a naopak. (Kralova, nedatovano)

Souvislost mezi frekvenci a vlnovou délkou tonu popisuje Haluska (2006,
str. 101). Frekvenci nazyva akustickou miru ¢asu a vlnovou délku akustickou miru
prostoru. Dale uvadi, ze: ,,Vinova délka a frekvence reprezentuji pro hudebnika
reciprocitu prostoru a casu, byti a vzniku. Ton existuje v prostoru jako vinova délka
a pohybuje se v case jako frekvence “ Haluska (2006, str. 101).

V hudebni akustice hraji vyznamnou roli také pojmy absolutni a relativni vyska
tonu. Reichl (©2006-2019d) uvadi, Ze absolutni vysku je mozné méfit pomoci piistroju
a udava konkrétni frekvenci daného tonu. Relativni vyska ténu je urCena pomérem
frekvence daného tonu vzhledem ke zvolenému referenénimu tonu. Na pocatku 20.
stoleti byl jako referencni ton v hudebni akustice ustanoven ton o frekvenci 440 Hz,
ktery odpovida tonu a; — tzv. komorni a (Loy, 2006, s. 14). Podle mezinarodni dohody
z roku 1953 se maji orchestry a hudebni télesa ladit pravé podle komorniho a (Zenkl,
2003, s. 28).

Absolutnim sluchem se vyznacuji lidé, ktefi jsou schopni z poslechu tonu urcit,
o jaky ton se jednd. Uvadi se, ze absolutni sluch ma 0,1 %0 — 1 % populace. AvSak
U hudebnikil je toto procento mnohem vys$si. Absolutni sluch je podminén geneticky
a stimuluje se hudebnim tréninkem v détstvi. (Bartova, 2016, s. 22)

V subjektivnim vnimani zvuku je velmi dileZita predev§im relativni vyska tonu,
tedy schopnost rozeznat vzajemné vztahy tonli a zapamatovat si melodii (Bartova, 2016,
s. 19). Vyzkumy prazského Ustavu experimentalni mediciny prokazuji, ze mechanismy,

kterymi vnimame hudbu, jsou zakladni vybavou savcu (Port, 2007).
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Vramci této podkapitoly nyni nastinim jednoduchou logickou aplikaci
matematiky, prostiednictvim které se da predstavit vyska tonu dana frekvenci. Jak bylo
feceno, vyska tonu zavisi na rychlosti kmitani pruzného télesa a prosttedi. Cim rychlejsi
tento pohyb je, tim vyssi ton slySime (¢im rychleji probihd pohyb bubinku a kustek
sttedniho ucha, tim vys§i ton sly§ime). Napiiklad komorni al ma frekvenci 440 Hz.
To znamena, ze za jednu sekundu dopadne na bubinek 440 vinek vyssiho tlaku
vzduchu. Blanka bubinku se vlivem toho rozkmita a vykona za jednu sekundu
440x stejny pohyb. Jednoduchou trojélenkou bychom odvodili, Ze komorni al ma
periodu 1/440 s. To znamena, ze neZ bubinek znovu udeii do kladivka, ub&hne zhruba
2,3 ms, coz je asi 50x rychlejsi pohyb nez mrknuti lidského oka.

Zuvedeného vyplyva, zZe pokud zname absolutni vySku tonu,
Ize prostiednictvim frekvence urcit, kolikrat za sekundu byl vykonan kmit zdroje
zvuku. Kralova (nedatovano) uvadi tuto skute¢nost na piikladu z ptirody. Chceme-li
zjistit, kolikrat za sekundu mavne néjaky hmyz kiidly, staci urcit absolutni vysku jeho
zvuku kiidel. Kiidlo v tomto ptipadé funguje jako kmitajici membréana vydavajici ton
urcité frekvence. Bylo naptiklad zjisténo, Ze moucha domaci, kterd pfi letu vydava ton
f1, vykona 352 kmiti k¥idly za sekundu. V¢ela medonosna letici bez zatizeni kmita
kiidly 440x za sekundu, coz odpovidd komornimu al. Pokud je obtizena medem,
frekvence kmitd se sniZi na 330x za sekundu (ton e?).

Souvislost vysky toénu s frekvenci velmi pékné zviditeliiuji nasledujici obrazky
ze zédznamu zvuku v programu Audacity, které ukazuji harmonicky prabéh zmény
akustického tlaku vzduchu jednoduchych toni rtiznych frekvenci. Je vidét, ze dané

obrazky piesné koresponduji s odvozenym vztahem v kapitole 2.2 (viz Graf 1).
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Obrazek 7: Casovy pritbéh zpivané samohlasky ,,u* na tonu a* (horni radek).
Tento harmonicky prabéh vSak pfili§ neodpovidd redlnym zvuklm, které nas
sluch vnima. Zvuk, ktery je charakterizovan tak p&knym piedpisem, ve skutecnosti zni

velmi neptirozené (Viz Ukdzka 1 na DVD multimedialnich souborit). Tony, které se nas
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mozek naucil vnimat jako pfirozené, jsou tony slozené z n€kolika sinusoid. O tomto

tématu mimo jiné pojednava podkapitola 2.3.2.
Notovy zdznam vySKky ténu

Vysku tonu zaznamenava poloha noty v notové osnoveé. Notova osnova sestava
Z péti linek a ¢tyf mezer. Cim vySe se nachazi dana nota, tim vyssi ton (tedy ton s vyssi

frekvenci) oznacuje. Relativni zapis vysek tont by vypadal naptiklad takto:

[ ]
% ] © < L o ©
“»

Obrdzek 8: Relativni zapis vysek nekterych toni.
Z ptedchoziho obrazku lze vycist jen informaci o tom, ktery ton ma vyssi,
a ktery naopak nizsi frekvenci. Absolutni vySku tonu udava kli€. Dnes se uziva ctyr
klict, které oznacuji polohu noty o pifesné urené vysce (houslovy, basovy, altovy
a tenorovy) (Zenkl, 2003, s. 19). Na obrazku nize jsou zaznamenany Ctyti tony danych
frekvenci v rovnomérné temperovaném ladéni v houslovém a basovém kliCi. Pravé

v téchto dvou kli¢ich se klaviristé uc¢i od utlého véku Cist.
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Obrdzek 9: Priklady zapisu vysSek riiznych tonit s prislusSnymi frekvencemi.
2.3.2 Témbr (barva)

Lidsky mozek rozli§i, zda dany ton hraje klavir, housle nebo jakykoliv jiny
nastroj. Stejné tak rozli§i, zda byl stejny tén na housle vytvotfen drnknutim prstu
0 strunu nebo smyccem. Tuto skute¢nost popisuje hudebné-akusticky termin barva tonu,
vhodnéji témbr.

Pokud je lidsky mozek schopen témbr riznych néstroji rozliit, zakonité je
mozné fyzikalné analyzovat a matematicky popsat tuto vlastnost tonu. V predchozi
kapitole bylo zminéno, Ze tony, které se nam jevi jako piirozené, jsou ve skutecnosti
slozené z n€kolika dalSich tond, tzv. vysSich harmonickych neboli alikvotnich tont.
A pravé pomér hlasitosti téchto alikvotnich toénti vici zakladnimu ténu ovliviuje

vysledny témbr zvuku — jednd se o tzv. spektrum frekvenci tonti obsaZenych
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v zékladnim tonu. Tony tedy rozdélujeme na jednoduché, jejichz pribéh je popsan
harmonickou funkci (sinusoidou), a na slozené, kdy kromé jejich zakladni frekvence,
ktera urcuje vysku tonu, zni zaroven i vys$si harmonické frekvence. Tyto vyssi frekvence
jsou celoCiselnym nasobkem zakladni frekvence a maji vétSinou mensi amplitudu
nez zakladni frekvence. Lidské wucho tento vjem zpracuje jako jediny tén
charakteristického zabarveni o frekvenci zdkladniho ténu. (Haluska, 2006, s, 104, 105;
Tyc, 2010)

Vysvétleni vzniku barvy tonu poskytuje opét kmitani struny. Pokud rozezvucime
strunu dané délky, bude kmitat jednak po celé délce, ale také v celoCiselnych Castech
této struny kvali vzniku stojatého vinéni. Struna tak bude kmitat kromé zakladni
frekvence (danou celou délkou struny) ina vysSich harmonickych frekvencich, které
tvofi celoCiselné nasobky zakladni frekvence urcené délkou struny. Zpisob kmitani
struny na vysSich frekvencich se nazyva vibracni mody struny. (Loy, 2006, s. 29, 30)

Frekvence kmitd
dané ¢asti struny

n=1 / Zakladni frekvence
n=2 Zf ]
n=23 3f
= 4
net i Vyssi harmonické frekvence
(alikvotni tony)
n==a 5 f
n=>0 6f

Obrazek 10: Kmitani struny (vibracni mody struny) (Tyc, 2010; upraveno).

Je vidét, ze casti kmitajici struny tvofi teoreticky nekonecnou posloupnost

(o]
ptevracenych hodnot ptirozenych cisel {%} = {1,%,;,%, }, pficemz frekvence je
n=1
popséana aritmetickou fadou {n}p-; ={1,2,3,4,...}. ProtoZe vyska tonu je popsana
harmonickou funkci, 1ze na zdkladé odvozeného vztahu kmitavého pohybu obecné

popsat sloZzené kmitani struny v modech n € N jako fadu:
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f@) =y +y1sin@2nf + @,) + y, sin(2uf - 2 + @) + y, sin(2nf - 2 + @,)

=Y+ z Yo Sin2rf - n+ @)
n=1

Yo ... stejnosmérnd amplituda kmitavého pohybu

Yn ... amplituda n-té vyssi harmonické frekvence struny

f ... zakladni frekvence kmitani struny (zavisla na délce struny)

@y ... faze n-té vyssi harmonické frekvence struny

(Krystek, nedatovano, s. 1)

Na zakladé této tady lze generovat graf Casového prubéhu kmitani struny
naladéné na komorni a' = 440 Hz do 7. modu. Pro jednoduchost byla zvolena nulova

stejnosmérnd amplituda, stejn¢ tak i fize zdkladni i vy$Sich harmonickych frekvenci

a vSechny amplitudy alikvotnich ton maji jednotkovou hodnotu.
Graf 2: Kmitani struny do 7. modu

Casovy priibéh kmitani struny
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Dalsi ptiklad popisuje notovy zdznam alikvotnich tonh, které znéji
pii rozezvuéeni struny naladéné na ton C; do 20. modu. Cisla nad notami popisuji
odchylku od rovnomérné temperovaného ladéni v centech. Barevné oznaceni not

upozoriiuje na pomerné velkou odchylku.
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Obrazek 11: Zobrazeni alikvotnich ténii tonu C1 v hudebni notaci (Wikipedia, 2007).
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Video, jak zni a vypada tato posloupnost alikvotnich tont na klaviru, je
obsazeno na DVD multimedialnich soubort (Ukdzka 2).

Objev tady vyssich harmonickych tond se pfipisuje Pythagorovi (Brown,
nedatovano).

Barva daného tonu zavisi na poméru zastoupeni jeho alikvotnich tond a jejich
hlasitosti. Piiklady nize popisuji periodicky priibéh tonu e! zahraného na klavir
a zazpivané lidskym hlasem na samohlasky a a e. Dale je v programu Overtone
Analyzer vygenerovano zastoupeni alikvotnich tonti danych ptikladd. Tento program
vyuziva Fourierovy analyzy, kterd umoziuje rozlozit dany tén na ton o zékladni

frekvenci na jeho zastoupeni jednotlivych slozek alikvotnich toni véetné jejich
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Obrdazek 12: Periodicky priibéh ténu e* zahraného na klavir a zazpivaného na riizné samohldsky
(vokaly). Vygenerovano v progamu Audacity.

Obrdazek 13: Harmonickd analyza — frekvencni spektrum ténu e* zahraného na klavir. Zdkladni
ton je na klaviature vyznacen modre, alikvotni tony cervené. Vygenerovano v programu
Overtone Analyzer.
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Obrdazek 15: Frekvencni spektrum ténu e* zazpivaného na vokdl ,, e,

Z obrazki je patrné, ze ve vSech ptipadech jsou zobrazené alikvotni tony stejné
vysky, ale 1i8i se jejich hlasitost, coz ovlivituje vysledné zabarveni tonu. Pokud by byl
vygenerovan jednoduchy ton e!, v programu zobrazujici frekvenéni spektrum by byla
obsazena pouze zékladni frekvence a nebyl by zobrazen zadny alikvotni ton.

Zastoupeni alikvotnich toéntt daného nastroje pifimo ovliviiuje material
a konstrukce daného nastroje. Tyto vlastnosti nastroje pak také rozsituji posloupnost
slySitelnych alikvotnich toni, nebo ji naopak ohraniuje a ¢ini kone¢nou. Dokonce
umoznuje nékteré alikvoty eliminovat Upln€ (napi. uzavieni flétny ,zlikviduje*
polovinu vsech alikvoti). Dale je frekvenéni spektrum tonu ovlivnéno zptisobem hry,
tedy jak ton zacne a jak skonCi. Zde lezi jedna z pfic¢in rozdilnosti hry profesionala

a amatéra na tentyz hudebni néstroj. (Haluska, 2006, s. 104, 105)
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2.3.3 Sila

V hudbé je sila zvuku ozna¢ena pojmem dynamika. V notovém partu pro klavir
se zaznamendva mezi notovou osnovu pro pravou a levou ruku. Nasledujici tabulka

popisuje hudebni terminologii zakladnich dynamickych oznaceni.

Tabulka 1: Prehled zdkladnich dynamickych oznaceni (dle Zenkla, 2003, s. 42)

Pianississimo ppp Co nejtise;ji
Pianissimo pp Velmi potichu
Piano p Potichu
Mezzopiano mp Stfedné potichu
Mezzoforte mf Stfedné silné
Forte f Siln¢
Fortissimo ff Velmi silné
Fortississimo fff Co nejsilngji
Crescendo Zesilovat
Decrescendo Zeslabovat

Pozn.: Skladatel¢ serialismu a multiserialismu pouzivali matematické principy
i v roviné dynamiky skladby. Sami si vytvareli i ,,jemné&j$i dynamické sito”, pfi¢emz pouzivali
i oznaCeni péti p ¢if.

Moznost zesilit ton zavisi na konstrukci nastroje — naptiklad na cembale ovlivnit
hlasitost tonu nelze, na klaviru Ize vytvotit zesileni postupné, ale nelze ovlivnit silu jiz
zahraného toénu. U housli naopak Ize ménit hlasitost pravé znéjiciho tonu. (Haluska,
2006, s. 102)

Pokusy na monochordu ukazuji, Ze sila zvuku souvisi s mirou toho, jak moc je
struna vychylena zrovnovdzné polohy, tedy s amplitudou vibraci struny (Haluska,
2006, s. 101). Cim je rozkmit struny v&tsi, tim silngji zni ton. V fei vinéni souvisi sila
zvuku s vychylkou zmén tlaku vzduchu. Cim vétsi je periodické stlaGovani vzduchu
(respektive pruzného prostiedi), tim vice se bubinek rozkmitavad a zvuk je hlasitéjsi
(ELUC, nedatovano).

Sila zvuku je subjektivni veli¢ina a zavisi na citlivosti sluchu. Citlivost lidského

sluchu pro rozliSovani sily jednotlivych toni je zavisla na vyskové poloze. Zenkl (2003,

v
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32 Hz) rozeznava 3 dynamické stupné€, V nejvyssi poloze (kolem 16 kHz) rozeznava
ptiblizné 16 dynamickych stupiii a ve frekvencnim intervalu od 700 Hz do 6 000 Hz
rozeznava 200 az 300 riznych stupnu sily zvuku. Lidsky sluch tedy vnima silu zvuku
nejcitlivéji v rozmezi 700 az 6000 Hz (Reichl, ©2006-2019b).

Pro objektivni hodnoceni sily zvuku se zavadi fyzikalni pojmy akusticky tlak,
intenzita zvuku, akusticky vykon a hladina akustického vykonu. V této diplomové praci
objasnim pouze nekteré z nich. Intenzita zvuku | je dana podilem zmény akustického

vykonu P zvukového vInéni a zmény plochy S, kterou vinéni prochazi. Plati tedy:
AP
T AS
Jednotkou intenzity zvuku je Wm? (watt na metr ¢tvereéni). Protoze lidsky

I

sluch ma nejvétsi citlivost sily zvuku pii frekvencich v rozmezi 700-6000 Hz, zavadi
se dvé hranice intenzity zvuku, a to prah slysitelnosti s intenzitou lo = 1012 Wm? a prah
bolesti o intenzité 1 Wm?. Zvuky s vys§i intenzitou mohou v uchu vyvolat bolestivy
pocit. Pomér nejvyssi a nejmensi intenzity zvuku je 10'2. Pokud bychom tedy chtéli
rozsah prahovych intenzit zobrazit v grafu, museli bychom soufadnicovou osu rozdélit
na 10*2 dili. Proto se zavadi pojem hladina intenzity (hlasitost) zvuku L pomoci
logaritmu poméru intenzity zvuku daného tonu a intenzity prahu slySitelnosti. Jednotkou
hladiny intenzity zvuku je bel (B), v praxi se uziva decibel (dB), protoze rozliSovaci
schopnost lidského sluchu je fadové pravé 1 dB. Vzorec nize je vyjadienim hlasitosti

zvuku méfenou v decibelech. (Reichl, ©2006-2019b)
I
L=10log—
Iy

Hlasitost prahu slysitelnosti tedy odpovida 0 dB, hranice prahu bolesti 120 dB.
Napfiiklad ticho na venkové odpovida hlasitosti 10 dB, tlumeny hovor 40 dB, hluk
motorovych vozidel 90 dB (Reichl, ©2006-2019b). Zenkl (2003, s. 118, 119) uvadi, ze
pii hie na hudebni nastroje nebo pfi zpévu odpovida pianissimo 40-50 dB, fortissimo
80-100 dB. Ticho v koncertni sini s posluchaéi, ktefi jsou soustiedéni na poslech
hudby, odpovida hladiné¢ 40 dB, orchestr v dynamickych vrcholech casto presahuje
hodnot u 100 dB. Nasledujici tabulka ukazuje hlasitost zvuku nékterych hudebnich

nastroji nebo zpévu v dynamice pianissima a fortissimo.
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Tabulka 2: Hlasitost vybranych hudebnich nastrojit (dle Zenkla, 2003, s. 118)

Zdroj zvuku | Vzdalenost od mikrofonu pp ff
Klavir 10m 52dB | 87dB
Housle 6,5m 47dB | 79dB

Cembalo 4m 58dB | 71dB
Trubka 14 m 69dB | 88dB
Sopran 6m 62dB | 85dB

Bas 6m 58dB | 84dB

Zajimavé je, ze pokud na pfijima¢ zvukového signdlu (mikrofon, ucho, ...)
dopadé nékolik zvukovych vin riznych hlasitosti, vysledna hlasitost zvuku nebude dana
souctem jednotlivych hlasitosti téchto zvukovych vin, ale souctu jejich intenzit, které

ur¢ovaly danou zvukovou vinu. Pro vyslednou hlasitost zvuku n zvuka s intenzitami Iy,

n
I
L= 1010gz—
i I

i=1

2, ..., In tedy plati:

(Reichl, ©2006-2019b)

Naptiklad pokud by snimal mikrofon dva klaviry, z nichz kazdy hraje fortissimo
ze vzdalenosti 10 m (pfi¢emz hladina pianissima jednoho klaviru by odpovidala podle
tabulky 87 dB), vysledna intenzita dvou klaviri se vypocita podle danych vzorct

nasledujicim zpiisobem:
I
Ly =L, =10log—
I

10

I
87 = 10logm - 1=10%7-10"12 =10733 = /10733 Wm™2

21
L=10log—
Iy

-3,3

2.

Je vidét, ze vysledna hlasitost dvou klavirti hrajicich forte o hladiné intenzity

87 dB by se zvysila pouze o 3 dB.
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2.3.4 Délka

Doba trvani kmitti pruzného prostedi uréuje délku tonu. Tuto dobu lze rozdélit
na krat$i pravidelné Casové tuseky — doby. Doby muzeme dobie reprezentovat napiiklad
pravidelnym dupanim. Relativni délku tonu pak urcuje pocet téchto dob. Hudbu stejné
dobie jako zvuk utvafi i ticho. Ticho se v hudebnim partu zaznacuje pomoci pomlk.

Nasledujici obrazek udava piehled hodnot relativnich délek not a pomlk.

Znak pro notu Nazev noty Pocet not, Piehled znakiu pro pomlky
které obsahuje cela nota

e Celd | =20 =
f - f Pilova 2=21 =
r - F rf Ctvrtova 4=22 !
LL.U Loy Osminova g =23 "
EEQ' EELFEFESPPPP  Sestmictinova 16 = 24 3
@'@'@';ﬁ'g’ E'/87 Dvaatticetinovd 99 =95 i
atd. atd. atd. atd.

Obrdzek 16. Prehled ndzvii not a pomlk a jejich hodnot relativnich délek.

Dané nazvy not (pomlk) lze vyjadiit pfislusSnym zlomkem — celd nota by
odpovidala zlomku %, pulova %, ctvrtova % apod.
Tecka za piislusnou notou nebo pomlkou prodluzuje dobu trvani tonu (ticha)

0 polovinu hodnoty daného tonu (ticha).

Jod-d vy

_ 3 1 3 _ 3
2t 7 T3 i 7% T8

Obrdazek 17: Vyznam tecky za notou (pomlkou). Zlomek nize udava druh noty (pomlky).
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Dvé tecky za notou pak prodluzuji notu nasledujicim zptisobem:

Lo deded

+ = =

+ 8 8

2 4

Obrdzek 18: Funkce dvojité tecky za notou.

Propojeni hudby a matematiky za¢ina jiZ na samém pocatku skladby — rytmem.
Rytmus je zakladnim stavebnim kamenem hudby, stejné jako je Cislo zakladnim
stavebnim prvkem matematiky (Garland a Kahn, 1994, s. 6). Skladby velkych umélci
zni krasné nejen kvili harmoniim a melodiim, které¢ jsou v nich obsazeny, ale také
proto, ze obsahuji fad v podobé pravidelného cClenéni Casu. Kratké hudebni useky
se nazyvaji takty a v notaci se zapisuji pomoci kolmych car k linkdm notové osnovy.
Takty slouzi k oddéleni pfizvuénych (tézkych) a neptizvu¢nych (lehkych) dob (Zenkl,
2003, s. 28). V kazdém taktu je piesné urCeny pocet dob, které kazdy takt musi
obsahovat. Pocet dob o dané hodnoté udava taktové oznaceni. Wright (2009, s. 22)

taktové oznaceni vyjadiuje matematicky jako dvé Cisla nad sebou ve tvaru ;}, kde ¢islo
n € N udava pocet dob a¢islo r € {2™};_, udava v pievracené hodnoté druh doby
V jednom taktu (Ctvrtova, piilova, osminova, ...). Naptiklad ctyictvrtovy takt znamena,
ze v jednom taktu musi byt pravé ctyfi ¢tvrtové doby (ani vice, ani mén¢). Soucet

danych dob ve zlomcich tedy musi byt roven jedné (jednomu celku).

Obrazek 19: Priklady taktovych oznaceni a druhit not v daném taktu (Ctyrctvrtovy,
dvouctvrtovy, trictvrtovy, triosminovy).

Dané uskupeni ¢isel ;:L se chova stejné jako zlomek (viz Obrdzek 20) (Garland

a Kahn, 1994, s. 10). Tuto vlastnost vyuzivam v praktické ¢asti této diplomové prace.
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Obrdzek 20: Scitani danych hodnot relativnich délek not v taktu. Je videt, ze jde o jednoduché
scitani zlomkaii.

Absolutni délka tonu je definovana prostfednictvim tempového oznaceni
a zapisuje se na zacatek skladby nad notovou osnovu (Loy, 2006, s. 26). Napt. allegro
(rychle), moderato (mirné¢ rychle), lento (pomalu) apod. Pomoci metronomu
pak mizeme urcit dané tempo (Loy, 2006, s. 26). Pokud je tempové oznaceni udano
pomoci noty dané hodnoty (nejcastéji ptlova, ¢tvrtova nebo osminova) a cisla, toto
¢islo udava pocet uderi dob dané hodnoty za minutu. Napiiklad & = 120 znamena,
ze jedna osminova nota trva 0,5 s. Toto oznaceni vSak nelze brat jako dogma. V praxi
se jedna o pfiblizné tempo, které si kazdy interpret upravi podle svych preferenci
a moznosti. Kromé¢ toho vklada interpret do skladby i své city, které mize vyjadrit
zpomalenim (ritardando) ¢i zrychlenim (accelerando) v ramci uré¢itého useku skladby

¢i nepravidelnym uvolnénym tempem (rubato) (Loy, 2006, s. 26).
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3. HUDBA OCIMA MATEMATIKY

Odpovéd’ na otazku, zda védecké badani mélo nebo ma dopad na hudbu,
je podle Halusky (2006, s. 277, 278) jasna. Uvadi, ze vliv védy na rozvoj hudby byl
vzdy velmi znacny, v soucasné dob¢ je obrovsky. Déle shrnuje, ze antické a sttedoveké
evropské hudebni akustice dal zaklady Pythagoras a jeho $kola. Za postupnou reformou
k ,,nové* akustice stali Marin Mersenne (1588-1648), Andreas Werckmeister (1645—
1706), Jean Philippe Rameau (1683-1764), Hermann von Helmholtz (1821-1894)
a mnoho dalSich. Teorii tonovych systémil se také védecky zabyvala spousta slavnych
hudebnikti, o kterych jiz byla zminka (Hindemith, Héba, Schonberg, Xenakis aj.).
Dodava, Ze soucasnd informatika rlznymi sméry rozpracovava teorie tonovych
systému. S timto tvrzenim nelze jinak nez souhlasit.

V této kapitole uvedu vyznamné matematické discipliny, které souvisi s hudebni

teorii a 0 které se budou opirat v praktické ¢asti této diplomové prace.

3.1 Vzdalenost v hudbé — intervaly

Interval v hudb¢é znamena rozdil ve vySce dvou tont neboli vzdalenost dvou
tont (Loy, 2006, s. 14). Napiiklad ton e je od tonu g vzdalen o tercii, ton ¢ od tonu g
0 kvintu apod. Intervaly d€lime z rznych hledisek. Pro ucel této diplomové prace
postaci, kdyz objasnim pojem intervala zédkladnich a odvozenych.

Zakladnich intervali je 8. Nazvy téchto intervali kopiruji ndzvy rocnikt
osmiletych gymndzii — prima, sekunda, tercie, kvarta, kvinta, sexta, septima a oktava.
Zakladni intervaly nachazime na klaviatufe nejjednoduseji v ramci stupnice C dur
(Zenkl, 2003, s. 81), tedy na bilych klavesach. V této stupnici pfi zvoleni po¢ate¢niho
(prvniho) téont € je prima vzdalenost prvniho ténu od prvniho, tj. c—c, sekunda je
vzdalenost od prvniho tonu ke druhému, tj. c—d, tercie od prvniho ke tietimu, tedy c—e
apod.

Zakladni intervaly se dale d€li na velké (oznacujeme v.) a Cisté (oznacujeme €.)
(Zenkl, 2003, s. 81). Tato pfidavna jména pak urCuji tzv. jakost intervali.
Mezi intervaly Cisté fadime primu, kvartu, kvintu a oktavu, mezi intervaly velké pak
sekundu, tercii, sextu a septimu. Intervaly velké a cCisté nalezneme nejlépe opét

na ptikladu stupnice C dur.
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Obrazek 21: Prehled velkych a cistych intervalii ve stupnici C dur. Cisla pod notami oznacuji
poradi tonit ve stupnici C dur, kurzivou jsou pak znaceny jakosti prislusnych intervalii.

Mezi odvozené intervaly fadime malé, zvétSené, zmensené, dvojzvétSené
a dvojzmensené (Zenkl, 2003, s. 80). Tyto jakosti intervalt vzniknou ze zakladnich
zvySenim/snizenim intervalu o prislusny pocet paltont. Pulton je nejmensi vzdalenost
mezi dvéma tony dand nejmensim zietelné slySitelnym pomérem vysek tont, které
sluch bézného posluchace muze zachytit. Cely ton pak tvoii dva paltony. Zenkl (2003,
s. 80) dale rozd€luje ptipady, kdy z intervall velkych lze snizenim o jeden pulton
vytvofit intervaly malé, zvySenim pak intervaly zvétSené, z intervali Cistych lze
zvySenim nebo sniZzenim o jeden pulton vytvofit intervaly zvétSené nebo zmenSené.
Déle uvadi, ze zintervali velkych 1 malych lze vytvofit intervaly dvojzvétSené
i dvojzmensené.

Intervaly dvou tonti jsou charakterizovany jejich frekvenénim pomérem. Poméry
frekvenci intervall Cistych lze vyjadiit pomérem cisel zdkladni harmonické tady
(Obdrzalek, 2003, s. 2).

@
tonika, 1:1
STy = T e =0
prvni alikvotni ton prvni interval
2:1 - oktava oktdva, 1:2
— e WE e ST
druhy alikvotni ton druhy interval
3:1 - kvinta pfes oktdavu kvinta, 3:2
o =@ © SRS IESEY @ im0
tfeti alikvotni ton treti interval
4:1 - dve oktavy kvarta, 4:3
g T o P C S @ -®
oty SO &tvrty interval
5:1 - velka tercie ez :
- G 3 velkd tercie, 5:4
pies dve oktavy
e~ @ AREETH O TR 0 PR @ — ]
pa'ty" alikvotni ton pa’t}} interval
6:1 - ¢istd kvinta mala tercie , 6:5

pfes dvé oktavy

Obrdazek 22: Prvnich Sest modii struny — jak souvisi intervaly s alikvotnimi tény (Ashton, 2015,
s. 9).
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V pribéhu déjin hudby se tento pomér ménil podle druhu ladéni. Nasledujici
kapitoly popisuji dva druhy ladéni, ve kterych jsou srovnany frekvenéni poméry danych

intervald.

3.2 Jak zni pomér — pythagorejské ladéni

Hudbu vytvarti tony riznych frekvenci. Aby souzvuk ¢i posloupnost danych tont
»lahodily uchu®, musi spektrum téchto frekvenci zachovavat néjaky tad. Pfi poslechu
dvou tont se nas§ mozek naucil vnimat souzvuky konsonantni (libozvuéné) a disonantni
(nelibozvuéné). Jiz antiéti Rekové védéli, ze konsonantni souzvuky tvoii tony, jimz
odpovidajici délky struny na monochordu jsou v poméru malych ptirozenych ¢isel.
Na prelomu 16. a 17. stoleti Galileo Galilei vysvétluje konsonanci jako souzvuk tont,
jejichz frekvence jsou v poméru malych pfirozenych ¢&isel (Benson, 2013, s. 149).
Vytvoftit fadu tond, ktera se stane vychodiskem pro ,hudbu sfér s léCivymi uéinky®,
se podafilo Pythagorovi. Ve starovékém Recku totiz byla hudba povazovana za 1é¢ivy
prostiedek, a tento atribut ji byl ptipisovan az do az do 15. stoleti (Marek, 2000).

Caloud (nedatovano) uvadi, Ze samotny diivod pro zavedeni ladéni nastroji byla
situace, kdy lidé zacali uzivat melodickych hudebnich néstroji ke hie vicehlast. Hra
souzvuki téchto nastrojii znéla konsonantné jen v ramci malé skaly tona (jedné oktavy).
Pokud hréci chtéli zvétsit rozsah hry danych néstrojii, museli pouzit jiné nastroje nebo
dané nastroje preladit. Nejstarsi ladéni, které se vypotadalo s timto problémem, bylo
ladéni Pythagorovo (Fauvel, Flood a Wilson, 2003, s. 14).

O Pythagorovi se v mnoha spisech traduje, Ze jednou prochazel kolem kovare
a zaposlouchal se do zvuku, které vydavala rizna kladiva bijici o kovadlinu. Pythagoras
pak pry zjistil, ze tony, které kladiva pti uderu vydavala, byly v pfimém poméru
s velikosti a hmotnosti kladiv. PfiSel také na to, Ze pokud mélo kladivo polovicni
hmotnost nez druhé, vydavalo o oktavu vyssi ton. (Fauvel, Flood a Wilson, 2003, s. 14)

V antickém Recku slovo ,,0ktava“ nahrazovalo slovo »diapazon® (v prekladu
znamena ,,pies vSechno) (Haluska, 2006 s. 59). Tén, ktery je vzdalen o oktavu vys
od jiného tonu, ma dvojnasobnou frekvenci. To znamena, ze zdroj takového tonu kmita
dvakrat rychleji.

Pythagorovo ladéni vzniklo na zéakladé¢ pokusi s monochordem. Pythagoras
zkonstruoval celou stupnici tont (nejdiive pétitonovou, pak sedmiténovou) na zéklade

aplikace pouhych dvou poméru délky celé struny ku jeji ¢asti. Jedna se o poméry (tedy
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racionalni ¢isla) 2:1 a 3:2, pticemz pomér 2:1 reprezentuje ¢istou oktavu a pomér 3:2

Cistou kvintu. Jedna se o nejvice konsonantni poméry frekvenci dvou toénd. (Benson,
2013, s. 162; Fauvel, Flood a Wilson, 2003, s. 14)

A X B A Y

A

f A A
N

Obrazek 23: Princip délent struny délky |AB| na monochordu v poméru 2:1 = |AB|:]AX|
a 3:2 = |AB|:|AY|. Pokud by struna délky |AB| byla naladéna na c, drnknuti 0 strunu AX by
odpovidalo ténu c* a o strunu AY ténu g. Stejny princip tvoieni ténit uzivaji hraci na strunné
ndstroje tim, ze do danych mist (X, Y, ...) umistuji prsty a rozezvuci prislusnou cdast struny.

B
A

Dalsi tony, které odpovidaly poloze prostfedniho klinu, Pythagoras vytvofil
nasobnym vrSenim kvint a jejich pfesunutim o oktavu niz/vys$ (délenim/nasobenim
dvéma) (Fauvel, Flood a Wilson, 2003, s. 15). Napiiklad prodlouzenim délky struny AB
0 velikost |AX| by vznikla struna s pomérem délek 3:2 ku struné délky |AB|. Dana struna
by tedy znéla o kvintu nize. Protoze je délka této struny vetsi nez délka struny AB, jejim
zkracenim o polovinu bude znit tento ton o oktavu vys. Polohu hrotu Z lze pak

jednoduse urcit jako (3:2):2 = 3:4, bude se tedy nachéazet ve % struny AB. Pomér délek

struny |ABJ:|AZ| je tedy 4:3. Dany ton vytvofeny drnknutim o strunu AZ tvoii interval
¢isté kvarty od piivodniho ténu, na ktery je naladéna struna AB. Pfi ladéni této struny na
ton ¢! by tento pomér odpovidal tonu f. Analogickym zplisobem byla vytvoiena celd
fada dnesSni diatonické durové stupnice (v uvedeném piikladu ladéni by tedy Slo o tony
c,d e f g ah,ch.

Tytéz zlomky oznacuji i1 frekvence takto vytvoienych tont vici zékladnimu tonu
(naladénym na délku struny AB). Matematicky by tedy generovani celé stupnice
pythagorejského ladéni obsahovalo pouze mocnéni poméru 3:2 (vrstveni kvint)
a déleni/nasobeni n-té mocniny pomérem (2:1) (sniZzeni/zvySeni o n oktav). Naptiklad
postup pro frekvenéni pomér ténu vytvoreného navrstvenim tifi kvint nad sebe
a posunutym o jednu oktdvu niz by vypadal (3:2)%:(2:1) = 27:16 — interval velké sexty
(ladéni struny AB na ton ¢ by dany frekvenéni pomér odpovidal tonu a). Navrstvenim
Styf kvint nad sebe a presunutim o dvé& oktavy niz pak (3:2)*:(2:1)? = 81:64 — interval
velké tercie (ton e) atd. Nésledujici frekvencni poméry popisuji tony diatonické stupnice

C dur v pythagorejském ladéni.
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Tabulka 3: Frekvencni pomery danych tonii diatonicke stupnice C dur vici tonu ¢
V pythagorejském ladeni (dle publikace Fauvel, Flood a Wilson, 2003, s. 16)

Interval prima | sekunda | tercie | kvarta | kvinta | sexta | septima | oktdva
Nazev noty c d e f g a h ct
Frekvenéni pomér | 1:1 9:8 81:64 | 43 32 | 27:16 | 243:128 | 21

Pozn: Jakosti intervalll kopiruji intervaly v durové stupnici — jednd se tedy o Cisté
a velké intervaly.

Pokud bychom podobné generovali frekvence dalSich tond, jejichz rozdily jsou
jasné zaznamenatelné béznym lidskym sluchem, tato fada by se rozsitila o dalsi tony.
Pti vrstveni kvint nahoru by vznikla dvanactitonova tada. Stejné tak pti vrstveni kvint
dolti. Jak ukaze dalsi odstavec, tyto dvanactitonové fady by vSak nebyly identické.

Haluska (2006, s. 252) uvadi, ze pythagorejské ladéni v melodickych ohledech
Vv ramci jedné oktdvy velmi dobie splinuje svou funkci. AvSak tony vzniklé postupnym
vrstvenim Kvint v obou smérech se nikdy nestfetnou s oktavou, protoze 12 kvint je

,,0 trochu vice* nez 7 oktav. Matematicky je jednoduché tuto vétu dokézat:

3112
(3) _3»
== - = 1,01364326477 ...
2 219
(2)
Tato hodnota frekvenéniho podilu se nazyva pythagorejské komma (Haluska,

2006, s. 252).

Je vidét, Ze frekvence tont pythagorejského ladéni se da reprezentovat
raciondlnimi ¢isly. Konkrétni frekvence tont diatonické stupnice C dur Ize tedy urcit
prostym nasobenim témito raciondlnimi ¢isly pomoci jediného tonu, u kterého zname
absolutni vysku. Mé&jme tedy ton al o frekvenci 440 Hz. Frekvence ton{i zaokrouhlené

na dvé desetinnd mista uvadi nasledujici tabulka.

Tabulka 4. Absolutni vysky (frekvence) tomii stupnice C dur v pythagorejském ladeni

Nazev noty ct d! et f! gt al ht c?

Frekvence vHz | 260,74 | 293,33 | 330 |347,65| 391,11 | 440 | 495 |521,48

Marek (nedatovano) piSe, ze pro Pythagorovy ucence byla hudba byla

matematikou a vesmir byl hudbou. O tom také svéd¢i Pythagoruv citat, kterym uzaviu
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tuto podkapitolu: ,, V' bzuceni strun je geometrie. Mezi sférami svéti zni hudba. Studuj

¢

zakony monochordu.

3.3 Jak zni geometricka posloupnost — temperované ladéni

Problém pythagorejského ladéni a dalSich pfirozenych ladéni nastava
u transpozic skladeb — tedy piesunu celé skladby o urCity pocet toni vy$ nebo niz.
Protoze tvofeni tonti pomoci vrstveni kvint Ssebou nese uskali pythagorejského
komatu, transpozice dané pisné¢ by znéla rozladéné. Tato skuteCnost upozorfiovala
na potiebu nového ladéni, které by tento problém eliminoval.

V 16. a 17. stoleti se ve stiedni Evropé rozmohla ladéni temperovana, ktera
mechanicky déli oktavu ¢i jiny interval rovnomérné tak, aby Cisté intervaly byly
co nejlépe zachovany. NejvyznamnéjSi z temperovanych ladéni je ladéni rovnomérné
temperované ladéni. Rovnomérné temperované ladéni rozdéluje oktavu na 12 stejnych,
tzv. temperovanych pultoni. (Obdrzalek, 2003, s. 5)

Rozdélit oktdvu na 12 stejnych pualtont jinymi slovy znamena oktavu
rovnomérn¢ rozdé¢lit na takovych 13 rdznych tont, kde poméry kazdych dvou
sousednich tontl jsou stejné. Zvolme napi. oktavu a*—a? (tyto tony tvoii prvni a posledni
(13.) ton dané oktavy). Frekven¢ni pomér téchto toni je popotradé 440:880 = 1:2. Mezi
dané tony tedy musime néjakych zpusobem ,,vméstnat* dalSich 11 tond. Frekvence
téchto tond vytvofii posloupnost {440 Hz, X2, X3, X4, Xs, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, 880 Hz}
kterou charakterizuje vlastnost x2:440 = x3:X2 = Xa:X3 = ... = 880:x12, obecné tedy
Xn+1:Xn = (, kde n je kladné ¢islo urcujici potadi prvku v posloupnosti a q vyjadiuje
pomér dvou sousednich ¢lenti. Matematicky se tedy o geometrickou posloupnost {an},
jejiz posledni €len lze vyjadtit podle rekurentniho vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti
an = ar'q"L. Po dosazeni a1z = 880, a1 = 440 nalezneme koeficient q fesenim rovnice:

880 = 440 - q*2
2 = g2
Protoze frekvence nabyva pouze kladnych hodnot, je ¢islo q kladné, atak lze

pfedchozi rovnici upravit na stejny zaklad:

1112
2t = (212)

1
odkud tedy q = 21z = '3/2 ~ 1,05946309436. D4 se dokazat, ze dané &islo

je iracionalni. Toto ¢islo potom generuje celou mnozinu tond temperovaného ladéni
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prostym dosazenim poétu palténi n > 0 od referenéniho tonti (napt. al = 440 Hz)
do rekurentniho vzorce pro danou geometrickou posloupnost
n
Api1 = Qq - 212 L

Pozn.: Pokud budeme rozliSovat i ,,zvySeni” o dany pocet pultond ¢i ,,snizeni o dany
pocet paltond, staci si za n dosadit celé ¢islo, jehoz znaménko rozlisi tyto dvé moznosti.

Nasledujici tabulka udava frekvenci rovhomérné temperovanych tonti stupnice C
dur (zaokrouhlenou na dvé desetinnd mista), ktera vznikla dosazenim daného poctu

ptltont od referenéniho tonu a = 440 Hz pomoci rekurentniho vzorce #.

Tabulka 5: Frekvence tonii stupnice C dur v rovnomérné temperovaném ladeni

Nazev noty ct d! el f! gt al ht c?

Frekvence vHz | 261,63 | 293,66 | 329,63 | 349,23 | 391,00 | 440 | 493,88 | 523,25

V porovnani s Tabulkou 4 je vidét, Ze temperovana kvarta zni o trochu vys
nez Cista kvarta a temperovana kvinta o trochu niz nez ¢ista kvinta. Z téze tabulky lze

prostym vyd€lenim dvou sousednich ¢isel zjistit, ze je frekvenéni pomér
pythagorejského ptltonu roven raciondlnimu Eislu %z 1.05349794. Je vidét,

ze frekvenéni pomér rovnomérné temperovaného pultonu a pythagorejského pultonu
se liSi az na misté tisicin. 1 takto maly rozdil sta¢i k tomu, aby vyvolal tak velké
,hudebni schizma®, ze od 17. stoleti umozni hudebnikiim transpozice do vSech tonin,
vSech oktav, zapficini reformu v ladéni nastroji (zejména klaviru) a inspiroval
J.S.Bacha, aby vroce 1721 napsal dvoudilnou sbirku preludii a fug
Das Wohletemperierte Klavier (Dobie temperovany klavir), ktera obsahuje preludia
afugy psané ve vsech durovych i mollovych toninach rovnomérné temperovaného
ladéni klaviru. A pravé rovnomérné temperované klaviru a jeho uspotadani klaviatury
otvird brany spousté matematizaci, které jdou velmi pékné zndzornit na klaviatute (viz

prakticka cast této diplomové prace).

3.4 Fibonacciho posloupnost poprvé

Mezi dal$i zajimava spojeni matematiky a hudby patfi neodmyslitelné
Fibonacciho posloupnost. Leonardo Pisansky zvany Fibonacci byl italsky matematik
zijici na prelomu 12. a 13. stoleti, ktery je zndmy mimo jiné tim, ze v Evropé vyznamné

podpofil pouzivani arabskych cislic (O'Connor a Robertson, 1998). Také jako prvni
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sepsal jedine¢nou posloupnost ¢isel, ktera souvisi s matematickou otdzkou

hypotetického mnozeni kralikt (ptelozeno z O'Connor a Robertson, 1998):

L Jisty clovek dal do vybehu ohraniceného zidkou par mladych kralikii. Kolik
paru kralikii bude v ohrade za rok, pokud predpokladame, zZe kazdy mésic porodi kralici

novy par, ktery je po dvou mésicich svého Zivota také produktivni?

Reseni uvadi nasledujici tabulka (dle Nocar, 2008, s. 5).

Tabulka 6: Mnozeni krdlikii v danych mésicich — Fibonacciho posloupnost

Pocet part
l. I | 1L IvV. | Ve | VL[ VIL [ VIHL | X | X | XL | XL
V mésici

Dospéli 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89

Mlad’ata 1 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55

Celkem 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144

Z posledniho tadku je patrné, ze kazdy nasledujici ¢len této posloupnosti je
souctem dvou piedchozich ¢lent. Ackoliv byl pilivodcem této posloupnosti prave
Fibonacci, jeho jméno nesla tato posloupnost aZz o nékolik stoleti pozdéji (O'Connor
a Robertson, 1998).

Definice: Fibonacciho posloupnost je posloupnost {F,}y-, pFirozenych cisel
spliujici  rekurentni  formuli F,,, = F,,1 +F, pro vsechna n € N s pocdtecni
podminkou F; = F, = 1. Jejimi prvnimi cleny jsou 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144, ...

Prvky E, posloupnosti se nazyvaji Fibonacciho ¢isla. Fibonacciho posloupnost
nachazi kromé matematiky uplatnéni také v mnoha dalSich oblastech, jako je naptiklad
botanika, zoologie, filozofie, poetika, astronomie, vytvarné uméni nebo programovani
(O'Connor a Robertson, 1998).

Fibonacciho posloupnost zakomponovali do svych skladeb naptiklad C. Debussy
¢i B. Bartok (Roberts, 2012). Nasledujici obrazky ukazuji piiklady uziti Fibonacciho
posloupnosti v dile C. Debussyho Odrazy ve vodé a B. Bartoka Hudba pro smycce, bici
a celestu.
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Obrdzek 24: Fibonacciho ¢isla ve strukture skladby ,, Odrazy ve vodé" C. Debussyho (Roberts,
2012, s. 27). Jedna se o proporci taktii stejné tonality a témat.
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Obrdzek 25: Fibonacciho Cisla ve strukturie prvni véty B. Bartéka ,, Hudba pro smycce, bici
a celestu* (Garland a Kahn, 1994, s. 115).

3.5 Zlaty rez v hudbé

Geometricky pojem zlaty fez nalézd uplatnéni v mnoha oblastech uméni
(architektura, malifstvi, hudba, ...), ale i v pfirodé (v anatomii rostlin, Vv anatomii
¢loveéka, v poloze hvézd a planet, v krystalickych strukturach, ...). Zlaty fez je ideal
harmonickych a kompozi¢nich proporci aplikovatelny uz od starovéku. (JaroSova, 2009,
s. 12)

Ackoliv se pojem ,zlaty fez“ zacal uzivat az od 19. stoleti, pomér zlatého tezu
byl udajné znam vz Egyptaniim pfi stavbé pyramid — o této skutecnosti lze najit zapis
na Rhindové (¢i Ahmesové) papyru (18.—15. stoleti pf. n. 1.) (Hordéjcuk, ©2018-2019).
Prvni pisemné zminky o proporci zlatého fezu najdeme v knize Zdklady antického
matematika a geometra Eukleida (cca 325-260 pt. n. 1.) (Jarosova, 2009, s. 12). V této

knize nalezneme ulohy vedouci ke konstrukci zlatého fezu na nékolika mistech.
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Zaklady, Kniha VI.: Upotrebeni umérnosti velicin v geometrii nabizi definici, ktera
pfimo souvisi s hodnotou zlatého tezu: ,, Pravime, Ze primka jest rozdélena pomérem
krajnim a strednim, kdyz vetsi usecka ma se k mensi jako celd k vetsi* (Servit, 1907, s.
83). Tato definice navazuje na ulohu v Zdkladech, Knize VI.: O déleni primek a jeho
diisledcich, odstavec XI. Odrazime-li se od této definice, jedna se o ulohu, kterou
Ize piepsat do tvaru: ,, Rozdél danou usecku a na dvé casti tak, aby pomér celé usecky a
ku vétsi casti x byl stejny jako pomeér této casti x ku mensi casti a — x*“ (JaroSova, 2009,
S. 12). Znéni této ulohy Ize tedy piepsat jednoduchou rovnici:

a X

X a—x

Resenim této rovnice je nalezeni ¢isla Xx. Protoze ¢isla a a x jsou z vlastnosti
délky usecky ¢isla kladna a navic a > X, tedy a — X je také Cislo kladné, pak lze
jednoduchymi ekvivalentnimi kroky dojit k vysledku:

x’+ax—a*=0,

jejimz feSenim jsou koteny:

—atVa’+4a® -13V5
2a 2 '

Protoze X i @ maji vyznam délek usecky, hledame pouze kladny kofen, coz je:
~1++5
=—"naq,
2
odkud dé¢lka useCky a zavisi na X po vyjadieni a usmeérnéni nasledovné:

1++/5
2

X12 =

X

a = X

Zlaty fez l1ze charakterizovat ¢islem, ktery udava pomer %, po dosazeni tedy:

1445
)

a
X

D4 se dokazat, e toto ¢&islo je z podstaty iracionality &isla /5 také iracionalni.
Hodnota zlatého fezu se oznacuje feckym pismenem ¢ — toto oznafeni zavedl
na pocatku 20. stoleti americky matematik Mark Barr (Jaro$ova, 2009, s. 13). Zlaty fez

(téZ zlaty pomer) je charakterizovano ¢islem
a
ek 1,618033988749894848 ...

Nekdy se uvadi jako hodnota zlatého poméru pievracena hodnota Cisla ¢, tedy

1 x
5 = " = 0,618033988749894848 ...
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Nasledujici obrazek ukazuje jedno ze dvou moznych rozdéleni dané tisecky AB

V poméru zlatého fezu.

A T E a—x B

zlaty fez

Obrdzek 26: Usecka a = |AB| rozdélend bodem E v pomeru zlatého rezu (Jarosova, 2009,
s. 13).

Cislo zlatého fezu piimo souvisi s Fibonacciho posloupnosti. Této skute¢nosti
si v§iml némecky astronom Johannes Kepler (1571-1630) (Reichl, ©2006-2019a).
Jednad se o vlastnost, kdy posloupnost poméri dvou sousednich ¢isel Fibonacciho
posloupnosti (vétsiho ku mensimu) se limitné blizi k hodnoté¢ zlatého fezu ¢. Oznacime-
li n-té Fibonacciho c¢islo pismenem Fn, pak podle ptedchozi 1ze piedchozi vétu piepsat

nasledovne:

F 1++/5
lim 4 = = ¢ ~ 1,6180334
n-o F, 2

Zlaty tez vhudbé nalezneme od konstrukce hudebnich nastroji (housli)
po kompozice slavnych hudebnich skladateli (Garland a Kahn, 1994, s. 115-118). Neni
vyjimkou, Ze zlaty fez nalezneme ve skladbach, které maji urCitou formu — sonaty,
symfonie, koncerty (Berger a Riecan, 1997 s. 169). Napiiklad mnohé z Mozartovych
sonat jsou vystavény tak, ze pomér poctu taktii charakterové odliSnych ¢asti, se blizi
hodnoté zlatého fezu (Loy, 2006, s. 349). Podobné uspofadani vytvaieli ve svych
skladbach také Beethoven nebo Webern (Loy, 2006, s. 349).

377 measures 233 measures
— e —  e——

X 372 measures X 228 measures X

[

motto (5 measures)

372 016316 ol ~16180
228 233

Obrdazek 27: Struktura takti prvni véty Beethovenovy Symfonie ¢. 5 ¢ moll (,, Osudova")
(Garland a Khan, 1994, s. 116). Je videt, ze proporcni rozlozZeni tematicky podobnych taktii je
vV pomeéru blizkému hodnote zlatého rezu ¢.
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Zlaty tez lze dokonce najit 1 v arii A. Dvotaka Mésicku na nebi hlubokém, kde
vrchol této arie je v ramci poctu taktd proporéné umistén ve zlatém fezu (Pokorny,
2013, s. 15).

Nabizi se otazka, zda hudebni skladatelé zaclenovali zlaty fez do hudby zamérné
¢i nikoliv. Vi se, Ze zamérné jej uzivali napt. Bartok (Hudba pro smycce, bici a celestu)
¢i Debussy (Odrazy ve vodé) (Loy, 2006, s. 349). Naopak Chopin komponoval
své skladby podle citu — avsak i v jeho skladbach se daji najit paralely se zlatym
pomérem (Pokorny, 2013, s. 16).

Prvni ¢leny posloupnosti pomérti dvou sousednich Fibonacciho Cisel Ize najit

i na klaviatufe. O tom pojednava podkapitola 1.12 praktické ¢asti.
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PRAKTICKA CAST

V prvni kapitole praktické casti jsou Vramci podkapitol na ptikladech
vysvétleny vybrané oblasti z matematiky s pomoci klaviatury. Nékteré podkapitoly jsou
pak reprezentovany konkrétnim zadanim a feSenim piiklada, které lze zaclenit do vyuky
hry na klavir na ZUS nebo do hodin matematiky &i hudebni vychovy na ZS$ a viceletych
gymndaziich jako aktivizaéni a motivaéni prvky ve vyuce. Tyto priklady jsou
od podkapitol oddéleny vodorovnymi c¢arami. V zav€ru vybranych podkapitol je
upozornéno na roli uditele pii zaélenéni téchto piikladd do vyuky klaviru na ZUS
¢i matematiky nebo hudebni vychovy na ZS ¢&i viceletych gymnazii.

Praktické ukazky vybranych matematickych ptikladi na klaviru jsou soucasti
ptilohy DVD multimedialnich soubort, na které je upozornéno v textu.

Ve druhé kapitole je vypracovany pracovni list pro zalenéni téchto ptiklad
do vyuky.

Tteti kapitola sepisuje reflexi hodiny se zaclenénim téchto netradi¢nich ptiklada
do bézné hodiny matematiky pro téidu Primu A Biskupského gymnazia a matefské
Skoly Brno.

Soucasti téchto kapitol jsou také obrazky pievazné vlastni tvorby, jejichz seznam

je na konci diplomové prace.

1. KLAVIR JAKO MATEMATICKA POMUCKA

1.1 Kratky popis klaviru

Klavir patfi mezi uderné strunné nastroje, jehoz zvuk vznika uderem oplsténého
kladivka do struny natazené na masivni litinovy ram. Pro hlub$i tony se pouzivaji
silngj$i a delsi struny a pro vyssi tony kratsi a ten¢i. U hlubSich toni se pouziva jedna
struna ovinutd médénym dratem. Struny u vysSich tond jsou zdvojené nebo ztrojené.
Klasicky dfevény ndastroj existuje v provedeni vertikdlnim (piano, pianino)
a horizontalnim (k#idlo). Struny jsou ladéné rovnomeérné temperovanym ladénim.
(Kittner, 2017)

Bézné typy klavird maji klaviaturu o 88 Cernych a bilych klavesach pravidelné
uspotadanych do 7 oktav po 7 bilych kladvesach a 5 Cernych klavesach a déle tonl ¢asti

8. oktavy. Uspotadani klaves na klaviatufe je zobrazeno na obrazku nize.
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Obrdzek 28: Prehled vsech tonii klaviatury (Baran, 2008; upraveno). Bilé klavesy jsou
pojmenovany nad klaviaturou.

Kvili pythagorejskému kommatu strunné nastroje rozlisuji napt. ton A’ (ton
A snizeny o pythagorejsky palton) a ton G? (ton G zvyseny o pythagorejsky pilton).
Rovnomérné temperované ladéni tento rozdil smazava — na klaviru tedy plati A’ = G*
apod. Vzijemnd zaména téchto tonl se nazyva enharmonickd. Rovnomérné
temperované ladéni tak vytvari z klaviru nastroj, ktery diky specidlni konstrukci
klavesnice transformuje vztahy ndsobeni do s¢itdni a déleni do odcitani. Naptiklad

zvétSenim daného ténu o 4 pultdony (posun na klaviatuie o 4 klavesy doprava) vzroste

1.4
jeho frekvence (ZE) krat (slySime ton, u kterého je exponent poméru frekvenci 4x

112
vétsi), snizenim daného ténu o 12 paltona klesne jeho frekvence (ZE) krat apod.

Funkce, ktera vyjadiuje exponent, a tedy transformuje vztahy do linearnich vzdéalenosti,

je funkce logaritmicka. Jak piSe Haluska (2006, s. 62):

., Klavesnice funguje jako logaritmické pravitko. Tato transformace se odrdzi téz
V nasem notovém systému, kde kazdy interval, nezavisle na vysce tonu, je zobrazeny

V notové osnove vzdy s tou stejnou vzdalenosti.“  (doslovné ptelozeno ze slovenstiny)

Pravé proto, ze uspoiddani klaves na klaviatufe je periodické, klavir mlze
vyborné slouzit pro vizualizaci né€kterych matematickych piikladii. Nésledujici kapitoly

tyto ptiklady poodhali.

Pravidelnost v uspotfadani klaves na klaviatufe nabizi prvni jednoduchy
matematicky piiklad pro zaky hry na klavir na ZUS, déile v hodinach hudebni vychovy
¢i matematiky uklaviru pro zaky 1. stupné ZS i prim viceletych gymnazii.
Ptedpokladem je umét scitat do stovky a znat ndsobilku. Vyhodou je znat nazvy bilych

tonu na klaviatufe.
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Priklad:
Spocitejte vyhodné vsechny tony na klaviature. (Vsimnéte si, po jakych usecich
jsou klavesy pravidelné usporadany.)

Reseni tohoto piikladu je soudasti DVD multimedialnich piiloh (Ukdzka 3).

Role uditele pii vysvétlovani tohoto prikladu:

Ucitel ditéti/skuping déti klade otazky, kterymi jej/je navadi ke spravnému feSeni
ptikladu, naptiklad:

Vsimne si nékdo pravidelnosti usporadani klaves?

Vsimne si nekdo pravidelnosti usporadani cernych klaves?

Po kolika bilych tonech najdeme opét stejny usek na klaviature?

Co je to oktava? Kde najdeme na klaviature vSechny tony, které nesou ndzev c?

Kolik oktav pocinaje tonem ¢ ma dany klavir?

Kolik je v jedné oktave pocinaje tonem c ruznych bilych tonii?

Kolik je v jedné oktdvé pocinaje tonem c riiznych cernych tonii?

Pokud znate pocet oktav, kolik je vsech bilych klaves? Kolik je vSech cernych
klaves? Jaky je tedy pocet vsech klaves na klaviature?

Na zaklad¢ téchto otazek vede ucitel s détmi dialog nebo je nechd vést diskuzi
ve skuping, kterou moderuje. Cilem diskuze nebo dialogu je, aby déti spravné

odpoveédeEly na zadani ptikladu.

1.2 Méreni vzdalenosti na klaviru — piltony jako jednotka

méreni

Diky rovnomérné temperovanému ladéni klaviru nejen ze lze jakoukoliv skladbu
libovolné transponovat, ale kvili stejnému frekvenénimu poméru vSech pualtona
muzeme jednoznacné definovat vSechny intervaly.

Je to podobné s méfenim vzdalenosti. Je tfeba védét, v jakych jednotkach
budeme méfit a také s jakou presnosti bude méfeni probihat (na kolik fadid budeme
zaokrouhlovat). Prvni aspekt méfeni splni pravé jeden pilton jakoZto nejmensi
intervalova vzdalenost (,,jednotka®) v evropské hudbé. Pravé proto, Ze se na klaviatuie
pohybujeme pouze v nezapornych celych ¢islech poctu piltond, otazka zaokrouhlovani
a presnosti méfeni nema vyznam (pfi predpokladu, ze je klavir naladény). Je tedy

mozné vyslovit tuto definici:
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Necht' A je mnozina vSech tonu klaviatury a pojem interval znamend vzdalenost
dvou tonii. Pak:
Cistd prima je interval o vzddlenosti 0 piiltonii od daného tonu. (PF. c* —ct)
Mala sekunda je interval o vzdalenosti 1 piltonu od daného tonu. (Pr. ¢t — des?)
Velka sekunda je interval o vzdalenosti 2 piltonii od daného tonu. (Pr. ¢t — dt)
Mald tercie je interval o vzdalenosti 3 pilténii od daného tonu. (Pr. ¢t —es?)
Velka tercie je interval o vzddlenosti 4 piltony od daného ténu. (PF. ¢t —et)
Cistd kvarta je interval o vzddlenosti 5 piltonii od daného tonu. (PF. ¢* —fY)
Zvétsend kvarta je interval o vzddlenosti 6 piltonii od daného ténu. (Pr. c* —fist)
Cistd kvinta je interval o vzddlenosti 7 piiltonii od daného ténu. (PF. ¢t —g')
Mald sexta je interval o vzdalenosti 8 piiltonii od daného ténu. (Pr. c* — as?)
Velkd sexta je interval o vzdalenosti 9 piiltonii od daného ténu. (Pr. c* —ab)
Mald septima je interval o vzddlenosti 10 piilténii od daného tonu. (Pr. ¢t —ht)
Velkd septima je interval o vzddlenosti 11 piilténii od daného ténu. (Pr. ¢t — ces?)

Cistd oktdva je interval o vzdalenosti 12 piilténii od daného ténu. (PF. ¢t — c?)

0 2 4 |5 |7 9 | 11 | 12

Obrazek 29: Prehled intervalii vV podobée poctu pultonii pri volbé vychoziho tonu C.
Vsechny zvétSené nebo zmenSené intervaly jsou totozné s nékterymi
pfedchozimi intervaly az na enharmonickou zdménu, napt. zvétSend tercie je interval
0 vzdélenosti 5 piiltonti od vychoziho tonu (pi. ¢t — eis?, tj. ¢t —f1).
Existuji 1 intervaly pfesahujici vzdalenost jedné oktavy — pfi jejich definovani by

se postupovalo stejné.
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Nasledujici ptiklad 1ze vyuzit v hodinach klaviru pro zaky ZUS, dale v hodinach
hudebni vychovy & matematiky u klaviru pro ziky 1. stupné ZS i prim viceletych
gymndzii. Pfedpokladem je umét pocitat do dvaceti a znat nazvy bilych klaves.

Priklad:

Urcete pocet pultoni a) mezi dvéma sousednimi tony C, b) mezi dvema
sousednimi tony D, c¢) mezi vami zvolenymi dvéma tony na klaviature. (Uved'te ndzev
téchto tonii.)

Reseni:

Dva sousedni tony tvofi interval Cisté oktavy, tedy 12 pualtont, coz je odpoved’
na otazku a i b. Pro odpovéd’ na otazku ¢ poslouzi Obrdzek 29: Piehled intervalii v podobé

poctu pultdont pfi volbé vychoziho téonu C..

Role ucitele pfi vysvetlovani tohoto piikladu:

Ucitel ditéti/skupiné déti klade otazky, kterymi jej/je navadi ke spravnému feSeni
prikladu, naptiklad:

Co je to pulton?

Kolik pultonii maji mezi sebou dva sousedni ,,bilé* tony c, d?

Kolik pultonu maji mezi sebou dva sousedni ,,cerné“ tony cis a dis?

Kolik pultonii maji mezi sebou dva sousedni ,,bilé“ tony h, ct?

Pokud vite, jak se urci pocet pultonit mezi dvema tony, jaké je reseni daného
prikladu?

Ucitel na zaklad¢ téchto otazek vede ucitel s détmi dialog nebo je necha vést
diskuzi ve skuping, kterou moderuje. Cilem diskuze nebo dialogu je, aby déti spravné

odpovédély na zadani ptikladu.

1.3 Mnoziny na klaviru

Resené piiklady k nasledujicim podkapitolkim s komentafem pro uitele jsou

uvedeny na konci této podkapitoly.
1.3.1 Klavirni univerzum

Hudba je tvofena tony. Je tedy diileZité pojmenovat a definovat, jakymi tony je

evropska hudba tvofena. Zenkl (2003, s. 11) uvadi, ze ,,tonova soustava je prehledné
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usporadani vsech tonii uzivanych v hudbé podle jejich vysek®. Zakladem ténové
soustavy evropské hudby je sedm tont s nazvy c, d, e, f, g, a, h, které se v tonové
soustavé nékolikrat opakuji v riznych vyskovych polohdch. Jedna se o tzv. zdkladni
tonovou radu. (Zenkl 2003, s. 11)

Vzdalenost zakladniho tonu C K nejbliz§imu opakovanému téonu C je jedna
oktava. Tonova soustava pak obsahuje devét oktav, v nichz se dané tony pro jejich
jednoznaéné urceni oznacuji velkymi nebo malymi pismeny s ¢iselnymi indexy (diive

byly misto nich pouzity ¢arky). Nize je ptehled jednotlivych tonil v rozsahu klaviru.

1. Subkontra oktava Az Ha
2. Kontra oktava Ci D1 E1 F1t Gt A1 H1
3. Velka oktava C DEF GAH
4. Mala oktava c d e f g a h
5. Jednocarkovand oktava ¢t db e' f! gt a' h!
6. Dvoucarkovana oktava ¢® d? e f2 g> a? h?
7. Tticarkovana oktava ¢ d®ed B g ad hd
8. Ctyicarkovana oktava  c¢* d* e*  ¢* a* h?
9.

Pé&ticarkovana oktava c®

Nez aplikuji teorii mnozin na klaviaturu, je dobré uvést zdkladni poznatky
Z tohoto matematického aparatu. Intuitivni vyjadieni mnoziny nabizi Cantorova
definice: ,, MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzdajem riiznych predmeétit m
naseho nazirani nebo mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku M*
(Podbrdsky, 2000). Ackoliv toto neni definice v pravém slova smyslu (obsahuje dalsi
neurc¢ité pojmy jako ,shrnuti®, ,celek”) a vedla k fad¢ paradoxii, na jejim podkladu
Ize danou ténovou soustavu matematicky chapat jako zakladni mnozinu tond na klaviru.
Dané tony jsou na klaviru reprezentovany pouze bilymi klavesami, ozna¢me proto tuto
mnozinu zdkladnich ténti jako kone¢nou mnozinu Z = {Az, Hp, Cy, ..., c°}.

Kazdy tén tonové soustavy mizeme az dvakrit zvySit nebo snizit o pulton.
ZvySenim nebo snizenim zéakladnich tonl vznikaji tony odvozené (alterované). Zvyseni
v hudebni teorii ozna¢ujeme kiizkem # a pfidanim koncovky -is k nazvu daného tonu,
snizeni béckem b a koncovkou -es, napf. zvySenim toénu C vznikne ton Cis,
dvojnasobnym zvysenim ton Cisis, snizenim tonu ¢ vznikne ces apod. Kvuli rovnomérné
temperovanému ladéni klaviru nesou nékteré tony stejny nazev, napf. snizenim toénu d
vznikne ton des, coz je na klaviatuie stejny ton jako cis (enharmonickd zaména).

V jedné oktave tak vznika 35 rliznych nazvi alterovanych a zakladnich tont.
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Obrdzek 30: Enharmonickd zameéna témi v jedné oktave (dle Zenkla, 2003, s. 13)
Pozn.: hes = b.

Mnozinu vSech ¢ernych kladves na klaviru tedy mizeme oznalit vice zpusoby.
Oznaéme piihodné mnozinu vSech ¢ernych klaves na klaviatufe, danou jednonasobnym
zvy$enim piislusnych zakladnich tontl, jako mnozinu A? = {Ais,, Cisi, Dis1, Fisi, Gisi,
Aisy, ..., cis*, dis*, fis*, gis®, ais*} a analogicky A’ = {B2, Des1, Esi1, Gesi, Asy, By, ...,

4 es* gest, as?, b*} jako mnozinu vSech &ernych klaves, dané jednondsobnym

des
snizenim ptislusnych zdkladnich tond.

Definice: Mnoziny A, B jsou si rovny pravé tehdy, pokud je mnoZina
A podmnozinou mnoziny B a zaroveit mnozina B podmnoZzinou mnoziny A. Symbolicky
A=Bo (ASB)A(BCSA).

Jinymi slovy lIze fict, Ze mnoziny jsou si rovny, pokud obsahuji stejné prvky.
Protoze kviili enharmonické zaméné na klaviatute plati Ais; = By, Cis; = Des; apod.,
jsou si mnoziny A¥ a A’ rovny, tedy A¥ = A’

Definice: Univerzdlni mnozina U (téZz univerzum) je mnozina vSech prvka
(individui), které jsou relevantni v rdmci daného kontextu.

Definice: Sjednoceni mnozin A, B je mnozina, ktera obsahuje prvky z mnoziny A
nebo prvky z mnoziny B. Symbolicky A U B = {x; x € AV x € B}.

Mnozinu vSech klaves na klaviatute tedy lze chapat jako univerzum

U pro klavirni hudbu, a tedy U = A U Z, resp. U = A’U Z.
1.3.2 Stupnice a ténina v Fefi mnoZin

Zenkl (2003, s. 55) definuje stupnici jako stoupajici nebo klesajici fadu toni

jedné oktavy usporfadanou podle urCitych pravidel (zejména ohledné poctu toni
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a intervalové vzdalenosti mezi sousednimi tony stupnice). V fe¢i matematiky je tedy
stupnice uspotadana n-tice tond.

Definice: Usporddanda dvojice prvku a, b je mnozina (a, b) = {{a}, {a, b}}.

Usporddanda n-tice prvka ai, az, ..., an pro n € N je mnozina (ai, az, ..., an),
pro kterou plati:

1. Uspotadana 0-tice () je prazdnd mnozina.

2. Pokud a je uspotadana n-tice, pak {{a}, {a, a}} je uspofadana (n+1)-tice

zacinajici prvkem a a pokracujici prvky n-tice o.

Definice: Prazdnd mnozZina @ = {} je mnozina, ktera neobsahuje zadné prvky.

Rozlisujeme rizné druhy stupnic. Nize je piehled nékolika zakladnich typu
stupnic v jedné oktave. ProtoZe jsou stupnice definovany prostiednictvim poctu pultont
mezi sousednimi tony, jsou obecné aplikovatelné od kazdého tonu na klaviru
(s ohledem na jeho rozsah tonll). Poznamenejme, ze pocatecni a kone¢ny ton danych
stupnic se 1isi praveé o jednu oktdvu. Jedna se tedy o stejné tony co do nazvu.

Durovd stupnice je tfada 8 tonu, jejichZz vzdalenosti mezi dvéma po sobé
jdoucimi tony vzestupné urcuji popotrade pocty pultoni 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1. Sestupné pak
1, 2,2, 2,1, 2, 2. Durovou stupnici tedy tvoti 7 riznych stupiiti v dané oktave.

Mollové stupnice se déli na harmonickou a melodickou moll.

Harmonicka mollova stupnice je fada 8 tonu, jejichz vzdalenosti mezi dvéma
po sob¢ jdoucimi tony vzestupné urcuji poporadé pocty pualtont 2, 1, 2, 2, 1, 3, 1.
Sestupné pak 1, 3, 1, 2, 2, 1, 2. Mollovou stupnici tedy tvofi 7 rtiznych stupii v dané
oktave.

Melodickou mollovou stupnici pak tvoii vzestupné fada 8 tond, jejichz
vzdalenosti mezi dvéma po sobé jdoucimi tony vzestupné urcuji popotade pocty ptltonii
2,1,2,2,2,2, 1. Sestupné pak navazuje na posledni ton fada toni o posloupnosti poctu
pultonu 2,2, 1,2, 2,1, 2.

Celotonova stupnice je tada 7 tond, jejichz vzdalenosti mezi dvéma po sobé
jdoucimi tony vzestupné urcuji popotfadé pocty pualtond 2, 2, 2, 2, 2, 2. Stejné tak
sestupng. Celotonovou stupnici tedy tvoii 6 riznych stupniti v dané oktave.

Pentatonicka stupnice je fada 6 tond, jejichz vzdalenosti mezi dvéma po sobé
jdoucimi tony vzestupné urcuji popotadé pocty pultona 2, 3, 2, 2, 3. Sestupné pak 3, 2,

2, 3, 2. Pentatonickou stupnici tedy tvofi 5 riznych stupiii v dané oktavé.
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Chromaticka stupnice je tada 13 tonl, jejichz vzdalenosti mezi dvéma po sobé

jdoucimi tény vzestupné urcuji popotadé¢ pocty paltona 1, 1, 1,1, 1,1,1,1,1, 1, 1, 1.

Stejné tak sestupné. Chromatickou stupnici tedy tvofi 12 riznych stupiid v dané oktave.

Protoze ptedchozi pravidla obsahuji pouze pocty pultoni a nejsou zavisla

na volbé pocatecniho tonu, lze tyto definice matematicky ptrevést do uspotfadané n-tice

pouhym piidanim kulatych zavorek k posloupnosti poctu pultond, jak byva zvykem

uspotadanou n-tici v matematice oznacovat. Nasledujici tabulka uvadi piehled danych

stupnic definovanych jako uspotfadané n-tice pultond.

Tabulka 7. Prehled stupnic definovanych jako usporadané n-tice poctu piltonii

Stupnice Definice vzestupné Definice sestupné
Durova (2,2,1,2,2,2,1) (1,2,2,2,1,2,2)
Harmonicka moll (2,1,2,2,1,3,1) (1,3,1,2,2,1,2)
Melodicka moll (2,1,2,2,2,2,1) (2,2,1,2,2,1,2)
Celotonova (2,2,2,2,2,2) (2,2,2,2,2,2)
Pentatonika (2,3,2,2,3) (3,2,2,3,2)
Chromaticka (1,1,1,1,1,11111111)},11111111111)

Tabulka 8: Priklady stupnic

Stupnice

Piiklad vzestupné od tonu C

Priklad sestupné od ténu c!

Durova

(c,d,e f g ,ahct)

(ct,hagfed,-c)

Harmonicka moll

(c,d, es, f, g, as, h,cl)

(ct, h as, g,f es,d,c)

Melodicka moll

(c,d,es, f g ah c)

(ct, b, as, g,f es, d,c)

Celotonova

(c, d, e, fis, gis, ais, c)

(¢t ais, gis, fis, e, d, )

Pentatonika

(c,d,f g, ach

(ct, a0,fd,c)

Chromaticka

(c, cis, d, dis, e, f, fis, g, gis, a, ais, h, ct)

(ct, h, ais, a, gis, g, fis, f, e, dis, d, cis, ¢)

Podle téchto pravidel a diky rovnomérné temperovanému ladéni klaviru

Ize stupnice zahrat od jakéhokoliv tonu (s toleranci rozsahu klaviru). Postup je

nasledujici — za prvé ur€it ndzev stupnice (tzn. zvolit vychozi ton), za druhé uzit

pravidlo posloupnosti po¢tu piltoni pro danou stupnici. Ptiklad vytvofeni stupnice

Fis dur od pocate¢niho tonu velké Fis zobrazuje nasledujici obrazek.
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Obrdzek 31: Tvoreni stupnice Fis dur podle definice durové stupnice prostiednictvim
posloupnosti piiltonii.

Tato pravidla vyuzivdm ptfedev§im u durovych stupnic pifi vyuce klaviru
na ZUS. Zaky nejdiive navodnymi otizkami dovedu k tomu, aby dosli k danému
pravidlu (zkoumaji vztahy sousednich tonti durové stupnice) a poté jej aplikuji
od jinych tond. Jakmile studenti pfijdou na tony stupnice, fixujeme spravny prstoklad.
Zaky timto zptsobem vedu k samostatnosti — pokud zapomenou, jaké tony obsahovala
zadana stupnice, mohou si ji vytvofit podle tohoto pravidla. Vyhodou této metody je,
ze studenti v poc¢atku uceni stupnice premysli a Ze ji mohou zahrat spravné jiz napoprvé
(s dostate¢nou mirou trpélivosti). Tim lze ptedchazet chybam, které se v praxi hrani
velmi Casto opakuji, praveé kdyz student chybuje jiz v pocatcich.

Tvofeni durové a pentatonické stupnice pomoci definice prostiednictvim
posloupnosti poctu pultond je soucasti DVD multimedidlnich ptiloh (Ukdzka 4).

Tonina je pak definovana jako soubor toni uspofadanych podle urcitych
pravidel. Tento soubor tonti piislusi ur€ité stupnici, pficemz vSechny tony stupnice
nemusi byt v dané toniné obsazeny (Zenkl, 2003, s. 55). Typicky fikame, Ze dana
skladba je napsana v ur€ité toniné¢ (nikoliv ve stupnici). Prvky dané toniny jsou tony
stupnice, ktera piislusi dané toning€. V toniné tedy rozliSujeme 7 riiznych stupiii, jejichz
IV. a V. stupen, které popotadé oznacujeme tonika (T), subdominanta (S) a dominanta
(D) (Kofron, 2002, s. 35). Jedna se 0 tzv. zakladni harmonické funkce.

T S D
Q I ! I
& | | ' o . -
g - =
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Obrdazek 32: Zdkladni harmonické funkce a oznaceni stupii v toniné C dur.
Tuto definici lze wvyuzit pro transformaci jednoduchych pisnicek
do uspofadanych n-tic, pfiCemz uvedena Cisla budou reprezentovat stupné v toning,
ve které budeme chtit skladbu zahrat. Uvidime, ze nasledujici posloupnost ¢isel pak lze

vyuzit pro transpozici jednoduchych pisnicek. Uvedené vysvétlim na piikladu lidové
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pisnicky Skdkal pes pres oves zapsané v tonin¢ C dur. Pritadime-li ¢isla k tonim dané
stupnice tak, Ze ptirozené ctime potadi toni, ziskame pro danou pisni¢ku unikatni ,,kod*
uspofadanych ¢isel (5, 5, 3,5, 5,3,5,5,6,5,5,4,4,4,2,4,4,2,4,4,5, 4, 4,3). Je
dobré podotknout, Ze toto uspotfadani netfika nic o délce tond, jsou v ném zaznamenany

pouze polohy toni v dané stupnici.
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Obrdzek 33: Ocislovani tonii stupnice C dur.
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Obrdzek 34: Notovy zaznam pisnicky Skakal pes pres oves v C dur.

Takovy kéd Ize vyuzit u transpozic dané pisné do rtiznych tonin. Staci si vybrat
toninu, uvédomit si jeji predznamenani (pocet danych kiizka nebo bécek), zahrat ji
piislusnou stupnici, a aniz by bylo nutné piepsat pisnicku do jiné téniny, zahrat
poporadé piislusné tony podle této uspotradané 24-tice.

V praxi vSak nejcastéji pii takto jednoduchych skladbach, které se daji zahrat
péti prsty, vyuzivam pfitazeni ¢isel prstokladu k danym tonam. Cislovani prsti pii hie

na klavir vystihuje nasledujici obrazek.

Obrdazek 35: Ocislovani prstii levé a pravé ruky pro hru na klavir.
Piislusna ¢isla pak pro zaky prvnich nebo druhych ro¢nikli piSu do celého

notového partu. Pro skladbu Skékal pes pfes oves by prstoklad vypadal nasledovné:
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Obrdzek 36. Prstoklad pro pravou ruku v pisnicce Skdkal pes pres oves.

Vyhodou tohoto znacenti je, Ze zak pii transpozici skladbicky do jinych tonin ¢te
pouze Cisla, podle kterych hraje, coz se pro déti, které znaji ¢isla, velmi zjednodusi.
Nevyhoda hry podle prstokladu je samoziejmé ta, ze déti pti hie podle Cisel Casto
zanedbavaji spravné relativni vysku tond. Tato metoda je vhodnd pro déti v pfipravném

roéniku na ZUS a v prvnich roénicich hry na klavir.
1.3.3 PodmnoZiny

Definice: Podmnozinou mnoziny A je takova mnozina B, pro jejiz vSechny
prvky plati, ze jsou zaroven prvky mnoziny A. Symbolicky B € A = {x; x € B = x € A}.
Podmnozin se na klaviru najde celd fada. Vyznamné podmnoziny durovych
a mollovych stupnic tvofi kvintakordy. Jedna se o trojzvuky, které jsou vystavéné podle
urc¢itych pravidel. Durovy kvintakord sestava ze souzvuku zakladniho tonu, velké tercie
a Cisté kvinty (intervaly jsou urceny vzdy od zakladniho tonu). Mollovy kvintakord

ze zakladniho tonu, malé tercie a Cisté kvinty. Kvintakordy lze vytvofit na kazdém

zékladnich harmonickych funkci — tonicky, subdominantni a dominantni (Kofron, 2002,

s. 35).

S
|

;g 3 3

II III IV

T

bt

VI VII I

4]
2
S

< W™

~ w5

Obrdazek 37: Prehled kvintakordii vystaveénych na kazdém stupni stupnice C dur. \ ramecku jsou
oznaceny kvintakordy zakladnich harmonickych funkci.

Tony kvintakordti zakladnich harmonickych funkci lze tedy chapat jako

tiiprvkové podmnoZziny danych tonin.
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Obrdzek 38: Vennovy diagramy podmnozin kvintakordi zdakladnich harmonickych funkci v
tonindach C dur a D dur na mnoziné klavirniho univerza U. Tonicky kvintakord je oznacen
Cervene, subdominantni zelené a dominantni modre.

Dalsim piikladem podmnozin mize byt mnozina prvnich péti tont pentatonické
stupnice na ¢ernych klavesach P jako podmnozina chromatické stupnice Ch. Stejné tak
mnozina prvka stupnice C dur C je podmnozinou chromatické stupnice. Plati tedy C &
ChaP c Ch.

Obrdzek 39: Venniv diagram podmnozin tonii chromatické stupnice (Ch) na mnoziné klavirniho
univerza U.

Obrazek 40: Znazornéni danych podmnozin na klaviature. Modre je oznaceno prvnich 5 tonii
pentatoniky, cervené tény stupnice C dur. (MnoZinu viech ténii chromatické stupnice od c* po c?
tvorFi tony oznacené Cervenymi i modrymi teckami.)

61



Pokud je zavedeno klavirni univerzum U jako mnozina vSech tont klaviru,

pak 1ze mnozinu toni kazdé klavirni skladby vnimat jako podmnozinu U.
1.3.4 Sjednoceni mnoZin

Operace sjednoceni mnozin na klaviru byla uzita v podkapitole 1.3.1. Jako dalsi
piiklad se nabizi mnozina tont chromatické stupnice v jednocarkované oktavé jakozto
sjednoceni mnozin prvnich péti tona pentatoniky na ¢ernych klavesach a stupnice C dur.
Ozna¢me mnozinu ton pentatoniky P = {cis!, dis!, fis!, gis!, ais'} a mnoziny tond
stupnice C dur jako C = {ct, d}, €%, f, g%, a', h!, ¢?}. Pro mnozinu téni chromatické
stupnice Ch v jednogarkované oktavé pak plati Ch= C u P = {c, cist, d?, dis?, et, f*,
fis!, g%, gis, al, aist, hl, ¢?}. Tento piiklad je soucasti DVD multimedialnich ptiloh
(Ukdzka 5).

Obrdzek 41: Venniv diagam sjednoceni mnoZiny toni stupnice C dur (C) a prvnich péti tonti
pentatoniky (P) na mnoziné klavirniho univerza U.

1.3.5 Prinik mnoZin jako pomicka pii modulaci

Definice: Priunikem mnozin A, B je mnozina, ktera obsahuje prvky z mnoziny A
a zaroven prvky z mnoziny B. Symbolicky A n B ={x; x € AA x € B}.

Priklad priiniku mnozin Ize zndzornit na mnozin¢ ténti kvintakordi zakladnich
harmonickych funkci. Oznaéme mnozinu T = {c, e, g} jako mnoZinu tont tonického
kvintakordu toniny C dur, S = {f, a, ¢} mnoZinu tént subdominantniho kvintakordu
toniny C dur a D = {g, h, d} mnozinu tonti dominantniho kvintakordu toéniny C dur.
Je dillezité poznamenat, ze dané tony nejsou oznaCeny indexy zamérné, tedy napf.
pod tonem C se rozumi mnozina vSech tond {c} na klaviatufe. Potom plati T N S = {c},

TnD={g},SND=0, TNnSND=09.
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Obrdzek 42: Vennovy diagramy mnoZin tonit tonického kvintakordu v C dur (Cervené),
subdominantniho kvintakordu v C dur (zelené) a dominantniho kvintakordu v C dur (modre).

Tento piiklad je souc¢asti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 6).

Prinik mnoZin tonti kvintakordl zakladnich harmonickych funkci se vyuziva
pii diatonické modulaci. Modulace je dle Kofroné (2002, s. 111) ,, hudebné sprdavny
a presvedcujici prechod z toniny vychozi do tonin cilové. “ Diatonickd modulace ma tfi
casti:

1. ¢ast Vv toénin€ vychozi

2. cast modula¢ni — spole¢ny akord (tzv. piehodnoceni)

3. kadenci vcilové toning, tj. logicky sled harmonickych funkci tak, aby

skladba byla ukoncena na tonice cilové toniny

tonina vychozi témina cilova

!

spoleény akord (pichodnoceni)

Obrazek 43: Schéma diatonické modulace (dle Kofroné, 2002, s. 114).

Naptiklad pfi modulaci pisni¢ky Ovcdci, ctveraci z toniny C dur do toniny D dur
najdeme prinik akordi zdkladnich harmonickych funkci v obou téninach, dany akord
dale ptehodnotime jako jednu ze zakladnich harmonickych funkci v cilové toning
a provedeme kadenci v cilové toniné. Zakladni harmonické funkce v toning¢ C dur jsou
mnoziny tond Tc = {c, €, g}, Sc = {f, a, ¢} a Dc = {g, h, d}. Mnozinu zéakladnich
harmonickych funkci v toniné C dur oznacme Mc = {{c, e, g}, {f, a, c}, {9, h, d}}.
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Zékladni harmonické funkce v toniné D dur jsou Tp = {d, fis a}, So = {g, h, d} aDp =
{a, cis, e}. Analogicky mnozinu zakladnich harmonickych funkci v toniné D dur
oznaéme Mp = {{d, fis a}, {g, h, d}, {a, cis, e}}. Prinikem téchto dvou mnozin je
mnozina Mc N Mp = {{g, h, d}}, kde je tento akord v ramci toniny C dur dominanta,
vramci toniny D dur subdominanta. Pfehodnocenim dominanty téniny vychozi

na subdominantu toniny cilové dale mizeme pokracovat v kadenci S-D-T.
1.3.6 Pocet prvki sjednoceni dvou mnoZin

Definice: Mohutnost mnoziny A vyjadiuje pocet prvki mnoziny A. Znaci
se cardA (kardinalita) nebo |A].

Napftiklad mohutnost mnoziny tont stupnice C dur v jedné oktavé (ozn. C = {c,
d, e f, g, ah, ct}) jecardC=|C| =8.

Véta: Pro pocet prvki sjednoceni dvou mnozin A, B plati:

|AuB| =|A|l +|B| —|An B

Naptiklad pocet prvkia sjednoceni mnoziny toént stupnice C  dur
v jedno¢arkované oktavé (ozn. C = {ct, d*, !, f, g%, al, ht, ¢?}) a mnozZiny tont stupnice
D dur (ozn. D = {d}, €, fist, g%, al, hl, cis?, d?}) je podle véty vyse [CUD| = |C| +
|D| —|C nDJ|.Plati: |C|=|D| =8 a|CnD|=5,atedy [CUD| =8+8—-5=11.

bT

Obrazek 44.: Vennitv diagram sjednoceni mnozin tonii C dur a D dur na mnoziné klavirniho
univerza U.

Na klaviru se da tato véta nazorné ukézat na ptikladu pétiprvkovych mnozin.
Oznaéme mnoZinu t6nt pro pravou ruku P = {ct, d*, e}, f}, g'} a mnoZinu téni, kterou
bude hrat prava ruka, jako L = {e!, f', g, a', h'}. ProtoZe maji mnoZiny spole¢né
3 prvky, je pocet prvki jejich sjednoceni |P U L| = 7. Tento piiklad je soucasti DVD
multimedialnich ptiloh (Ukdzka 7).

64



1.3.7 Rozdil mnozin a doplnék mnoZin

Definice: Rozdil mnozin A, B v tomto pofadi je mnozina, ktera obsahuje vsechny
prvky z mnoziny A a neobsahuje prvky z mnoziny B. Symbolicky A —B = A\B =
{x;x e AANx & B}.

Véta: Rozdil mnozin neni komutativni.

Tato véta se dd na klaviatufe znazornit opét na piikladu pétiprvkovych mnozin.
Méjme tedy z predchoziho piikladu mnozinu tont P = {ct, d*, !, f1, g}, které bude hrat
prava ruka, a mnozinu L = {e!, f}, ¢!, al, h'}, kterou bude hrét levéa ruka. Pro rozdily
mnozin plati: P\L = {c%, d'} a L\P = {a%, h'}. Je vid&t, Ze dané rozdily netvoii stejné
mnoziny, a tedy rozdil mnoZin neni komutativni. Tento piiklad je soucasti DVD
multimedialnich ptiloh (Ukdzka 8).

Definice: Doplnek (komplement) mnoziny A na mnozing€ univerza U pro A € B je
mnozina, kterd obsahuje vSechny prvky univerza U, které nejsou v mnoziné A.
Symbolicky UNA = A" = {x;x e U Ax ¢ A}.

Doplnék mnoZiny lze na klaviatufe znadzornit pomoci stisknuti urcitych klaves.
Méjme napf. mnoZinu viech tont C dur v jedno¢arkované oktave, tedy C = {c?, d, el
f1, g%, al, h!, ¢®}. Doplnék mnoziny C’ je tedy mnozina viech tontl na klaviru kromé
tont mnoziny C, tj. U\C. Tento piiklad je soucasti DVD multimedialnich ptiloh
(Ukdzka 9).

1.3.8 Poten¢ni mnozina

Definice: Potencni mnozZina mnoziny A, oznaCujeme P(A), je mnoZina
obsahujici vSechny podmnoziny mnoziny A, symbolicky P(A) = {X; X € A}.

Priklad potenéni mnoZiny na klaviru miiZze byt nasledujici. Ozna¢me mnoZinu
A= {ct, d, e, f}, g!} jako mnozinu prvnich péti tond stupnice C dur. (Volba
pétiprvkové mnoziny je z divodu hry péti prsty.) Pak potenéni mnozina P(A) dané
mnoziny je P(A) = {@, {c'}, {d'}, {e'}, {f'}, {g'}, {c!, &'}, {c!, &'}, {c*, I}, {c', o'},
{d*, e}, {d% '}, {d", g'}, {e*, '}, {e", o'}, {F*, '}, {c', o', &'}, {c', o', '}, {c*, ', o'},
{ch, !, 13, {c!, e!, g}, {c, 1, g'}, {d%, e, 1}, {d!, e, o'}, {d", !, g'}, {e', !, g'}, {c!,
dl, e, 13, {ct, d', e, g'}, {d!, €', 1, g}, {c!, d, !, g'}, {c?, e, fL, g}, {c!, d', €', f,
0'}}. Na Klaviru lze tyto podmnoZziny znazornit pomoci hry danych téndi soucasnég.
Tento priklad je souc¢asti DVD multimedialnich ptiloh v ramci Prikladu 3 podkapitolky
1.6.2.
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Podmnoziny pétiprvkové mnoziny lze na klaviru stejné¢ dobie reprezentovat
I pomoci prstokladu. Sta¢i nahradit v pfedchozim ptikladé tony Cisly jedna az pét
nasledujicim zptisobem: ¢t =1, d* =2,e! =3, =4, g =5, atedy A = {1, 2, 3, 4, 5}
a poten¢ni mnozina P(A) ma prvky analogicky jako v ptedchozim ptikladu.

Vyse uvedené priklady lze zaclenit do béznych hodin matematiky nebo hudebni
vychovy pro prvni rocniky vysSiho stupné viceletych gymndzii. Téma mnozin

na klaviru je také soucasti pracovniho listu pro primy viceletych gymnazii.

Nasledujici ptiklady lze vyuzit v hodindch hudebni vychovy ¢i1 matematiky
u klaviru pro zaky prvnich ro¢nikti vyssiho stupné viceletych gymnéazii. Pfedpokladem
je znat zakladni mnozinové pojmy a operace a mnoZinach. Studenti mohou pracovat

ve skupinach, samostatné nebo ve dvojicich.

Priklady na uréeni univerzalni mnoziny:

1. Uvedte priklad.

a) Ciselné univerzalni mnoZiny (univerza)
b) univerzalni mnoZiny (univerza) na klaviature.
2. Zapiste pomoci sjednoceni dvou riiznych mnozin mnozinu vSech klaves
na klaviature. Dané mnoziny slovné popiste.
Reseni:
1. a) Napf. mnoZina pfirozenych Cisel N, mnozina celych ¢isel Z, mnozina
vSech realnych ¢isel R apod.
b) Univerzalni mnozina na klaviatufe je mnozina vSech klaves klaviatury.
2. Napf. U je mnozina vSech klaves na klaviatuie, A je mnozina vSech bilych
klaves na klaviatufe, B je mnozina vSech Cernych klaves na klaviatute,

U=AUB.

Role ucitele pii vysvétlovani tohoto prikladu:

Ucitel zada piiklad u klaviatury a necha studenty samostatné pracovat.
Je ndpomocny, pokud ma néktery student dotaz. Ucitel na zavér zkontroluje vysledky

studentd.

Priklady na zakladni mnoZinové operace a Vennovy diagramy:

Tento piiklad je mozno zaclenit do bézné hodiny matematiky (bez klaviru).
Necht C je mnozina ténii stupnice C dur, tj. C = {ct, d!, !, f}, g%, al, ht, ¢?}

a D je mnozina ténii stupnice D dur, tj. D = {d*, e*, fist, ¢!, at, ht, cis?, d?}.
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a) Nacrtnéte Venniv diagram pro danou dvojici mnozin na mnoziné univerza.

b) Sprdavne zapiste a urcete vyctem prvkii oba rozdily danych mnoZin,
sjednoceni mnozin a prunik mnozin.

C) Je rozdil mnozin komutativni? Vysvétlete na tomto prikladu.

d) Urcete mohutnosti danych mnozin z prikladu b).

e) Na tomto prikladu ovérte vetu o mohutnosti sjednoceni dvou mnozin.

Reseni:

a) Viz Obrazek 44

b) C\D = {c?, f1,c?}, D\C = {fist, cis? d?},CUD =
{ct,dt e, f1, fist, g1, al, hl, c?, cis?,d?},C n D = {d}, et, g%, at, h'}

€) Rozdil mnozin neni komutativni, protoze mnoziny C\D a D\C neobsahuji
stejné prvky.

d) |[C\D|=1|D\C|=3,|CuD|=11,|CnD|=5

e) Mame ovéfit vétu |AUB|=|A|+|B|—|ANB|. Pro pocet prvki
(mohutnost) danych mnozin plati |C|=|D|=8 a |[CNnD|=5, a tedy
|CUD|=11.

Role uditele pfi feSeni téchto piikladi:

Ucitel rozda studentim zadani piikladu. Studenti chodi po jednom k tabuli
a priklad fesi. Ucitel kontroluje feSeni studenta u tabule.

Dané ptiklady je vhodné zacClenit 1 jako domaci tkol.

1.4 Relace na klaviru

Definice: Kartézsky soucin mnozin A, B (vVtomto potadi) je mnozina vSech
uspotadanych dvojic prvkll danych mnozin tak, Ze prvni prvek je z mnoziny A a druhy
prvek z mnoziny B. Symbolicky A x B = {(x,y); x € AAy € B}.

Pokud je navic A = B, mluvime o kartézském soucinu na mnoziné¢ A.
Symbolicky A x A = 42 = {(x,y); x e ANy € A}.

Véta: Mohutnost (pocCet prvki) kartézského soucinu A X B je rovna soucinu
jednotlivych  mohutnosti mnozin A a B. Symbolicky |A X B| = |A|-|B]|.
Pro A =B jetedy |42%| = |A|?.

Prikladem kartézského sou¢inu na klaviatufe se nabizi kartézsky soucin

»klavirnitho univerza®, tedy kartézsky soucin mnozin vSech tont klaviatury U X U =
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U2 = {(A% AY), (A% Ais?), (A%, HY), (A% HY), (A% CY, ..., (h* c°), (¢ c)}. Protoze
pocet klaves na klasické klaviatufe je 88 klaves, tedy |A| = 88, tato mnoZzina obsahuje
882 = 7744 prvki uspotadanych dvojic.

Definice: Binarni relace p z mnoziny A do mnoziny B je libovolna podmnoZina
kartézského soucinu A X B. Symbolicky p € A X B.

Pokud dana uspofadana dvojice prvki (X, y) ndlezi vybrané podmnoziné
p kartézského soucinu A X B, tedy (X, y) € p, fikame, ze prvek x je v relaci s prvkemy.
Tuto skute¢nost zapisujeme X p y.

Prikladem binarni relace na mnoziné kartézského soudinu U? miize byt
naptiklad relace ,,patfit do stejné toniny*, konkrétné naptiklad ,,patfit do toniny D dur®.
Oznacme tuto relaci pp a mnozinu vSech tonu toniny D dur jako D = {d, e, fis, g, a, h,
cis}. Relace pj, je tedy mnozina p, = {(d, d), (d, e), (d, fis), (d, g), (d, @), (d, h), (d, cis),
(e, d), (e, &), (e, fis), (e, 9), (e, @), (e, h), (e, cis), (fis, d), (fis, e), (fis, fis), (fis, 9), (fis, a),
(fis, h), (fis, cis), (g, d), (9, €). (g, fis), (9, 9), (9, @), (9, h), (g, cis), (a, d), (a, ), (a fis),
(a, 9), (a a), (a, h), (a cis), (h, d), (h, e), (h, fis), (h, g), (h, a), (h, h), (h, cis), (cis, d),
(cis, e), (cis, fis), (cis, g), (cis, a), (cis, a), (cis, cis)}. Je vidét, Ze dana mnoZina je
ekvivalentni kartézskému soucinu na mnozing¢ D, tedy pp, = D X D = D2. Protoze
|D| = 7, mnozina pp obsahuje 72 = 49 uspoiadanych dvojic. Znazornéni binarni relace

pp je na obrazku nize. (Pozn.: Jedna se o tony v jedné oktave.)

A |

e fis a h cis
Obrdazek 45: Bindrni relace po na mnoziné U. Prvky této bindrni relace jsou vyznaceny
Cervenym kiizkem.

O A D Y
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Definice (vlastnosti relaci): Rekneme, Ze relace p na mnoZiné A je:

1. reflexivni, jestlize pro vSechny prvky X z mnoziny A plati, Zze jsou Vv relaci
samy se sebou, symbolicky Vx € A: x p x;

2. symetricka, jestlize pro vSechny prvky X, y Zz mnoziny A plati, ze je-li prvek x
vrelaci s prvkemy, pak je také prvek y vrelaci s prvkem x, symbolicky
Vx,yEA:xpy=>ypx,

3. antisymetrickd, jestlize pro vSechny prvky X, y z mnoziny A plati, ze je-li
prvek x vrelaci s prvkemy a zaroven je prvek y vrelaci s prvkem x, pak
plati, Ze jsou si dané prvky rovny, symbolicky Vx,y € A:xpy A ypx =
X =y,

4. tranzitivni, jestlize pro vSechny prvky X, Yy, z Z mnoZiny A plati, Ze jestlize je
prvek x v relaci s prvkem y a zaroven prvek y v relaci s prvkem z, pak je také

prvek x v relaci s prvkem z, symbolicky Vx,y,z € A:xpy AN ypz=xpz.
1.4.1 Relace ekvivalence na klaviature

Definice: Binarni relaci p na mnoziné A nazveme ekvivalenci, pokud je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Ekvivalenci byva zvykem oznaCovat symbolem ~.

Ptikladem relace ekvivalence muze byt prave relace ~p ,,patfit do toniny D dur*
na mnoziné kartézského soucinu U? viech tonil klaviatury. Dana relace je reflexivni,
protoZze vSechny tony jsou v relaci samy se sebou (ton d patii do toniny D dur stejné
jako ton d), symetrickd, protoze pro vSechny tony plati, Ze pokud jeden ton patii
do toniny D dur stejné jako druhy ton, pak i tento ton patii do stejné toniny D dur jako
prvni ton (napft. ton fis patii do toniny D dur stejné jako ton e, pak tedy i ton e patii
do toniny D dur stejné jako ton fis) a tranzitivni (napft. ton d patii do toniny D dur stejné
jako ton e a ton e patii do toniny D dur stejné jako ton h, pak také ton d patii toniny D
dur stejné jako ton h).

Relaci ~p znazornuje Tabulka 9, kde vlastnost, ze dany ton je v relaci s jinym

tonem, je vyznacena kiizkem.
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Tabulka 9: Viastnosti relace ,, patrit do toniny D dur*

~p|d|e|fis|g|al|h]cis
d | X|X| X | X[|X|X]| X
e I X[ X[ X | X[ X[|X| X
fis | X | X | X [ X[X[X]| X
g [ X[ X| X | X[ X[|X| X
a [ X[ X[ X[ X|X|X] X
h [ X[ X]| X[ X]|X]|X] X
CiS [ X[ X[ X |X|X|X]| X

Z tabulky je pfimo vidét, Ze jde o relaci reflexivni (je vyplnéna hlavni diagonala)
a symetrickou (kfizky jsou symetricky rozprostteny podle hlavni diagonaly).

Definice: Necht relace R je ekvivalence na mnoziné A. TFidou ekvivalence R
ptislusnou prvku a € A nazyvame mnozinu R[a] = {x € A: a R x}.

Naptiklad ekvivalence R zadand na mnozZin€ vSech tont klaviru U predpisem
»dva tony jsou v relaci pravé tehdy, pokud je najdeme na bilych klavesach klaviatury*,
ma dvé tiidy, a to tfidu obsahujici napt. klavesu c (bila klavesa) a tfidu obsahujici napf.
klavesu cis (Cerna klavesa). Tato ekvivalence tedy déli mnozinu U na mnoziny, které
byly popsany na konci podkapitoly 1.3.1 praktické ¢asti, a to R[c] = Z = {A2, Ho, Cy, ...,
¢°} jako mnozina vsech bilych klaves a mnozinu R[cis] = A* = {Ais, Cisi, Diss, Fiss,
Gisy, Aisy, ..., cis®, dis?, fis?, gis?, ais*} = A’ jako mnoZinu viech ernych klaves.

Definice: Necht' R je ekvivalence na mnozin¢ A. Potom pro kazdy prvek a € A
nazyvame tiidou prvku a v ekvivalenci R podmnozinu [a]r = {x € A; xR a}.

Pted vysvétlenim piikladu tfidy prvku na klaviatufe je nutné uvést, na jaké
mnozin¢ se bude ekvivalence zavadét. Aby nedochazelo k nepiesnostem v ramci
enharmonické zamény tonl, bude mnozina vSech kldves U pro tento piiklad chapana
jako sjednoceni mnoziny Z = {Az, Hz, Ci, ..., ¢’} a A? = {Aisy, Cisy, Disy, Fisi, Gisy,
Aisy, ..., cis®, dis®, fis*, gis*, ais*} popsanou v podkapitole 1.3.1 praktické &asti této
prace. M&me tedy ekvivalenci R definovanou na mnoZiné¢ U zadanou piedpisem ,,dva
tony jsou v relaci pravé tehdy, kdyz nesou stejny nazev bez ohledu na index*. Dana
ekvivalence rozdéluje klaviaturu pravé na 12 tfid, kterym pfislusi nasledujici tfidy
prvki: [c]r = {C1, C, ¢, ¢!, ¢ c?, ¢ c°}, [cis]r = {Ciss, Cis, cis, cis!, cis?, cis®, cis*},
[d]r = {D1, D, d, d*, d?, d3, d*}, [dis]r = {Disa, Dis, dis, dis?, dis?, dis®, dis*}, [e]r = {Ex,
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E,e el e? e e*}, [flr = {F1, F, 1, f, 2, 3, £}, [fis]r = {Fis1, Fis, fis, fis?, fis?, fis®, fis*},
[0]r = {G1, G, g, g%, g% ¢, g%}, [gis]r = {Gisy, Gis, gis, gist, gis?, gis®, gis*}, [a]r = {A2,
A1, A, a, al, a2, a®, a*}, [ais]r = {Aisz, Aisy, Ais, ais, ais?, ais?, ais®, ais*}, [h]r = {H2, H1,
H, h, ht, h?, h® h*}. Jedna se tedy o mnoziny tond vzdalenych piesné o oktavu nebo jeji
nasobky. Tento piiklad je souc¢asti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 10).

Definice: Pro neprazdnou mnozinu A nazyvame systém neprazdnych podmnozin
M mnoziny A rozkladem na mnoziné A, pokud spliuje nasledujici dvé podminky:

1. sjednocenim vSech mnozin systému M vznikne mnozina A, symbolicky

Uxen X = 4;
2. prvky mnoziny M jsou po dvou disjunktni, symbolicky VX, Y E M: X # Y =
XNnY=0.

Prvky mnoziny M se nazyvaji tfidy rozkladu mnoziny A.

Ptikladem rozkladu na mnozin€ vSech toni klaviatury U mohou byt pravé
mnoziny Z a A, tedy M = {Z, A*}. Dalsi ptiklad rozkladu mnozin je vidét na Obrdzku
39 a Obrdzku 41. Mnozina vSech tont chromatické stupnice Ch v ramci jedné oktavy je
pomoci ekvivalence ,byt tonem na bilych klavesach® rozdélena do dvou tiid
ekvivalence C a P, které jsou navzajem disjunktni a jejich sjednocenim vznikne dana

mnozina Ch.
1.4.1 Relace usporadani na klaviature

Definice: Binarni relaci p na mnoziné A nazveme uspordadanim, pokud je
reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

Relaci uspotadani byva zvykem oznaCovat symbolem <.

Definice: Rekneme, Ze relace p je uplné usporddani, pokud je uspotadanim,
a navic pro vSechna X, y € A plati X p y nebo y p X, symbolicky Vx,y € A:xpy Vyp x.

Definice: Rekneme, Ze mnozina M je dobre uspordadand pravé tehdy, kdyz jeji
kazda neprazdnd podmnozina mé nejmensi prvek.

Ptiklad GpIného uspotadani a zaroven dobie uspofddané mnoziny jsou vSechny
tony klaviatury, tedy cela mnozina U. Staci definovat relaci < na mnozin¢ U zadanim
,kazdé dva tony jsou V relaci praveé tehdy, kdyz jeden ton ma frekvenci vétsi nebo rovnu
druhému tonu“. Klavir je ladén vrovnomérné temperovaném ladéni, takze kazda
klavesa odpovidd konkrétni hodnoté frekvence v hertzich. VSechny klavesy

na klaviatute tedy Ize reprezentovat kladnym cCislem (viz Obrdzek 46).
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Obrazek 46: Rozsah klaviatury bézného klaviru (Baran, 2008; upraveno). Cisla nad klaviaturou
oznacuji kmitocet danych tonit rovnomeérné temperovaného ladéni v Hz.

Cely ptipad ovérovani vlastnosti reflexivity, antisymetrie a tranzitivity se tedy
eliminuje na ovérovani téchto vlastnosti pro podmnozinu ptirozenych ¢isel. Dana relace
< na mnozin¢ U je reflexivni (pro vSechny tony plati, ze kazdy ton ma frekvenci stejnou
jako tentyz ton), antisymetricka (pro vSechny tony plati, ze pokud ma jeden tén
frekvenci vEétSi nebo rovnu nez druhy a zarovenl druhy ton ma frekvenci vétsi nebo
rovnu nez prvni, pak si nutné musi byt dané frekvence tonii rovny) a tranzitivni
(pro vSechny tony plati, Ze pokud ma jeden ton frekvenci vétsi nebo rovnu nez druhy
a zaroven druhy ton ma frekvenci vétSi nebo rovnu nez tfeti, pak nutné musi byt
frekvence prvniho tonu vétsi nebo rovna nez frekvence tretiho tonu). Navic pro vSechny
tony plati, ze jsou Vv relaci s ostatnimi, tudiz je mnozina vSech klaves na klaviatufe Gplné
uspotradana. Danou relaci < lze znazornit na mnoziné tont jedné oktavy na klaviru

pomoci tabulky. Tény, které jsou v relaci, jsou zndzornény kiizkem.

Tabulka 10: Vlastnosti relace ,, mit vétsi fiekvenci “

=

w

)
R

< | clcis| d|dis fis
c | X | X

X
cis X | X
X

Q
n

X X| X| X

X| X| X| X| X| @

X X| X| X| X| X| —

X X| X| X| X| X| X

X X| X| X| X| X| X| X| «a

X X[ X| X| X| X| X| X| X
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Z tabulky je pfimo vidét, Ze jde o relaci reflexivni a antisymetrickou.

Mnozina ,klavirntho univerza U®“ je také dobfe uspofadand, protoze ma
nejmensi prvek.

Uplného uspofadani mnoziny viech klaves klaviatury vyuzivam piedeviim
pti vyuce klaviru. Pro oznaceni tont, které jsou na klaviatuie vice napravo (maji vyssi
frekvenci), pouzivam slovni spojeni ,,vy$ na klaviatufe®, naopak pro tony, které
se nachazi na klaviatufe vice vlevo, pouzivam slovni spojeni ,,niz na klaviatuie®.

Piiklady této podkapitoly lze vyuzit do hodin seminaiti z matematiky na SS

I jako zpestieni hodin seminaiti z matematiky prvnich ro¢nikd studia na VS.

1.5 Posloupnosti na klaviru

Definice: Binarni relaci f € A X B nazveme zobrazenim, jestlize ke kazdému
prvku x z mnoziny A existuje pravé jeden prvek y z mnoziny B takovy, Ze prvek x je
v relaci s prvkem y, symbolicky Vx € A3!'y € B: (x,y) € f. Skutecnost, Ze jsou prvky
X, Y zobrazeni f v relaci zapisujeme f(x) = y.

Definice: Posloupnost a je zobrazeni z mnoziny piirozenych ¢isel do mnoziny
realnych ¢isel, symbolicky a: N — R. Hodnoty posloupnosti zna¢ime a, a celou
posloupnost byva zvykem znacit {a,} ¢i {a,}n=1.

Piikladem kone¢né posloupnosti mize byt prstoklad ve skladbicce Skakal pes
pies oves zavedeny v podkapitole 1.3.1. Jednalo by se o posloupnost o vy¢tu prvku
{a, )2, ={4,4,2,4,4,2,4,4,5,4,4,3,3,3,1,3,3,1,3,3,4,3,3, 2}.

1.5.1 Aritmeticka posloupnost

Definice: Posloupnost {a,} se nazyva aritmeticka pravé tehdy, kdyz existuje
realné Cislo d takové, ze n-ty ¢len dané posloupnosti lze zapsat rekurentnim vzorcem
a, = a; +d- (n—1). Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Rozdil kazdych dvou po sobé nasledujicich ¢lenti aritmetické posloupnosti je
roven stejnému ¢islu. Ptikladem aritmetické posloupnosti mize byt naptiklad kvintovy
kruh. Jedna se o posloupnost tonti od vychoziho ténu Ci, které jsou od sebe vzdaleny
o0 interval Cisté kvinty, tj. 7 piltond. (Poznamenejme, Ze konkrétni vychozi ton je vybran
z divodu rozsahu klaviatury.) Pfitadime-li vychozimu téonu Ci: ¢&islo 0, lze tuto
posloupnost zapsat pomoci rekurentniho vzorce a, = a1 + d(n — 1), kde ziejmé d =7 a a1
=0, tedy an = 7(n — 1). (Jedna se o nasobky ¢isla 7.) Podobn¢ 1ze pomoci aritmetické

posloupnosti reprezentovat kvartovy kruh, a to jako posloupnost danou rekurentné
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an = 5(n — 1) (pfi volbé stejného tonu). Protoze mnozina tont klaviatury je konec¢na, je
Vv praxi konecnd i tato aritmetickd posloupnost. Tento piiklad je soucasti DVD
multimedialnich ptiloh (Ukdzka 11).

Dalsi reprezentaci konecné aritmetické posloupnosti lze najit na ptikladu
rozkladu zmenseného septakordu. Jedna se o posloupnost tont, jejichz intervaly mezi
dvéma sousednimi tony jsou malé tercie (tj. 3 pultony). Tato posloupnost ma tedy
diferenci d = 3. Pfi volbé vychoziho tonu ¢ = 0 lze zapsat tuto posloupnost rekurentné
jako an = 3(n — 1), pii volbé vychoziho tonu e = 4 jako an = 4 + 3(n — 1) apod. Cislo
vychoziho tonu koresponduje s o¢islovanim tond klaviatury tak, jak je na Obrdzku 29.
Tento priklad je souc¢asti DVD multimedialnich pfiloh (Ukdzka 12).

Nasledujici ptiklady lze vyuzit ptfi vyuce hry na klavir a také pii vyuce hudebni
nauky u klaviru primarné pro zéky 4. ro¢nikd. Z praxe ucitelky hry na klavir vSak tyto

ptiklady pouZivam v prifezu vSech ro€nikll od 4. ro¢niku vys.

Priklady:

1. Zahrej tony kvintového kruhu na klaviature. Jako pocatecni ton zvol Cy.

2. Spocitej, kolik oktav V kvintovéem kruhu déli pocatecni ton Ci
od stejnojmenného koncového tonu.

3. Zahrej tony kvartového kruhu na klaviature.

4. Spocitej, kolik oktav V kvartovem kruhu deéli pocatecni ton Ci
od stejnojmenného koncového tonu.

5. Vytvor zmenseny septakord od tonu ct, pokud vis, Ze jej tvoii CtyFi tony
takové, ze vzdalenost dvou sousednich tonu je rovna poctu pultonii, které
obsahuje mala tercie.

Reseni:

1. Jedna se o tony C1, G1, D, A, e, h, fist, cis?, gis?, dis?, ais?, eis* = f4, his* = c®.

2. Vzdalenost tonu Cy a ¢® je rovna 7 oktdvam.

3. Jednd se o tony Ci, F1, By, Es, As, des, ges, ces' = h, fes! = ¢!, heses! = a?,
eses? = d?, asas?® = g?, deses® = c2.

4. Vzdalenost tonu C; a ¢ je rovna 5 oktavam.
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Role uditele hry na klavir na ZUS pii uziti danych aritmetickych posloupnosti:

Ucitel zakovi poklada pomocné otazky, na které zak odpovida, napiiklad:

Co je to kvintovy kruh?

Co je to kvinta? Kolik piiltonii obsahuje kvinta?

Které tony tedy tvori takovy kvintovy kruh, Ze pocatecni a koncovy ton nese
Stejné jméno?

Kolik oktav takto utvoreného kvintového kruhu je mezi tény C1 od ténu ¢>?

Co je to kvartovy kruh?

Co je to kvarta? Kolik pultonii obsahuje kvarta?

Které tony tedy tvori takovy kvartovy kruh, Ze pocatecni a koncovy ton nese
Stejné jméno?

Kolik oktav takto utvoreného kvartového kruhu je mezi tény C1 od ténu ¢*?

Ucitel vede s zdkem dialog a navodnymi otazkami se postupné dostava
k odpovédi na dané otazky. U¢itel monitoruje znalosti zaka z hudebni nauky a uvadi je
do praxe u klaviru.

Tento piiklad bézn¢ zacCleniuji do vyuky hry na klavir. Déle ptidavam vyuziti
kvartového a kvintového kruhu pii tvorbé durovych stupnic s kiizky a bécky, zak urcuje

piredznamenani danych stupnic apod.

1.5.2 Geometricka posloupnost podruhé

Definice: Posloupnost {a,} se nazyva geometrickd pravé tehdy, kdyz existuje
redlné Cislo q rizné od nuly takové, Ze vztah mezi po sobé¢ jdoucimi Cleny dané
posloupnosti je mozné zapsat rekurentnim vzorcem a,,; = a, - q. Cislo q je kvocient
geometrické posloupnosti.

Kazdé¢ dva po sobé jdouci Eleny geometrické posloupnosti jsou stejnym
nasobkem piedchoziho ¢lene.

V podkapitolce 2.3.4 1ze vy¢ist nékolik hezkych posloupnosti. Na Obrdazku 16
jde vidét, Ze pocet not obsazenych v celé noté tvoii poporadé teoreticky nekone¢nou
geometrickou  posloupnost {21}, ={1,2,4,8,16,..} skvocientem =2
Prevracené hodnoty téchto Cisel, tedy zlomky udavajici nazev not, tvoii nekonecnou

geometrickou posloupnost{ ! } = {3 - } s kvocientem g :i.
n=1

2n-1 1’2’4’
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Daéle byla v téze kapitole objasnéna funkce tecky za notou. Dvé tecky za notou
prodluzuji danou notu o polovinu hodnoty jejiho trvani apak jest€é o polovinu
z této poloviny. Naptiklad dvé tecky za pllovou notou prodluzuji danou notu

1 1

nisledovng 2+ (3-2) +|(2-2) -2 =2- (143 +2) =L Wright (2009, s. 20) uvadi

2 2 2 2 2 2
piiklad, ze se tato vlastnost da induktivné zobecnit pomoci nasledujiciho souctu fady.
Ozna¢me d relativni dobu trvani noty prodlouzené o n tecek (n € N) a dr relativni délku
puvodni noty, ke které ptidavame tecky. Potom plati:

n
1 1 1 1 1
d = d(l +—+—+—+---+—) =d Y o

2 2223 2n v
=1

Dale obecné pro soucet prvnich n c¢lent geometrické posloupnosti

s koeficientem |g| < 1 a prvnim ¢lenem az plati vzorec pro n-ty ¢asteény soucet fady:

n
n

. 1—gq

i=1

Po dosazeni:

n

A RIS

1
Naptiklad pokud bychom uvazovali celou notu (dr = 1) se tfemi teCkami (n = 3),
jeji celkova relativni délka by po dosazeni do vzorce vyse vysla %.

Pokud je clenli geometrické posloupnosti nekonecné mnoho, soucet tady
nekonecné geometrické posloupnosti bude roven limit¢ jdouci k nekonecnu
Z posloupnosti ¢astecnych souctt fady:

1—-q" 1-q" a,

s = lim s, = lima, —q = a lim 1-q 1-g

Wright (2009, s. 20) pak teoreticky zkouma relativni délku ténu s nekonecné
mnoha teCkami. Pro dany pfipad lze odvodit vzorec pro vypocet relativni

délky d, takové noty nasledovné:

n

: 1\" .1
doozllmer—(E> = 2d, — lim (E) = 2d,

n—->oo n—-oo

Naptiklad pokud bychom uvazovali ptlovou notu (dr = %) s nekone¢né¢ mnoha

teCkami, celkova relativni délka této noty by €inila jeden celek, tedy jednu celou notu.
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Absolutni délka takové noty zavisi na tempovém oznaceni. Napiiklad

pro tempové oznaceni J = 100, tzn. v jedné minuté (60 s) zazni 100 ctvrtovych dob,
by absolutni doba trvani dané noty vypadala nasledovné. Nejdiive je tfeba zjistit, jak

dlouho trva ctvrtova nota. Jednoduchou trojclenkou zjistime, ze Ctvrtova nota trva

60 _ 3 . o o1 < N
o= & Protoze relativni délka ptilové noty s nekone¢né¢ mnoha teCkami je rovna

jedné celé noté, tedy Ctyfem Ctvrtovym notam, absolutni délka da dané noty by byla
do=4-2=24s.
Pro absolutni délku noty s relativni délkou dr a s nekone¢né mnoha teCkami

pfi tempovém oznaceni J =1, kde t € N pak plati:
60 120
=y A=

Vyse uvedené i nasledujici piiklady 1ze zaclenit jak do bézné vyuky matematiky

dq

vramci studia posloupnosti a fad, tak i do vyuky hudebni vychovy ve 3. nebo 4.

ro¢nicich vyssich stupiili gymnazii.

Priklady:
1. Urci, z kolika ctyrctvrtovych taktit by teoreticky sestdvala skladba sloZend
Z posloupnosti nekonecné mnoha not nasledujicich viastnosti:
e pocatecni nota dané posloupnosti je cela nota,
o délka kazdé nasledujici noty ma polovicni hodnotu nez predchdzejici
nota.
2. Jak dlouho by trvala skladba z prikladu 1 pri tempovém oznaceni J =607
3. Tecka za notou prodluzuje notu o polovinu jeji hodnoty. Dvé tecky za notou
prodluzuji danou notu o polovinu jeji hodnoty a jesté o jeji ctvrtinu (polovinu
poloviny) atd. Hodnoté jaké noty (celé, piilové, ctvrtove, ...) by odpovidala
ctvrtova nota s nekonecné mnoha teckami?
Reseni:

1. Naécrtek pro zndzornéni této situace by vypadal nasledovné:
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N,
nt o ) ) B
%u—l—

Obrazek 47: Nacrtek k prikiadu 1 podkapitolky 1.5.2.

Nejdrive je tfeba zjistit, z kolika celych dob se takova skladba sestava. Cela nota

obsahuje 4 doby, pulova 2, ¢tvrtova 1 atd. Danou posloupnost not Ize tedy zapsat jako
posloupnost dob {4, 2, 1,%,%, } Jedna se o geometrickou posloupnost s prvnim

Clenem a1 = 4 a kvocientem q = % . Celkovy pocet dob takové skladby je dan souctem

nekone¢né geometrické rady:

Tato skladba tedy trva pfesné 8 dob, coz odpovida dvéma Ctyictvrtovym taktim.
Ackoliv by tedy skladba byla zapsana teoreticky na nekonecny pocet listt, skladala by
se pouze ze dvou taktt.

Provedeni takové skladby na klaviru by bylo samoziejmé nemozné. Pocet
zahranych tond (prvnich ¢lentt posloupnosti) by zalezel na Sikovnosti hbitych prsth

klaviristy.

2. Tempové oznaceni J: 60 znamena, ze za 1 minutu zazni 60 ¢tvrtovych
not. Jedna ¢tvrtova nota tedy trva 1 sekundu. Z pfikladu 1 ¢tvrtova nota trva na 1 dobu,
celkovych dob je v dané skladbé 8. Skladba by tedy trvala 8 sekund, pficemz v posledni
sekund¢ by bylo zahrano nekone¢n¢ mnoho not.

3. Vtomto piikladu je opét vyhodné spocitat, kolik dob by dand nota
obsahovala. Ctvrtova nota trvd na jednu dobu. Ctvrtovou notu s nekoneéné mnoha

teCkami lze tedy opét rozepsat jako soucet nekone¢né¢ mnoha clenii geometrické
posloupnosti {1,%,&,...}, tj. geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1
a kvocientem q = % Celkovy pocet dob ¢tvrtové noty s nekonecné mnoha teCkami Ize

tedy vyjadrit vzorcem pro soucet nekonecné geometrické posloupnosti:

o _1_2
TR

2

Dané nota tedy trva ptesné dvé doby, coz odpovidé ptlové noté.
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Role ucitele pii vysvétlovani téchto piikladu:

Ucitel rozda studentim zadani ptikladu. Ucitel fesi priklady na tabuli. Pfitom
poklada studentlim otazky vztahujici se k postupu feseni daného piikladu.

Dané ptiklady je vhodné zaclenit i jako nepovinny domaci ukol.

1.6 Kombinatorika na klaviru
1.6.1 Permutace bez opakovani

Definice: Permutace P na mnoziné A = {ai1, a, ..., an} je kazda bijekce
P: A—A.

Permutacemi bez opakovani se tedy rozumi vSechna moZna uspofadani mnoziny
0 n riznych prvcich tak, ze kazdy prvek je v tomto uspotaddani zastoupen praveé jednou.

Véta: Pro kazdou n-prvkovou (n = 1) mnozinu A = {ai, az, ..., an} je pocet
jejich permutaci bez opakovani roven poétu moznych potadi této mnoziny, a to Cislu
n! =1-2-...- (n-1)-n. Definujeme 0! = 1.

Ve sttfedoSkolskych ucebnicich se Casto uvadi jednoduchy piiklad permutaci
na ttiprvkové mnozing€. Tento piiklad lze dale rozvést s pomoci klaviatury. Sta¢i vybrat
mnozinu tfi riznych tond a piedvést piiklad nalezeni vSech permutaci na ni. Zvolme
piihodné za tiiprvkovou mnozinu A mnozinu tont tonického kvintakordu v C dur, tj.
A = {c%, !, g'}. Viechny moZné permutace této mnoziny jsou uspoiadané trojice (ct, et
gb), (¢, gt eh), (et ¢t gh), (e gt cb), (g% ct, eY), (g% el cb). Je vidét, ze pocet
permutaci odpovida ¢islu 3! = 3-2-1 = 6. V notovém partu by piiklad vSech permutaci
i s prstokladem vypadal jako skladbicka o Sesti taktech, které by obsahovaly rtzna

potadi tont ¢, e, g* (viz obrazek niZe).

4]
AF3—F—T T T T s s S S B | |
O 4 e T I d e T e 1 | 47 4
1 3 5 1 53 3 15 3 5 1 5 1 3 5 31

Obrazek 48: Permutace tonit kvintakordu C dur v notovém zdznamu s prstokladem pro pravou
ruku. Pocet taktit odpovida poctu vsech moznych permutaci z techto prvkaii.

Tento piiklad je soucasti DVD multimedialnich p¥iloh (Ukdzka 13).

Vyse uvedeny piiklad lze vyuzit pfi vyuce kombinatoriky ve 3. roc¢nicich
vyS§iho stupné gymnazii. Jednotlivé takty permutaci lze nckolikrat opakovat i jako
prstové cviéeni pii vyuce klaviru na ZUS. Student si tak osvoji viechny mozné zpiisoby

navazovani prsti v prstokladu 1, 3, 5.
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Nasledujici priklady lze vyuzit pfi vyuce permutaci nebo jako procviCovani

uciva kombinatoriky ve 3. ro¢nicich vyssiho stupné gymnazii.

Priklad:

1.

Kolik taktii by méla skladba vytvorena ze vsech permutact

a) ctyr tomi velkého kvintakordu stupnice C dur,

b) osmi tonii stupnice C dur tak,

Ze v kazdém taktu bude pravé jedna permutace téchto tonu?

2.

Jak dlouho by trvaly skladby z prikladu 1. pri tempovém oznaceni skladby

J = 60, pokud by skladba byla napsana a) v osminovych,
b) v Sestndctinovych notach?

Kolika zpiisoby by bylo mozné zapsat skladbu 0 @) 6, ) 24 taktech tak, aby
Se V ni Zadny z taktit neopakoval a aby bylo pokazdé jiné poradi téchto taktii?
Porovnej hodnotu prikladu 3. b) s hodnotou castic v jednom molu latky. Ddle
porovnej, jak dlouho by dana skladba trvala v pripade, kdyby jeden takt trval

1 sekundu, se starim Zemé/vesmiru.

Reseni:

1.

a) Tony velkého kvintakordu v C dur jsou napiiklad v malé oktavé poporadé
C, e, g, ¢!, jedna se tedy o &tyfi riizné tony. Pocet moznych pofadi ¢ty toni
kvintakordu C dur je roven cislu 4! = 24. Kazdému potadi ve skladbé
odpovida jeden takt, skladba by tedy méla 24 taktt.

b) Tony stupnice C dur jsou napiiklad v malé oktavé poporadé c, d, e, f, g, a,
h, ¢t. Jedna se tedy o 8 riznych tond, jejichz pocet zpisobi, jak je zahrat
V rizném potadi, je roven Cislu 8! = 40 320. Dané skladba by méla 40 320
taktd.

a) Skladba z ptikladu 1. a) by pti daném zadani v jednom taktu obsahovala
4 osminové noty, coz odpovida relativni délce dvou ¢tvrtovych not. Dané
tempové oznaceni urcuje, Ze jedna Ctvrtova nota trva jednu sekundu. Jeden
takt trva tedy dvakrat tolik, tj. 2 sekundy. Dana skladba ma 24 taktd, trvala
by tedy 48 sekund.

Skladba z ptikladu 1. b) by pfi daném zadani v jednom taktu obsahovala

8 osminovych not, coZ odpovida 4 ¢tvrtovym notam.
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Jeden takt pfi daném tempovém oznaceni tedy trva 4 sekundy, celd skladba
pak 4-40 320 = 161 280 sekund, coz je 44 h 48 minut, tedy téméf dva dny.

b) Sestnactinové hodnoty jsou polovinou relativni doby osminovych not.
Ob¢ skladby by tedy trvaly dvakrat méné Casu, tedy 24 sekund a 21 hodin 24
minut.

3. a) Pocet moznych potadi 6 takti je 6! = 720. Dand skladba by méla 720

takta.
b) Pocet moznych potadi 24 takti je 24! ~ 6-10?° takti.

4. 1 mol je hodnota latkového mnozZstvi, kterd odpovidd zaokrouhlené
6,022-10% ¢astic/entit. (Uziva se predeviim v chemii.) Dan4 skladba by tedy obsahovala
zaokrouhlené 1 mol taktt.

Pokud by jeden takt trval jednu sekundu, zahrat tuto skladbu by trvalo fadové
2:10% let. StaFi vesmiru se odhaduje fadové na 13,7 miliard let, tj. fadové 10%° let, coz je
2:10%krat méné nez délka dané skladby. Tvor, ktery by si skladbu chtél vyslechnout

od zacatku do konce, by musel prozit cca dva miliony nasich vesmirt(!)

Role ucitele pfi vysvétlovani danvych prikladu:

Ucitel studentim rozda zadani piiklada. Ucitel vola studenty k tabuli, ktefi sami
nebo s pomoci ostatnich studentt a ucitele fesi danou tlohu.

Ucitel v prvnim piikladu poukazuje na vlastnost faktorialu, ze pokud zvétSime
¢islo, ze kterého pocitame faktorial, o 4, faktorial tohoto ¢isla vzroste cca o 3 fady.

Ve druhém prikladu poukdze na to, jak nerealné by bylo skladbu o vétsim poctu
taktl zahrat.

Ve tietim piikladu je vhodné, kdyz pied samotnym feSenim necha studenty
vysledek odhadnout. Déle ucitel poukaZe na vysoké hodnoty vysledkli danych ptikladt
a také na to, ze kombinatorika umoziuje prakticky témét nekoneéné mnoho moZznosti
skladby hudebnich kompozic (které¢ samoziejmé nic netikaji o tom, jak je dand hudebni
kompozice z hlediska hudebni teorie hodnotna).

Jako alternativa béZného feSeni ptrikladii u tabule se nabizi studenty rozdélit
do skupin po 4 lidech a praci jim se sdélenim jasnych pravidel hodnoceni prace zadat
jako skupinovou. V praxi se mi osvéd¢ilo, ze pokud jsou studenti motivovani
»hasbiranim“ malych jedniCek a maji jasn€¢ dana pravidla, hodiny studenty bavi

a probihaji velmi dobfe. Pfi definovani pravidel kladu diraz na to, aby studenti
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mezi sebou komunikovali a byli si napomocni pfti vysvétlovani uloh. Tyto Einnosti

sleduji u kazdé skupiny v ramci celé hodiny a ohodnotim je malymi jednickami navic.

1.6.2 Kombinace bez opakovani

Definice: Necht' je dina mnozina o n ruznych prvcich. Neuspotadanou K-tici
(1 <k < n) zn prvkt nazveme Kk-clennou kombinaci z n prvkii pravé tehdy, kdyz je
Vv této k-tici zastoupen kazdy prvek nejvyse jednou.

Véta: Pocet vSech k-Clennych kombinaci bez opakovani zn prvkl je roven

_ n!
T ki(n—k)

kombina¢nimu cislu (Z)
Piiklad nalezeni a ureni poctu riznych k-clennych kombinaci zn prvkid
na klaviatufe nabizi hra dvojhmatii a trojhmatt napt. v ramci rozSiteného ténického
kvintakordu, ktery sestavd ze Ctyf riznych tond. Zvolme tedy rozsifeny tonicky
kvintakord C dur, ktery je tvofen tony ¢*, €1, g*, ¢? (tzn. n = 4).
Vsechny mozné dvojhmaty (k = 2) z této Ctvefice jsou neuspoiradané dvojice

{ct, e}, {c%, g*}, {c*, c?}, {e%, g}, {et, 2}, {g* c?}. Je vidét, Ze jejich pocet odpovida

|
kombina¢nimu ¢islu (4) == =
2) 7 22
Pocet vSech moznych trojhmata (k = 3) ztéto Ctvefice tonu je roven
v s 4_4!_ wr s vz , .. o 1 Al A1
kombina¢nimu ¢islu 3) =30 = 4 a tvoii je neuspofadané trojice tonu {c, e*, g},

{c, e, 2}, {c%, g% c?}, {e!, g, c?}. Nize je uveden notovy part danych dvojélennych
a troj¢lennych kombinaci jakozto moznych dvojhmati a trojhmati, které lze utvofit

Z roz§ffeného tonického kvintakordu C dur.

e )] | | I T—i I I [ I | I Il |
V- i | | &4 1 | | 2 [ | I~ | |~ |
W4 t— 4 | I | & it — 4 5 i
U Rl R al - -

5 2 3 5 3 5 5 3 5 5 5

3 1 1 1 2 2 3 2 3 3

2 1 1 1 2

1

Obrdazek 49: Vsechny mozné dvojclenné a trojélenné kombinace utvorené ze Ctyr tonii
rozsireného kvintakordu C dur (v prvnim taktu) s prstokladem pro pravou ruku. Pocet taktii
dvojclennych kombinaci ze 4 prvkii odpovida prislusnému kombinacnimu cislu, jehoz hodnota je
6. Pocet taktii triclennych kombinaci ze 4 prvku odpovida prislusnému kombinacnimu cislu,
Jjehoz hodnota je 4.

Tento princip uplatiuji v praxi jako uéitelka klaviru na ZUS v ramci rozsiteného
tonického kvintakordu nebo jeho obrati. Zak nalezne tyto dvojhmaty a trojhmaty,
které pak procvicuje v riznych tthozovych technikach. To pomaha zakim procvi¢ovat
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rozlozeni prstl pro hru danych akordd a také jim pomaha zvyknout si na pomérné velky

hmatovy rozsah akordl na klaviatufe.

Nasledujici priklady lze vyuzit pfi vyuce matematiky u klaviru i pfi vyuce
hudebni vychovy v ramci u¢iva o kombinac¢nich ¢islech ve 3. ro¢nicich vyssiho stupné
gymnazii.

Priklady:

1. Urcete pocet vsech k-clennych kombinaci pro k = 1, 2, ..., 5 zprvnich

peti tonit stupnice C dur (1. C, d, e, T, g).

2. Urcete vyctem prvkit mnoziny vsech k-clennych kombinaci z prikladu 1.

3. Zahrajte tyto mnoziny na klavir.

Regen:

1. Jedna se o jednoduchy vypocet kombina¢nich ¢isel. Poporadé pro k = 1 je

kombinacni &islo (i) =2 =5 pok=2je (g) == =10, prok =3 je
(g)=%=10,prok:4je(i)=%=5aproprok=5je(g)=%=1

2. Ar={{c}, {d}, {e} {f} {0}}
Az = {{c, d}, {c, e}, {c. f}, {c, g}, {d. e}, {d, f}, {d, g} {e, f}. {e, g},
{f. 93}
As ={{c, d, e}, {c, d,f}, {c, d, g}, {c, e, T}, {c, e, g}, {c, f, g}, {d, e, T}, {d, e,
9}, {d. fo} {e. f. g}}
As ={{c, d, e}, {c, d,f}, {c, d, g}, {c, e, T}, {c, e, g}, {c, f, g}, {d, e, T}, {d, e,
o}, {d. f, g}, {e. f. g}}
As={{c,d, e}, {c d e g} {c d,f g} {cef g} {def g}}
As ={{c, d, e f g}}

3. Tento piiklad je souc¢asti DVD multimedialnich p¥iloh (Ukdzka 14).

Role ucitele pii fe$eni téchto priklada:

Ucitel rozda studentim zadani piikladi a nechd je samostatné pracovat.
Pak vyvolava studenty ktabuli. Ucitel po feSeni pfikladu 2 wupozorni studenty
na vyhodné ttidéni jednotlivych prvkti kombinaci (postupnym ,,zafixovanim* dvojic,
ke které pak vybira postupné dalsi prvky, dale postupnym ,,zafixovanim® trojic atd.).
Na ptiklad 3 mtze vyvolat 5 dobrovolnikl (na kazdou mnoZinu jednoho).

Vhodné je také ptiklady 1 a 2 pouzit do pisemky.
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1.7 NejmenSi spole¢ny nasobek na klaviru

Definice: Nejmensi spolecny nasobek Cisel a, b € N, ozn. nsn (a, b), je nejmensi
Cislo k € N, pro které plati, ze je celoCiselnym nasobkem cCisla a a zaroven
je celo¢iselnym nasobkem ¢isla b.

Naptiklad nejmensi spole¢ny nasobek cisel 2 a 3 by zéci zakladni Skoly hledali

pomoci vypisu posloupnosti kladnych nasobkt danych ¢isel — viz nasledujici obrazek.

4

01 23 4 5 6 7 8 9 10

Obrdzek 50. Hleddni nejmensiho spolecného ndsobku cisel 2 a 3. Modre jsou zndzornény
kladné nasobky cisla 2, cervené kladné ndsobky cisla 3.

Rozlozeni klaviatury umoziuje kromé wuzitych matematizaci i znazornéni
nejmens§iho spoleéné¢ho nasobku danych cisel. Staci si pod pfirozenymi Cisly, jejichz
nejmensi spolecny nasobek chceme ziskat, ptedstavit pocet piltona. Naptiklad nejmensi
spole¢ny nasobek Cisel 2 a 3 lze na klaviatufe zndzornit nasledujicim zplsobem.
Nejdiive zvolime ton, od kterého budeme pocitat nasobky pultoni (pfirozené ton C).
Tento ton by odpovidal Cislu nula na ¢iselné ose vySe. Poté zahrajeme smérem ,,nahoru‘
na klaviatufe posloupnost tond, které jsou od sebe vzdaleny o dva pultony, a pravou
rukou posloupnost tond, které jsou od sebe vzdaleny o tfi piltony. Nejmensi spolecny
nasobek je dan poctem pultonli tonu, na kterém se tyto nasobky tont sejdou. Tento

postup znazoriuje nasledujici obrazek.

012345@789101112

Obrazek 51: Nejmensi spolecny nasobek cisel 2 a 3 na klaviature. Cisla nad klaviaturou urcuji
pocet piiltonii od zvoleného tonu c. Modre jsou znazornény nasobky cisla 2 (tony vzdalené o 2
pultony), cervené nasobky cisla 3. Barvy sejdou na tonu fis, ktery je ve vzdalenosti 6 piiltonit od
vychoziho tou ¢ — coz urcuje nejmensi spolecny nasobek danych cisel (znazornéno cervenym
krouzkem u cisla 6 nad klaviaturou).
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Tento priklad hudebné koresponduje s hledanim spole¢nych toénl celotonové
stupnice od tonu d (ndsobky dvou — na obrazku modie) a rozkladu zmenSeného
septakordu od tonu es. Tento priklad je souc¢asti DVD multimedidlnich ptiloh (Ukdzka
15).

Hledani nejmensSiho spole¢ného nasobku lze ukézat i pomoci kvartového
a kvintového kruhu, které jsou hojn¢ uzivané v hudebni teorii. Jak bylo feceno
v podkapitolce 1.5.1, jedna se o posloupnost tond, které jsou od sebe vzdaleny
o interval ¢isté kvarty/kvinty. Typicka otazka zni, po kolika oktavach se bude opakovat
nazev vychoziho tonu (Ci), pokud budeme postupovat v kvartovych/kvintovych
skocich. Tuto tulohu lze pievést na hledani nejmenSiho spole¢ného ndsobku poctu
pultonii v kvarté/kvinté a oktave.

V piipad€ kvartového kruhu jde o hledani nejmensiho spole¢ného nasobku ¢isel
5 a 12 (Cista kvarta obsahuje 5 paltont, oktava 12). Cisla jsou nesoudélna, proto je
jejich nejmensim spole¢nym nasobkem jejich soucin, tedy ¢islo 60. Jedna se tedy o 60
pultént od vychoziho tonu Ci, coz je 5 oktav (v jedné oktaveé je 12 pultont). Odpoved
tedy zni, Zze nazev vychozi tonu se bude opakovat po 5 oktavach, na klaviru se jedna
0 klavesu c2.

V piipadé¢ kvintového kruhu jde 0 hledani nejmensiho spole¢ného nasobku cCisel
7 a 12. Cisla jsou opét nesoudélna, proto analogicky jako u kvartového kruhu se bude
nazev vychoziho tonu opakovat po 7 oktavach, na klaviru se jedna o klavesu c®.

Tyto priklady jsou soucasti DVD multimedialnich piiloh (Ukdzka 16).

Vyse uvedené piiklady je vhodné zatradit do hodiny matematiky u klaviru
na zacatku uciva o nejmensim spolecném nasobku V primach viceletych gymnazii nebo

6. ro¢nikt 2. stupné ZS.

Role ucitele pii hledani nejmensiho spole¢ného nasobku na klaviru:

Ucitel détem rozda piehled klaves klaviatury (Priloha 2). Ucitel ma nachystanou
nejlépe barevnou lepici gumu na oznaceni klaves.

Ucitel détem vysvétli, Ze Ciselnou osu s cCisly zmnoziny N, lze zndzornit
i na klaviatute, protoze klavesy klaviatury jsou uspotadany tak, pii hie klaves z leva
doprava zné&ji tony postupné vyssi (stejné jako smér riistu &isel na Giselné ose). Cislo
nula Ize tedy na klaviature zvolit libovoln€, vyhodné je jej zvolit na tonu kontra Ci.

Kazd4 dalsi klavesa (Cernd nebo bild) pak urcuje nésledujici Cislo. Ucitel vyzve
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studenty, aby ocislovali klavesy klaviatury. Pfitom kontroluje, aby studenti pfi
ocislovani nezapomnéli na cerné klavesy.

Ucitel dale studentim zadava ulohy na nejmensi spolecny nasobek dvou cisel.
Ptitom upozorni, ze pokud se nékde objevi Cislo 12, 1ze jej na klaviru pii daném znaceni
vnimat jako vzdalenost jedné oktavy, tedy dvou sousednich ténti C. Ucitel vola
ke klaviru studenty po dvou dobrovolnicich a zadava, aby postupné zahrali a oznacili
kousky lepici gumy vSechny ndsobky danych ¢isel (kazdy jednu mnozinu nasobkt
jednou barvou). Dvojice dobrovolnikl si mohou zvolit ¢isla, jejichz nejmensi spole¢ny
nasobek budou chtit na klaviatufe ovéfit. (Je nutné volit ¢isla tak, aby jejich nejmensi

spole¢ny ndsobek byl do ¢isla 85, aby jej bylo mozné nalézt na klaviature.)

1.8 Rytmicky pomér na klaviru

Pii technickych vycvi¢ovani hry na klavir se pti vyuce hry na klavir na ZUS
hojné vyuziva hra stupnic v rytmickém poméru ,,dva proti tfem* ¢i ,,dva ku tfem®. Jedna
se 0 techniku, kdy ob¢ ruce hraji pfi stejném taktovém oznaceni, avSak leva ruka hraje
¢tvrtové hodnoty not a prava ruka hraje trioly (skupinky not, které jsou rytmicky
rozdéleny rovnomérné tak, aby na dvé noty o dané hodnoté v levé ruce piipadly tii noty
Vv triolach). Naptiklad hra v rytmickém poméru dva ku tfem vypadd v notovém partu

pii hite stupnice C dur nasledovné.

8 :
0 3 —— P . e o =
”‘f"“ /1 "_Ii i—"—il = T_r—lﬁl — ‘JTH!FI — _IF =_—
& # % POy [ p— L_'jg A | S——
8 :
4 T S— F—P_—F ‘.' o F——P—F F-!
S ye e 2 - L e 2 L
. e !

| |
Obrazek 52: Stupnice C dur v rytmickém poméru ,,dva ku trem".

Matematicky vzato jde o to, Ze takty v pravé ruce jsou rytmicky piesné
rozdéleny na tfetiny, zatimco v levé ruce na poloviny. Celkovy rytmus tont, které
zaznivaji po sobé v jednom taktu, je vyznaten na Obrdzku 53. Use¢ka znazoriuje jeden
takt, &isla pod tsetkou udavaji pomérnou dobu, kdy zazni dalii ton. Cislo nula
reprezentuje prvni dobu v prvnim taktu, ¢islo jedna pak prvni dobu ve druhém taktu (je

vidét, Ze se na téchto dobach hraji tony pravé i levé ruky soucasné).
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Obrdzek 53 Rytmicky pomeér po sobé zaznivajicich toni stupnice zahrané v rytmickém poméru
2:3 Vv ramci jednoho taktu. Cervené je vyznacen rytmus pravé ruky, modre rytmus levé ruky.

Nl)—d-
M|N-

Jedna se tedy o krasnou ukéazku toho, jak ,,zni“ dané zlomky. Tento piiklad je
soucasti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 17).

1.9 Substituce

pfi hfe na klavir zavést hned nekolika zpisoby. Prvni zplsob vyuziva substituci

Vv jednoduchych skladbickach. Ptiklad uvedu opét na pisnicce Skakal pes.

A A B
O
okle - s i I 2 !
A A B'
0 1
EEESE= B — ! i

Obrazek 54: Uziti substituce v pisnicce Skakal pes. Céarkované jsou vyznaceny oddily, které maji
stejnou strukturu jako necarkované, ale hraji se od jiného tonu.

Velmi vyhodné je uzit substituci v ramci prstokladu pii prstovych cvicenich
a klavirnich etudach (funk¢ni skladby urcené k osvojeni urcitého stupné techniky
klavirni hry). Pfikladem mtze byt vybrana pasaz z Etudy ¢. 1 C dur J. B. Cramera.

Allegro [Cropo] J-132

sempre legatissimo
. N I
4 . tyet
P E -, #F]'— .
- . 4 1 1 #:
o ' fa ala § 28f|e1 [et ===
cresc.
g p _
1 1 ——
A EE 4 3 o .
e e L e e
z S T

Obrazek 55: Uziti substituce v Etudé ¢. 1 od J. B. Cramera. Cervenymi ramecky jsou vyznaceny
casti, které maji stejnou strukturu (cast A) a hraji se od jinych tonii.

Substituci 1ze v tomto piipadé uzit nejen na skupiny not, které maji stejnou
strukturu, ale i na prstoklad. Ozna¢ime-li pismenem A posloupnost prstokladu jako

uspotadanou ¢tvetici (4, 1, 2, 3) v pravé ruce (horni notova osnova) a tymz pismenem
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posloupnost prstokladu (1, 4, 3, 2) v levé ruce (spodni notova osnova), opakovanim
tohoto prstokladu vzdy od nasledujici bilé klavesy vznikne dany usek skladby.

Substituce se vyuziva také pii hie sonat. Jednd se o cyklickou skladbu, jejiz
prvni véta byvd bézn¢ napsana v sonatové formé. Sonatova forma je zalozena
na kontrastnim ¢lenéni vétnych dili a déli se na expozici, provedeni a reprizu. Expozice
uvadi (exponuje) rizna témata, provedeni tato témata dale rozvadi a repriza témata
expozice opakuje, respektive opakuje sobménami tykajicich se tonality (zejména
Vv pozd¢jsich sonatach). V souvislosti s timto rozdélenim se velké vétné dily expozice,
provedeni a repriza oznacuji popotad¢ pismeny A, B, A’. (Istvan, 2003, s. 6)

Uziti substituce v notovych partech pomaha pii vyuce hry na klavir pfedev§im
pro zapamatovani struktury delSich skladeb. V praxi se mi nescetnékrat ovéfilo,
ze pokud mé zak skladbu logicky Clenénou, jeji zapamatovani je snazSi a rychlejsi.
Navic neni odkdzidno na mechanickou pamét, kterd je velmi vratkou oporou
pii vetfejnych vystoupenich. Staci si jednotlivé dily logicky roz¢lenit podle témat a frazi,
tyto Casti oznacit pismeny a malé obmény téchto ¢asti oznacit carkované nebo pomoci
indexti. Pomoci substituce vétsich ploch jsem na ZUS rozélenila skladbu soudobého
italského hudebniho skladatele Ludovica Einaudiho pro zdka 7. ro¢niku I. cyklu.
Ze skladby dlouhé na 7 stran pak zak vnima strukturu ABCAA’B’C’DEE’FF’G, kde
sob&é podobné ¢asti jsou znaceny carkované. Student pak nemél problém si celou
skladbu 1 jeji strukturu zapamatovat.

A konecn¢, pomoci substituce vétSich ploch Ize rozclenit kazdou pisnicku,
at’ uz jde o lidovou nebo umeélou. Piikladem mutze byt americkd lidova pisnicka Ruze
Z Texasu, pretextovand Ivo Fischerem. Piseit ma 4 sloky, po kterych ptrichazi refrén.
Pokud zavedeme substituci tak, ze pismenem A oznac¢ime sloku a pismenem B refién,

pisni¢ku Ize napsat ve form¢ ABABABAB.

1.10Klavirni ,,vektor*

Podkapitola 1.2 praktické ¢asti pojednavala o tom, ze na klaviatufe lze ,,méfit”
vzdalenosti pomoci pultéoni ve dvou smérech, sméru nahoru (na klaviatute doprava)
a dolii (na klaviatufe doleva). Dany interval (vzdalenost) mezi dvéma tony je tvoien
urcitym poctem pultont, které nezévisi na volbé vychoziho ténu (stejné jako velikost

usecky dané dvéma body v analytické geometrii nezavisi na umisténi isecky v roving),
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a dale jej lze utvofit ve dvou smérech. Tyto vlastnosti (vzdalenost a smér) tedy
umoziuji zavést paralelu vektoru na klaviatuie.

Je tteba urcit souradnicovy systém. Ten je v tomto ptipadé velmi jednoduchy —
jelikoz na klaviru v rdmcei vysky tonu existuje pouze jeden smér a k nému smér opacny,
soufadnicovy systém by byl reprezentovan jedinou osou, jejiz pocatek se nabizi umistit
do tonu ¢! (na klaviatufe je umistén téméf uprostied a také se jednd o prvni ton hudebni
abecedy). Jednalo by se tedy o ,,vektor* v jednodimenzionalnim prostoru.

Klavirni ,,vektor* by tak mohl byt reprezentovan jedinou soufadnici z mnoziny
celych Cisel s nasledujicim vyznamem: absolutni hodnota tohoto ¢isla by udavala pocet
pultonii intervalu (,,velikost vektoru®) a znaménko plus nebo minus by urcovalo smér
intervalu (nahoru od daného téonu +, nebo doli —). Zbyva zavést oznaceni ,klavirniho
vektoru® a jeho zapis. Oznaéme nazev ,klavirniho vektoru® jako k a jeho soufadnici
X € Z do kulatych zévorek tak, jak je zvykem u vektorti v analytické geometrii.
Naptiklad zapis kK = (-5) by znamenal interval Cisté kvarty ve sméru doli (doleva
na klaviature). A opacn€, napiiklad vyraz ,,0 oktavu vys“ by byl reprezentovan
,klavirnim vektorem® ve tvaru k = (12). Nulovy klavirni ,,vektor“ ox = (0) by pak
reprezentoval interval Cisté primy. Pokud by byl klavirni ,,vektor* uréen dvéma danymi
tony, jeho oznaceni by vypadalo naptiklad c'c? = cicZ, Nasledujici obrazek znazoriuje

dané klavirni ,,vektory* na ¢4sti klaviatury od pocate¢niho tonu ¢! a dalsich tonech.

Ju——y
ala?

Obrazek 56: Priklady klavirnich ,, vektoru” na klaviature.

Klavirni ,,vektory* by se v mnoha ohledech chovaly stejné jako linedrné zavislé
vektory v analytické geometrii. Daly by se zavést operace s¢itani a od¢itani vektori
anasobeni vektoru celym ¢islem analogicky, jak je tomu Vv linearni algebte. Kvili
existenci nulového ,klavirntho vektoru® by mnozina klavirnich ,,vektord* s operaci
s¢itani obsahovala neutralni prvek, kvili existenci opaénych vektord by obsahovala
opacny prvek.

Slovo ,,vektor* je vSak v uvozovkich opravnéné. Takto utvofené objekty

nabyvaji pouze ur¢itych hodnot. Jedna se tedy o diskrétni rozlozeni ,,délek vektora*.
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Na tomto faktu ztroskotd snaha o zaélenéni klavirniho ,,vektoru“ do vektorového
prostoru, protoze vektorovy prostor je definovan na neprazdné mnoziné vektorQ
a ciselném telese. Mnozina celych Cisel s operacemi nasobeni a séitani vSak neni
télesem. Klaviatura sama vSak ma také omezeny pocet klaves, mnozina klavirnich
,vektori® s operaci s¢itdni nemtize spliovat ani definici grupoidu. Ptedstavu klavirniho
,vektoru® vSak lze vyuzit u transpozic klavirnich skladeb.

Pojem ,standardni intervalovy vektor uzivd v zavedeni teoretickych operaci
se systémy mnozin také Ludvova (1975, s. 70). Ludvova (1975, s. 72) uvadi,
ze Spomoci intervalovych vektori lze posuzovat odliSnost intervalové stavby
analyzované skladby v ramci statistického vyhodnoceni. Tento pojem ma vSak jiny

vyznam nez uvedeny ,.klavirni vektor*.

1.11 Shodna zobrazeni a geometrie na klaviru

Definice: Zobrazeni f v roviné se nazyva shodné zobrazeni (shodnost), jestlize
zachovava vzdalenosti, tj. pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X, Y’ plati
|XY| =1X"Y'|.

1.11.1 Posunuti

Definice: Posunuti T(AB) (neboli translace) urcené vektorem AB je zobrazeni
Vv roving, ve kterém se zobrazi bod X na bod X’ tak, ze orientované usecky AB a XX’
jsou rovnob€zné, maji stejnou délku a stejny smer.

Zapis T(AB): X — X’ znamena, Ze bod X’ je obrazem bodu X v posunuti
urceném vektorem AB.

Ptiklad posunuti na klaviatuie Ize nalézt v mnoha skladbach. Bude jej vhodné
uvést opét na vybranych pasazich z Cramerovy Etudy €. 1 C dur. Pfihodnym spojenim
hlavi¢ek not v substituované ¢asti vznikne rovinny utvar, ktery se v notovém partu

posunuje (viz Obrazek 57).
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Allegro [Cropo] d-132
sempre legatissimo

Obrdzek 57: Posunuti ve vybrané casti Cramerovy Etudy ¢. 1 C dur.

Tento piiklad je souc¢asti DVD multimedialnich p¥iloh (Ukdzka 18).

Dalsi ptiklad vizualniho posunuti na bilych klavesach klaviatury nabizeji staré
cirkevni stupnice neboli mody. Existuje sedm cirkevnich stupnic, které lze zahrat
od jakéhokoliv tonu, pokud jsou zachovany intervalové poméry mezi sousednimi tony.
Nejjednodussi zpisob, jak zahrat staré cirkevni stupnice na klaviatufe, je zahrat
popofadé tony stupnice C dur (zakladni diatonické stupnice) vzdy od jiného pocatecniho
tonu. Tento ton se stavd zakladnim tonem, na kterém dana cirkevni stupnice zacina,

akonCi na témz toénmu o oktdvu vyS. Nize je uveden piehled cirkevnich stupnic

vytvofenych timto zplisobem.

Tabulka 11: Prehled cirkevnich stupnic (modii)

Jonska stupnice (=Cdur) |cidieifigiaihic
Dérska stupnice dieifigraihicadz
Frygicka stupnice erfigrashicadz €2
Lydicka stupnice figraihicodzezfo
Mixolydicka stupnice graihicodzezxf2 02
Aliolska stupnice athicodzexfo g2 az
Lokrické stupnice hi cadae2f2 gz a2 h2

Na klaviatufe nalezneme tyto stupnice pod bilymi kldvesami. Pokud tedy
posuneme napiiklad jonskou stupnici o jednu bilou klavesu vys, vznika dorska stupnice.
Posunutim jonské stupnice o jednu bilou klavesu niz vznika lokricka stupnice apod.

Tento ptiklad je souc¢asti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 19).

91



Ptiklad posunuti na klaviatufe ,,0 klavirni vektor se nabizi v transpozicich.
Transpozice skladby je prevedeni této skladby nebo jeji casti do jiné toniny, priCemz
jsou zachované vzdalenosti mezi jednotlivymi tény (intervaly) (Zenkl, 2003).
Pfi transpozici jsou tedy vSechny tony posunuty o stejnou vzdalenost nahoru nebo dolt.
Matematicky vzato, transpozice v hudbé se chova stejné¢ jako translace (posunuti)
v geometrii. Napiiklad transpozice T skladby X z toniny C dur do E dur by mohla byt
reprezentovana nasledujicim zépisem: T(c'e!): X — X, kde figuruje klavirni ,,vektor
cle! = k = (4). Piiklad transpozice &asti skladby Balada pro Adélku z toniny C dur
do toniny E dur je soucasti DVD multimedialnich piiloh (Ukdzka 20).

Princip posunuti pfi hie na klavir uplatiiuji kromé vysvétlovani transpozice také
pro cvieni hmatové paméti. Piiklad uvedu na hmatu velkého tonického kvintakordu
v nékolika toninach. Zaka necham najit na klaviatufe tonicky kvintakord napf. v toniné
C dur. Se zavienyma oc¢ima pak sudrzenim stejného hmatu ,,cestuje” po klaviatuie
a hraje rizné druhy kvintakordi. Matematicky vzato je tedy prstoklad a poloha ruky
invariantni vi¢i posunuti. Tento piiklad je soucasti DVD multimedidlnich ptiloh

(Ukdzka 21).
1.11.2 Osova soumérnost na klaviature

Definice: Osova soumérnost O(0) S 0SOU soumérnosti 0 je zobrazeni v roving,
které zobrazi body nasledujicim zptisobem:
e kazdy bod X & 0 se zobrazi na totozny bod X’ = X,
e kazdy bod X & 0 na bod X tak, Ze iiseCka XX’ je kolma na osu 0 a stied S
useCky XX’ lezi na piimce 0.

Prvni priklad osové soumérnosti uvedu v notovém partu. Hudebni protéjSek
osové soumérnosti je retrogradace (Cesky ,rak®). Jedna se o techniku, kde cast
zkomponované skladby je po uréité dob¢é zahrana zrcadlové. (Garland a Kahn, 1994,
s. 73)

Obrdazek 58: Ukazka retrogradace v notovém partu (dle Garland a Kahn, 1994).
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Krasny ptiklad osové soumérnosti co do posloupnosti bilych a ¢ernych klaves
na klaviatufe je napfiklad hra stupnice E dur v protipohybu. Mezi klaviristy je obecné
znamo, ze se vubec nejlépe ze vSech stupnic hraje pravé E dur. Je to proto,
ze posloupnost bilych a ¢ernych klaves je pii hie v protipohybu stejna v obou rukach.
V ostatnich durovych stupnicich krome stupnice C dur tomu tak neni. Navic ve stupnici
E dur poloha ¢ernych klaves kopiruje pfirozené postaveni prstii na klaviru. Je dilezité
zdUraznit, Ze je zde osova soumérnost ve smyslu posloupnosti bilych a ¢ernych klaves,
nikoliv doslovného zrcadleni v€etné vzdalenosti klaves na klaviatufe. Tento piiklad je
soucasti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 22).

Osovou soumérnost v pravém slova smyslu vramci struktury klaviatury
a ¢lenéni klaves vyuzivam pti vycvi¢ovani levé ruky, ktera kvili mé lateralité¢ podléha
dominanci pravé ruky. Opirdm se o zkuSenost, Ze lidské télo pracuje piirozené
synchronné pravé v zrcadleni ¢innosti koncetin. Piiklad vyuZiti osové soumérnosti
uvedu pii vycvicovani casti pasaze pro levou ruku v Etudé op. 10 ¢ 12 ¢ moll
(., Revolucni etuda*) F. Chopina. Nejdiive jsem si nasla polohu na klaviatufe, ktera
piesn¢ zrcadli polohu klaves v této pasdzi. ProtoZze je zachovana poloha klaves,
zachovava se i prstoklad. Tudiz jsem tuto pasaz zahrala tymz prstokladem v pravé ruce.
Nasledn¢ jsem zahrala ¢ast této pasaze nékolikrat dohromady v protipohybu. Leva ruka
piirozené piebirala kromé prstokladu i techniku hry v pravé ruce (akcenty, volnost
zapésti atd.). Nakonec jsem pasaz vycviCovala levou rukou. Ve vysledku tedy mize
pomoci osové soumérnosti ,ta Sikovnéjsi® ruka naucit hrat totéz ruku ,,méné Sikovnou*.
Pti tomto ,,doslovném® uziti osové soumérnosti na klaviatuie je nutné pii hrani pocitat
se zna¢nou disharmonii. Tento piiklad je soucasti DVD multimedidlnich pfiloh (Ukdzka
23).

1.11.3 RovnobézZnost na klaviature

RovnobéZznost ma hudebni proté&jsek jako hra unisono nebo hra paralelne.
Nejvice se uplatiiuje ve stupnicich nebo v etudach, a to pfi hfe v oktavach, terciich
a sextach. Pfi hie v oktadvach se navic zachovavaji i vzdalenost Cisté oktadvy mezi tony

hranymi soucasné. Jedna se tedy o rovnobéznost v takovém smyslu, jak ji zavadime

v matematice. Ptiklad rovnobé&znosti v notovém partu je znazornén na Obrdzku 59.
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Obrdzek 59. Priklad rovnobéznosti v notovém partu. Harmonicka stupnice e moll pres dve
oktavy v kazdé ruce hrand nahoru a dolii.

Tento piiklad je souc¢asti DVD multimedialnich ptiloh (Ukdzka 24).

1.12 Fibonacciho posloupnost podruhé

Kuriozni uziti Fibonacciho posloupnosti miizeme najit i na klaviatufe, a to hned
n¢kolika zplsoby. Jestlize nahlédneme do soustavy tont v jedné oktavé od tonu i

po C2, je mozné si v§imnout nasledujicich souvislosti.

S &ermych klaves

l ,

8 bilych klaves

13 klaves v jedné oktave

Obrazek 60. Fibonacciho cisla na klaviature (dle Garlad a Kahn, 1994, s. 111).

Dalsi c¢ast Fibonacciho posloupnosti najdeme, kdyz klavesy ocislujeme
po ptlténech od 1 do 13 (na obrdzku nize modie). Potom zdkladni prvek kazdé
evropské harmonie — velky tonicky kvintakord slozeny po fadé z tonii ¢!, e*, g*, ¢ —
muizeme zapsat posloupnosti 1, 5, 8, 13, coz je podmnozina Fibonacciho posloupnosti.
Podobn¢ je tomu v ptipadé, kdy bilé a cerné kladvesy oclislujeme vzestupné zvlast
odldo 8 a od 1 do 5 (na obrazku cerveng). Tentyz kvintakord je nyni vyjadien

posloupnosti 1, 3, 5, 8 (na obrazku ¢erng). (Youtube, 2014)
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Obrazek 61: Fibonacciho cisla v rozsireném tonickém kvintakordu v C dur (dle Youtube, 2012).

2

Obrdzek 62: Jiny priklad Fibonacciho cisel na témz kvintakordu (dle Youtube, 2014).
A navic pokud zkombinujeme oboji oCislovani, na tonech c1, Cis1, d1, €1, g1, C2

se vykrystalizuje dvojice ¢isel udavajici pomér dvou sousednich Cisel Fibonacciho

(00]
posloupnosti, tedy prvnich ¢leni posloupnosti {@} , ktera limitn& konverguje
n “n=1

k hodnot¢ zlatého fezu. (Youtube, 2012)
2:1

1 32 53 8:5 13:8

Obrdazek 63: Priklad pomeru dvou sousednich Fibonacciho cisel, ktery je pribliznym vyjadrenim
hodnoty zlatého rezu (dle Youtube, 2012).
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Jako dalsi krasné uziti Fibonacciho posloupnosti je ,, Fibonacciho skladba
pro klavir soudobého australského houslisty Roberta van Genda. Partitura této skladby
je soucasti Prilohy 1. Autor skladby ji vytvofil tak, ze kazdou klavesu v tonin¢ C dur
ocisloval jako na obrazku nize a skladbu vytvofil z riznych kombinaci sekvenci
posloupnosti prvnich ¢isel Fibonacciho posloupnosti 1, 1 2, 3, 5, 8, 11, obcas ptidal
Cisla 13 a 21. Autor skladby dale uvadi, ze pfi modulaci skladby do toniny D dur, E dur
a G dur klavesy precisloval tak, aby korespondovaly s novou toninou (¢islo 1 odpovida
tonu d apod.). (Gend, 2014, s. 74, 76)

123|456 7|89 |10]11{12(13|14]|15[16]|17[18[19[20]21

Obrdzek 64: Ocislovani klaves klaviatury pro hru Fibonacciho skladby (dle Gend, 2014, s. 74).

Skladba je dlouhd 13 taktl a je strukturovdna na fraze, jejichz délka opét
realizuje posloupnost prvnich péti Fibonacciho ¢isel. Ve skladbé jsou fraze znaCeny
oblouckem. Autor v 7. taktu pouziva jediny ton, ktery neni Fibonacciho ¢islem — nazyva
jej ,tonem pickvapeni. Dodava, ze je zajimavé, ze pokud v této skladbé pouzije ton
odlisné ciselné hodnoty, nez jsou c¢isla Fibonacciho posloupnosti, tento ton slysitelné
rozboura melodickou sktrukturu skladby a zni ,,nepfirozené*. (Gend, 2014, s. 76)

Gend (2014, s. 76) svij ¢lanek uzavira tim, Ze je zajimavé, ze uziti Cisel
Fibonacciho posloupnosti v klavirni kompozici zni velmi piirozené. Neni tedy divu,
Ze tuto posloupnost a zlaty fez uzili ve svych skladbach vyznamni hudebni skladatelé.

Tato skladba je souc¢asti DVD multimedialnich pfiloh (Ukdzka 25).
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2. PRIPRAVA NA HODINU

2.1 Obecné informace

Pii ptipravé hodiny matematiky u klaviru se zaclenénim netradi¢nich wloh
Z matematiky, které souvisi s hudbou, bylo nasnadé rozhodnuti, jak bude tato hodina
probihat. Protoze jsem v dany den nemohla byt v hodin¢ pfitomna, musela jsem
vypracovat materialy tak, aby studenti mohli pracovat samostatn¢ po celou dobu a aby
vyucujici praci studentil pouze monitoroval (a nesl tak méné zodpoveédnosti za prib&h
hodiny). Zvolila jsem proto formu skupinovych aktivit u klaviru a vypInéni pracovniho
listu.

Pracovni list byl vypracovan pro primy viceletych gymnazii. Casova naro¢nost
této aktivity je jedna vyucovaci hodina (45 minut). Téma hodiny jsem zvolila tak, aby
si zaci zopakovali a upevnili nékteré oblasti u¢iva, které jsme probirali v tomto $kolnim
roce.

Hodina probéhla ve tfidé primy Biskupského gymnéazia Brno v prib&hu dne
18. 6. 2019 pod vedenim Mgr. Lenky Dobrovolné (aprobace cesky jazyk, hudebni
vychova. Ve tfid¢ bylo 26 studenti ve véku 12-13 let, z toho 8 divek a 18 chlapct.
Mezi chlapci byl jeden student se specialné¢ vzdélavacimi potiecbami. Pfitomna byla
i asistentka pedagoga.

Biskupské gymnazium a Brno vsoucasné dobé navstévuje 824 studentt.
Gymnazium je vybaveno moderni technikou, né¢kolika laboratofemi, interaktivnimi
tabulemi, pocitacovymi ucebnami s dataprojektory, ucebnami s hudebnimi nastroji,
dvéma hiisti, knihovnou, aulou a salem pro konani vyznamnéjSich akci a disponuje

mimo jiné také elektronovym mikroskopem, na kterém sklizi uspéchy mnoha student.

2.2 Struktura hodiny

Pied samotnou hodinou je tfeba, aby ucitel zajistil u¢ebnu s klavirem, dostateéné
velkou pro celou tfidu. Klaviatura daného klaviru by méla mit standardni rozsah
od A2 po ¢°. Na zacatku hodiny ucitel necha déti rozdélit do 5 pracovnich skupin
(cca po 6 lidech), kde v kazdé skuping je alespon jeden student, ktery umi hrat na klavir
nebo ktery znd nazvy toni klaviatury. Dale ucitel rozda kazdému studentovi po jednom
oboustranné tisténém pracovnim listu, jehoZz zahlavi studenti vyplni. Pracovni list

je soucasti této diplomové prace v zavéru kapitoly 2.3 praktické ¢asti.
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Dale ucitel kazdému studentovi rozda papir s nadpisem Moje reflexe hodiny,
ktery studenti anonymn¢ vyplni az na konci hodiny. Tento dokument je soucasti Prilohy
4 této diplomové prace. Vyplnénim tohoto papiru tak ucitel ziskd zpétnou vazbu
od studentil, jak se jim hodina libila, s ¢im méli potize, co si z dané hodiny odnesli
a zda chtéji vice takovych hodin. Nasledné ucitel kazdé skupiné rozda po jednom
prehledu tont klaviatury, kterd je soucasti Prilohy 2.

Ucitel studentim pifed zahajenim prace preCte pravidla, ktera jsou soucasti
Pokynit pro ucitele v Priloze 3. Mezi uvedena pravidla je vhodné zatadit i pravidla
pro hodnoceni préace, aby studenti byli motivovani celou hodinu pracovat na daném
ukolu. Ja naptiklad volim systém odménovani urcitého poctu malych jedni¢ek podle
kvality zpracované prace a podle miry spoluprace ve skupin€. Termin ,kvalita prace*
bych vSak musela studenttim jasn¢ dodefinovat (spravnost, ¢itelnost, uprava, ...).

Ucitel zahaji praci studentd, pfi¢emz po celou dobu monitoruje jejich praci a je
jim pfipadné napomocen navodnymi otazkami pro feseni daného ukolu. Pied koncem
ucitel upozorni studenty na vyplnéni reflexe hodiny a na konci hodiny ucitel vybere
vSechny materialy.

Cilem hodiny je zaclenit netradi¢ni tlohy mezipfedmétovych vztahli matematiky
a hudby do praxe formou, ktera zaky aktivizuje. DalSimi cili je upevnit poznatky
0 mnozinach a zlomcich, pienést zodpovédnost na studenty prostfednictvim skupinové
prace, nechat studenty samostatné pracovat. Je potfeba, aby ucitel v hodin¢ praci
studentu sledoval, aby byl schopen provést nasledujici hodinu reflexi dané hodiny
pied studenty, vést s nimi diskuzi ohledné této hodiny a poukazat na kvality i uskali

jejich prace.

2.3 Pracovni list

Pracovni list je ¢lenén do dvou kapitol — A) Klavirni mnoziny a B) Netradicni
pocitani se zlomky. Cast A je obsahlejsi, na prvnich péti ulohach shrnuje ugivo
0 mnoZinach, které studenti probirali v prvnim pololeti Skolniho roku 2018/2019.
V ulohach 5 a 6 je zaclenén novy pojem doplitku mnozin. Tyto ulohy si kladou za cil
prozkoumat, zda studenti pochopi symbolicky zapis této mnoziny a také, zda dojdou
k feSeni, pokud pracuji ve skuping. Cast B na dvou netradi¢nich ulohdch provéfuje
pocetni operace (+, —, :) a prednost pocetnich operaci se zlomky, které studenti probirali

ve druhém pololeti. Pracovni list v€etné jeho feSeni poskytuji nasledujici strany.
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PRACOVNI LIST: Matematika u klaviru

Jméno a prijmeni:

Jména spolupracujicich zaku:

Trida:

A. KLAVIRNi MNOZINY

1.) Klaviaturu klaviru Ize vnimat jako mnozinu vSech ton klaviru. Ozna¢me tuto mnozinu
U ={A;, By, Hz, Cy, ..., a*, b* h* c¢*}. Kolik prvkii obsahuje dand mnozina? Po&itej vyhodné
a popis, jak jsi pti po€itani postupoval. Vysledek spravné zapis.

Néapovéda:  VSimnes$ si n¢€jaké pravidelnosti v usporadani cernych a bilych klaves? Po kolika bilych

tonech najdeme na klaviatute opét stejny usek?

Muyj postup pii pocitani klaves:

2.) Je dana mnozina U vSech klaves (tont) klaviatury. Piehled nazvl v§ech tonu klaviatury vam
poskytne vyucujici.
a) Uved piiklad pétiprvkové podmnoziny A mnoziny U. Tuto mnozinu spravné zapi$
vyctem prvku.
b) Uved piiklad Sestiprvkové podmnoziny B mnoziny U tak, aby mnozina B m¢éla
s mnozinou A neprazdny prunik. Tuto mnozinu spravné zapis vyctem prvki.

C) Zahrej prvky mnozin A a B na klavir.
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3.) Dopln Venntv diagram mnozin A, B z ptikladu 2.

4.) Pomoci Vennova diagramu v piikladu 3 uréi vyétem prvki a spravné zapi$ tyto mnoziny:
e Sjednoceni Mnozin Aa B: ..o
o  Prinik mnozin A @ B: ..o
e Rozdil mnozin A a B (v tomto pofadi): .........cccevvvveiiiiiiiieineeee
e Rozdil mnozin B a A (v tomto pofadi): ........ccccevvvrviiiiiiiieiie e
Prvky danych mnoZin (sjedoceni, pritniku, rozdiliy) zahrej na klavir.
5.) Ve Vennové diagramu v piikladu 3 barevné vyzna¢ mnozinu doplitku sjednoceni mnozin
A a B, tedy mnozinu (A U B) = U-(A U B).
6.) Ur¢i pocet prvki mnoziny z prikladu 5, tj.: |{U- (A U B)|. Uved kratky postup vypoctu
a vysledek spravné zapis.

SIS 4§

B. NETRADICNI POCITANI SE ZLOMKY
1.) V hudbé rozdélujeme druhy not podle jejich délek. Nize jsou uvedeny Etyfi z nich.
V ndzvech téchto not jsou schované zlomky. Dokaze$ je rozkodovat a doplnit

do rameckt pod dané noty?

o 4 J )

Nota cela Nota piilova Nota ctvrtova Nota osminova

2.) Pieved pocitani s notami na poéitani se zlomky a vysledek zapi§ jako zlomek. Dale

prifad’ témto zlomktm jim odpovidajici notu. (Dvojtecka v prikladech ma vyznam déleni.)

N
b O — ('h+j\)J —
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PRACOVNI LIST: Matematika u klaviru — RESENI

A. KLAVIRNi MNOZINY

1.) Klaviaturu klaviru Ize vnimat jako mnozinu vSech ton klaviru. Ozna¢me tuto mnozinu
U ={A;, By, Hz, Cy, ..., a* b* h* c*}. Kolik prvkii obsahuje dand mnozina? Po&itej vyhodné
a popis, jak jsi pti pocitani postupoval. Vysledek spravné zapis.

Napovéda: VsSimnes si né&jaké pravidelnosti v usporadani ¢ernych a bilych klaves? Po kolika bilych

tonech najdeme na klaviatuie opét stejny tsek?

Muyj postup pii pocitani klaves:

Naptiklad: Klavir obsahuje 7 pravidelnych tuseki (oktav s rozsahem vzdy c az h) po 12
tonech (bilych i ¢ernych) a dale navic obsahuje jeden tén (c°) z péti¢arkované oktavy a tfi

tony (A2, Bz, Hy) ze subkontra oktavy. Celkovy pocet klaves je tedy:
7-12+1+3=84+4 =88

Nebo napiiklad: V jedné oktavé je 5 riznych ¢ernych klaves a 7 riznych bilych klaves.

Oktav je na klaviru 7. Klavir dale navic obsahuje jeden tén (c°®) z péti¢arkované oktavy

a tii tony (A2, B2, Hy) ze subkontra oktavy. Celkovy pocet klaves je tedy:

5:-7+7-7+1+3=35+49+4 =88

Odpoveéd’: Pocet prvki mnoziny vSech tont klaviru je 88. Matematicky: |U| = 88.

2.) Je dana mnozina U vSech klaves (tont) klaviatury. Piehled nazvl v§ech tonu klaviatury vam

poskytne vyucujici.

d) Uved piiklad pétiprvkové podmnoziny A mnoziny U. Tuto mnozinu spravné zapi$
vyctem prvku.
Reseni: Napt. A={c, d, e, f, g}
Uved priklad Sestiprvkové podmnoziny B mnoziny U tak, aby mnozina B méla
s mnozinou A neprdzdny prinik. Tuto mnozinu spravné zapi§ vyctem prvki.
Reseni: Napt. B={e, f, g, a, h, c1}

e) Zahrej prvky mnozin A a B na klavir.
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3.) Vypln Venntv diagram mnozin z ptikladu 2.

4.) Pomoci Vennova diagramu v piikladu 3 uréi vyétem prvki a spravné zapi$ tyto mnoziny:
e Sjednoceni mnozinAaB:AUB = {C, def,gah, Cl}
e Prinik mnozinAaB:ANB={e,f, g}
e Rozdil mnozin A a B (v tomto potfadi): A — B = A\B = {c,d}
e Rozdil mnozin B a A (v tomto pofadi): B — A = B\A = {a, h, c'}
Prvky danych mnozin (sjedoceni, pritniku, rozdiliy) zahrej na klavir.
5.) Ve Vennové diagramu v piikladu 3 barevné vyzna¢ mnozinu doplitku sjednoceni mnozin
A a B, tedy mnozinu (A U B)' = U- (A U B). Viz modie.
6.) Ur¢i pocet prvki mnoziny z prikladu 5, tj.: |[U- (A U B)|. Uved kratky postup vypoctu
a vysledek spravné zapis.

Reseni: |[U-(A U B)| = 88 — 8 = 80.

B. NETRADICNI POCITANI SE ZLOMKY
3.) V hudbé rozdélujeme druhy not podle jejich délek. Nize jsou uvedeny &tyfi z nich.
V ndzvech téchto not jsou schované zlomky. Dokéaze$ je rozkddovat a doplnit do

rdmecki pod dané noty?

o J J )

Nota eeld Nota piilova Nora énvetova Nota asminova

4.) Pteved pocitani s notami na pocitani se zlomky a vysledek zapi§ jako zlomek. Dale

pritad’ témto zlomktm jim odpovidajici notu. (Dvojtecka v prikladech ma vyznam déleni.)

. - 1l.1,1_1.4,1_1,1_-
) j\'JJFJ_ g-4ta=g 1t3=3t3=] O



3. REFLEXE HODINY

3.1 Vyhodnoceni a diskuze FeSeni uloh
3.1.1 Vysledky reSeni uloh

Hodiny se aktivné zacastnilo 25 déti, které byly rozdéleny do 5 pracovnich
skupinek po 5 lidech. Student se specidlné¢ vzdélavacimi potiebami se hodiny odmitl
zucCastnit. Ttidu Primu A jsem ve Skolnim roce 2018/2019 ucila matematice ja,
takze mohu v nasledujicich odstavcich poskytnout informace o tom, kdy jsme probirali

danou latku.
Cast A) Klavirni mnoZiny

V tloze 1 (pocitani klaves na klaviru) uvedlo spravny pocet vSech klaves (88)
celkem 17 studentd, z toho spravny postup uvedlo 14 studentd. Vyskytly se dva druhy
Spatnych odpovédi. 5 studentti odpovédélo, Ze klaviatura ma 52 klaves a 3 studenti
odpovédéli, Ze ma klaviatura 87 klaves. Spravny formalni zapis poctu prvklt pomoci
mnozinové symboliky (|U| = 88) neuvedl nikdo.

Ulohu 2 a, b vyiesilo a spravné zapsalo 11 studenttl. 6 studentt vypsalo spravné
prvky (tony), které spliuji danou vlastnost, avSak chybél jim spravny formalni zapis
(oznafeni mnoziny, mnozinové¢ zavorky). 6 studenti meélo formalni zapis mnozin
spravn€, ale chybovali ve vyctech prvka. 2 studenti chybovali ve vyctech prvka
a neméli spravné ani formalni zapis.

S 1lohou 3 (doplnéni prvki mnozin do Vennova diagramu) nemél problém
zadny student.

Naopak ulohu 4 (operace na mnozinach) zcela spravné véetné vSech formalnich
zapist (sjednoceni, priniku, rozdilt) mnoZzin nevyfesil nikdo. 9 studentl vSak uvedlo
spravny vycet prvka a spravné pouzilo mnozinové zavorky. 5 studentl vypsalo spravné
prvky, avsak bez mnozinovych zavorek. 5 studentd mélo formalné a vécné spravné
zapsan prinik i1 sjednoceni mnozin, ale chybovalo v rozdilu mnozin. 3 studenti méli
uveden spravné vycet prvka (v€etné mnozinovych zivorek) sjednoceni a priniku
mnozin, chybovali v§ak v rozdilu mnozin. 3 studenti méli ptiklad vyfeSeny Spatné.

Ulohu 5 (doplnd&k mnozin) barevné spravné vyznadila jedinad studentka.
13 studentl Spatné vyznacilo misto doplitku sjednoceni mnozin A a B. 11 studentii tuto

ulohu netesilo.
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Pocet prvkl dopliikku z tlohy 6 uvedlo spravné 14 studentl, 4 studenti méli
vysledek Spatné a 4 studenti ulohu nefesili. 3 studenti postupovali spravng, ale pocitali

se Spatnym poctem vSech tont klaviatury.
Cast B) Netradi¢ni pocitani se zlomky

Ulohu 1 vyfesilo spravné 24 studentd. 1 student alohu nefesil.

U dlohy 2 uvedlo spravny postup pievedeni na zlomky, spravny vypocet
i ptislusnou notu celkem 8 studentd. 11 studentd uvedlo spravny postup i vypocet,
nenapsali vSak k vysledkim ptislusnou notu. 5 studentti neuvedlo postup, ale uvedlo

vysledek. 1 student ulohu nefesil.
3.1.2 Diskuze k vysledkim feSeni uloh

Uloha 1 ¢asti A vedla na jednoduché spoéitani viech klaves na klaviru. Studenti
méli k dispozici jak samotny ndstroj, tak ptfehled vSech klaves klaviatury. Navic tloha
obsahovala dvé navodné otazky, jak vyhodné spocitat vSechny klavesy na klaviature.
Je piekvapivé, Ze spravny (vyhodny) princip pocitani klaves a spravny vysledek uvedlo
pouze 56 % studentii. 12 % spravnych fesitel postupovalo tak, Zze klavesy spocitali
po jedné. 20 % studentli zapomnélo spocitat cerné klavesy a 12 % studentii ziejmé
zapomnélo v postupu pricist posledni bilou klavesu (c®). V zipisu poctu klaves
se nejvice objevovalo chybné ,,U = {88}”. Ackoliv studentim bylo vysvétleno,
jak se formaln¢ spravné zapisuje pocet prvki mnoziny (byl jim dokonce vysvétlen
pojem mohutnosti mnoziny), nikdo tento zapis neuvedl. Pfi¢inou byla ziejmé
skutecnost, Ze studenti téma mnoziny neméli Cerstvé v paméti (toto téma se probiralo
Vv prvnim pololeti). Dale se Casto v postupu opakovala znamé chyba, Ze za znaménko
rovnosti studenti zapsali vysledek a rovnou i ndsledujici pocetni krok (viz Priloha 5:
Reseni pracovniho listu z edukacni praxe). Protoze viak tato chyba nenarusuje spravny
postup pocitani klaves, lze ji povazovat za nepodstatnou. V opravé je na ni vSak
upozornéno (Priloha 6: Oprava pracovniho listu z edukacni praxe).

Uloha 2 &asti A méla ovéfit, jak si studenti pamatuji spravny zapis mnoZziny
vyctem prvkl danych vlastnosti a také jak dokaZou tyto poznatky aplikovat na mnozinu
prvki, se kterymi se v béZzné hodiné€ nesetkali (mnoZzinu vSech klaves). Z vysledki této
ulohy Ize konstatovat, Ze zcela spravné dané ucivo pochopila a zapamatovala necela
polovina studentl (44 %). Uc¢ivo o prvcich mnozin danych vlastnosti spravné pochopila

téméf cela polovina studentii (48 %), ale ¢ast z nich zapomnéla formalni zapis mnoziny
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a Cast z nich si pofadné nepiecetla zadani v uloze 2 b, protoze uvedla obé mnoziny
petiprvkové. 8 % studentli si nepiecetlo spravné zadani a byli laxni v zapisu vyctu
prvka. Celkem se vSak d4 konstatovat, ze téméef vSichni studenti (98 %) zékladni
znalosti 0 mnozinach pochytili spravné.

Uloha 3 navazovala na 2. cviGeni, aviak s vypInénim Vennova diagramu podle
vysledkll v pracovnim listu nemél problém zadny student, coZ je pozitivni.

Ulohu 4 ur¢ila vice nez polovina studentt (56 %) spravny vycet prvka danych
mnozin nehledé na formalni Gpravu zapisu. Témért tietina studentl (32 %) chybovala
v rozdilu mnozin. Tito studenti si zjevné neuvédomili, Ze se nejedna o komutativni
operaci, protoze zapsali oba rozdily stejné. 12 % studentii si viibec nevybavilo pojmy
sjednoceni, priniku a rozdilu.

Z hlediska spravnych odpovédi dopadla nejhGf uloha 5. Jak bylo zminéno
v podkapitole 2.3, tato uloha v¢etné ulohy 6 méla proveéfit, zda jsou studenti schopni
porozumét zadani ukolu, coZ se v praxi neovétilo. Spravnou odpovéd’ nasla pouze jedna
studentka, kterd jako jedina dokézala pochopit text zadani tllohy. Je dobré poznamenat,
7ze se tato studentka umistila mezi tfemi nejlepSimi v okresnim kole 68. rocniku
matematické olympiady (2018/2019) kategorie Z6. Je tedy pozitivni, Ze cas
nadchdzejicich prazdnin na jeji soustfedénost v matematice nemél Spatny vliv.

Je prekvapive, ze ackoliv témer nikdo neuvedl spravné feSeni ulohy 5, spravny
postup ulohy 6 (o poctu prvki dopliku, ktery studenti méli barevné zaznacit
do Vennova diagramu) uvedly vice nez 2/3 studentti (68 %).

Cilem casti B bylo proveétit pocitani se zlomky uzitim substituce (symbol noty
za prislusny zlomek a obracen¢). Ackoliv pojem substituce studenti neznaji, s feSenim
ulohy 1 a 2 ¢asti B prakticky nebyl problém. Vice nez 3/4 studenti uvedlo spravnou
vyslednou hodnotu zlomk véetné postupu. Témét Ctvrtina studentll pak uvedla spravné
feSeni, ale neuvedla postup. Jeden student tlohu nefesil.

Krom¢ studenta se specidlné vzdélavacimi potfebami pouze jeden student
odevzdal z poloviny vyfeSeny pracovni list. VSichni ostatni studenti se o feSeni vSech
ptikladt pokusili.

Z vysledkl uloh je vidét, Ze bude tfeba se studenty zopakovat rozdil mnozin,
formalni zapis mnoZin a pocet prvklli mnoZin, sezndmit je s pojmem doplnék mnoZiny
a upozornit na spravny zapis kroki pfi pouZiti znaménka ,,je rovno*.

Je dilezité zohlednit, Ze studenti o této hodin¢ nebyli informovani pfedem a také

Jim nebylo feceno, jakou latku si maji na tuto hodinu zopakovat. Dale téma mnoziny
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byly probirdny v zacatku skolniho roku, takze pracovni list provéfil u studentii
dlouhodobou pamét’ a schopnost dlouhodobé fixace uciva. Naopak téma zlomky méli

studenti Cerstvé v paméti, coz koresponduje s vysledky ulohy B.

3.2 Vyhodnoceni a diskuze reflexi hodin od studenti
3.2.1 Vysledky reflexi od studenti

Otazka 1 se zabyvala tématem hodiny. 17 studentti odpovédélo, ze tématem
hodiny bylo , propojeni matematiky a hudby*, , matematika u klaviru*
nebo ,, zajimavejsi hodina matematiky . 3 studenti odpoveédéli ,,pocitini s notami*,
2 studenti odpovédéli ,, klavir®, 2 studenti odpovédéli, ze téma bylo ,,zajimavé*
a 1 student odpovéde€l ,, nevim “.

Na otazku 2, co se studenti dnes naucili nového, se objevilo 9 odpovedi, které
souvisely s po¢tem klaves nebo oktav na klaviatufe, 9 odpovédi ,,nic”, 5 odpovédi
ve smyslu negace (,,ze neznam doplnek*, ,,zZe se neumime dohodnout*, ,Ze nezndm
klaviaturu®) a 3 odpovédi, ,Ze existuje spojeni matematiky a hudby* nebo
,,2€ Se matematika prolina ve vecech, které by mé v zZivoté nenapadly “.

Na otazku 3, co se studentiim libilo, se objevilo 8 odpovédi ,,prace v tymu “,
5 odpovédi ve smyslu ,, provedeni hodiny a pripraveny pracovni list“, 4 odpovédi ,, cdst
B — netradicni pocitani se zlomky“, 3 odpovédi ,,vSechno“ 2 odpovédi ,, odreagovani “
a dalsi 4 nasledujici odpovédi: ,,spojeni matematiky a hudby“, , Vennovy diagramy*,
,,Ze jsme se neucili*“ a ,, nic“.

Otazka 4, s ¢im méli studenti potize, skytala 16 odpovédi, které souvisely
s feSenim Casti A) Klavirni mnoziny (Vennovy diagramy, rozdil mnozin, dopln¢k 3
odpovédi ,,s nicim*, 3 odpovédi ,,se vsim* a 2 odpovédi ,,s klavirem* a ,,s casti B)
Netradicni pocitani se zlomky“. 1 student pak odpovéd¢l, ze mél potize s domluvou
tymu.

Otazka 5 (,,Plnéni ukoli se mi zddlo...”) nabizela skalu 3 odpovédi
(,,jednoduché — primérné — slozité*). ,, Prumeérné* odpovédélo 11 studentu, ,,sloZité*
odpovédélo 8 studentd, ,,jednoduché* odpovédélo 5 studentt a 1 student odpovéd

nevyplnil. Tento vysledek znazoriuje ptehledné nasledujici graf.

106



Graf 3: Procentudlni zastoupeni odpovédi studentii na otdzku ¢. 5
OTAZKA 5: ,,PInéni ukol( se mi zddlo...“

Zadna odpovéd'
4%

Slozité Jednoduché
28% 29%

Primérné
39%

Na otazku 6, zda by studenti chtéli vice takovych hodin matematiky,

6«

odpovédélo 19 studentii ,,ano” a 6 studentt ,,ne”. Tento vysledek je piehledné

znazornén v nasledujicim grafu.

Graf 4: Procentudlni zastoupeni odpovédi studentii na otazku ¢. 6

OTAZKA 6: ,,Chtéli byste vice takovych hodin
matematiky?“

3.2.2 Diskuze k reflexim od studentu

Téma hodiny komplexné a spravné urcila pfevazna vétsina studentt (80 %). Pro
8 % studentli se tématem hodiny stal klavir, coZ nemél byt zamér. 8 % studentl
si neptecetlo spravné otazku, avsak jejich odpovéd’ byla alesponl pozitivni.

Je vidét, Ze na otdzku 2 se vyskytlo nejvice negativnich odpovédi (56 %).

36 % odpovédi uvedlo konkrétni piiklad, co si z hodiny studenti odnesli a pouhych
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12 % odpovédi mély ptesah, protoze si dani respondenti uvédomili mezipfedmétové
vazby matematiky a hudby. Pfi¢ina ,,nepopularity” této otdzky mize tkvét vtom,
ze studenti nejsou zvykli provadét bézné reflexe hodin a Ze stouto otdzkou nejsou
zvykli pracovat.

Naopak v otdzce 3 téméf tfetina studentli ocenila praci ve skuping,
pétina studenti vyzdvihla pfipravu na hodinu a jeji prubéh a zhruba Sestina studentii
uvedla, Ze se ji libily ptiklady s netradicnimi ptiklady se zlomky. Jako velmi pozitivni
shledavam fakt, Ze kromé jednoho studenta dokazali vSichni najit na hodiné néco,
co se jim libilo — i ti, ktefi by takové hodiny uz v matematice nechtéli.

Pfevazna vétSina studenti pak méla problém s vypracovanim casti 4) Klavirni
mnoziny, pricemz vyplnili, Ze se nejvice opakoval problém s doplitkem mnozin
(5. priklad). Vice nez desetina studenti vSak uvedla, Zze jim nedélal problém Zadny
piiklad. Pravdépodobnym divodem pro tuto odpovéd’ bude opét, ze téma mnoziny bylo
probirano v pribéhu prvniho pololeti. Dale je vidét, Ze feSeni tlohy 5 a 6 zaskocilo
vétsinu studenti, coz koresponduje s fesenim téchto tloh (viz podkapitolka 3.1.1).

K otazce 5 ohledné sloZitosti zaddni uloh se témet 2/3 studentt (67 %) vyjadtilo,
ze tkoly byly primérné nebo slozité. Skoro tietina zaki pak uvedla, Ze pInéni téchto
uloh se jim zdalo jednoduché. Za faktory ovliviiujici tento vysledek lze povazovat
novou zkuSenost se strukturou hodiny (prace v tymech, netradi¢ni spojeni matematiky
a hudby u klaviru), volbu mnozin jako jedné oblasti opakovani u¢iva (zaci probrali toto
uc¢ivo v prvnim pololeti), pfiklad na dopln€k mnozin, ktery byl pro studenty novy.
Ackoliv témef 30 % studentd uvedla, ze pInéni Gloh pro né bylo slozité, lze zvolenou
obtiznost pracovniho listu povazovat za uspokojivou, protoze se ve vysledku vyskytla
cela Skala odpovédi.

A kone¢né vice nez 3/4 studentti uvedla, ze by chtéli za¢lenit vice takovych
hodin do vyuky matematiky. Spolecnym jmenovatelem téchto odpovédi bylo,
ze studenti v pfevazné vét§ing oznacili plnéni uloh za primérné nebo jednoduché, dale
7e pokud byl problém s néjakymi tlohami, tak to byla uloha s dopliikem mnozin (coZz
bylo pro studenty nové), a také ve vétSiné piipadd studenti ocenili prubéh hodiny
a netradi¢ni spojeni matematiky a hudby. 24 % studentd se pak vyjadfilo, ze takové
hodiny matematiky nechce. VétSina studentt, ktefi zaznacili tuto odpovéd’, uvedla, Ze
se jim plnéni uloh zdalo sloZité, protoze méli problém s pievaznou vétSinou piiklada.

Tento pomér zastoupeni odpovédi na otazku €. 6 Ize povaZovat za GispéSny.
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3.2.3 Navrh na vylepSeni hodiny

Lze ptedpokladat, ze by vysledky reflexe dopadly Iépe, kdyby studenti védéli,
naco se maji pripravit, proto by bylo dobré studenty o hodin¢ informovat. Dale
se nabizi uvést pravidla pro hodnoceni pracovniho listu, aby studenti byli vice
motivovani pracovni list vyplnit spravné a Citelné. Je také vhodné studentim Vv ramci
pravidel uréit, kolika body budou ohodnoceni navic, kdyz se uciteli bude libit
spolupréace ve skuping.

Zajimavé by bylo vytvofit tymy po 4 lidech. Samoziejmé je potieba zohlednit,
zda se ve tfidé nachazi potiebny pocet studentd, ktefi hraji na klavir nebo alespon znaji
nazvy tonu na klaviatufe.

Také by sedo hodiny dala zakomponovat ,napovéda ucitele”, kterou by
si studenti mohli ,.koupit™ za strhnuti ur¢itého poctu bodt. Vhodné by také bylo zaélenit
moznost vyhledavat informace na pocita¢i nebo tabletu, pokud jej ma Skola k dispozici.
Témito prostfedky by ucitel docilil toho, Ze v hodiné bude skute¢né jen monitorovat

praci studentii, na které timto pienese zodpoveédnost za praci v hoding.

109



ZAVER

Tato diplomova prace se zabyva souvislostmi matematiky a hudby v historickém
priklady ,matematiky u klaviru“ aplikovatelné do béznych hodin matematiky
nebo hudebni vychovy na ZS ¢&i viceletych gymnazii jako aktivizadni prvky, k nimz je
vytvofeno DVD sobsahem nahravek a videi vztahujicich se k dané problematice.
Diplomova prace také obsahuje pracovni list stémito piiklady, ktery je uveden
do edukacni praxe. Dale obsahuje reflexi vyucovaci hodiny se zaclenénim netradi¢nich
prikladii ,,matematiky u klaviru®.

Cilem teoretické Casti bylo najit souvislosti matematiky a hudby v kurikularnich
dokumentech, v historickém kontextu a v odbornych publikacich. Tento cil diplomové
prace byl napInén v prvnich tiech kapitolach.

V prvni kapitole jsou uvedeny souvislosti matematiky a hudby v didaktickych
publikacich, dale v ramci historické bibliografie, vyukovych podpor akademickych
pracovnikd a videonahravek z prednasek o matematice a hudbé.

Druha kapitola pojednava 0 zvuku prostiednictvim uziti mnohych matematizaci.
Soucasti této kapitoly jsou i obrazky se zdznamem zvuku vytvoiené ve volné
dostupném programu Audacity, které slouzi pro nazornost vysvétlovanych problematik.

Tteti kapitola shrnuje a vysvétluje na konkrétnich hudebnich ptikladech uzity
matematicky aparat, o ktery se dale opird prvni kapitola praktické Casti diplomové
préace.

Prvni cil praktické Casti bylo nalézt netradi¢ni piiklady matematiky a hudby
s vyuzitim klaviru, které by bylo mozné zaclenit do hodin matematiky na zakladnich
Skolach a viceletych gymnaziich. Tento cil byl zcela napInén prvni kapitole praktické
¢asti. Dvanact podkapitol obsahuje prifez pievazné autorskych netradi¢nich uloh
zaméfenych na rizné vékové skupiny studentii od 1. stupné zékladni Skoly ptes ulohy
pro 2. stupné ZS & niz§ich stupiiii viceletych gymnazii az po vyssi roéniky gymnézii.
Ulohy z kapitoly 1.4 Ize vyuzit jako netradiéni piiklady do seminaft z matematiky
na vysSim stupni gymnazii ¢i pro studenty seminaiti prvnich semestrii pedagogickych
fakult vysokych skol s kombinaci oborli ucitelstvi matematiky a hudebni vychovy.
Nékteré kapitoly obsahuji 1 matematické piiklady vhodné pro zaclenéni do vyuky hry

na klavir na ZUS. Vybrané kapitoly déle obsahuji konkrétni zadani i feSeni netradi¢nich
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matematickych prikladi, jejichz soucasti je i kratky metodicky komentat Kk roli ucitele
pti zaClenéni téchto uloh do vyuky.

V kapitole 1.12 praktické casti je poukazano na kuriozni uziti Fibonacciho
posloupnosti na klaviatufe. Je zde upozornéno na zahrani¢ni c¢lanek australského
houslisty, ktery zkomponoval Fibonacciho skladbu (Fibonacci Composition) pro klavir.
Jeji nahravka je soucasti DVD multimedialnich pfiloh, které se mi podafilo vytvofit
k této diplomové praci navic. Toto DVD obsahuje primarné videa nazornych ukazek
danych matematickych piikladt na klaviru, a tak mtze slouzit ucitelim matematiky
a hudebni vychovy jako opora pfi ptipravé na hodinu nebo jako materidl k promitnuti
do hodin se za¢lenénim téchto piikladt do vyuky.

Dalsim cilem této diplomové prace byla tvorba pracovniho listu jakoZto ptipravy
na hodinu , matematiky u klaviru“ pro 6. roéniky ZS a primy viceletych gymnazii.
Tento cil byl naplnén ve 2. kapitole praktické ¢asti.

Poslednim cilem této diplomové prace bylo aplikovat dané poznatky jako
aktiviza¢ni a motiva¢ni prvky do vyuky matematiky na vybrané stfedni Skole. Tento cil
byl napIlnén ve 2. kapitole praktické ¢asti. Vytvotfeny pracovni list byl ovéfen v ramci
jedné vyucovaci hodiny na Biskupském gymnaziu Brno. Podkapitola 2.1 praktické ¢asti
obsahuje kratké informace o Skole a tfidé, kde praxe probéhla, a o struktuie dané
hodiny.

3. kapitola praktické ¢asti pak sepisuje reflexi této hodiny formou vyhodnoceni
a diskuze. Z vysledku reflexe hodiny lze konstatovat, Zze tato hodina byla GspéSna,
protoze zhruba tfi ¢tvrtiny studentit uvedla, Zze by do bézné vyuky chtéli zaclenit vice
takovych hodin.

Vypracovanim této diplomové prace jsem se dozvédéla o historickych milnicich
souvislosti matematiky a hudby, rozsifila jsem si poznatky o zakladnich druzich ladéni
a aplikacich matematiky v hudebni teorii, prohloubila znalosti o zvuku a tonu
a vytvofila soubor uloh, ktery bude soucasti mého portfolia ucitele matematiky
na stfedni Skole. V nasledujicich letech bych rada tyto ptiklady zaclenila do béZzné

vyuky matematiky na stfedni Skole. VE&tim, Ze tento pocin sklidi své ovoce.
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Fibonacciho skladba

Fibonacci Composition

Robert van Gend
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Priloha 3: Pokyny pro ucitele

POKYNY PRO UCITELE PRI HODINE MATEMATIKY U KLAVIRU

10.

Ucitel zajisti hodinu v ucebné s klavirem (nejlépe kiidlo s rozsahem klaviatury
od Az po c®).

Ucitel necha studenty rozd¢lit do 5 pracovnich skupinek (cca po 6 lidech). Je
lepsi, aby ve skupinkach byl sudy pocet déti. V kazdé skupiné je alespoi jeden
student, ktery hraje na klavir nebo ktery zna nazvy tonu klaviatury.

Ucitel kazdému studentu rozdd pracovni list, jehoz zahlavi studenti vyplni
(jméno a pfijmeni, jména svych spolupracujici studentti a tfidu). Studenti dale
vyckaji na pokyn ucitele, kdy mohou zahdjit praci. (Mohou si zatim ¢ist zadani
pracovniho listu.)

Ucitel kazdému studentu rozda papir s nadpisem ,,Moje reflexe hodiny“. Ucitel
upozorni studenty, Ze tento papir anonymné vyplni az na zavér hodiny.

Ucitel rozda kazdé skupiné papir s piehledem nazvt klaves klaviatury.

Pted zahajenim samostatné prace skupinek ucitel studentim fekne pravidla:

e U Kklaviru bude vzdy jen jedna skupina.

e U Kklaviru se musi vystiidat vSechny skupiny.

e Ulohy nemusite fesit postupné, miiZete preskakovat.

e Cilem hodiny je, abyste spolecnymi silami ve skupiné vyplnili cely
pracovni list a aby vSichni studenti z vasi skupiny rozuméli tomu,
co do pracovniho listu vyplni. (Dilezité je tedy spolupracovat.)

Ucitel zahaji praci studentt.

Uc¢itel monitoruje praci studentii ve skuping.

Na zavér hodiny uclitel upozorni studenty, aby anonymné vyplnili papir
S nadpisem ,,Moje reflexe hodiny*“.

Po skonceni hodiny ucitel vybere pracovni listy, reflexe hodiny a piehledy tont

Klaviatury.



Piiloha 4: Dotaznik — reflexe hodiny od studenti

Moje reflexe hodiny (anonymni):

1.
2.

Tématem dneSni hodiny DYI0 ......coiiiiiiiiiiiii e

Dnes jsem se dozvedel/a tyto NOVE VECI: ...covvviiiiiieiiiieiiie it

PInéni tkold se mi zdalo (zakrouzkuj): jednoduché — primérné — slozité

Chtél/a bych vice takovych hodin matematiky (zakrouzkuj): .........cccoeennnee. ANO/NE

Moje reflexe hodiny (anonymni):

1.
2.

Tématem dneSni hodiny DYI0 .......cooiiiiiiiiiiii e

Dnes jsem se dozvedel/a tyto NOVE VECI: ...coiviiiiiiiiiiiiiiie e

Plnéni tkold se mi zdalo (zakrouzkuj): jednoduché — primérné — slozité

Chtél/a bych vice takovych hodin matematiky (zakrouzkuj): ..........cccveeeene. ANO/NE

Moje reflexe hodiny (anonymni):

1.
2.

Tématem dneSni hodiny bylo ........cooiiiiiiiiiiiiii e

Dnes jsem se dozvedel/a tyto NOVE VECT: ...ocvvvieiiiiiiiiiiiiiiee et

PInéni tkold se mi zdalo (zakrouzkuj): jednoduché — primérné — slozité

Chtél/a bych vice takovych hodin matematiky (zakrouzkuj): ........... ANO/NE



Piiloha 5: ReSeni pracovniho listu z edukaé¢ni praxe

PRACOVNI LIST: Matematika u klaviru

Jméno a p¥jmeni: =2 19
A sr s 3 v gl Poe . Th. WAL A7 -
Jména spolupracujicich zaki: [[arZin  Vinos, an N wdiak, VagalV SYA )
Natbo. | limiove, i Svia,

Tiida: [HimA

A. KLAVIRNI MNOZINY
1.)Klaviaturu klaviru lze vnimat jako mnozinu vSech tond klaviru. Oznaéme tuto mnoZinu

U= {4, By, Hy, C}, ..., d’, b*, I, ¢’}. Kolik prvkii obsahuje dand mnoZina? Pogitej vyhodné
a popis, jak jsi pfi poéitani postupoval/a. Vysledek spravné zapis. aq
oy

Népovéda:  V3imne$ si n&jaké pfavidelnosti v uspofddani ¢ernych a bilych klaves? Po kolika bilych ténech
najdeme na-klaviatufe opét stejny tusek?

Muij postup pii poéitani kléves:

...... .

Odpovéd’: Podet prvkii mnoziny viech toni klaviru je () (.. . Matematicky: .. ..o iodoresesrereesese

2:)Je dana mnozina U vsech klaves (tont) klaviatury. Prehled nazvii vSech ténu klaviatury vam

poskytne vyucujici.

a) Uved priklad pétiprvkové podmnoziny 4 mnoziny U. Tuto mnoZinu spravné zapi§ vyctem
prvka.

b) Uved’ priklad Sestiprvkové podmnoziny B mnoziny U tak, aby mnoZina B méla s mnozinou 4
neprézdn)’/ prinik. Tuto mnozinu spravné zapi§ vy¢tem prvku.

o~

¢) Zahrej prvky mnoZin A a B na klavir.



3.) Doplit Vennitv diagram mnozin 4, B z ptikladu 2.

4.) Pomoci Vennova diagramu v piikladu 3 ur€i vyctem p]’Vkl? a spravné zapis tyto mnoziny:
; ; 1l ! e =

e G 2l gt ] R R B S I
e Sjednoceni mnozin 4 a B: ... \)C’>[LSHS/.5// .......... o IR S SIS G 515°S
$11.-2 : ( e ‘b *
e Prunik mnozin 4 a B:== ff”t’)é .......................................... L B
5 o ) = ) BT )
: o o s S Vo e Aol o7 P
e Rozdil mnozin 4 a B (v tomto poradi):~7..£. =520 L, AP WY 3/C15 1515215
o Rozdil mnozin B a A (v tomto pofadi): . Zo.errroorrreseeerserreersesnnones 15 e -3

Prvky danych mnoZin (sjedoceni, priniku, rozdiliy) zahrej na klavir.

5.) Ve Vennové diagramu v piikladu 3 barevné vyzna¢ mnozinu dopliku sjednoceni mnozin 4 a B,
tedy mnozinu (A U B)' =U-(A U B).

6.) Ur&i potet prvk mnoziny z piikladu 5, tj.: [U= (A U B)|. Uved kratky postup vypoctu a vysledek
spravné zapis.

9 [ ) =KL AP s F
Refeni: V.78 v / L—\\‘ ........ A\ (OPRRIR .~ RO U/ ) 0 B 8

B. NETRADICNI POCITANI SE ZLOMKY

1.) V hudbé rozdélujeme druhy not podle jejich délek. NiZze jsou uvedeny Ctyii z nich. V nazvech

téchto not jsou schované zlomky. Dokézes je rozkddovat a doplnit do rameckt pod dané noty?

o 4 J )

Nota cela Nota plilové Nota étvriova Nota osminova

Pz 1 71

/ [ 7| /
- 7 75 -2

Z O A

2.) Preved’ poé&itani s notami na pocitani se zlomky a vysledek zapi$ jako zlomek. Dale ptitad’

e

témto zlomkim jim odpovidajici notu. (Dvojtetka v piikladech mé vyznam d&leni.)

o M)+ AN 9 444 2 7 /
R R [ e VO O RS (N (S (e )
'J K4 TTH _){4’_}3?—’/‘*/7**'/‘ =
7 1 < - A"1 et - :ﬂ
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. / ’//:q + ’/’7 X
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Piiloha 6: Oprava pracovniho listu z edukacni praxe

PRACOVNI LIST: Matematika u klaviru

|0 4 U 4

Jméno a pFijmeni: =2 1190

s 7 vrer o} po— '-.
Jména spolupracujicich zaka: | 71r~4)
N, AT 1M L:;’,L A A DVilaek

T¥ida: [vimA

A. KLAVIRNI MNOZINY
1.)Klaviaturu klaviru lze vnimat jako mnoZinu vSech ténéi klaviru. Oznaéme tuto mnoZinu
U= {4y By, 5, Cy, ..., @', b", I, ¢’}. Kolik prvkir obsahuje dana mnozina? Pocitej vyhodng

~ X

a popis, jak jsi pfi pocitani postupoval/a. Vysledek spravné zapis.

Népoveéda:  Viimne§ si n&jaké pr'a‘videlnosti v uspofddéni ¢ernych a bilych klaves? Po kolika bilych ténech

najdeme na-klaviatufe opé&t stejny tsek?

My postup pii poéitani klaves:

A o / 3.4 i/
Odpoved’: Pocet prvkit mnoziny vech ténd klaviru je h\ >, {/Matematicky: R o ..................
2.)Je dana mnozina U vsech klaves (t6nd) klaviatury. Piehled nazvi vsech tont klav1atury vam
poskytne vyudujici.
a) Uved priklad pétiprvkové podmnoziny 4 mnoziny U. Tuto mnoZinu spravné zapi§ vyttem

prvku.

Reseni: fq %D‘?f,,.’...‘.ﬂ ............ IR = TR

b) Uved piiklad Sestiprvkové podmnoziny B mnoziny U tak, aby mnozina B méla s mnoZzinou 4

neprézdny prinik. Tuto mnoZinu spravné zapi§ vy&tem prvki.

¢) Zahrej prvky mnoZin A a B na klavir.



3.) Doplii Venntiv diagram mnozin 4, B z piikladu 2.

4.) Pomoci Vennova diagramu v gnkladu 3 urdi vyétem prvk a spravne zapls tyto mnozmy
/ s 2

e Sjednoceni mqozmA aB: ’"g‘ﬂ)'[ "*9 ..... 5/ ................... ,"’1 5 / 55 5

e Prinik mnozm;l ; 2? = g"‘i’?%\/ .................................... O e . v )
e Rozdil mnozin 4 a B (v tonii,to/?)oradl) MEC‘))[P/‘ A s 2 S/ﬂ*’;:, 7:‘/3
e Rozdil mnozin Ba A4 (v tonrtto pofadi): T %... R e Ly e . ‘j;:

Prvky danych mnoZin (sjedocent, priniku, rozdilii) zahrej na klavir.
5.) Ve Vennové diagramu v piikladu 3 barevné vyzna¢ mnozinu dopliiku sjednoceni mnozin 4 a B,

tedy mnozinu (A U B)' = U-(A U B). X
6.) Urdi poet prvkit mnoziny z piikladu S, tj.: [U=- (4 U B)|. Uved krétky postup vypottu a vysledek

spravné zapis.

Redenis o/l
B. NETRADICNI POCITANI SE ZLOMKY

1.) V hudbé rozdélujeme druhy not podle jejich délek. Nize jsou uvedeny Ctyfi z nich. V nazvech

téchto not jsou schované zlomky. Dokazes je rozkddovat a doplnit do rameckt pod dané noty?

o 4 J )

Nota cela Nota piilova Nota étvrtova Nota osminova
1

1_ ] ,‘1
i-1 1zl 2l 12l

2.) Preved’ pocitani s notami na pocitani se zlomky a vysledek zapi$ jako zlomek. Dale prifad’

O\

témto zlomkim jim odpovidajici notu. (Dvojtecka v piikladech ma vyznam d&leni.)

9 1.4 L’L A g A
- ﬁ J+J / g = ?1‘1*12??2_/%\.}__’7_’:;/“/ ;_O‘//

<
74/7 A ) /] /] /1

b O- (.b .M J =5 (7 Sl i W B | A _

7 *L /2 }7 St —— = L

€' L SR / / g = n



