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Uvod

Hlavnim tkolem této prace je ukazat studentim moZznosti vyuziti matematického
programu Maple v oblasti funkce dvou proménnych. Prace je zaméfena na dvé kapitoly funkce
dvou proménnych — urCovani defini¢niho oboru a urovani lokalniho extrému. V této praci
predpokladame alespon zékladni znalosti matematického programu Maple. K dal§im dulezitym

znalostem patii znalost funkce jedné realné proménné, na kterou tato prace navazuje.

Béhem mého studia jsem zjistila, ze je k dispozici spousta studijnich materialt
vénujicich se oblasti funkce dvou proménnych nebo programu Maple. Bohuzel je k dispozici
malo studijnich materialt, které jsSou zaméfeny na tyto dvé oblasti zaroven. Cilem této prace je
ukazat studentlim, jak Ize program Maple vyuzit v matematické analyze, konkrétn¢ v oblasti
funkce dvou proménnych. Jelikoz je kapitola funkce dvou proménnych velice obsahla,

zaméiime se v této praci pouze na ur¢ovani defini¢niho oboru a ur¢ovani lokalniho extrému.

Prvni kapitola obsahuje teorii funkce dvou proménnych. Jsou zde uvedeny ty
nejzakladnéjs$i pojmy, které budeme potiebovat pro urcovani defini¢niho oboru a lokalniho

extrému.

V druhé kapitole se seznamime s vybranymi matematickymi programy a webovymi
aplikacemi. Podrobnéji se zaméfime na program Maple. Ukdzeme si, jak v tomto programu
graficky znazornime defini¢ni obor funkce dvou proménnych. V posledni ¢asti této kapitoly si
ukazeme postup, jak v programu Maple ur¢ime lokalni extrém funkce dvou proménnych,

vcetné grafického znazornéni dané funkce.

Posledni kapitola je zaméfena na samotné vypocty. Je rozd€lena na dvé ¢asti — urCovani
defini¢niho oboru a urovani lokalniho extrému. Kazda z téchto ¢asti obsahuje 9 feSenych
ptikladd.

Soucasti této prace je CD, na kterém jsou K dispozici vSechny piiklady feSené v této
praci. Ptiklady jsou uloZeny Vv souboru, ktery lze oteviit v programu Maple. Student ma tedy
moznost si jednotlivé priklady oteviit v Maple a projit si vypocty i grafické znazornéni
jednotlivych prikladi. Piiklady jsou ulozeny ve verzi programu Maple 17, ale jsou kompatibilni

I S jinymi verzemi Maple.



Zikladni pojmy

V této praci se z kapitoly funkce dvou proménnych zamétime na urcovani defini¢niho
oboru a lokalniho extrému. Cilem této prace neni zahltit studenta definicemi a vétami. Proto
lokalnich extrému a vykresleni grafii funkci dvou proménnych. Veskeré pojmy Cerpame ze

dvou publikaci se shodnym nazvem: Diferencialni pocet funkci vice proménnych [1] a [6].

Funkce dvou realnych proménnych

Necht A © R2. Pak zobrazeni f: A — R, které kazdé dvojici redlnych cisel (x,y) € A
prifazuje pravé jedno redlné cislo z = f(x,y), se nazyva redlnd funkce dvou redlnych

proménnych. Mnozinu A nazyvame defini¢nim oborem a znacime D (f).

MnozZinu vsech z € R, K nimz existuje (x,y) € D(f) tak, zZe z = f(x,y), pak nazyvime obor
hodnot funkce f a oznacujeme H(f).

H(f) ={z€R: 3A(x,y) € D(f) takové, zZe z = f(x,y)}.

Kdyz uréujeme defini¢ni obor u funkce jedné realné proménné, zjist'ujeme, kdy ma dana
funkce smysl. Uz na stfedni $kole jsme se setkali s funkcemi, jejichz definiénim oborem neni
celé R. Jedna se o lomeny vyraz, odmocninu nebo logaritmus. My zde uvedeme pichled
nejpouzivanéjsich funkei a jejich definiéni obor. Pii1 ur€ovani defini¢éniho oboru funkce dvou
proménnych se zamétime na stejnd omezeni defini¢niho oboru, jako kdyZ ur¢ujeme defini¢ni

obor funkce jedné realné proménné.

1
gxy)

lomena funkce f(x,y) = je definovana pro x,y € A, kde g(x,y) # 0

funkce f(x,y) = /g (x,y) je definovana pro x,y € A, kde g(x,y) =0
logaritmicka funkce f(x,y) = In(g(x,y)) je definovéna pro x,y € A, kde g(x,y) > 0

funkce f(x,y) = arcsin(g(x, y)) je definovana pro x,y € A, kde -1 < g(x,y) <1



Graf funkce dvou proménnych

Necht f:z = f(x,y) je funkce dvou proménnych. Pak mnoZinu bodii G c R3
definovanou vztahem G = {(x,y,z) € R3: (x,y) € D,z = f(x, y)} nazyvime grafem
funkce f.

Parcidlni derivace

Pro vypocet lokalnich extrémi funkce dvou proménnych jsou nutné parcidlni derivace
1. a 2.tadu. Pti vypoctu parcidlnich derivaci se vzdy na jednu z proménnych divame jako na

konstantu a podle druhé derivujeme.

Definice: Parcialni derivace 1.radu:

Necht funkce f: R? > R je definovand v bodé [x,, Vo] a néjakém jeho okoli. Polozme
@ (x) — f(x,v,). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé x,, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci

funkce f podle proménné x Vbode [xy,V,] a oznacujeme f,(xy,y0) , event.

af
I (X0, Y0, f (X0, Y0)-
To znamena, Ze:

fx(xo,yo) = xlim M = lim f(x’yO) _f(xO'YO)'

X0 X — X X—Xg X — X

Podobne, ma-li funkce Y(y) = f(x,,y) derivaci v bodé y,, nazyvame tuto derivaci

parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xy,yo] a oznacujeme f,(xo,¥o),

af '
E(XOIYO)’fy (X0, Y0)-



Definice: Parcialni derivace 2.¥adu

Necht [xy,Yo] € D(fy). EXistuje-li parcidlni derivace funkce f,(x,y) podle proménné

X V bodé [xy, Vo), nazyvame tuto derivaci parcidalni derivaci 2.7adu podle x funkce f v bodé
v , d*f
[x0, Yol a znacime ji fi.(xo, Vo) nebo také 2 (%0, ¥0)-
Existuje-li parcidlni derivace funkce f,(x,y) podle proménné y Vv bodé [xq,Vol,
nazyvame tuto derivaci smiSenou parcialni derivaci 2. Fadu funkce f v bodé [x,, y,] a znacime

.. , d>f
Ji fiey (X0, ¥0) nebo také axdy (X0, Yo)-

Stacionarni bod

Rekneme, ze bod (xq,V,) je staciondrnim bodem funkce f, jestlize plati f,.(xq,yo) = 0

afy(XO»J’o) = 0.

LokalIni extrémy

Necht f(x,y) je funkce dvou proménnych a (xq,yo) € D(f).

a) Rekneme, ze funkce f md v bodé (xq,y,) lokdlni maximum, jestlize existuje okoli
8(xg, Vo) takové, ze pro kazdé (x,y) € 8§(xo, Vo) plati f(x,y) < f(x0, Yo)-

b) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé (xo,y,) lokdlni minimum, jestlize existuje okoli
8 (xg, ¥o) takové, ze pro kazdé (x,y) € 8(xo, ¥o) plati f(x,y) = f(x0, Yo)-

Jestlize pro (x,y) # (xg,Yo) jsou predchozi nerovnosti ostré, mluvime o ostrem lokalnim

maximu, resp. minimu. Spolecny ndzev pro (ostré) lokalni maximum a minimum je (ostry)

lokalni extrém.



Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému funkce dvou
proménnych

Necht funkce f: R?* > R ma v bodé [x,,y,] a néjakém jeho okoli spojité parcidlni

derivace druhého radu a necht [xy, y,| je jeji staciondrni bod. Jestlize
2
D (xo, J’o) = fxx(xo: yo) ) fyy (%o, )’0) - [fxy(xo' :VO)] >0,

pak ma funkce f V [xy, o] ostry lokdlni extrém. Je-li f,,(x,yo) > 0, jde 0 minimum, je-li
frx (X0, ¥0) < 0, jde 0 maximum.

Jestlize D (xg,V,) < 0, pak Vv bodé [xy,y,] lokdlni extrém nenastdava.

wr /4 14 O W 2
Pro lepsi zapamatovani mizeme D (xo, ¥o) = fix(X0,Y0) * fyy (X0, Y0) — [ fry (X0, yo)]
brat jako determinant, tj. zapiSeme:

df  df
dx? dxy| df df df df

D = = -
daf df [ dx* dy? dxy dxy
dxy dy?
Pro nase vypoCty a lepsi orientaci v feSenych ptikladech si oznacme D1 = ;—; =

frex(X0,¥0) @ D2 = fr(x0,¥0) * fyry (X0, ¥0) — [fxy(xO'yO)]za tj. vySe uvedeny determinant.
Aplikujeme-li vySe uvedenou vétu a naSe oznaCeni D1,D2, mizeme pravidla pro uréeni
extrému shrnout takto:

Je-li D1 >0 aD2 > 0, pak ma funkce f ve stacionarnim bod¢ lokalni minimum.

Je-li D1 <0 aD2 > 0, pak ma funkce f ve stacionarnim bod¢ lokalni maximum.

Je-li D2 < 0, pak pro funkci f lokalni extrém neexistuje.

. . . 2

Jestlize' ndm  vyjde D(xo,¥0) = fix(X0,Y0) 'fyy(xo:YO) - [fxy(xO'YO)] =0,

tj. D2 = 0, pak dle uvedené véty nejsme schopni uréit, zda ma funkce f v bodé [x,, y,] lokalni
extrém. O jeho existenci miZzeme v tomto piipadé rozhodnout vySetienim chovani funkce

v okoli bodu [x, Y] nebo pomoci zkoumani grafu dané funkce.



Matematické programy a webové aplikace

V dne$ni internetové dobé mame k dispozici spoustu matematickych programil a
riznych online podpor pro vyuku matematiky nebo pro vypocty v oblasti matematiky. Na
internetu se setkame kupiikladu s vyukovymi programy urc¢ené pro dany rocnik zakladni Skoly.
My se v této kapitole zaméefime na programy a webové aplikace, které student vyuzije na stfedni
¢i vysoké Skole pfi studiu matematiky. Téchto programl neni malo, my zde uvedeme pouze
vybrané z nich a ve struénosti si je pfedstavime. Mezi nejznaméjsi programy patii Matlab,

Geogebra, Wolfram Alpha, Wolfram Mathematica, Maxima ¢i Maple.

Geogebra

Geogebra je software, ktery se zaméfuje na vyuku geometrie, algebry a matematické analyzy.
Jak uz ale sam nazev vypovida, je vhodny pfedevsim v oblasti geometrie. Je vhodny K rysovani
geometrickych utvarti pro zaky zakladnich a stfednich Skol. Geogebra je k dispozici jako
program pro operacni syst¢ém MS Windows nebo Linux, nebo jako mobilni aplikace pro
Android, i10S ¢i Windows. Program Ize pouzit i jako webovou aplikaci na oficidlnich strankach

https://www.geogebra.org. Program Geogebra disponuje i piikazy pro vypoéty v oblasti

matematické analyzy. Postupnym feSenim mlizeme v tomto programu nalézt lokalni extrémy

funkci dvou proménnych nebo vykreslit definiéni obor funkce dvou proménnych.

Wolfram|Alpha

Wolfram|Alpha je webova aplikace, ktera je vyvijena spole¢nosti Wolfram Research.
V aplikaci je mozno zadat jakykoliv pozadavek. Aplikace odpovi i na dotaz, ktery nesouvisi
s matematikou. Aplikace je plné v anglicting, je tedy zapotiebi i veSkeré ptikazy zadavat
anglicky. Napiiklad, kdyz se anglicky zeptame ,,What is the capital of Czech Republic?*
Odpovi nam ,,Prague, Hlavni mésto Praha®“, vypiSe aktudlni Cas, pocasi, pocet obyvatel a
zobrazi mapu CR. Zadame-li libovolnou matematickou funkci, aplikace ndm uréi vlastnosti
funkce (defini¢ni obor, obor hodnot), ukaze derivace, integral, nalezne extrémy a zobrazi graf
funkce. Aplikace je vsoucasné dobé zdarma. Mame vSak moznost zakoupit si licenci
Wolfram|Alpha Pro, ktera ndm umozni zobrazit postup feSeni piikladi a exportovat vysledky
do riznych formati. Wolfram|Alpha je k dispozici 1 jako mobilni aplikace pro operacni systémy

Android, iOS nebo Windows Phone. Aplikace je k dispozici na http://www.wolframaplha.com.

9


https://www.geogebra.org/
http://www.wolframaplha.com/

Wolfram Mathematica

Tato aplikace je vyvijena spole¢nosti Wolfram Research, stejn¢ jako Wolfram|Alpha.
Oproti této webové aplikaci je Wolfram Mathematica desktopova aplikace pro operacni
systtmy Windows, macOS a Linux. Wolfram Mathematica je na oficialnich strankach
k dispozici pouze v trial verzi, piipadné¢ si mizeme tento program zakoupit. Wolfram
Wolfram|Alpha. Tento program si muizeme zvolit pro naSe vypocty i grafické znazornéni
funkci. Je vSak nezbytné se s programem dikladné seznamit. Na internetu je k dispozici nékolik

podpor v ¢estiné — vétsinou se jedna o studijni podpory z univerzit.

Maxima

Maxima je dal$im matematickym softwarem, ktery je zaméfen na matematiku z oblasti
algebry, matematické analyzy i geometrie. Program umoziuje vykreslovani 2D i 3D graft.
Maxima je pro $kolni a nekomeréni vyuziti zdarma a je plné v ¢estiné. V tomto programu lze
postupnym feSenim nalézt lokélni extrémy funkci dvou proménnych ¢i vykreslit definiéni obor
funkce dvou proménnych. Je tedy vhodny pro feSeni piikladi v této praci. Na internetu je

k dispozici n€kolik podpor v ¢estiné — vétsinou se jedna o studijni podpory z univerzit.

MATLAB

MATLAB je program, ktery vyviji firma The Mathworks, Inc. v USA jiz od roku 1984.
S programem lze provadét spoustu operaci z matematickych, technickych ¢i jinych obori.
MATLAB slouzi zejména k matematickym vypoctiim, modelovani, analyzu a vizualizaci dat,
méfeni a zpracovani dat, vyvoj algoritmtl a jiné. Program je v anglictin€ a je plné licencovan.
Vzhledem k jeho Sir§imu vyuziti oproti programu Maple, je zde o poznani slozitéjsi syntaxe
piikazd. Pfi podrobnéjsim seznameni s MATLABEM jsme schopni v tomto programu provést

veskeré vypocty i grafické znadzornéni funkci uvedené v této praci.
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Maple

Maple je matematicky software, ktery slouzi pro vyuku a vyuziti matematiky
v ptirodovédnych, technickych a ekonomickych oborech. Byl vyvinut na univerzité¢ ve
Waterloo v Kanadg. Prvni verze se mezi uzivatele dostala v 90. letech 20. stoleti a téméi kazdy
rok prichéazi na trh nové a vylepSena verze oproti té piredchozi. V této praci vyuzivame verzi
Maple 17. Tviarce programu (firma Maplesoft) dodrzuje zakladni syntaxi u vSech verzi
programu stejnou. Neni tedy nutné, abyste pii vyzkouseni naSich ptikladd méli tuto verzi
programu. Jednu ze starSich verzi vzdy Maplesoft zvefejiiuje na svych strankach volné ke
stazeni. Nov¢&jsi verze jsou licencovany, je tedy nutné si je zakoupit. Maple je na ptikazy velice
bohaty, my se v jednotlivych kapitoldch zminime pouze o téch zdkladnich, se kterymi se
budeme setkavat v této praci. Pro zajemce, kteti by se chtéli podrobné&ji seznamit s Maple,
doporuéuji literaturu Uvod do systému Maple [4] nebo Matematika s programem Maple [11].

Oba tyto materialy jsou volné k dispozici na internetu ve forme pdf.

Defini¢ni obor funkce dvou proménnych v programu Maple

V této kapitole si vysvétlime, jak ur¢ime a graficky znazornime defini¢ni obor funkce
dvou proménnych. Pti urovani defini¢niho oboru v programu budeme postupovat stejné, jako
kdyz urujeme defini¢ni obor tzv. na papite. Prvni ptikaz, ktery pouzijeme, je piikaz solve.
Tento ptikaz slouzi k feSeni rovnic a nerovnic, at’ uz o jedné nebo vice neznamych. Chceme-li
fesit jednu rovnici (pfip. nerovnici), vlozime ji do kulatych zavorek. Pokud ale chceme fesit
soustavu dvou a vice rovnic ¢i nerovnic, musime soustavu zapsat jeSt€ navic do sloZenych
zavorek. VSe je ndzorné vidét na nize uvedeném piikladu. Pokud zadame ptikaz spravné,

program nam vypise veSkeré kofeny rovnic, pfip. nerovnic.

solve(3x+ 9=75);

. 1 7
I —x+ —y=814x—5y=2}|;
50»‘@[{3'( g B.14x—3y ]]

{x=3.y=8}
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Jakmile méme zjistény defini¢ni obor dané funkce, pustime se do jeho grafického
znazornéni. Grafickym feSenim kazdé rovnice ¢i nerovnice o dvou neznamych je Casto rovina.
Je-li v zadani rovnic ¢i nerovnic vice, feSenim je prunik téchto rovin. Nyni si ukazeme, jak

VvV programu Maple graficky znazornime defini¢ni obor funkce dvou proménnych.

Pro vykresleni defini¢niho oboru funkce dvou proménnych pouzijeme ptikaz inequal.
Tento piikaz je obsazen v knihovné plots. Program disponuje spoustou tzv. knihoven, které
obsahuji fadu ptikazii. Pokud pouzijeme piikaz z ur¢ité¢ knihovny, a neoznamime programu, ze
si ma danou knihovnu ,,oteviit, nebude program védet, co ma délat a pouze nam piepise nase
zadani. Ptikaz inequal disponuje fadou atributi, které mizeme pouzit. Nekteré atributy jsou
povinné — feseni samotnych rovnic ¢i nerovnic a rozsah 0s x a y. Ostatni atributy, které
pouZzijeme Vv této praci, jsou sice nepovinné, ale slouzi pro lepsi Citelnost grafického fesSeni

defini¢niho oboru.

Pro srovnani zde uvadime stejny ptiklad, ale s rozdilnou grafickou upravou. V prvnim
ptipadé¢ jsme uvedli v ptikazu inequal pouze povinné atributy — tj. vysledny defini¢ni obor,
rozsah 0s x,y a popis 0S x,y. Rozsah os si zvolime dle naseho uvazeni, v zavislosti na
vysledném defini¢nim oboru. K popisu os slouzi ptikaz labels. Jak je z obrazku patrné, neni
programem zvolena vhodna barva, aby byl graf hezky ¢itelny. Z grafu neni ani ¢itelné, zda do

feSeni patii pfimka y = —x. Z tohoto diivodu pouzijeme dalsi atributy, které mame na obr.¢.2.

#z=Inlx+y);
solve(x+y > 0,¥);

(-x<3)

with( plots) - with{ plots)
inequal( {y > -x}.x=-3.3,y=-3 .3, labels =[x }]);

Obrdazek 1 — Graf funkce z=In(x+y)
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#z=In(x+y);
solve(x +y = 0,¥);
{-x<y}
withl plots) - with{ plots) :
inegual( {y >-x},x=-3 .3, y=-3 3, optionsfeasible = (color = green), optionsopen = ( thickness = 2, color = red linestvle=4),
optionsclosed = (color = blue thickness = 4), labels = [x ¥]):

Obrazek 2 — Graf funkce z=In(x+y) s nastavenim viastnosti grafu

Celé zadani v programu si nyni podrobné popiseme. Znakem #, ktery je na prvnim
radku, piSeme poznamku. Za tento znak si mizeme napsat jakykoliv text — program vse co je
za znakem mifizky ignoruje. V naSem piipad¢ jsme tam napsali zadani funkce, pro kterou
budeme hledat defini¢ni obor. V druhém fadku jsme pouzili ptikaz solve, diky kterému jsme
spocitali, kdy ma dand funkce smysl — v naSem ptipadé musi byt vyraz v zavorce kladny,
protoze ptirozeny logaritmus je definovan pro kladna redlna ¢isla. Posledni dva fadky slouzi
K vykresleni defini¢niho oboru. V piikazu inequal jsme pouzili ne€kolik atributd, které se
budou v celé mé praci opakovat. Jako prvni piseme vysledny defini¢ni obor, ktery nam vySel u
vypoctu rovnic ¢i nerovnic (v naSem piipad¢€ y > —x). Hned za nim nésleduje rozsah os x, y —
ty si napiSeme dle naseho uvazeni. Dalsi atributy jsou jiz nepovinné, avsak pro lepsi grafické
znazornéni je doporucuji vyuzivat. Atribut optionsfeasible nam fika, jakou barvou program
vykresli vysledny defini¢ni obor. My jsme si urcili, Ze vysledny defini¢ni obor zndzornime
zelenou barvou. Atribut optionsopen nam tika, jakou barvou (v nasem piipadé Cervend) a
stylem vykreslime k¥ivku, ktera uz do defini¢niho oboru nepatii. My jsme si zvolili styl (atribut
linestyle) Cerchovana Cervena a tloustku (atribut thickness) o sile 3. Naopak atribut
optionsclosed slouzi k vykresleni ktivky, ktera do defini¢niho oboru patii — my jsme si

vybrali modrou barvu.
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Lokalni extrém funkce dvou proménnych v Maple

V této kapitole si ukdzeme dvé moznosti, jak v programu Maple urc¢ime lokalni extrémy
funkce dvou proménnych. Program nabizi dva zplsoby, jak extrémy zjistime. Oba zplsoby si
ukazeme. Nejdiive si ulozime do proménné fce funkci, ve které chceme uréit extrém. Vzdy
kdyz budeme chtit s funkci pracovat, pouze se na ni odkdzeme pomoci proménné a nemusime

ji vypisovat.

Prvnim zptsobem, jak v Maple vyiesime lokalni extrém, je pouziti piikazu extrema.
Tento ptikaz vypiSe funkéni hodnoty lokdlnich extrému. Soufadnice bodi, ve kterych ma
funkce extrém si ulozime do proménné stacbody, kterou si v nasledujicim piikazu nechame

vypsat.

foe = xz—x-y+y2 —2x+u
& —_'c}=+}-l —2x+y
extremal foe, { ). {x ¥} 'stacbod)');
{-1}

stachody,
{{x=1Ly=10}}

plot3d( fee,x=-3 .3, y=-3 .3, labels = [x, y. z|, axes = framed);

Obrdzek 3 — Graf funkce f(x,y)=x2-xy+y?-2x+y
Ptikaz extrema je vhodny, pokud si chceme ovéfit, zda ndm vysel spravné extrém.
Z vysledku vsak neni patrné, zda se jedna o lokalni minimum nebo maximum. To zjistime az
po vykresleni grafu funkce. Pokud ma funkce vice stacionarnich bodii, uz nam tento piikaz

nesdéli, v jakém stacionarnim bod¢ je jaky extrém. Tento zpusob zjisténi lokalniho extrému je
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pro nase vypocty velice neSikovny, proto V této praci budeme pouzivat druhy z moznych

zpusobi hledani lokalniho extrému.

Druhym zpiisobem, jak zjistime lokalni extrémy funkce, je postupné feSeni v programu
Maple tak, jako bychom ho feSili na papife. Pfi hledani lokdlniho extrému funkce dvou

proménnych postupujeme nésledovné:

1. Zjistime si defini¢ni obor funkce

2. Vypocitame parcialni derivace 1. fadu — ty pak sestavime do soustavy rovnic o dvou
neznamych rovny nule. Tim zjistime soufadnice staciondrnich bodi.

3. Pomoci parcidlnich derivaci 2. fadu si ovéfime, zda ve zjisténych staciondrnich
bodech nastane extrém, pfipadné zjistime, o jaky se jedna (lokalni minimum nebo

maximum).

Nasledujici funkei si postupné vypocitame v Maple. Pouzili jsme piiklad z [11].

fl,y)=x>—xy+y*—2x+y

Nejdtive si funkci ulozime do proménné fce. Kdykoliv budeme chtit pouZit pro vypocty
zadani funkce, odkdZeme se na proménnou fce. V§Simné€me si, Ze jsme pii zapisu funkce pfi
nasobeni mezi ¢leny pouzili znak nasobeni. Verze Maple 17 tuto syntaxi vyZaduje. Ze zadani
je patrné, ze defini¢nim oborem jsou vSechny redlna Cisla. Mizeme tedy pfistoupit k vypoctu
parcialni derivace 1. fadu. K tomuto vypo¢tu ma Maple piikaz dif f. Tento ptikaz ma dva
povinné atributy — funkci, kterou chceme derivovat (v nasem ptipad¢ je to funkce uloZzena do
proménné fce) a podle jaké proménné budeme derivovat (my budeme derivovat podle
proménné x). Vyslednou hodnotu této derivace si ulozime do proménné fx. Analogicky
vypocitame parcialni derivaci 1. fadu podle proménné y. S jednotlivymi vypocty budeme pti
urovani extrému pracovat po dobu celého vypoctu, proto je vhodné si je ukladat do
proménnych. Pfi vypoctech se budeme odkazovat na proménné a nemusime vypisovat celé

zadani, které se pod zvolenou proménnou skryva.

A A
fre=x —xy+3y —2x+1
1 1
X —xy+y —2x+y

S = diff ( fee, x);

2x—y—2

Sy = diff ( fee.y):

~x+2y+1
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Parcialni derivace polozime rovny nule a tim ndm vznikne soustava rovnic o dvou
neznamych. ReSenim této soustavy rovnic jsou stacionarni body. Soustavu rovnic v Maple
vyfeSime pomoci ptikazu solve. V zapisu je vidét, jaky je rozdil, kdyz parcidlni derivace celé
opisujeme a kdyz je nahradime proménnymi. My budeme pouzivat druhou variantu. Zvolime

odkaz na proménné. Pro lepSi piehlednost si feSeni rovnice ulozime do proménné

parcialnibody.

parcialnibody = solve( {2 x —1v—2=0,-x+2y+ 1=0}, {x¥}):
{x=1y=0}

parcialnibody = solve( { fc=0,=0} {x ¥}):
{(x=11=0}

Vysledkem mame jeden stacionarni bod S[1,0]. Abychom zjistili, zda v bodé S[1,0] je
lokalni extrém, vypocitame si parcialni derivace 2.fadu. Pii vypoctu parcidlnich derivaci 2. fadu
budeme postupovat analogicky jako u vypoctu parcialnich derivaci 1. fadu. Nebudeme se ale
odkazovat na proménnou fce, ale budeme se odkazovat na vysledky parcidlni derivace 1. fadu,
tedy na proménné fx a fy. Vysledky parcidlnich derivaci 2. fadu si opét ulozime do
proménnych: fxx — parcialni derivace podle x, fyy — parcidlni derivace podle y, fxy —

smiSena parcialni derivace podle x.

fox = diff ( f x);

2
Ly = diff (f.3):

2
oy = diff (i x);

-1

Podle postacujici podminky pro existenci lokédlniho extrému dosadime do determinant

D1, D2 a uréime, zda ve stacionarnim bodé S[1,0] nastava extrém, piipadné jaky.

DI == fox,

2 i focfiy — o

Protoze nam obé& hodnoty D1, D2 vysly kladné, je ve stacionarnim bodé S[1,0] lokalni
minimum. Na zdvér feSeni pfikladu si ukaZeme, jak vypocitdme funkéni hodnotu v lokalnim

extrému. Pro vypocet funkéni hodnoty pouzijeme piikaz subs. V tomto ptikazu uvedeme
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hodnoty naSich proménnych - x,y a z jaké funkce budeme funkéni hodnotu pocitat (v naSem
ptipadé z ptedpisu funkce, tj. fce). Vyslednou funkéni hodnotu si ulozime do proménné

funkcnihodnota.

| furnkenihodnota == subs(x=1,y=10, fce);

Po vypoétu funkéni hodnoty mame Gplné soufadnice lokalniho minima S[1,0, —1].

Grafické znazornéni lokdlniho extrému

Jelikoz cely priklad feSime v matematickém programu Maple, jehoz piednosti je
vykreslovani grafii, ukdzeme si, jak graf v tomto programu zndzornime. K vykresleni grafu
funkce dvou proménnych pouZzijeme piikaz plot3d. Tento piikaz ma velké mnozstvi atributd,
které nam poslouzi k vykresleni grafu funkce. My si ukédzeme jen ty, které vyuzijeme pfi
vykresleni grafii v této praci. Povinné atributy jsou dva. Zadani funkce, kterou chceme vykreslit
a zadani rozsahu os. Ptikaz plot3d funkce fce = x? —xy+y?—2x+7y spovinnymi

atributy vypada nasledovné¢:

plot3d( fee, x=-4 .4, y=-4 _4);

Obrazek 4 — Graf funkce f(X,y)=x2-xy+y2-2x+y
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Levym tla¢itkem mysi si mizeme graf libovolné natocit. Klikneme-li na graf pravym
tlacitkem, mizeme z kontextového menu vybrat dal$i vlastnosti grafu, naptiklad titulek,
orientaci grafu, barva grafu, styl grafu atd. Pokud vSak doplnime vlastnosti grafu timto
zpusobem, nepropise se nam k tomu uréeny atribut do piikazového fadku. V tabulce je uveden
ptehled vybranych atributd, které mizeme pii vykreslovani grafu pouzit. Tyto atributy nejsou
pro vykresleni grafu povinné. Pokud néktery z nich nepouzijeme, program pouzije jeho vychozi
nastaveni. Ptehled vSech atributd, které lze pouzit u piikazu plot3d najdeme v napoveédé
Maple. Tu si vyvoladme bud tlacitkem F1 nebo zadanim piikazu ? plot3d;.V piikladech

uvedenych v tabulce pracujeme s libovolnou funkci, kterou jsme si pojmenovali fcel.

Piehled nejpouzivanéjSich atributi pri vykreslovani grafu funkce

prikaz pouziti priklad
Zpusob zobrazeni os soufadnic. plot3d(fcel,x = =3..3, y =
axes Jsou k dispozici varianty: boxed, —3..3, axes = frame);
frame, none, normal
caption Popis grafu — idedlni pro vlozeni | plot3d(fcel,x = —5..5, y =
nazvu funkce. —5..5, caption =
typeset(f(x,y) = fcel));
color Urcuje barvu grafu. plot3d(fcel,x = -3..3, y =
—3..3, color = red);
grid Hustota sité grafu, grid[m, n], kde | plot3d(fcel,x = =3..3, y =
m, n udava pocet uzlovych bodi —3..3,grid[150,150]);
ve smeru os X, y.
labels Popis os soufadnic. Bez pouziti | plot3d(fcel,x = —=3..3, y =
tohoto atributu program popiSe | —3..3, labels = [x,y, z]);
pouze osy x, y.
scaling Metitko  grafu.  Pouzijeme-li | plot3d(fcel,x = —3..3, y =
nastaveni constrained , graf | —3..3, scaling = constrained)
vykresli vSechny tfi osy ve stejném
meéfitku.
transparency | Zajisti pruhlednost grafu. Mame | plot3d(fcel,x = —3..3, y
k dispozici 5voleb: 0.0, 0.25,| = —3..3,transparency = 0.25)
0.5,0.75, 1.00
view Omezeni rozsahu os. Program | plot3d(fcel,x = —3..3, y =
upfednostni atribut view pred | —3..3, view = [-5..5, =5..5,
rozsahem os uvedenym na | —10..10])
zacatku prikazu plot3d.
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Ukazeme si dvé moznosti, jak vykreslime graf funkce dvou proménnych. Prvni varianta
je vhodnd, chceme-li pouze védét, jak bude graf vypadat. To je patrné z grafu na obr.4. Druha
varianta, kterou nyni podrobné popiSeme, je pro vykresleni grafu funkce dvou proménnych pii
urcovani lokalniho extrému vhodnéjsi. Dlivodem je, ze si zde znazornime stacionarni body, ve

kterych ma funkce lokalni minimum nebo maximum.

Vratme se K piikladu, ktery jsme v této kapitole fesili. Resili jsme funkci, uloZenou do
proménné fce: f(x,y) =x?>—xy+y?—2x+y. V bodé S[1,0,—1] ndm vyslo lokalni
minimum. Na prvnim fadku v pifikladu nize si definujeme graf fce a ulozime do proménné
p1l. Druhy fadek ulozeny pod proménnou p2 nam tika, Ze chceme zobrazit bod se soutfadnicemi
[1,0, —1], v Cervené barvé (color = red) a o velikosti 20 (symbolsize = 20). Treti fadek -
plots[display](p1,p2) nam tyto dva grafy spoji dohromady a tim dojde k vykresleni
zadaného bodu do grafu funkce. V§Simnéme si, ze zde bylo nutné si prvni a druhou funkci ulozit

o proménnych p1, p2, protoze se na n¢ odkazujeme v poslednim fadku.

pl = plot3d( fee,x=-2 .2, y=-2 .2, labels = [x, y, z], axes = frame) :
p2 = plots| pointplot3d|( {[ 1. 0,-1]}. color = red symbolsize=20) :
plots|display](p1. p2):

Obrazek 5 — Graf funkce f(X,y)=x2-xy+y2-2x+y
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Res$ené priklady
Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

Nyni si ukazeme 9 feSenych ptikladd na urovani definicniho oboru funkce dvou
proménnych. Vysledny defini¢ni obor si znazornime v programu Maple. VSechny piiklady

fesené v této kapitole jsou na pfilozeném CD. Priklady jsem cerpala z [1], [4] a [7].

Priklad 1

Urdete a graficky znazornéte definiéni obor funkce: f(x,y) = /x +y + /Jx —y
ReSeni:
Odmocnina je definovana pro kladna realna ¢isla vcetné nuly, tj.:

x+y=20>y=>—x

x—y=20>y<x
Defini¢nim oborem této funkce je tedy: Dy € [(y = —x) N (y < x)]
Graf funkce:

with( plots) - with( plots)
inequal( {1y = -xy < xhx=-4_10.y=-10 10, optionsfeasible = | color = green). aptionsapen = (thiclness =2,
color = red linestvle= 1), optionsclosed = ( color = blue thiclmess = 3), labels = [x ¥]):

10

Obrazek 6 — Graf funkce — priklad 1
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Priklad 2

Urcete a graficky znazornéte definiéni obor funkce: f(x,v) = /16 — x? — 4?2
ReSeni:

Zde méme pouze jedinou podminku — vyraz pod odmocninou je definovan pro kladna

realna Gisla véetné nuly, tj.: 16 —x2 —4y?2 >0 = x? + 4y2 < 16

Defini¢ni obor: Dy € (x? 4 4y?) < 16
Grafem této funkce je elipsa. Vyraz v definicnim oboru si upravime na parametrické

vyjadieni elipsy, ze kterého je krasné vidét, jak bude elipsa na grafu vypadat. Parametrické

(x—m)? n (y—n)?

a? b2

vyjadieni elipsy je =1, kde sttedem je vrchol V[m,n]. Abychom ziskali

Z obecné rovnice rovnici parametrickou, budeme postupovat nasledovne:
x2+4y?-16=0
(x—0)2+4(y—-0)2=16

xZ yZ
1—6+Z— 1

Z této parametrické rovnice muzeme s jistotou fici, jak bude naSe elipsa vypadat.
Vrchol je v pocatku, tj. V[0,0] , pruse¢ikem na ose x je hodnota a = V16 = 4, prusec¢ikem na

ose y je hodnota b = V4 = 2.

Graf funkce:

with( plots) : with( plots) :
imequa.r’( [)3’ +4 )?' <16 },x =-5 .5,y=-3 .5, optionsfeasible = (color = green), aptionsopen = (thickness = 2, color = red, linestyle=2), optionsclosed = (color = blue thickness
=3), labels =[x, y]):

Obrazek 7 — Graf funkce — priklad ¢.2
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Prik

ad3

Urcete a graficky zndzornéte defini¢ni obor funkce:

Flay) =
X,y) = —
g Jy?2—9+1

ResSeni:
Zde mame celkem dvé podminky, které musi platit soucasné¢.

Odmocnina v ¢itateli i ve jmenovateli definovana pro kladna realna ¢isla, véetné nuly:

x2—42>0 y2=9 >0
x? >4 y2=>9
|x] =2 lyl =3

Podminku celého vyrazu ve jmenovateli v tomto piikladu nemusime fesit, protoze
jmenovatel nikdy roven 0 nebude. Je to z toho divodu, Ze i kdyby nam vysel vyraz pod
odmocninou roven 0 (coz je nejniz§i mozna hodnota, ktera mize dle podminek nastat), tak po
pficteni hodnoty 1 ndm odpadne starost nulové hodnoty ve jmenovateli.

Defini¢nim obor této funkce tedy zapiSeme takto: Dy € (x| =2 n [|y| = 3)

Graf funkce:

with( plots) - with plots) -

inegual( {abs(x) = 2. abs(y) = 3}, x=-10.10,y=-10 .10, oprionsfeasible = (color = green), optionsopen = (thickmess = 2. color = red linestyle=2).
optionsclosed = ( color = blue, thiclness = 3), labels =[x 1]):

1a

-10

Obrazek 8 — Graf funkce — priklad 3
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Priklad 4

Urcete a graficky zndzornéte defini¢ni obor funkce:

f(x,y) = arcsin(x + y)

ReSeni:
Funkce arcsin je definovana v oboru realnych ¢isel na intervalu < —1; 1 >. Tim nam
vznikne nasledujici podminka existence dané funkce:
—-1<(x+y)=1
y=2(-1-x) A y<(1—-x)
Defini¢nim oborem tedy bude Dy €y = (-1 —x) Ny < (1 —x).
Graf funkce:

with( plots) - with( plots) :
inequal( (vz-1—xv=<1-—=x}x=-3.3 y=-3_3, optionsfeasible = (color = green), aptionsopen = (thickness = 2, calor = red
linestyle=2), optionsclosed = (color = blue, thickmess = 3), labels = [x, ¥]):

3

Obrazek 9 — Graf funkce — priklad 4
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Priklad 5

Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:
f(x,y) =log(y* — 4x + 8)
ReSeni:
Zde mame pouze jednu podminku — logaritmus je definovany pro kladna realna ¢isla:
(y2—4x+8)>0 =>y2>4x—8

Grafem této funkce je parabola. Obecnou rovnici paraboly je (y — n)? = 4p(x — m).
V naSem piipadé si upravime vySe uvedenou nerovnici na tvar, ktery odpovida obecné rovnici
paraboly, tj.: y2 > 4(x — 2). Z této rovnice vyplyva, Ze soufadnice vrcholu budou prochézet
bodem V[2,0].

Defini¢ni obor funkce je tedy: Dy € (y? > 4x — 8)

Graf funkce:

with( plots) - with( plots) :
m@guaf[ {y2 >4x— 8 },x=— 3.10,y=-10 .10, optionsfeasible= (color = green), aptionsopen = (thickmess = 2, color = red linestvle=2),
aptionsclosed = ( color = blue, thickmess = 3), labels = [x, v] ] :

Obrazek 10 — Graf funkce — priklad 5
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Priklad 6

Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:
In[(x? +y* = D(2 —x* = y?)]
ReSeni:

Ptirozeny logaritmus je definovan pro kladna realna ¢isla. Aby vyraz v logaritmu byl
kladny, musi byt bud’ obé zavorky kladné, nebo obé zavorky zaporné. Musi tedy platit

nasledujici podminky:
[(x2+y2—=1>0) A Q2—-x2=y2>0] V [(x?+y2—-1<0) A 2—-x2-y?2<0)]
Po uprave:

[(x% +y2>1) ANxP+y?<2)] v [P+ yrP<) A (k% +y?>2)]

(> >1-x%) A *<2-x?)] v [P <1=x) A (y*>2-x%)]

Po upravé nam vysel defini¢ni obor Dy € [y* > (1 —x*)] N [y* < (2 — x?)].
Z upravy podminek je patrné, Ze feSenim je mezikruZzi.
Graf funkce:

with( plots) : with( plots) :
ineguai( {x2 + y2 > 1,)2 + y2 < 2},x =-2.2,y=-2 .2 gptionsfeasible= (color = green), optionsopen = (thickness = 2. color = red
linestyle=2), optionsclosed = (color = blue thickness=3), labels = [x ¥] ) :

2

-2

Obrazek 11 — Graf funkce — priklad 6
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Priklad 7

Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:

In(x + 2)

[9 —x2 —y2

floy) =

ResSeni:
Funkce mé 3 podminky, které musi platit soucasné:

1. Logaritmus v citateli je definovany pro kladna redlna ¢isla, tj. x +2 >0 = x = =2
2. Zlomek je platny za pfedpokladu, Ze jmenovatel je rizny od nuly:

JI—x2—y2 202 9-x2—y2#0 2x2+y2#9
3. Odmocnina je definovana pro kladna redlna ¢isla, véetné nuly, tj.

9—x2—-y2>0=2>x2+y? <9

Druh4 a tieti podminka obsahuje podobny vyraz x? + y? # 9 ax? + y? < 9 —v obou
ptipadech se jedna o nerovnici kruznice. Pfipomenime si zakladni rovnici kruznice z analytické
geometrie (x — m)? + (y — n)? = r? , kde sttedem kruznice je vrchol V[m,n] a polomér r

Tyto tii podminky, které jsme si vymezili, musi platit soucasn€. Defini¢énim oborem

této funkce je tedy: Dy € (x > =2) N (x*2 +y? #9) n (x* + y* < 9).

Graf funkce:

with{ plots) - with( plots) -
mequaf[ {x > —2,;2 + y2 + 9,;2 + y2 = 9},x=—4 A y=-4_4 gptionsfeasible = (color = green). optionsapen = (thickness = 2, color = red linestvle=2),
optionsclosed = (color = blue, thickness = 3), labels = [x, y]);

4

Obrazek 12 — Graf funkce — priklad 7
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Priklad 8

Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:

y2+1—|x|

f(x,y) =In(16 — y?) - p»

ReSeni:

U této funkce se ndm objevi hned n€kolik podminek existence této funkce:
1. Piirozeny logaritmus musi byt kladny, tj.: 16 —y? >0 = y%2 < 16
2. Vyraz pod odmocninou nesmi byt zaporny:

y2+1—|x|=0

y2+ 1= x|
x=0: x <0:
yi+1=x yr+1=—x
y2>x—1 y2>—x—1

3. Posledni podminkou je jmenovatel, ktery musi byt nenulovy, tj. x # 0.
Definiénim oborem je tedy Dy € (y* <16) N (y* =2 x -1 N (y*=-—x—-1).

Graf funkce:

with( plots) - with( plots) :
megmf[ {y2 =x— ].,y2 >-x— ].,y2 < 16},x=—4 4. v=-4_4 optionsfeasible= (color = green), optionsopen
= (thickness = 2 color = red linestule = 2, optionsclosed = (color = blue, thiclmess = 3), labels = [x, v] ]

Obrazek 13 — Graf funkce — priklad 8
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Priklad 9

Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:

4x — y?
In(1—x2 —y?)

floy) =
ReSeni:
Tato funkce ma celkem tfi existencni podminky.
1. Vyraz pod odmocninou je definovan pro kladna reélna Cisla véetné nuly:
4x —y?2 >0 = y? <4x

2. Cely vyraz ve jmenovateli je definovan pro redlna ¢isla riizné od nuly:
In(1-x2-y2)#0 =21-x2-y2#0=>x*+y2+#1
3. Pfirozeny logaritmus je definovan pro kladna reélna &isla:

1-x2—y2>0 =2x2+y2<1

Defini¢nim oborem je priinik téchto tfi podminek, tj.:

Dre(y?*<4x)n(x*+y*# 1N x*+y*<1)

Graf funkce:

with( plots) - with( plots)
fmc_aruaf( {}?' = i1-x,x2 + }2 # 1,_3:2 + }2 <1 },x=—2 .2,y=-2.2 optionsfeasible = (color = green). optionsopen
= (thickness =2, color = red linestvle = 2), optionsclosed = (color = blue, thickness = 3), labels = [x, v] )

2

Obrazek 14 — Graf funkce — prikiad 9
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Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

V této kapitole si ukazeme 9 piikladi na vypocet lokalniho extrému funkce dvou
proménnych. Prvni dva ptiklady si postupné rozebereme. Nejdrtive si spoc¢itame priklad tzv. na
papife, nasledn¢ si jednotlivé kroky vypoctu znazornime v programu Maple. Ostatni ptiklady
jsou doprovazeny textem velice stru¢né€. Protoze ptiklady poc¢itame v programu Maple, vzdy si
na konci kazdého piikladu zobrazime graf dané funkce, ve kterém si zndzornime vypocitané
lokalni extrémy. Priklady, které v této kapitole poc¢itame, najdeme na pfilozeném CD. Student
si muze tyto ptiklady otevfit v programu Maple, ve kterém si jednotlivé grafy mize rtizné
upravovat a otacet. Prvni dva ptiklady ukdzu s vysvétlenim v Maple. U dalSich ptikladi budu
jen vkladat zdrojovy kod. Zadani jednotlivych piikladt nevyzaduje vykresleni grafu funkce.
Ovsem Maple je idealni program k tomu, abychom si v zavéru kazdého ptikladu vykreslili graf
feSené¢ funkce. Né&které ptiklady jsem si vymyslela v programu Maple sama, jiné jsem Cerpala

z literatury [1], [4], [7], [11].
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Priklad 1

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

fey) =x*+ @ -1?
Reseni:
Defini¢nim oborem funkce jsou redlna Cisla, tj. Dy = {[x, y] € R?}.

Nyni si spocitdme parcialni derivace 1. fadu. Tyto parcidlni derivace polozime rovny

nule.

ﬂ_ 2 _ AV
dx_(x +(y— 1))y =2x

S=E =D =2 (- 1)

x=0A2-(y—1)=0
2y =2
y=1

Vysledkem rovnic je pouze jedno feSeni, tedy jeden stacionarni bod S[0,1]. V tomto
bod¢ mlZe, ale nemusi nastat lokdlni minimum nebo maximum. To zjistime vypoctem parcidlni
derivace 2. stupné a nasledn€ pouzitim postacujici podminky pro existenci lokalniho extrému

funkce dvou proménnych.

d*f ’
ﬁ = (Zx)x =2

L= 0-D), =@y-2y=2

a’f oY
@—(23’ 2);=0
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i1 . wr . e ; d?f(o, d?f (o,
Parciélni derivace 2. fadu nam vysly jako konstantni, tedy 5 iz D _ 2, 5 3()2 D _ 2,
d?£(0,1) , v N , . . (1 .
“axdy 0. Nyni pouZzijeme postacujici podminku pro existenci lokdlniho extrému funkce

dvou proménnych, tj. dosadime hodnoty parcialnich derivaci 2. fddu do proménnych D1 a D2.

Tim zjistime, zda ma funkce ve stacionarnim bod¢ extrém.

p1=2L_-2>0

dx?
af  af
_dxzdxy_ZO_____
2= |G £_|o 2|_2 2-0-0=4>0
dxy dy?

Protoze D1 > 0 a zaroven D2 > 0, ve stacionarnim bod¢ S[0,1] je lokalni minimum.
Nyni spocitdme funkéni hodnotu lokdlniho extrému. Tu spocitdme tak, Ze stacionarni bod
dosadime do pfedpisu funkce f(x, y).
f0L)=0+(1-1)%>=0

Soutadnice lokdlniho minima jsou [0,1,0].

Zavér:
Funkce f(x,y) = x% + (y — 1)? ma v bod& P[0,1,0] lokalni minimum.

Nyni si cely piiklad zndzornime v programu Maple.
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Piiklad fFeSeny v programu Maple

Nejdiive si definujeme ptedpis funkce pod proménnou fcel:

feel =2 + (y—1)*;
)

4 (v—1)°

Vypocitame si parcialni derivace 1. fadu a ulozime si je do proménnych fx, fy.

S = diff ( feel, x);
Sy = diff (feel, y);

Tyto parcialni derivace polozime rovny nule. Re$enim rovnic jsou stacionarni body. Pro

lepsi prehlednost si feSeni ulozime do proménné stacionarnibody.

stacionarmnibody = solvel { fe=0, =0}, {x ¥});
{x=01v=1]

Stacionarni bod ma tedy soutadnice [0,1].

Nyni spo¢itdme parcidlni derivace 2. fadu a uloZime si je do proménnych fxx, fyy, fxy.

fiox = dliff ( fic x);

2
iy = diff ( i y):

2
oy = diff( fiz x);

0

2 2
Parcialni derivace 2. fadu ndm vysly jako konstantni, tedy d 5;2’1) = 2, 4 ;}Eg'l) =2,

d?f(0,1 , Y “ , . . (1 .
%y) = 0. Nyni pouZzijeme postacujici podminku pro existenci lokalniho extrému funkce

dvou proménnych. Dosadime hodnoty parcidlnich derivaci 2. td&du do proménnych D1 a D2.

Tim zjistime, zda ma funkce ve staciondrnim bodé extrém.

DI — fux.

2 = fior fiy-£a'

Hodnoty D1 > 0 a D2 > 0, tudiz mizeme fict, Ze ve stacionarnim bodé S[0,1] nastava lokalni

minimum.
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Chceme-li vykreslit graf v Maple jednodu$si variantou, mame nyni vSe potfebné,
abychom mohli zadat piikaz pro vykresleni grafu. My ale budeme chtit zobrazit graf, ve kterém
bude zndzornén nami zjistény lokalni extrém. K tomu, abychom tento extrém v grafu
znazornili, potiebujeme znat jeho funkéni hodnotu. Pro vypocet funkéni hodnoty v Maple

pouzijeme piikaz subs. Vysledek funk¢ni hodnoty si ulozime do proménné funkcnihodnota

funlernihodnota — subs(x=0,v=1, fcel);
1]

Funkéni hodnota ndm vysla 0, soufadnice lokalniho minima jsou tedy [0,1,0]. Nyni si

znazornime funkci graficky, véetné vyznaceni lokdlniho minima.

pl = plot3d(feel x=-3 3, y=-3 3 labels = |x, . z], aves = frame style = surfacewireframe,
tramnsparency = 0.25, color = cyan, glossiness=10) :

p2 = plots| poirtplat3d|( { [0, 1, 0]}, color = red symbolsize=25) :

plots|display](p1. p2):

Obrazek 15 — Graf funkce — prikiad 1
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Priklad 2

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a uréete jejich hodnotu.
f(x,y) = 3xy? + x> — 18y — 30x + 72
Definiénim oborem této funkce jsou viechna realna &isla, tedy: Dy = {[x, y] € R?}.

Nyni si spocitdme parcidlni derivace 1. fadu. Parcialni derivace polozime rovny O a tim
nam vznikne soustava rovnic o dvou neznamych. Vysledné hodnoty x, y jsou soufadnicemi
jednotlivych stacionarnich bodt funkce.
ar

== (3xy? + x3 — 18y — 30x + 72)}, = 3x? + 3y% — 30

2= Gxy? +x* — 18y —30x +72)} = 6xy — 18

3x2+3y2-30=0

6xy—18=0 = 6xy =18 =>xy =3 =>y=%

3x2+3y2-30=0 Zavedeme substituci a = x?:
a?—-10a+9=0
D=(-10)2—-4-1-9 = 64

—(—102)J_r\/a N

2 Ez_
3x +3(x) =30
x2+2=10

X

allz— a1:9,a2 :1

x* 49 = 10x?

- 10x2+9=0 a=x*a=9=> x=13

a=1>=>x=+1

Resenim soustavy rovnic jsme ziskali soufadnice 4 stacionarnich bodt - S1[—3, —1],
S2[—1,-3], §3[1,3],54[3,1]. Abychom zjistili, zda je v téchto stacionarnich bodech lokalni
extrém, pfipadné urcili, o jaky se jednd, spocitame si parcidlni derivace 2. fadu.
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T = (3x% + 3y? — 30); = 6x

af /
o = (6xy — 18); = 6x

af . r
iy (6xy — 18); = 6y

Nyni stacionarni body dosadime do parcidlni derivace 2. fadu. Na zakladé postacujici

podminky pro existenci lokalniho extrému funkce dvou proménnych ur¢ime druh extrému.

Pro S1[—3, —1]:

df(-3,-1) _ () — af(=3-1) _ — 6. (—=1) = —
7—6)(5—6(3)— 18 —dxdy —6y—6(1)— 6
df(=3,-1) _ () —

d—yz =6x=6 ( 3) = —18

p1=2L=_18<0

dx?
a  4af
ax? a ~18 -6
p2= % F|= " 1gl= (18- (=18) = (~6)- (~6) =324~ 36 = 288 > 0
dxy dy?
Protoze D1 < 0 a zaroven D2 > 0, ve staciondrnim bodé S1[—3,—1] je lokalni
maximum.

Vypocitame jeho funkéni hodnotu:

f(=3,-1)=3-(-3)-(—1)?2+(-3)>*—18-(—1)— 30 (-3) + 72 = 144

V bod¢ S1[—3, —1, 144] ma funkce lokalni maximum.
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Pro S2[—1,-3]:

af(-1,-3 df(-1,—
P2 —6x=6-(-1) = —6 —f§x§y3)=6Y=6-(—3)= -18
p1=2L=-6<0

dx

LI

_laxz axy| _|—6 —18| _ _ _

D2=1ar ar|=|_1g _6|—(—6)-(—6)—(18)-(—18)—36—324——288<0

dxy dy?

Protoze D2 < 0, ve stacionarnim bod¢ S2[—1, —3] extrém neexistuje.

Pro S3[1, 3]:
ar3) _ .o o4 _ a3 _ 6.3 =
s =6x=6-1= dxdy—6y—6 3=18

YOI _ 6x=6-1=
dy? - - o

p1=2L —6>0
dx

af af
ax? dxy| _ |6
ar 9 - |18
dxy dy?

D2 =

168|=6-6— 1818 = 36 — 324 = —288 < 0

I zde nam vysel determinant D2 < 0, proto ve stacionarnim bod¢ S3[1, 3] extrém neexistuje.

Pro S4[3.1]:

YOD — 6x=6-3=18 Tl =6y=6-1=6

YO _ x=6-3=18

dy?

D1=;—;=18>0
af  af

_|ax? axy| _ |18 6| _ iq.q4a_c.c _ _ 2 —

pz= % ﬂ_|6 18|—18 18—6-6=324—36=288>0

dxy dy?
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Pro stacionarni bod $4[3,1] nam vySel D1 > 0 a zarovenn D2 > 0, v tomto bod¢ je tedy lokalni

minimum.

Vypocitame jeho funk¢ni hodnotu:
fB1)=3-3)-(1)?+(3)*-18-(1)—-30-(3)+72=0

Zavér: V bod¢ S1[—3,—1, 144] ma funkce lokdlni maximum, v bodé¢ $4[3,1,0] ma funkce
lokalni minimum. V bodech S§2[—1,—3] a S3[1,3] extrém neexistuje. Cely piiklad si

znazornime v Maple.

Piiklad 2 v programu Maple

Nejdiive si definujeme ptedpis funkce pod proménnou fcel:

fre2 == 3 x3" +x — 183 — 30-x+ 72:
X +3x1F —30x— 181+ 72

Vypocitame si parcidlni derivace 1. fadu a ulozime si je do proménnych fx, fy.

e = dliff( fee2 x):

337 + 315 — 30
v = diff( feel ¥):

6xy— 18

Parcialni derivace polozime rovny 0 a tim nam vznikne soustava rovnic o dvou
neznamych. ReSenim této soustavy rovnic jsou stacionarni body. Pro lepsi pfehlednost si feSeni

rovnice uloZime do proménné resenirovnice.

resenirovhice == solvel { fr=10,fv=0}, {x ¥});
{x=3y=1L{x=-1Ly=-3L{x=1Ly=3} {x=-3,y=-1}

Soustavou rovnic nam vySly 4 stacionarni body: S1[-3,-1],52[—-1,-3],
S3[1,3],54([3,1]. Program tyto &tyfi body vypsal v jiném pofadi, nez mame zavedené my. Pro
lepsi orientaci vSak ponechdme stejné potfadi a oznaceni staciondrnich bodu, jako kdyz jsme

lokalni extrémy pocitali na papife.
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Spocitame parcialni derivace 2. fadu a ulozime si je do proménnych fxx, fyy, fxy.

o = diff( S x):

6x
Ay = diff ()

6x
oy += (%)

6y

Nyni potiebujeme vypocitat jednotlivé parcidlni derivace 2.fadu pro kazdy staciondrni

bod. Pouzijeme stejny piikaz, kterym pocitame funkéni hodnotu, tedy ptikazem subs. Protoze

budeme pocitat hodnoty D1, D2 pro vSechny Ctyfi stacionarni body, je vhodné si je v programu

popsat formou poznadmky.

Pro S1[-3,—1]:

#stacionarni bod S1[-3,-1]-
DI = subs(x=-3,y=-1, fixx);

-18
D2 = subs[x=—3,}'=—1=ﬁx'ﬁ.‘}"_ﬁ}zli
288
Pro §2[—-1, —3]:
#stacionarni bod 52[-1,-3]:
D1 = subs(x=-1.y=-3, fixx);
-6
D2 = subs(x=—1,}'=-3,ﬁx'ﬁ3’_ﬁg’z]i
-288

Pro S3[1, 3]:
#stacionarni bod S3[1,3]:
DI = subsix=1,1=3_fix);
]
D2 = subs[x= Ly= E,m-ﬁj’—ﬁ}-‘z];
-288
Pro $4(3,1]:
#stacionarni bod S4[3.1]:
D] = subs{x=3 y=1 fix);
18
D2 = subs(x=3,y=1.foc iy — Fo’);
288

Podle postacujici podminky pro existenci lokalniho extrému funkce dvou proménnych

muzeme fict, ze v bodé S1[—3, —1] je lokalni maximum a v bodé S4[3,1] je lokalni minimum.

Vypocet funkénich hodnot v bodech lokalniho minima a maxima:

lokalniminimum = subs(x=3,1v=1, fee?);

lokalnimearcimum = subs(x=-3,y=-1, fee2);
144
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Zavér: V bodé¢ S1[—3,—1,144] ma funkce lokalni maximum, v bod¢ $4[3,1,0] ma
funkce lokalni minimum. V bodech §2[—1, —3] a $3[1,3] extrém neexistuje. Funkci si nyni

znazornime v programu Maple, v¢etn¢ znazornéni lokalniho minima a maxima.

e Graf

pl == plotid(feel x=-5 5, y=-2 .4 labels = |x, 1, z|, axes = frame, color = green, style
= swrfacewireframe, glossiness=0,view=[-5_5-2.4-30 .150]) :

p2 == plots| poineplot3d|( {[3. 1. 0], [ -3.-1, 144}, color = red symbolsize=40) -

plots| display](pl. p2);

-20-
i 234
SR 10!
.

2 4 -2°
X

Obrazek 16 — Graf funkce — prikiad 2

Pro zajimavost zde uvedeme pouziti ptikazu extrema. Zde je nazorng€ vidét, Ze nam
program vypiSe dvé funkéni hodnoty, protoze pouze ve dvou stacionarnich bodech nastane
extrém. Nasledné nam vypiSe vSechny Ctyfi staciondrni body, ale uz se nedovime, pro jaké

stacionarni body plati vypsané funk¢ni hodnoty a o jaky extrém se jedna.

extremal fee2 { ). {x v}, ‘extremy’);
{0, 144}
EXIremy;
{H{x=-3y=-1L {x=-Ly=-3L {x=Ly=3} {x=3.y=1}}
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Nasledujici priklady budeme fesit analogicky, jako tyto prvni dva ptiklady. Proto budou
doprovazeny textem velice stru¢né a u vypocétu uvedeme zdrojovy kod v programu Maple.

Pokud bychom v programu byli nuceni pocitat néco jinym zptsobem, tak na situaci upozornim.

Priklad 3

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

flx,y) =414+ x2 + y?

fred = sqrt[l +x +_1.:‘];

JE+17+1

Reseni:
e Defini¢nim oborem jsou redlna Cisla, tedy Dy € R.
e Parcialni derivace 1. fadu:

E = \ﬁ ’ = —1 . = —x

—={1+x2+y?) Weerare 2x NeEzz

ﬁ = 2 2 ' = ; . = L

o= (W1+2+y2) = 2y = sy

fx = qiff ( fee2, x);
x
JE+12+1
S = diff( fee3 y);
¥
JE+ 41
e Stacionarni body:
X
—_—_— = =
Tz 0 =x=0
y stacionarnibady = solve( { fo=10, =0}, {x ¥});
——=0 >Sy= =0,y=0)
JitxZiy? r=0.y=0}

Stacionarni bod nam vysel S[0,0].
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e Parcialni derivace 2. fadu:

2

1-(,/1+x2+y2)—x-;-2x [1+x2+y2— 3
2~< /1+x2+y2>

af ( X ), /1+xz+y2
—2 p— p— 7] — 2 2 —_—
dx V1+x24y2 x ( /1+x2+y2) 1+x2+y
2,42). 202 ) _x2
<J1+x +y )(\/1+x +y ) x Lix24y? 2
_ J1+x2+y2 _ J1+x2+y2 _ 1+y2 o 1+y?
- 2442 - 2402 2442)1/2, 24402Y 3
14+x2+y 1+x2+y (14x2+y2)1/2.(1+x2+y2) (1+x2+y2)2

Piikazem simplify jsme si upravili vysledek na jeden zlomek. Pokud bychom

upravovali na dva zlomky, vysel by nam stejny vysledek, ktery nam nabidl Maple jako

prvni.
fox = diff( f x);
.
X 1
- = +
T 3 2,2 .
(F+17+1) JE+y+1
simplifyl fiox);
}: +1
~ 3/2
(F+35+1)
2
1.( /1+x2+y2)_y.;.2y /1+x2+y2_y7
df < y )’ 2- [1+x2+y? /1+x2+y2
dy J1+xZ+y y (/1+x2+y2) 1+x2+y
2492 ). 2402 \_y2
(\/1+x Y )(\/1+x Y ) Y 1+x2+y%-y? 1+x2
\/1+x2+y2 \/1+x2+y2 J1+x2+y2 1+x2 1+x2
= 2142 = ZryZz Ziy2 21v2). 2202y El
1+x2+y 1+x“+y 1+x°+y (m) (A+x2+y?) (1+x2+y2)2
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df ( = )
/ 24y 2
dxdy 1+x2+y/

0y (V1+x2+y?)i

Sy = diff ()

—xy

(Vi)

- - - 3
(w/1+x2+y2)'(1+x2+y2) (14+x2+y2)2

Pro 5[0, 0]:
arf(0,0) _  1+y? 1
dxz (1+x2+y2 ER
x2+y?)2
dr(0,0) _ 1+x? -1
ay> (1+x2+y? s
x2+y?)2
ar(.0) _ xy -0
= = =
dxdy (1+x2+y2)2

Pouziti véty o existenci extrému:

p1 =402 _ 15

dx?
df(0,0) df(0,0)
_ dx?2 dxdy | _ 1 0
D2 = df(0,0) df(0,0| — |0 1
dxdy dy?

_ ¥ — 4+ -
T 3 2. 2.
(#+3F+1) JE+17F+1
simplify( fy):
.
+1
~ ~ 3i2
(Z 4+ +1)
—y—t2x Xy
2 /1+x2+y2 /1+x2+y2
- 1+x2+y2 To14xZ4y2
Xy
o 1= diff( e ):

xy

(Z+2+1)"

Sfunkenihodnotafice = subs(x =10, y=0, fixx);

Sfumlenihodnotafiy = subs(x=0,y=0,fy);

Sunlenihodrotafy = subs(x=0,y=0. fv):

=1-1-0-0=1>0

42

D] = subs(x=10,y=0, fix);

D2 = subs(x=0,y= 0 fac fiy — fav-fi):
1




, v v . 7 N4 d d
V programu Maple neni potifeba pocitat jednotlivé funkéni hodnoty pro —d;, —d;,
d wr ;o v . . . “r “r
—dxg > Ptikaz pro vypocet té€chto hodnot jsme uvedli pro nazornost. V Maple staci vyuzit

ptikaz pro vypocet D1, D2 a Maple nam funk¢ni hodnoty vypocita.

Zavér: Hodnoty D1 > 0,D2 > 0, ve stacionarnim bodé S[0,0] je lokalni minimum.

e Funkéni hodnota ve stacionarnim bodé¢ S[0,0]:

£(00)=vI+0+0=1

funienihoanota = subs(x=0,y=10, fre3);

e Graf

pl = plot3d(fce3, x=-1_1,y=-1_1 labels = |x, . z], axes = frame, color = cyan, style
= swrfacewireframe, transparency =0.5) :

p2 = plots| pointplot3d]( [0, 0, 1], color = red symbolsize= 30) :

plots|display](pl, p2):

X

Obrazek 17 — Graf funkce — priklad 3

43



Priklad 4

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urCete jejich hodnotu:

f,y)=xx—D+y(y—-1)—xy+2

fred = x(x—1)+y(y—1)—xy+2
x(x—1)+y(y—1)—xy+2

ReSeni:
e Defini¢nim oborem jsou redlna Cisla, tj. Dy € R

e Parcialni derivace 1.radu:

L= -D+yG-D-xy+2l =P —x+y’ —y-xy+ 2, =2x—1-y
Z_;’,: x(x—D+y(y—1D—xy+2], =(*—x+y*—y—xy+2),=2y—1-x
e = diiff( feed x):
2x—1—y
Jy = diff ( feed y):
2y—1—x
e Stacionarni body:
2x—1—-y=0 >y=2x—1
2y—1-x=0 y=2-1-1
_________ y =
22x -1 —-1-x=
4x —2 —1—x = stacionarnibody = solve( { fi=0=0}, {x ¥});
3x — (x=1,y=1)
X =
Soustavou rovnic nam vysel stacionarni bod S[1,1].
e Parcidlni derivace 2. fadu:
a*f '
—=Cx=-1-y), =2 — -
fox == diff{ f x);
2
a*f ’ iy = diff (f:3):
d—yzz(zy—l—x)yzz ? g 2
oy = dliff( fi x):
-1
a*f _ I YA
ey = Qy—-1-x),=-1
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e Pouziti véty o existenci extrému:
_f _
D1 = = 2>0

d*f  df
_ dx? dxdyl| 12 -1]_ _
D2=|2c e =15 Sl=22-¢D-(1=3>0
dxdy dy?
DI — fex:
2
D2 = fox fiy — o
3

Zavér: Hodnota D1 > 0 a D2 > 0, je ve stacionarnim bodé S[1,1] lokalni minimum.

e Funk¢ni hodnota v bodé S[1,1]:
FALD=1-01-D+1-1-D-1-1+2=1

funkenihodnota == subs(x=1,y=1_ feed);
1

Soufadnice lokalniho minima jsou S[1,1,1].

e Graf

pl = plot3d(feed x=-2 .2, y=-2 .2, labels = [ x y. z]. aves = frame, color = green, style
= surfacewireframe) :

p2 = plots| pointplot3d]( [ 1, 1, 1], color = red symbolsize=20) :

plots[display](pl. p2);

Obrazek 18 — Graf funkce — priklad 4
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Priklad 5

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urCete jejich hodnotu:

feo,y)=4—-(x-2)"—(y+3)?

ReSeni:

fees =4 — (x—2)2 — (y+3)%

o

4—(x—2)% = (y+3)

Defini¢nim oborem funkce jsou realna €isla, tj. Dy € R

Parcialni derivace 1.fadu:

dx

dy

L=[4- (-2 (y+3)% =-2(x—2) = —2x + 4

Yo la—(x-22-(+3),=-2(y+3)=—2y—6

Jx = diff( fee3, x);

-2x+ 4
Sy = diff( fees, y);
-2y—a
Stacionarni body:
stacionarnibody == solve( { fi=0. =0}, {x ¥});
—2x4+4=0 =>x=2 {x=2y=-13}
—2y—-6=0 =>y=-3
Stacionarni bod je S[2, —3].
Parcialni derivace 2. fadu:
2 o ;
d_/; = (—2x+4), = —2 Sfiox = diff( fe x); .
dx =
d r o R )
d_yz = ( 2_’)/ - 6)y =-2 Ay = diff( fir 3); _2
a’f I
vy = (T2 —6)x =0 fi = diff( . x):
0
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Pouziti véty o existenci extrému:

2
p1=%L-_2<0 DI = fix,
dx -2
@ )
| axz  dxay| _ |—2 0] _ D2 = fox fiy — fo’:
p2 =% ﬁ_|0 Sl=4>0 4
dxdy dy?
Zavér: Protoze D1 < 0a D2 > 0, je ve stacionarnim bod¢ S[2, —3] lokalni maximum.
e Funk¢ni hodnota v bodé S[2, —3]:
f(2,-3)=4—-(2-2)2—(-3+3)2=4
Jurdznihodnota == subs(x=2, y=-3, feel);
4

Soufadnice lokalniho maxima jsou S[2, —3,4].

o Graf
pl = plot3d(fees, x=0.4, y=-10 .15, labels = [ x. ¥, z|, color = cyan, axes = frame, stvle
= surfacewireframe) :
p2 == plots| pointplot3d|([ 2. 3. 4], color = red symbolsize=30) -
plots[display](pI. p2):

Obrazek 19 — Graf funkce — priklad 5
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Priklad 6

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

fre6 = sin(x) + sin(y);

f(x,y) = sin(x) + sin(y) sin(x) + sin(y)

ReSeni:
e Defini¢nim oborem jsou vSechna redlna ¢isla, tj. Dy € R.

e Parcialni derivace 1. fadu:

% = (sin(x) + sin(y)) = cos(x) fom s cos(x)
_ _ . v = diff foed )
% = (sin(x) + sin(y))} = cos(y) cos(y)

e Stacionarni body:

Pro vypocet stacionarnich bodl polozime vysledky parcialnich derivaci 1.tadu rovny
nule. Vzniknou nam dvé& rovnice, které se liSi pouze proménnou. Hleddme, kdy je funkce
cos(x) = 0. Jak jist¢ vime, rovnice cos(x) = 0 ma v intervalu < 0,2mr > dv¢ feSeni.
Funkce solve v programu Maple nam vypise pouze prvni mozné feSeni. Protoze je funkce
cos(x) periodicka, chceme znat vSechny vysledky v intervalu < 0,2 >. Aby nam
program vypsal vSechny varianty v tomto intervalu, pouzijeme druhy z uvedenych ptikazu.
Atribut allsolutions nam vypiSe vSechna feSeni v pozadovaném intervalu. Atribut

explicit slouzi k zapsani vysledka ve tvaru, na ktery jsme zvykli. Vysledkem jsou tedy

celkem Ctyfi staciondrni body: S1 E T, % n] , S2 E T, % n] , S3 E T, % n] , S4 E T, % n] .

cos(x) =0 :x=%n \Y; x=%n

cos(y) =0 :>y=%n % yzgn

stacionarnibody = solve( { fc=10, fy=0}, {x ¥});

stacionarnibody = solve([fr=0,=0.0 <x =< 2-Pi.0 <y < 2-Pi|. {x ¥}, allsolutions, explicit);
S I [ S S B S PP R
TR E’ TS E’ TS E’ TR RYETT
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Parcialni derivace 2. fadu:

T/ = (cos(x)),

dx?

—sin(x)
21 = (cos(»)} = —sin(y)

a*f _ r_
Ty = (€0s())x =0

Pouziti véty o existenci extrému:
1_1_].
Pro s1[;m, > m:

@r(gram) _ e
— g = —sin(x) = —sin (En) =-1

2 L
d*fGmom)

= —sin(y) = —sin Gn) =-1

dy?
p1=%L -

dx?

T B N RN
D2_|0 _1|_(1)(1) 0=1

Protoze D1 < 0a D2 > 0,V bodé 51 |5 ,2 7] je lokalni maximu,

e Funkéni hodnota v bodé S1 E T, % n]:

f(%n,%n) = sin Gn) + sin Gn) =1+1=2

49

fox == diff( fe x):
-sinfx)
Ay = diff (fy):
-sin(y)
iy = diff( i x):
0
I I A
251 ?, ?
| focsubs = [ —sin[ %Pt]]
-1
suhs = [ —51'11[ % Pl]]
-1
DI = focsubs;
-1
2 := focsubs - fiysubs —ﬁ;’?‘;
1
funkenihodnota == subs| x= % PLy= % -Pi.,ﬁ:eé];




Pro §2 En,%n]:

il Cicr) N U
= —sin(x) = —sin (En) =-1
a2 f (GmSm) 3L
= —sin(y) = —sin (En) =1
2
p1=2%L_ _
dx?
-1 0| _/ v 1_n—_
Dz_|0 1|_(1)1 0=-1

Protoze D2 < 0, V bod& S2 E Tt,%n] neni extrém.

#S’Q[zi, %nJ :
focsubs = [—sin[ %Pl]]

fsubs == [-sin[ %-Pi]];

DI == foxsubs;

D2 == frxsubs-fiysubs — _ﬁg.;’;

Pro $3 En,%n]:

—'n) = —sin(x) = —sin Gn) =1

afGrsm) 1) L
T —sin(y) = —sin (En) =-1

2
p1=%L_-1

dx?

D2=|(1) _01|=1~(—1)—0=—1

Protoze D2 < 0, v bodé S3 E ﬂ,%ﬂ'] neni extrém. 1

ﬁ—"'[%m ?n]:
Soxsubs = [—sin[%.Pl'D;
Sysubs = [ ‘Siﬂ[%-Pi]];

DI = fioxsubs;

D2 = fixsubs-fiysubs —ﬁg-;;
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Pro S4 En,%n]:

@ = —sin(x) = —sin(37) = 1

‘”;y" )= —sin(y) = —sin(3n) = 1

D1=g= s %K_%n];
p2=| J=1-1-0= posuns = (-sinf 3 ) ).

ta |

fysubs = [—sin[ -Pi]];

D] == fiocsubs;

2 = focsubs - fiysubs —ﬁ;l.-:;

Protoze D1 > 0a D2 > 0, je v bod¢ S4 E n,%n] lokalni minimum.
« . 3 3
e  Funk¢ni hodnota v bodé S4 [5 > n]:

f(gn,gn) = sin Gn) + sin Gn) =(-1D+(-1)=-2

Sunkenihodnota_54_2 = sarb.s[:c= % PLy= % Py f&eﬁ];

Zavér:
Ve stacionarnim bodé S1 Err,%rr, 2] je lokdlni maximum, ve stacionarnim bod¢
S4 E T[,;T[, —2] je lokdlni minimum. Ve stacionarnich bodech bod¢ S2 E n,%n] a bodé

3 1 , .,
S3 [E T, n] extrém nenastava.
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e Graf

pl = plot3d(fece6.x=0 .2 -Pi,y=0.2Pi, labels = [x, y, z], axes = frame, color = yellow,
transparency =0.5) :

p2 = plots| poimplotsd][ “%P” Lm 2], [% B2 i -2
plots| display](p1. p2):

], color = red symbolsize = 25) 3

Obrazek 20 — Graf funkce — prikiad 6
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Priklad 7

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

floy) =x(3—x?) - 3y?

fre7 = x(3—x") — 3

}'2;

_‘c[—_‘c"—l—B] —3};

ReSeni:
e Defini¢nim oborem jsou vSechna redlna Cisla, tj. D € R.

e Parcialni derivace 1. fadu

2 = (x(3 - x?) - 3y%);, = 3 - 322

af ’
L = (x(3 - x*) = 3y%)y = —6y

Joe = diff( fee7, x);

Jy = diff ( fee7 y):

e Stacionarni body
3—-3x2=0 =>x=+1
—-6y=0 =>y=0
Stacionarni body jsou S1[—1,0],52[1,0].

stacionarnibody = solve( { fr="0, =0}, {x 1});

{x=1y=0} {x=-1y=0}

e Parcialni derivace 2. fadu

dzf ’

== (3 —3x2)}, = —6x

dzf /

o2 = (F6y)y =6

azf _ r

D (—6y)x =0
| fioc = dIff{ fic x):
Ay = diff (A );
o = diff | A x);

-6x
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Pouziti véty o existenci extrému

Pro S1[-1,0]:
a*f(=1,0) _ Ay —
—z = 6 -(-1)=6
_d%f(-1,0) _
Dl——dx2 =6
er
_ | dxz  dxday| _ |6 0_'____
D2=|3 ‘w =|g Jl=6-(6)-0=-36
dxdy dy?

Protoze D2 < 0, neni v bodé S1[—1,0] extrém.

2
ICD = 6-1=—6

Pro $2[1,0]:
dx?
2

D1 = d“f(1,0)
dx?
a2r
D2 = dx?
= a2y
dxdy

=6

d?f
dxdy
d?f

dy?

#1_stacioncrni bod
DI = subs(x=-1y=10,fx);

_ |—O6 _°6| = (=6) - (=6) = 36

6
D2 = subs(x=-1,y= 0. fc iy — f2?):
-36

#2 stacionarni bod
DI = subs(x=1,y=0, fx);

-6
D2 = sarb.s[:c= Ly=0 fixx-fiy _ﬁﬂ"l]?

36

Protoze D1 < 0a D2 > 0, je v bod¢ $2[1,0] lokalni maximum.

e Funkéni hodnota v bodé S2[1,0]:
f(1,00=1-(3-1%)-3-0%2=2

Jenihodnota = subs(x=1, y=10, fre7)

Zavér: Funkee f(x,y) = x(3 — x?) — 3y2ma4 v bod& $2[1,0,2] lokalni maximum.
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e Graf

pl = plot3d| fee?. x=-2 2 y=-2 2 labels =[x y. 2|, color = cyar, axes = frame) :
p2 = plots| poirtplot3d]([ 1. 0, 2], color = red symbolsize=30) :

plots| display](pl. p2);

Obrazek 21 — Graf funkce — prikiad 7
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Priklad 8
Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

f(x'y) :\/16—)(,'2 —4y2

fred == sqrt(16 — & — 497):
V-2 —417 +16

ReSeni:
e Defini¢ni obor tohoto ptikladu je urCen a graficky znazornén v této praci v kapitole
Defini¢ni obory funkce dvou proménnych, ptiklad ¢.2. Definicnim oborem je elipsa se

sttedem v bod¢ [0,0]. Hlavnimi vrcholy jsou body [—4,0], [4,0], vedlejsi vrcholy maji
soufadnice [0, —2], [0, 2]. Defini¢ni obor je Dy € (x* + 4y?) < 16.

Obrazek 22 - Graf funkce — definicni obor — priklad 8

e Parcialni derivace 1. fadu:

—-X

J16—x2-4y2

1

af _ — — T _ _
dx (\/16 x? 4y2)x T 2 /16-x%2-4y2 (=2x) =

a _ 2 _—av2) =1 o)W
dy (\/16 X 4}’ )y 2/16—x2%2-4y2 ( 8y) \J16—x2—4y2

S o= diff( fee8, x);

x

J -2 -4 +16

4y

J -2 -4 +16

Sy = diff ( fee8, y);
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e Stacionarni body

—-X

—W_xz_‘}yz =0=>x=0
-4y .. - -
—=0 =2y=0 body = solve( { fr=0/=0}, {x});
16_x2_4y2 y STACTONArHI D0 {Iz 0-. s [”

Stacionarni bod je S[0,0].

e Parcialni derivace 2. fadu:

—J16—x2—4y2 2

a2 f ( —x )’ —1(1/16—x2—4y2)—(—x)(1/16—x2—4y2)gc 2 [16-x2-y2
dx? ~ \J16-x2—-4y2 x o ( /16—x2—4y2)2 - 16—x2—4y2
—(JlG—xz—4y2)(\/16—x2—4y2)—x2
_ J16-x2-4y2 _ -(16-x%-4y?)—x? _ 4y2-16
- —x2 42 - 1 - 3
16-x"—4y (16-x2-4y2)2 -(16—x2—4y2) (16-x2-4y2)2

—4y y

- 2
2 2
Vi6=x"-4y"/ (w/16—x2—4y2)

( 2 2) -8y _4(J16_x2_4y2)<\j16‘x2 _43/2)—163/2
—4 m +4y| —=—r

2- [16—x2—4y2 \/16—x2—4-y2

dzf ( ) (1) (1)

16—x2—4y?2 - 16—x2—4y?

-4(16-x?-4y?)-16y> _ 16y?-64+4x2-16y? 4x%-64

1 3 3
(16—x2-4y2)z-(16—x2—-4y2) (16—x2-4y2)z (16—x2-4y2)2

1
4y ——=-(-2x)
a?f ( 4y ) _ o-an(Te—ad), | \Z e’ _
dxdy vie-x2-4y%/ (/16—x2—4y2)2 16—-x2-4y?
_ —4xy _ —4xy
= T = 3
(16—x2—-4y2)2 -(16—x2—4y?2) (16—x2-4y2)2
o = &liff( fc x); Sy = diff (L y);
l al
_ X _ 1 _ 161" _ 4
(-7 -4 +16)" J-rF-4i+16 (-4 +16) " J-F -4 +16
simplifyl fiox): simplifi( Ay):
4(*-4) 4 (£ — 16)
37 5 5 3/2
(-2 — 412 +16)" " (-x —4)" +16)

fiy = diff ( fi. x);

4yvx

=

(-2 =432 +16) "
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Pouziti véty o existenci extrému

2 _ 3 1
x 162 162 42(2)
d?£(0,0) —64 416 _3 _1
— = —3=— 3= 416 2=-4-16"2 =
y 162 162
d?f(0,0) _ —4-0-0 — 0
= - =
dxdy (16-02-4-02)2
d? 1
pr=3L__1
dx? 4
@@y
_ |axz axay| _ [—= O
D2 = af aif = 04 . ‘ =
dxdy  dy?
1 1
=(-3) n-0=;

-4
1
162

D] = subs(x=10y=0,fix);

1
< J16
stmplify(DI):

1

4

D2 = Subs[x=0,y=0,ﬁx-_j_‘iy—fx_y‘2];
1

4

Zavér: Protoze D1 < 0aD2 > 0, je v bodé S[0,0] lokalni maximum.

Funk¢ni hodnota v bodé S[0,0]:
£(0,0)=v16—02—4-02 =4

Graf

funlenihodnota = subs(x =10,y =0, fce8);

J16
simplifyl funlenihodnota);

4

pl = plot3d( fee8 x=-5 5 y=-5 _5 labels = [x . z]. color = green, axes = frame) :

p2 = plots| poiraplot 34| ([0, 0, 4], color = red, sym bolsize= 20

plots|display|(pl. p2):

Obrazek 23 — Graf funkce — prikliad 8
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Priklad 9

Vypocitejte lokalni extrémy funkce f a urcete jejich hodnotu:

flx,y) = 2x3 + xy? + 7x?% + 2y?

fred == 2% +x3 + 7% +23
2 3 . 3
2 +xy +Tx+ 2y

ResSeni:

¢ Defini¢nim oborem jsou vSechna redlna ¢isla, tj. Dy € R.

e Parcialni derivace 1. fadu:
% = (2x3 + xy% + 7x% + 2y?)} = 6x% + y? + 14x

% = (2x3 + xy® + 7x* + 2y?)}, = 2xy + 4y

fic = dliff( foel, x);
6%+ + 14x

v = diff (feed, y);

2xy+4y
e Stacionarni body
6x%>+y2+14x =0
2xy + 4y =0 y@2x+4)=0
----------- y=0 VvV 2x+4=0
x=-2
Proy =0:6x2+ 02+ 14x =0 Pro x = —2: 6(=2)*+y?+14(-2) =0
x(6x+14) =0 6-4+y2—-28=0
x=0 sz—% y2=4
7
X = -3 y=x2

Soustavou rovnic nim vyily 4 staciondrni body: S1[0,0],S2 [—g,o], $3[-2,2],
s4[—2,-2].

stacionarnibody = solve( { fr=10, =0}, {x ¥}):

{x=0.y=0}. {Iz _%'- y=0p {x=-2.y=2} {x=-2y=-
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Parcialni derivace 2.fadu:

‘”_(6x +y2 4+ 14x ), = 12x + 14

—f—(2xy+4y)y—2x+4

dxd = (2xy +4y)x =

Pouziti véty o existenci extrému

Pro $1[0,0]:
2
GTOD _12.0+14 =14
dx
d?£(0,0)
KR =2-0+4=4
d?£(0,0)
Lo =2-0=0
D1 =L100 _ 4y
dx?

D2 = 14 0|_14 4-0=56

Joo = diff ( fe x);

12x+ 14
Ay = diff (i y):

2x+4
Fo = diff ( fi x):

2y
#] stacionaryi bod
D] == subs(x=0,y=0,fx);
14

D2 = subs(:c= 0, y=0,foc-Ay —ﬁg;];

56
fumkenihodnota == subs(x =0,y =0, feed);

0

Protoze D1 >0aD2 > 0,jevbodé S1[0,0] lokalni minimum.

e Funkéni hodnota v bodé S1[0,0]:

f(0,00=2-0340-0247-02+2-02=0

Pro $2 [——,0]
azf(-30) 7
=12 (-0 +14=-14
azf(-30) .
CoRRSI e
7
d?f(-30) —2.0=0
dxdy
2¢(_7
p1=1 fd(xz ) _ 14
—14
o= [ot - (-9-
3

#2 stacionarri bod

D = .sz{bs[_!c=— % V= Dﬁx]

D2 = subs[_r=— % =0, fx-hyv —ﬁg—‘ljg

[
u.1|m

fimbnihodnota = .sz{bs[_!c=— %__}: 0, ffseQ];

343
27

Protoze D1 < 0a D2 > 0, je v bod¢ S2 [— g, 0] lokalni maximum.

e Funkc¢ni hodnota v bod€ S2 [— %, 0]:

(50 =2 (D4 (),
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Pro $3[-2,2]:

2f£0_
LIE22) _ 12(-2) + 14 = —10

dx?
a’f(=22) _ . _
7_2( 2)+4=0
CrC22) _ o oy
dxdy - -
_aff(=22) _
D1=~—"—==-10
_-10 4y
Dz_|4 0|_(10)0 4-4=-16

Protoze je D2 < 0, v bod¢ S3[—2,2] neni lokalni extrém.

#3_stacionaryi bod

DI = subs(x=-2,y=2, fix);

=10
D2 = sz{bs[:c=—2., }'=2.,ﬁoc-ﬁ;|.-'—ﬁg|.-‘3];
-18
Pro S4[-2,-2]:
d?f(-2,-2) _ e _
=12+ (-2)+14=-10
a?f(=2-2) _ ., —
=2 (D +4=0
a?f(-2,-2) _ T
E—— =2-(-2)=—-4
2F(=2 —
p1=L2D g9
dx
D2 = |__140 _04| =(-10)-0—(—4) - (—-4) = —-16
Protoze je D2 < 0, v bod¢ S4[—2, —2] neni lokalni extrém.
#4 stacionarni bod
D] == subs(x=-2, y=-2, fix);
=10
D2 = subs(x=-2. }'=—2__ﬁx-ﬁ}f—ﬁ;|.-‘2];
-16

Zavér: Ve stacionarnim bodé $1[0,0,0] je lokalni minimum, ve stacionarnim bodé

343
27

S2 [—2,0, ]je lokalni maximum. Ve staciondrnich bodech S3[—2,2] a S4[—2,—2]

lokalni extrém neexistuje.
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e Graf

pl = plotdd(fee9 x=-5 5 y=-5 5 labels=[x y z] view=[-5 3, -5 5 -100 _100], color = yellow,
axes = frame) -

p2 = plots| pointplot3d| { [ [0.0,0]. [ . % 0,
plots| display](pi. p2);

343
27

], color = red symbolsize= 20] :

AN

Obrdzek 24 — Graf funkce — priklad 9
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V této praci jsme se vénovali funkci dvou proménnych v programu Maple. Protoze je
kapitola funkce dvou proménnych velice obsahla, zaméiili jsme se pouze na urCovani

defini¢niho oboru a lokalniho extrému.

V prvni kapitole jsme se seznamili s teorii funkce dvou proménnych. Uvedli jsme pouze

jsme vybrali pouze ty pojmy, které jsou dilezité pro naSe vypocty.

V druhé kapitole jsme uvedli vybrané matematické programy a webové aplikace. Ve
stru¢nosti jsme si jednotlivé programy a webové aplikace predstavili. U jednotlivych programit
¢i webovych aplikaci uvadime, zda jsou vhodné pro ur¢ovani defini¢niho oboru a lokalniho

extrému funkce dvou proménnych.

V posledni kapitole jsme se zaméfili na praktické vypocty. Kapitolu jsme rozdélili na
dvé ¢asti. Prvni ¢ast se vénovala ur€ovani defini¢niho oboru, ktery jsme si graficky znazornili
Vv programu Maple. Druhd c¢ast se vénovala urcovani lokalniho extrému funkce dvou
proménnych. Jednotlivé ptiklady jsme si spocitali tzv. na papife. Nasledn¢ jsme si jednotlivé
kroky vypoctu ukézali, jak je feSit v programu Maple. Soucasti kazdého prikladu byl graf

funkce, ve kterém jsme si zndzornili zjisténé lokalni extrémy.

Soucasti této prace je CD, na kterém jsou k dispozici vSechny piiklady zde feSené.
Ptiklady jsou ulozeny v souboru, ktery lze otevtit v programu Maple. VSechny ptiklady jsou
vypracované ve verzi Maple 17. Piiklady lze vSak otevfit i v jiné verzi tohoto programu. Student
ma tedy moZznost si jednotlivé ptiklady oteviit v Maple a projit si vypocCty i grafické znazornéni

jednotlivych ptikladd.
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