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Uvod

Cilem této prace je odvozeni a vySetfeni populacnich modeli typu kofist-
dravec. Na zakladé hypotéz o populacich byly odvozeny tii modely. Nejprve
model bez vnitrodruhové konkurence. Protoze tento model ma nehyperbolicky
singularni bod, nelze u néj pouzit metodu linearizace. Z toho divodu je vysetien
pomoci Hamiltonovskych systémii. Druhym modelem je model zahrnujici rybo-
lov. Rovnéz tento systém ma nehyperbolicky singularni bod, proto opét nelze
pouzit metody linearizace. Metody linearizace byly pouzity u tietiho modelu, tj.
modelu s vnitrodruhovou konkurenci, nebot jeho singularni bod je hyperbolicky.
Nasledné pro konkrétni volby parametri byly vytvoreny fazové portréty, pomoci

nichz je popsan dlouhodoby vyvoj obou populaci.



1 Podstata a zakladni pojmy matematického mo-
delovani

Modelem oznac¢ujeme zobrazeni zkoumané skutecnosti (napf. vyvoj populaci
rtznych Zivocichl, mény atd). Modelovanim rozumime tcelové zobrazovani da-
nych vysetfovanych vlastnosti zkoumané skutecnosti pomoci vhodné zvolenych
vlastnosti modelu. Hlavnim tikolem matematického modelovani je popsani riz-
nych systémt z okolniho svéta pomoci matematickych modelt. To jsou modely
vytvorené pomoci matematickych vyrazovych prostifedki, které se déli podle na-

sledujicih kritérii:

1. Podle ¢asu jejich vzniku
Zde jsou prostiedky matematického modelovani usporadany chronologicky

napr.:

e ckonometrie (1930) — obor vyuzivajici metody matematické statistiky

pri ovéfovani ekonomickych teorii na naméfenych datech,

e strukturni analyza (1939) — zpusob, kterym zkoumame vztahy uvnitt

slozitych ekonomickych systémii,

e teorie her (1944) — oblast matematiky zabyvajici se analyzou a feSenim
riznych konfliktnich situaci s cilem nalézt vhodnou strategii pro danou

situaci,
e linedrni programovani (1947) — oblast matematiky, kterd se zabyva
tvorbou a feSenim rtiznych optimalizacnich problém® popsanych po-

moci linearnich funkci.
2. Podle neurcitosti zpracovavanych dat

e deterministické — tj. takové, v nichz vystupuji veli¢iny s hodnotami,
které nejsou spojeny s zadnou mirou neurcitosti (prvky nejsou sto-

chastické),



e stochastické —tj. takové, v nichz se k popisu dané skutecnosti pouziva

nahodnych velic¢in,

o fuzzy — tj. takové, v nichz je potfeba modelovat vagni vyznamy pro-
ménnych. Fuzzy mnoziny slouzi jako nastroj k modelovani téchto vag-

nich pojmt.
3. Podle nutnosti zohlednovat c¢as

e statické — nezavislé na case, faktor casu neuvazujeme viibec,

e dynamické — zavislé na case, faktor ¢asu nelze opomenout. Dynamické
modely rozlisujeme na diskrétni a spojité. Zejména podle toho, zdali

pracujeme s diskrétnimi ¢asovymi tiseky, ¢i se spojitym casem.
4. Podle ucelu, ke kterému ma slouzit
e deskriptivni — dany systém chceme cisté jen popsat,

e optimalizacni — dany systém chceme néjakym zpisobem optimalizovat.

1.1 Sestaveni matematického modelu

Matematicky model, ktery se méni v pribéhu, tj. v case a je tedy zavisly na
této veliciné podle urcitych pfedem stanovenych pravidel, se nazyva dynamicky
systém.

Matematicky model umoznuje:

e objasnit: chovani studovaného systému a jeho zmény v chovani, citlivost

systému na zmény parametri,

e predpovédét: budouci zmény v chovani daného systému a v jakém casovém

okamziku dojde k jejich nastoupeni.
Sestaveni modelu:

e Formulace problému, vysloveni hypotéz.



e Urceni studovanych proménnych.

e Pievedeni hypotézy do matematickych vzorct vyjadiujici vztahy mezi pro-

ménnymi.
e (Odvozeni matematického modelu.

e Analyza modelu matematickymi metodami, tzn. urceni kritickych, perio-

dickych bodti a nasledné sestaveni fazového portrétu.

e Interpretace fazového portrétu, jinak feceno popsani s jeho pomoci chovani

daného systému.

e Ovéreni v praxi, tzn. zkoumame, zda hypoteticky model vyhovuje kritériu,
dale zjistime, zda maji nami ziskané informace smysl, dostatecnou pres-
nost. Také, zda odpovidaji empirickym vysledktim. Neni-li tomu tak, model
zménime, ¢i upfesnime. Napt. pfidame dalsi hypotézy, které 1épe specifikuji

testovanou skutecnost, linearni koeficienty nahradime nelinearnimi apod.

Vyznamnou skupinu predstavuji matematické modely v podobé diferenci-
alnich rovnic. V obycejnych diferencialnich rovnicich figuruje ¢as t jako jedina
nezavisle proménna, ostatni proménné jsou funkcemi ¢asu. Jejich zména odpovida

jejich derivaci.



2 Diferencialni rovnice 1. radu

Tato kapitola vychazi z [2]. 9

2.1 Zakladni pojmy

Bud G podmnoZina euklidovského prostoru R? a f realna funkce definovana

na (G. Rovnice

y = flz,y), = (1)

se nazyva diferencidlni rovnice 1. fadu. ReSenim této rovnice rozumime funkci

y, kterd je diferencovatelnd v néjakém intervalu J a spliuje podminky

[z,y(x)] € G a y(x)= f(z,y(x)) prokazdé z € J

Bud [z, 1] libovolny bod v G. Uloha uréit fefeni rovnice (1), které splituje

pocatecni podminku

y(7o) = Yo, (2)

se nazyva pocatecni tloha (poc¢ateéni problém). Mize se stat, Ze dany poca-
tecni problém nema reseni nebo ma feSeni vice. Nastane-li takova situace, ze exis-
tuje feSeni y pocatecniho problému (1), (2), které neni ziuzenim zadného jiného
feSeni, nazyva se y uplné feseni. Existuje-li iplné feseni pocatecniho problému
(1), (2) takové, ze kazdé jiné feSeni tohoto problému je jeho ziZzenim, budeme
strucné tikat, ze dany problém mé pravé jedno feseni. Obecnym feSenim rov-
nice (1) budeme rozumét funkci zavisejici na jednom parametru C' takovou, ze

specialni volbou C' lze ziskat FeSeni kazdého pocatecéniho problému (1), (2).

2.2 Geometricka interpretace rovnice 1.radu

Diferencialni rovnice (1) pfifazuje kazdému bodu [z,y| defini¢niho oboru G

funkce f pravé jednu hodnotu 3/(z), kterou muzeme chapat jako smérnici primky



prochéazejici bodem [x,y]. Tuto pfimku budeme znézortiovat v soufadnicové ro-
viné kratkou tseckou, kterd méa stied v bodé [z, y]. Nazyva se linedrni element.
Mnozinu vsech linedrnich elementii nazyvame smérové pole dané rovnice. Graf y
(integralni kiivka y) mé zfejmé tu vlastnost, Ze jeho te¢na v kazdém bodé [z, y(z)]
obsahuje pfislusny linearni element, tudiz smérové pole dava velmi dobrou pred-

stavu o integralnich kiivkach.

2.3 Systémy linearnich diferencialnich rovnic v roviné

Bud

.73/1 = an(t)xl + alg(t)xg + b1 (t), 13/2 = agl(t)l’l + CLQQ(t)LL’Q + bg(t), (3)

systém linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu, kde aqq, a12, as1, age a by,
by jsou spojité redlné funkce na néjakém intervalu I (pfipousti se i interval I =

(—00,00) a’ oznacuje derivaci dle t.

Poznamka 2.1. Dale budeme kvili jednoduchosti a prehlednosti uzivat vektorové

a maticove symboliky.

Rovnice

o = A(t)x + b(t) (4)

kde A je maticova funkce, tj.

Alt) = (an(t) a12(t))

an1(r) G22(1)

a b je vektorova funkee, tj. b(t) = (b1(t), bo(t)), které jsou definované na néja-
kém intervalu I, pfedstavuje systém linearnich diferencialnich rovnic (3).

Jejim FeSenim budeme rozumét vektorovou funkei x = (x1, z5), kterd ktera je
diferencovatelné na néjakém podintervalu intervalu I a spliiuje podminku z/(t) =

A(t)z(t) + b(t) pro kazdé ¢t € L



V piipadé, ze b(t) = 0, rovnice (4) se nazyva homogenni, v opacném piipadé
nehomogenni.

Rovnice 2’ = A(t)x se nazyva piidruzend k rovnici (4). ReSen{ rovnice (4) se
nazyva uplné feseni, kdyZ neni zizenim zadného jiného FeSeni rovnice (4).

Bud ty € I,£ € R?. Problém ur¢it feseni x rovnice (4) splitujici podminku
x(ty) = £ , se nazyva pocateéni ( Cauchyho) problém nebo také pocateéni (

Cauchyho) tloha. Tato po¢ateéni Cauchyho tloha je zapsana ve tvaru

o= Atz +b(t), x(ty) = €. (5)

2.4 Autonomni systémy nelinearnich diferencialnich rov-

nic v roviné

Bud

7y = fi(z,22), x5 = fo(21,32), (6)

systém nelinearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu, kde vektorova funkce

f = (f1, f2) je definovana na n&jaké oblasti Q v prostoru R?. Systém (6) se nazyva
autonomni systém. Casto byva Q = R2. Oblast ) se nazjyva fazova rovina.

Systém (6) lze zapsat ve vektorovém tvaru

o' = f(x). (7)

Za FeSeni rovnice (7) budeme opét povazovat vektorovou funkci x = (x4, z5),
ktera je diferencovatelna na néjakém podintervalu intervalu I a spliiuje rovnici
2'(t) = f(x(t)) pro kazdé t € L

Reseni © = (2, 73) rovnice miZeme interpretovat budto jako graf funkce x
v prostoru R x €2 nebo jako kiivku v prostoru 2. Tato krivka se nazyva orbita

systému (6). Je to kolmy priumét grafu funkce x z mnoziny R x Q2 do €.

Vé&ta 2.1. (O ezistenci a jednoznacnosti): Necht G je oteviend podmnoZina R
a funkce f md spojité vsechny parcidlni derivace na mnoZiné G a necht £ € G.
Potom pocatecni uloha

10



ma jedin€ teseni definované na mazimdlnim intervalu 1(§), ktery obsahuge 0.

Definice 2.1. Bod xy se nazyjvd singuldrni bod (kriticky bod, staciondrni bod,

rovnovazny bod) rovnice (7), jestlize f(xg) = 0.

Orbita rovnice (7) se nazyva cyklus, jestlize je uzavienou kiivkou. Bod zg je
zFejmé singularnim bodem pravé tehdy, kdyz (7) ma konstantni FeSeni x(t) = xo,

pro t € (—00,00).
Véta 2.2. Autonomni systém (7) mize mit orbity trojiho typu:
1. Singuldarni body. Odpovidaji konstantnim Tesenim.
2. Uzavrené orbity (cykly). Odpovidaji nekonstantnim periodickym tesenim.

3. Orbity, kterée samy sebe neprotinaji.

2.5 Typy singularnich bodi v roviné
Singularni bod z( rovnice (7) se nazyva:
stred, kdyz existuje redukované okoli U bodu z( takové, ze kazdym bodem

a € U prochazi jediné orbita, kterd je uzaviend a obsahuje ve svém vnitiku bod

Zo;

Obrazek 1: Stied
11



ohnisko, kdyz existuje redukované okoli U bodu z( takové, ze bod x(t) orbity
x vychézejici z libovolného bodu a € U ma tu vlastnost, ze konverguje pro ¢t — oo
nebo t — —oo k g, a to tak, Ze velikost orientovaného tihlu vektoru zoz(t) od

néjakého pevného vektoru xpr; ma nevlastni limitu;

Obrazek 2: Stabilni ohnisko

Obrazek 3: Nestabilni ohnisko

uzel, kdyz existuje redukované okoli U bodu x, takové, Ze pro bod x(t) orbity

x vychazejici z libovolného bodu a € U plati

lim z(t) = xy mnebo  lim z(t) = xo,
t—o0 t——00

pri¢emz velikost orientovaného tihlu vektoru zgz(t) od néjakého pevného vek-

toru zor; ma konecnou limitu;

Y
N

Obrazek 4: Stabilni uzel

Y
A

Obrazek 5: Nestabilni uzel
12



sedlo, kdyz existuje jen koneény pocet orbit, pro jejichz bod x(t) plati

lim z(t) = xy nebo lim z(t) = x.
t—o00 t——o0

Obrézek 6: Sedlo

Ohnisko nebo uzel nazyvame stabilni, jestlize vSechny orbity do néj konverguji
pro t — oo, tj. vSechny trajektorie z néjakého okoli sméruji do tohoto bodu. V

opacném pripadé tento bod nazyvame nestabilni.

13



3 Lotka Volterra model

Tato kapitola vychézi z [2], [3], [4].

3.1 Pocatek modelu

Tento model, oznacovany téz jako Dravec a korfist, byl pojmenovan podle au-
tort, ktefi jej odvodili a vyvinuli soucasné, nezavisle na sobé. Oznaceni Lotka

Volterra vzniklo spojenim jejich jmen Alfred J. Lotka a Vito Volterra.

Alfred James Lotka (1880 — 1949) se narodil ve Lvové. Byl americky mate-
matik, chemik a ekolog, ktery odvodil tento model, na zékladé rovnic studovanych
V. Volterrou, v roce 1925 k popisu chemické reakce. Do Spojenych stati prisel
roku 1902 a napsal zde mnoho teoretickych ¢lanki o chemickych oscilacich. Na-
psal také knihu o teoretické biologii (1925). Po zbytek svého pracovniho Zivota
stravil v pojistovaci spole¢nosti (Metropolitan Life). Stal se prezidentem PAA

(Population Association of America).

Obrazek 7: Alfred James Lotka

Vito Volterra (1860 — 1940) byl italsky matematik a fyzik, nejvice znamy
pro jeho prispévky k matematické biologii. Narodil se v Anconé. Jeho prace jsou
obsazeny v knihach jako jsou Teorie funkcionalu, Integral a Integro-diferencialni
rovnice (1930). V roce 1922 se piipojil k opozici viéi fasistickému rezimu Benita
Mussoliniho a v roce 1931 odmitl slozit povinnou prisahu vérnosti. Kvili tomu se

14



musel vzdat univerzitniho postu atd. Poté odesel do zahranic¢i a tésné pred svou
smrti se vratil do Rima. Po 1. Svétové vélce byl nejslavnéjsim vysledkem tohoto
obdobi model Lotka-Volterra. V roce 1915, kdy Italie vyhlasila valku Rakousku,
byly v mnoha pristavech v Jaderském mofii ukryty miny proti obdvanym invazim.
Disledkem bylo pozastaveni rybolovu. Po skonceni 1. Svétové valky se ocekavaly
lepsi tdlovky, nebot populace ryb méla ¢as k jejimu doplnéni. Nestalo se tak.
Vito Volterra se poté snazil naleznout vysvétleni tohoto jevu. Moznym feSenim

je oznacovan model Lotka Volterra.

Obrézek 8: Vito Volterra

Model Lotka Volterra je jednim z prvnich a také nejjednodusich modelt
dravec-korist zalozen na matematickych principech. Popisuje vzajemnou inter-
akci mezi dvéma druhy populaci v ekosystému, kde jedna populace predstavuje
dravce a druhé korist. Jako priklad mtzeme uvést vztah mezi mravenecnikem a

mravenci, zraloky a lachtany, masozravymi rostlinami a hmyzem atd.

3.2 Typy interakci mezi dvéma populacemi

Mezi jedinci riznych populaci existuji rozmanité vztahy. Tyto vztahy mizeme

rozdélit nasledovné:

15



’ Typ interakce \ Koeficienty timérnosti \

Projevy interakce

Neutralita ki =k =0 Populace se neovliviuji
Mutualismus ky >0,ky >0 Vzajemné prizniva interakce
(spolupréace) populaci
Konkurence k; <0,k <0 Vzajemné vytlacovani populaci v
konkuren¢nim boji
Komensalismus ki >0,ks =0 Interakce ptisobi pfiznivé na po-
pulaci 1, populace 2 neni ovliviio-
vana
Amensalismus ki <0,ko =0 Populace 1 je potlacovana, popu-
lace 2 neni ovliviiovana
Parazitismus ki <0,k >0 Populace 1 mé pfiznivy vliv na
rozvoj populace 2, populace 2 po-
tlacuje rozvoj populace 1
Neutralita:

Vztah mezi dvéma druhy, které neovliviiuji sebe navzajem. Tedy jeden druh
populace nemé zadny vliv na populaci druhou. Neutralismus je velmi nepravdé-

podobny a tedy velmi vzacny.

Mutualismus:

Jedna se o druh symbidzy, ze které maji obé ¢i vice populaci prospéch, uzitek.
Typickym piikladem mutualismu je vztah mezi mravenci a msicemi. Mravenci
umoznuji vajickiim msic bezpecné prezimovani ve svych hnizdech a chrani je tim

pred dalsimi predatory. Podobné interakce jsou oznacovany za spolupraci.

Konkurence:

Predstavuje soutézeni mezi jedinci bud téhoz druhu, v takovém piipade ho-
vofime o vnitrodruhové konkurenci, nebo rtznych druht. Pak hovofime o mezi-
druhové konkurenci. Jako priklad vnitrodruhové konkurence uvedeme dva stromy
rostouci blizko sebe, kteri mezi sebou soutézi o vodu, ziviny z pudy apod. Prikla-
dem mezidruhové konkurence miizeme povazovat piipad lvii a gepardii, nebot obé
populace lovi totozné korfisti. Jsou tedy negativné ovlivnény pritomnosti druhé

populace, protoze budou mit méné jidla k dispozici.

16



Dalsi druhy konkurence:

Branéni konkurence — dochazi pfimo mezi jednotlivci prostfednictvim agrese
apod. kdy jednotlivci zabranuji druhym populacim se past, rozmnozovat se a
prezit.

Vykotistovani — dochézi nepfimo prostiednictvim spole¢ného omezujiciho pro-
sttedku, ktery funguje jako meziprodukt.

Zdanliva konkurece — nastane nepfimo mezi dvéma druhy, které jsou oba lo-

veni stejnym predatorem.

Komensalismus:
Nézev pochazi z anglického slova commensal , coz znamend sdileni potravin.
Jednd se o vztah, ktery prospiva jedné z populaci. Naopak druhé populace neni

ovlivnéna vibec.

Amensalismus:

Vztah, kdy jeden druh populace je potlacovan a druhy neni ovliviiovan.

Parazitismus:
Jeden druh bohatne na tukor jiného. Interakce, ve které dravec se Zivi svou

koristi. Jako priklad postaci tasemnice, pijavice, které parazituji na svém hostiteli.

3.3 Zakladni model Lotka-Volterra ve tvaru soustavy di-
ferencialnich rovnic

V tomto systému uvazujeme, ze zde existuji pouze dva druhy, predator a jeho

korist. Budeme proto sledovat vyvoj dvou funkci:

P = P(1),

N = N(t),
kde P = P(t) udava pocet predatori a N = N (t) pocet jejich koristi.

17



Tyto funkce se méni v case t a jejich zménu, hovoiime o ristu ¢i klesani,

vyjadrime pomoci derivace

dP(t)

p ==

at

AN (t)

N =—+~
dt

Povaha interakce mezi predatory a kofisti je zaloZena na nasledujicich hypo-

tézach:

Hypotéza 1.:
Rist populace kotisti je imérny velikosti této populace a jeji klesani je tmérné
poctu setkani predatori s koristi.
Nyni vysSe uvedenou hypotézu vyjadiime rovnici:
d

N (1) = aN(t) = DN (1) P(2). (8)

Diferencialni rovnice (8) popisuje rychlost zmény u kofisti. Tempo ristu pred-
stavuje vyraz aN(t), a G¢inky predatora —bN (t)P(t), kde a,b € (0,1).
Ubytky, které jsou zptisobeny diisledkem predace jsou timérné poc¢tu dravei

a koristi.

Hypotéza 2.:

Klesani populace predatori je umérné velikosti této populace a jejich rist je
umérny poctu setkani predatort s koristi. Tuto hypotézu vyjadiime néasledujici
rovnici:

d

P() = —[P(1) + eN(D)P(2). (9)

V diferencidlni rovnici (9) je imrtnost predatoru zastoupena vyrazem —f P(t)

a prirtustky vyrazem cN(t)P(t), kde c a f jsou kladné konstanty.
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Odvozenim nésledujiciho systému dvou diferencialnich rovnic 1. fadu ve tvaru:

N’ = N(a — bP), (10)

P'= P(—f+¢N), (11)

ziskame systém, ktery je oznacovan jako systém Lotka-Volterra. Poskytuje
velmi jednoduché vysvétleni jak se méni populace predatora a kofisti. Jedna se o

autonomni systém, nebot pravé strany rovnic nejsou explicitné zavislé na case.

Pocet obou druhti populaci a jejich vyvoj v pritbéhu c¢asu zobrazuje obrazek
9. Zde jsme dosadili za parametry a,b, f,c nasledujici hodnoty: a = 0,2,0 =
0,002,¢= 0,001, f =0,1.

250
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Obrazek 9: Populac¢ni graf ¢.1

Této sitauci odpovida fazovy portrét ( viz obrazek 10).
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Obrazek 10: Fazovy portrét ¢.1

Obrazek 11 odrazi vyssi proces mnozeni kofisti, rychlejsi amrtnost dravct,
ktefi jsou vysoce aktivni v loveni. Odpovidajici hodnoty parametri: a = 0,75, =

0,03,¢=0,01, f = 0,2.
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Obrazek 11: Populac¢ni graf ¢.2
Této situaci odpovida fazovy portrét (viz obrazek 12).
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Obrazek 12: Fazovy portért ¢.2

Nyni zkoumame fazovy portrét obecné soustavy (10), (11).
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U rovnic (10), (11) je jeden parametr zasadni, nezbytny. Tento parametr ozna-

¢ime «, pficemz o = £ . Zbylé parametry mohou byt odstranény, aniz by doslo

k jakékoli zméné struktury fazového portrétu. Uzijeme substituci:

T=at, u(r)= %N(t), u(r) = 5P<t>
Tedy plati
t=—, wu(r)= %N (2) , u(r) = SP (g)

Odsud

Nyni dosadime za 4N (Z) = £ N(t) z prvni rovnice (10). Tedy

()=~ (@) l-or Q)

Dosazenim do (14) dostavame

=7 () e (D)

Z (13) poté plyne

du
& = u(n)o(r))

Obdobné dostavame

=t (e

Dosadime za £P (Z) = P (Z) [-f + ¢N (Z)] z rovnice (11)

22

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)



Dosazenim do (18) dostavame

YD L [+ cLuto)] (20
a z (13) poté plyne
PO _ L) (-1 + fule)] = Lo, (21)

kdeazg.

Uzitim téchto substituci jsme pfevedli systém (10) a (11) na tvar s jednim

parametrem «. Tedy

du
& ) -], (22)

d

Z— au(r) [u(r) — 1].(23)
dr

Pro systém (22), (23) uzijeme dalsi substituci

r1 = lnu, x5 = Inv,

tedy

7e
/_1 r_ _ _ z2
7y = u —Eu(l—v)—l—v—l—e )
1
x’zz;U’:Eav(u—l):a(u—l):a(exl —1).
Tedy
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rp=1—¢", a,=ale" —1). (24)

K vySetfeni soustavy (24) uzijeme teorii Hamiltonovskych systémt.

3.4 Hamiltonovské systémy

Tyto systémy jsou jedny z nejstarsich dynamickych systémi. V jejich nazvu
je zahrnuto jméno autora Sira Williama Rowana Hamiltona. Byl to irsky mate-
matik, fyzik, astronom, ktery prispél k rozvoji optiky, dynamiky a algebry.

Pro danou funkci H : R* — R, kde H € C'(R?), se nasledujici soustava

diferencidlnich rovnic

Ty = gTH(%,M), (25)
2
, OH
Ty = _8_x1($1’x2)7 (26)

nazyva Hamiltonovskym systémem s Hamiltonidnem H.

Véta 3.1. Hladiny H(z1,22) = ¢, ¢ € R, jsou tvoreny orbitami soustavy (25),

(26).

Dikaz
Vytvoime slozenou funkei H (t) = H(x1(t),z2(t)), kde (x1(t), x2(t)) je FeSeni
soustavy (25), (26).

Pak

dH () OH , OH , OHOH OHOH

dt N al'lajl + 8:162:62 N 8%1 Gxg B 856'2 (9:1:'1 N

0,

pro vSechna t € R. Proto H(x(t),x2(t)) = ¢ pro t € R. Tedy orbita FeSeni
(x1(t), z2(t)) je c-hladinou funkce H, nebo ¢asti této c-hladiny.
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Poznamka 3.1. Jestlize (25), (26) je mechanicky systém, pak H(x1,xs) urcuje
totdlni energii tohoto systému. Systém (25), (26) konzervuje energii, protoze H
je konstantni na orbitdch (25), (26). Specialnim pripadem Hamiltonovskych sys-

tema jsou tzv. konzervativni systémy, ktere vznikaji z diferencidlni rovnice 2. radu.

Soustava (24) je Hamiltonovsky systém, kde

oH oH
o, e, p a— ae (27)

Odsud ziskdme funkci H(x1,25) = xo — €™ 4+ a(x1 — ™).

Podle véty 4.1. najdeme orbity systému (24) jako hladiny funkce H. Hladiny

funkce H urc¢ime vySetfenim prubéhu funkce dvou proménnych.

Funkce z = H(xy,15) je funkce dvou proménnych s defini¢nim oborem R?,

jejiz parcidlni derivace maji tvar (27) a druhé parcidlni derivace jsou

CH L, PH
or? T0x3 ’
0*H 0*H 0

= O7 =
011014 0x901,
Nyni nalezneme stacionarni body, tzn. prvni parcidlni derivace podle obou

proménnych polozime rovny nule.

a(l—e")=0=e"=1= 2, =0,

1—-e2=0=>1=e" = 2y,=0.

Soustava (24) ma jediny singularni bod a to (0, 0).
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Abychom ukazali, Ze bod (0,0) je ostrym lokdlnim maximem funkce H, vy-

tvofime Hessovu matici H,,, v tomto bodé.

0’H  0*°H
0r3 011014 o

H, = _ < oae _0332) _
P2H  82H ¢

Ory0x, 013

Hessian matice H,, ur¢ime jako determinant této matice. Oznac¢me H jako

Hessian matice H,,, potom

O’H  0*°H
al‘% 5’x18x2

Hs = det
0’H 0’H
Or90x1 O3

Tedy

PHOPH  9*H  *H  9PHOH ( 0*H )2

° 7 02 012 011010 0x00x, 022 022 \ 021010
a proto plati pro ;1 = x5 =0
Hy = —ae™(—e™) - 0= —a(-1) = a. (28)

Funkce H mé v bodé (z1,x2) lokdlni extrém, jestlize pro Hessian v tomto

bodé plati, ze
Hs(l'1,£l?2) > 0.
Konkrétné méa v tomto bodé:

e ostré lokalni minimum pokud

82H(x1, 5(72)

2
Oxy

> 0,
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e ostré lokalni maximum pokud

82H(:1:1, $2)
0x?

< 0.

Pokud H(z1,z5) < 0, hovorime o sedlovém bodé.

0?H (0,0
Zde plati, ze Hy=a >0 a 8—(27) = —ae? < 0. Proto H mé4 v bodé (0,0)
L7
ostré lokalni maximum.
H(0,0) = —1—« ... ostré lokélni i globalni maximum. Hladiny funkce H jsou

uzaviené kiivky obihajici pocatek. Smérova derivace funkce H v libovolném bodé
rizném od bodu (0,0) ve sméru libovolného vektoru smétujiciho od pocatku je

zZaporna.
Piiklad 3.1. Zvolme naptiklad bod X = (—2,2) a vektor v = (—1,1). Pak

_OH OH

H!(z) = 8_1:1(X)(_1) + a—xQ(X)l =a(l—e?)(-1)+1-e*<0.




Obrazek 13: Grafické znazornéni prikladu

Vréatime-li se zpét k modelu (10), (11), dostavame fazovy portrét se singular-

nim (rovnovaznym) bodem

f a
N,P)=(=,—
.y =L,
ktery je typu stied (viz. obrazek 14).
P
E.-.
A
& fic N
Obrazek 14

3.5 Vnéjsi pusobeni na populace (lov, rybolov, apod.)

Pro blizsi zkoumani vlivi ptisobici na vyvoj populaci, mimo disledky vyplyva-
jici ze vztahu predatora a kofisti, upravime systém (10), (11) tak, aby zahrnoval

i vliv rybolovu. Tedy

N =N(a—bP)—rN=N(a—bP—r),

P'=P(—f+cN)—rP=P(—f+cN—r),
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kde r predstavuje stejny podil rybolovu na poc¢tu predatorii a kofisti.
Dostavame tedy model

N'=N(a—bP —7), (29)
P'=P(—f+cN —r). (30)
Nize uvedeny obrazek 15 ukazuje, ze bez rybolovu mé systém rovnovazny

bod (%, #). Pokud ovSem zahrnujeme do svych avah i rybolov, poté je (ch”", o)

rovnovaznym bodem. Jinak fe¢eno, porovnavame faze populaci predatora a kotisti

v obdobi rybolovu a bez néj. Dany systém dospé€je k rovnovaze pokud

a—7T
p—
b
a
nN=1E"
C

Na obrazku 15 vidime jak se posune rovnovazny bod v modelu, pokud do néj
zahrneme rybolov. Nésledkem rybolovu se zvétsila populace koristi a zmensila

populace predatora.
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a'b -

fic if+ric
Obréazek 15: Model s rybolovem a bez rybolovu

Velikost rybi populace, tim i tlovku, zavisi na fazi periodického cyklu. Nasle-
dujici obrazek predstavuje situaci snizeni llovku v pripadé, kdy lov je obnoven po
jeho preruseni. Samotny lov pak porusi periodicky rezim. Pokud naruseni ustane,
systém se vrati do jednoho z ptivodnich oscilujicich rezimi. Jestlize vSak lov po-
kracuje i v dobé, kdy populace jak dravce, tak kofisti jsou vycerpany z divodu
prirozeného cyklu, ocekdvame mensi ulovek. Bod F' znazornuje snizeni tlovku, i
kdyz populace ryb méla dostatek ¢asu k doplnéni. Z obrazku 16 je navic patrné,
Ze x je bodem rovnovahy systému zahrnujici rybolov a y bod rovnovahy systému

bez rybolovu.
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[a=rjfo

1 T
f_."l: |:f+r:| _."n: ]

Obrazek 16: Snizeni tlovku

Model (10), (11) odvozeny v sekci 3.3 neni realisticky. Totéz plati i o modelu
(29), (30) odvozeném v sekci 3.5. Model se stane realisti¢téjsi, pokud do néj

zahrneme vnitrodruhovou konkurenci.
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4 Populacnih model s vnitrodruhovou konku-
renci

Tato kapitola vychézi z [2], [3].

4.1 Odvozeni populaé¢niho modelu s vnitrodruhovou kon-
kurenci

Kazda populace bez ohledu na dravce, korist ma svou omezenou kapacitu, svou
hranici. Tato kapacita odrazi limitujici faktory, napiiklad: dostupnost zdroji,
onemocnéni, stari. Tyto faktory nemusi udrzovat ony populace neustale na stejné
urovni. Mtze dojit k jejich vychyleni. Pokud hovoifime o onemocnéni, mtizeme
fici, ze tento faktor oslabuje jedince v dané populaci a tim predstavuje zdanlivé
mensi konkurenci, je tomu tak i u stari. Dostupnost zdrojt vyvolava mezi jedinci
populace konkurenci v tom smyslu, aby pro sebe samé ziskali nejvétsi pridél
obzivy. Do svych ivah mizeme zahrnout i takovy faktor, jako je naptiklad pocet
samcti/samic v jedné populaci. Vétsi pocet samcti/samic vyvolava konkurenci v
ramci pareni.

Z toho divodu predpokladejme, ze populace kotisti se bude fidit zakonem
logistického ristu v piipadé, kdyz dravci nebudou vykazovat zadnou aktivitu, tj.
budou v klidu.

Nikym nerusenou populaci kofisti mtizeme popsat rovnici:

Cil—];[:a]\f(l—d\f), (31)
kde € = % je kladny parametr, ktery brani N (¢) v neomezeném rtistu bez hra-
nic a ¢islo K reprezentuje tinosnou kapacitu prostfedi. K vyfeseni (31) pouZzijeme

separaci proménnych. Vysledné feseni je ve tvaru:

Jestlize t — oo, tak N(t) — K.
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Tim jsme nahradili ptivodni model (10), (11) systémem

N' =N (a—bP —eaN), (32)

P'=P(—f+cN). (33)
Casto se setkavame s piipady, kdy € << 1, nebof maximalné mozné populace

druhi kofisti byva velka.

Je rozumné predpokladat, ze € << % a to z toho divodu, ze velikost populace

koristi v rovnovaze nesmi presahnout jeji maximalni hodnotu.
Nyni uréime singuldrni (rovnovazné) body systému (32), (33). Z rovnic

fl(N7P):N(a—bP—€aN):O’
f2(N,P) = P(—f+cN) =0,

dostavame tti body. Bod (0,0), ktery odpovidé situaci, ze obé populace jsou
nulové. Bod (%, 0), ktery odpovidé situaci, ze populace kofisti mé velikost % a

populace predatora je nulova. Redlny vyznam ma pro nas bod (Ny, P), kde

f a ef
No=2 a P=21-%Y,
07 ¢ a o b( c )
Typ bodu (Ny, Py) uré¢ime pomoci linearizace.
4.2 Metody linearizace
Uvazujme nelinearni diferencialni rovnici
= f(z), (34)
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kde f € C*(G),G C R?. Necht xy € G je singularni bod diferencilni rovnice
(34) (viz. Definice 2.1).

Singularni bod zy se nazyva hyperbolicky, jestlize vSechna vlastni ¢isla Jaco-
biho matice D f(xy) maji nenulové realné ¢asti. V opac¢ném piipadé se singularni
bod nazyvé nehyperbolicky. Neni-li bod xg € G singularnim bodem diferencialni

rovnice (34), nazyva se regularni.

Zminénd Jacobiho matice ma tvar

df1 df1

a—xl@) 6_332($)
Df(z) =

of .\ Of:

() ()

6:51 81‘2

K diferencialni rovnici (34) pfifadime linedrni rovnici tvaru 2’ = Az tak, ze

nejprve pro x € G vyjadiime f ve tvaru Taylerova vzorce

f(z) = f(xo + Df(zo)(x — w0) + w(xo)(T — 20),
kde w(zo)(x—1x0) je zbytek v Taylerové vzorci. Nasledné pro x € G dostatecné

blizké bodu x( plati

f(@) = f(xo) + Df (o) (2 — o), (35)

kde f(xg) = 0 nebot se jedné o kriticky bod. Symbolem A oznaé¢ime konstantni

matici D f(zo). Tedy k rovnici (34) pfifadime vzhledem k (35) rovnici

' = A(x — o). (36)

Substituci

/ /
Yy=x —=To, Y =1
dostavame z (36) linearni varia¢ni rovnici
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y' = Ay. (37)
Metoda linearizace je zalozena na nasledujicich vétach.

Definice 4.1. Dvé diferencidlni rovnice ©’ = f(z) a 2’ = g(x) se nazyvaji lokdlné
topologicky ekvivalentni, existuji-li otevrené mnoZiny U,V C R? a homeomorfis-
mus h : U — V zobrazujici orbity jedné diferencidlni rovnice na orbity druhé
diferencidlni rovnice (jednd se o casti orbit lezicich v U resp. ve V'), pricemZ

zachovdvd smeér toku na orbitdach pro rostouci t.

Véta 4.1. (Grobman-Hartmanova) Necht f € C*(G) a zy € G je hyperbolicky
kriticky bod (34). Pak existuje okoli U bodu xo a okoli'V bodu (0,0), na nichz jsou

lokdlné topologicky ekvivalentni (34) a linedrni variacni rovnice y' = D f(xo)y.

Véta 4.2. Necht plati predpoklady Grobman-Hartmanovy véty. Pak, je-li bod
(0,0) uzel nebo ohnisko u diferencidlni rovnice y' = D f(xg)y, je bod xq stejného

typu u diferencidlni rovnice (34).

Nyni se vratime k tloze uréit typ bodu (0,0) pomoci linearizace.

Najdeme tedy Jacobiho matici pfislusnou k soustavé (32), (33). Tato matice

Oh 0L Ok 0f
ON' 9P’ ON' 0P

se sklada z parcialnich derivaci a ma tvar

a—bP —2ecaN —bN
cP —f+eN )

Nyni dosadime do matice bod (Ny, Py) a dostaneme konstantni matici A. Tedy

A=, ¢ c . (38)

Linearizovany systém je tvaru
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¥ = Ax (39)
a mé jediny singuldrni (rovnovazny) bod (0,0). Tento singularni bod je hy-
perbolicky, jak pozdéji ukdzeme (41). MizZzeme proto uzit metodu linearizace a

tedy typ tohoto bodu se shoduje s typem bodu (Ny, Py). K uréeni typu uzijeme

nasledujici klasifikaci.

Poznamka 4.1. Kritcky bod (%, %) diferencidlnich rovnic (10), (11) je nehyper-
bolicky a proto v ném nelze uZit linearizaci. Snadno to ovérime u transformované

rovnice (24), kde

Df(l’l,l’Q) = det < 0 _e:m) .

ae™ ()
A
0 -1
Df(0,0) = det (a 0 ) ,
kde
tr =0,det = a.
Potom

0++v0—4
/\172 == #@ - j:u/&

Podobné kriticky bod (ch”", “r) diferencidlnich rovnic (29), (30) je nehyper-
bolicky.

4.3 Klasifikace singularnich bod linearnich systému s kon-
stantnimi koeficienty

Tato klasifikace se odviji na zakladé typu vlastnich Cisel matice A, a to zda

se jedna o vlastni ¢isla redlna nebo komplexné sdruzena. Pokud hovorime o ne-
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nulovych redlnych vlastnich ¢islech, singularni bod vykazuje tvar stabilniho uzlu,

nestabilniho uzlu, ¢i sedla (viz obrézek 4 - 6). V opa¢ném piipadé, pokud vlastni

¢isla jsou komplexné sdruzend, jedna se o stfed, ¢i stabilni a nestabilni ohnisko

(spirdly) (viz obréazek 1 - 3). Komplexné sdruzena vlastni ¢isla maji pfitom tvar
A=+ P, =a — fi.

Linearni systémy s konstantnimi koeficienty maji obecné feseni typu

A A

x(t) = cre™Mtvy + cpe™uy,

kde Ay, A2 jsou vlastni ¢isla konstantni matice a vy, vy jsou vlastni vektory.
Singularni body linedrnich systémt tedy rozliSujeme pomoci vlastnich ¢isel

nasledovné:

e Realna vlastni ¢isla A, Ay <0

Singularni bod ma tvar stabilniho uzlu. Pokud jsou obé€ vlastni c¢isla zéa-

porné, pak exp(—\;t) v obecném feSeni povede vSechna feSeni systému k 0.
(Obrazek 4).
e Redlna vlastni ¢isla Ay, Ay > 0

Zde je singularni bod ve tvaru nestabilniho uzlu. ReSeni systému poros-
tou do nekonec¢na, protoze exponencialy jsou zde kladné. V tomto ptripadé
vlastni vektor spolu s vlastnim ¢islem o vétsi absolutni hodnoté bude vyvijet

vetsi tlak na orbitu. (Obréazek 5).

e Realna vlastni ¢isla A\ < 0 < Ay

V tomto piipadé singuldrni bod odpovida sedlu. (Obrézek 6).

e Komplexné sdruzena vlastni ¢isla: o« < 0

Pokud je realna cast vlastniho ¢isla a0 zaporna , singularnim bodem je zde
stabilni ohnisko (spirdla). Spirdla konverguje smérem k pocatku, a smér jeji
rotace (po sméru nebo proti sméru hodinovych rucicek) zavisi na hodnoté

8.
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e Komplexné sdruzena vlastni ¢isla: o« > 0
Zde se jedné o nestabilni ohnisko (spirdlu). Spirdla se vzdaluje od singulér-
niho bodu. (Obrazek 3).

e Komplexné sdruzend vlastni ¢isla: o = 0

Singularni bod systému s vlastnimi ¢isly ve tvaru A = £i[ se nazyva stie-

dem. Orbity jsou soustfedéné elipsy a smér rotace udava .

4.4 Vysetreni populac¢niho modelu s vnitrodruhovou kon-
kurenci

Nyni vySetfime pomoci metody linearizace model (32), (33). Abychom zjistili

vlastni ¢isla linearizovaného systému (39) s matici (38), postupujeme nésledovné.

detA = %(c— ef) >0,

trA = —ﬂ.

C

Vlastni ¢isla mtzeme urcit podle vzorce

trA =+ /(trA)? — 4detA

Ao = 9

Tedy plati

)\12 == = - = . (41)

Urceme limitu

lim <(ﬂ> —4&<C—6f)> = —4fa <.
e—0t C C

Tedy pro kladné dostatecné malé e, tj.
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C
O<e<< =

f

je diskriminant v (41) zaporny a proto A a A2 jsou komplexné sdruzend vlastni
¢isla s realnou zapornou c¢asti. Systém se tedy pro malé hodnoty ¢ > 0 chova jako
stabilni ohnisko (viz obrazek 2). Z metody linearizace plyne, Ze také singularni

(rovnovazny) bod (Ny, Py) systému (32), (33) je stabilni ohnisko.

Pouzijeme-li pro parametry napiiklad nasledujici hodnoty a = 0,2, = 0,002, ¢ =

0,001, f = 0,1, pak

2
1ilgl+ <<g> —4%(0— ef)) =—0,08 < 0.

Tedy jednd se o stabilni ohnisko (viz obrazek 17).

; T
|
N ‘

Obrazek 17: Fazovy portrét
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ZAavér

Predmétem této bakalarské prace bylo odvozeni a nasledné vysetreni populac-
nich modeli, konkrétné modelt typu korist-dravec oznacovany jako model Lotka-
Volterra. Zakladni model (bez vnitrodruhové konkurence) byl odvozen ve tvaru
soustavy diferencialnich rovnic a byl vySetfen pomoci teorie Hamiltonovskych sys-
témi. Ke grafickému znazornéni populacnich kiivek v case obou populaci jsem
vyuzila programu Wolfram Mathematica 9.0. Do zminéného modelu bylo zahr-
nuto i vnéjsi ptisobeni na dané populace. Ukéazalo se, ze v disledku napt. rybo-
lovu dojde k ristu populace kofisti a ke snizeni populace dravce. Zakladni model
Lotka-Volterra (bez vnitrodruhové konkurence) neni realisticky, taktéz i model
zakomponovala jsem do néj i vnitrodruhovou konkurenci. Néasledné byl model
vySetfen za pomoci linearizace. K nalezené nelinedrni diferenciélni rovnici (32),
(33) jsme prifadili linedrni rovnici, jejiz jediny singularni bod (0,0) je stabilni

ohnisko. Proto i singuldrni bod (Ny, P) je stabilni ohnisko.
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