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Poděkováńı

Ráda bych na tomto mı́stě poděkovala Neurologické klinice Fakultńı nemoc-
nice v Olomouci za poskytnut́ı elektroencefalogramů, zejména panu doktoru Fran-
covi za spolupráci a čas věnovaný shromažd’ováńı a výběru graf̊u. Mé d́ıky rovněž
patř́ı nejmenované firmě zajǐst’uj́ıćı technické zázemı́ EEG na Neurologické klinice
Fakultńı nemocnice v Olomouci za konverzi dat do přenosného formátu EDF.
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Úvod

Činnost mozku je oproti srdečńı činnosti zaznamenávána do velice nepra-

videlných graf̊u, jejichž prostřednictv́ım lze podle frekvence rytmické aktivity

rozlǐsit 6 základńıch režimů (viz. [32]). Z rytmického pozad́ı se ovšem mohou

nápadně vyj́ımat tzv. tranzienty náhlou změnou frekvence či amplitudy. Kla-

sické lineárńı metody nejsou při popisu tak r̊uznorodého procesu schopny zachytit

veškerou informaci, kterou vyšetřeńı mozku poskytuje. Doporučovány jsou proto

metody nelineárńı, mezi něž se řad́ı i fraktálńı analýza. Slovo fraktál pocháźı

z latinského fractus, v překladu zlomený či rozbitý. Fraktál představuje velice

zvrásněný objekt, tak zvrásněný, že klasické mı́ry, jako je délka a daľśı v́ıcerozměrné

objemy, u jeho popisu selhávaj́ı. Při fraktálńı analýze se tak d̊uležitým nástrojem

popisu EEG stává fraktálńı dimenze, která na rozd́ıl od té topologické nemuśı

nabývat celých hodnot. Fraktálńı dimenzi je možno interpretovat jako č́ıslo kvan-

tifikuj́ıćı složitost nebo taky komplexitu systému za použit́ı dat pocházej́ıćıch ze

sledovaného systému. Jelikož je záznam EEG tvořen časovou řadou, tzn. konečnou

množinou pozorováńı, výsledkem numerických výpočt̊u bude pouze odhad fraktálńı

dimenze jinak spojitého procesu.

Vyšetřeńı EEG slouž́ı k odhaleńı r̊uzných neurologických onemocněńı a po-

ruch, nejvyuž́ıvaněǰśı je ovšem při hledáńı tranzient̊u spojených s epilepsíı. Epi-

lepsie je neurologické onemocněńı projevuj́ıćı se záchvaty, které se podle odhad̊u

vyskytuje u v́ıce než 1% populace. S jistotou je epilepsie diagnostikována až po

d̊ukladném přezkoumáńı EEG. Ćılem této práce je za použit́ı elektroencefalo-

gramů zobrazuj́ıćıch zdravou, epileptickou klidovou a epileptickou záchvatovou

činnost posoudit pomoćı představených prakticky použitelných fraktálńıch di-
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menźı složitost mozkové činnosti těchto stav̊u a podrobit je srovnáńı. EEG vyšetřeńı

použ́ıvá celou čepici elektrod sńımaj́ıćıch aktivitu z povrchu celé hlavy. Tato

práce ovšem pracuje s jednorozměrnými měřeńımi zachycuj́ıćımi sledovaný režim

mozkové činnosti (zdravá, epileptická klidová, epileptická záchvatová).

Diplomová práce v 1. kapitole čtenáři představ́ı základńı poznatky a termı́ny

potřebné k orientaci v epileptologii. V 2. kapitole je již věnována pozornost

základńım definićım fraktál̊u a souvisej́ıćım pojmům jako je iteračńı systém funkćı

či Hausdorffova dimenze. Následně jsou v Sekci 2.4 uvedeny spolu s jejich popisem

a vlastnostmi nejznáměǰśı křivkové fraktály. Metody výpočt̊u fraktálńıch dimenźı

a jejich interpretaci shrnuje 3. kapitola. A konečně, 4. kapitola mapuje výpočty

odhad̊u, zejména Higuchiho a zobecněných korelačńıch dimenźı EEG, a posky-

tuje srovnáńı a zhodnoceńı výsledk̊u. Vyjma Weierstrassova signálu jsou všechny

obrázky po Obrázek 3.2 přejaty z internetu, ostatńı jsou vygenerovány v prostřed́ı

Matlabu.
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Kapitola 1

Elektroencefalografie

1.1. Centrálńı nervová soustava

Centrálńı nervový systém (dále jen CNS) tvořený mozkem a mı́chou hraje roli

základńıho ř́ıd́ıćıho systému člověka. CNS totiž zajǐst’uje vńımáńı okoĺı, vyhod-

nocuje situaci zpracováńım navńımaných informaćı a následně vyvolává reakce

formou řeči či ovládáńı sval̊u, popř. vnitřńıch orgán̊u [31]. Podstatou fungováńı

CNS je š́ı̌reńı signálu. To maj́ı na starosti nervové buňky neurony. CNS jich č́ıtá

okolo 1010, z čehož se asi 17 % nacháźı v mozkové k̊uře. Neurony se podle své

lokalizace v organismu r̊uzńı, ale v zásadě se vždy skládaj́ı z perikaryonu (těla),

dendrit̊u, pomoćı nichž neuron signál přij́ımá, a axonu, který vede signál k daľśım

neuron̊um. Každý neuron se poj́ı na daľśıch 200 − 1000 neuron̊u, což vytvář́ı

úžasně složitou śıt’ nervových buněk.

Obrázek 1.1: Stavba neuronu [31]

V rámci buňky prob́ıhá vlastńı š́ı̌reńı signálu tak, že dojde ke změně elek-

trického potenciálu na cytoplazmatické membráně perikaryonu. Ta se následně
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přesouvá na axon. Řeč je o tzv. akčńım potenciálu. Mezi buňkami je pak signál

přenášen bud’to chemicky nebo elektricky přes štěrbiny zvané synapse.

Souhrnnou elektrickou aktivitu velkých populaćı neuron̊u pak lze z povrchu

hlavy zaznamenat pomoćı elektrod elektroencefalografu (EEG). Takto zazname-

naná aktivita je značně oslabena přechodem přes obalové vrstvy mozku, zejména

lebkou. Ta oslabuje měřený potenciál stokrát v́ıce než měkké tkáně. Naměřený

signál rovněž obsahuje šum, který je naopak zp̊usoben mozkem a k̊už́ı na povrchu

hlavy. Źıskaná data je proto nakonec zapotřeb́ı ześılit a vhodně vyfiltrovat.

1.2. EEG

Elektroencefalografie neinvazivně vyšetřuje elektrickou činnost mozku na základě

změny polarizace neuron̊u mozkové k̊ury. Prvńı takové vyšetřeńı na člověku pro-

vedl německý psychiatr Hans Berger v roce 1929.

Jak již bylo řečeno, ke sńımáńı elektrické aktivity z povrchu hlavy jsou použity

elektrody, které jsou na hlavě rozmı́stěny dle mezinárodně uznávaného systému

10/20 [13]. Č́ısla 10 a 20 zde představuj́ı pod́ıly vzdálenost́ı mezi jednotlivými

elektrodami na celkové vzdálenosti mezi určitými body na lebce vyjádřené v

procentech. Jednotlivé elektrody jsou označeny vždy ṕısmenem a č́ıslem. Ṕısmena

udávaj́ı informaci, o který lalok se jedná (Fp - frontopolárńı, F - frontálńı/čelńı,

P - parietálńı/temenńı, T - temporálńı/spánkový, O - okcipitálńı/týlńı a C -

centrálńı1) a č́ısla prozrazuj́ı stranu mozku - pravou hemisféru popisuj́ı elektrody

se sudými č́ısly a levou hemisféru elektrody s těmi lichými. Daľśımi d̊uležitými

komponentami př́ıstroje EEG jsou diferenčńı zesilovač a filtr, které beze sporu

maj́ı při hodnotách měřených v µV a př́ıtomnosti šumu své opodstatněńı.

EEGmůže být nápomocné při detekci mozkových poraněńı, mrtvici, spánkových

poruchách či chronických bolestech hlavy, ovšem zdaleka největš́ı úplatněńı EEG

nacháźı v oblasti epileptologie.

1Jedná se o centrálńı umı́stěńı na lebce, nikoliv o mozkový lalok
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Obrázek 1.2: Umı́stěńı elektrod na hlavě pacienta [32].

1.3. Epilepsie

Epilepsie je chronické onemocněńı, při kterém docháźı k poruchám činnosti

mozku - epileptickým záchvat̊um. Cytoplazmatická membrána v neuronu z epi-

lepsíı postižené oblasti mozku je v́ıce vzrušivá a systém komunikace mezi těmito

neurony je pak patologicky pozměněn. Výsledkem je š́ı̌reńı a synchronizace ab-

normálńı aktivity tak, že v EEG signálu je pozorovatelný výboj.

Obrázek 1.3: Epileptické výboje [10]

Dojde-li k synchronizaci enormńıho množstv́ı patologicky funguj́ıćıch neu-

ron̊u, situace vyúst́ı v klinický záchvat [9], kdy se oproti běžnému nepravidelnému

signálu při vědomı́ pacienta mozková aktivita stává rytmickou a amplituda za-

znamenaného signálu se značně zvýš́ı.

Z hlediska velikosti části mozku postižené epilepsíı je rozlǐsována epilepsie

generalizovaná, která se týká celého mozku, a fokálńı (ložisková) vycházej́ıćı z

iritačńı2 či epileptogenńı3zóny. Projevy epileptického záchvatu v závislosti na

2iritačńı zóna je oblast mozku s abnormálńı aktivitou, která generuje výboje
3epileptogenńı zóna je oblast mozku (větš́ı než iritačńı zóna) s abnormálńı aktivitou, která
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Obrázek 1.4: Generalizovaný epileptický záchvat

tom, zda jde o generalizovanou či fokálńı epilepsii (popř. na lokalizaci fokusu),

mohou nabývat některých z následuj́ıćıch podob:

• poruchy vědomı́,

• motorické projevy - od jemného tiku očńıch v́ıček či napnut́ı trupu i končetin

až po pohyby v jiných př́ıpadech spojované s agreśı,

• senzitivńı a senzorické projevy - např. halucinace,

• vegetativńı projevy - např. pocit bušeńı srdce nebo slintáńı,

• psychické projevy jako jsou snové stavy či iluze deja vu,

• a jiné.

Detailněǰśı výpis projev̊u epilepsie poskytuje [9].

1.4. Epilepsie v EEG záznamu

Grafoelementy představuj́ıćı základńı složky grafu, které nav́ıc nápadně vy-

stupuj́ı z běžné aktivity nazýváme tranzienty. Grafoelementy ve skupinách po

generuje klinický záchvat
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dvou a větš́ıch pak vytvář́ı komplexy. Mezi grafoelementy typické pro epilepsii

je řazen hrot (ostrý vrchol o délce 20 - 80 ms), ostré vlny (ostré vrcholy deľśı

než 80 ms, do 200 ms) a také komplexy jednoho či v́ıce po sobě jdoućıch hrot̊u s

následuj́ıćı pomalou vlnou. Obecně se předpokládá, že projevy epilepsie zachyt́ı

EEG sńımané z povrchu hlavy ve frekvenćıch od 0,5 až 40 Hz [24].

V praxi muśı vyšetřovatel při čteńı EEG signálu zapojit schopnost odlǐseńı

epileptického výboje či dokonce klinického záchvatu od rušivých potenciál̊u - ar-

tefakt̊u [10]. Pomoćı filtr̊u můžeme efektivně zneškodnit ku př́ıkladu rušeńı elek-

trickou śıt́ı (50 Hz), ovšem na jiné artefakty s p̊uvodem v prostřed́ı, s p̊uvodem

v př́ıstroji (sńımáńı vadnou elektrodou) nebo s p̊uvodem v pacientovi, kdy se v

EEG záznamu projev́ı svalový záškub či otevřeńı oč́ı, muśı být vyšetřovatel vy-

baven letitými zkušenostmi. U odhaleńı artefakt̊u zapř́ıčiněných pacientem může

vyšetřovateli pomoci video monitoring.

Obrázek 1.5: Artefakty technické povahy [10]

Obrázek 1.6: Artefakty biologické povahy [10]
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Kapitola 2

Úvod do problematiky fraktál̊u

Tato kapitola obsahuje definice fraktálu a shrnut́ı teorie k nim potřebné.

Následně jsou uvedeny nejznáměǰśı z fraktálńıch křivek.

2.1. Fraktálńı geometrie

Body, úsečky, čtverce a jiné dokonale pravidelné útvary, jimiž se klasická ge-

ometrie zabývá, lze v př́ırodě nalézt sṕı̌se zř́ıdka. Země neńı hladká koule, řeky

netvoř́ı pravidelné křivky a ani buňky těl živočich̊u či rostlin nemaj́ı naprosto pra-

videlnou formu. Nicméně, člověk v tradičńı geometrii nacháźı uspokojivý zp̊usob

zobecněńı těchto objekt̊u těmi dokonalými, jež svým tvarem připomı́naj́ı.

Publikováńım knihy Fraktálńı geometrie př́ırody položil v roce 1982 Benoit

Obrázek 2.1: Mandelbrotova množina

Mandelbrot základy zcela odlǐsnému popisu světa. Fraktálńı geometrii lze použ́ıt
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k modelováńı stavby tak členitých úkaz̊u př́ırody, jakými jsou pohoř́ı, lesy, rostliny

(např. větveńı stromu nebo kapradiny, r̊užičková stavba květáku) či tělńı orgány

(větvěńı pr̊udušek v plićıch); nab́ıźı také modely chováńı počaśı nebo modely

r̊uzných biologických proces̊u. Množina, kterou se Mandelbrotovi prostřednictv́ım

poč́ıtač̊u podařilo vykreslit, je pojmenována po svém autorovi a můžete ji vidět

na Obrázku 2.1.

Jednotná definice fraktálu doposud nebyla stanovena, ale za fraktál [1] lze

považovat každý z následuj́ıćıch objekt̊u.

Definice 2.1. : Pokud je množina F soběpodobná, potom je F fraktál.

Poznámka 2.1.1. Tzn. at’ už použijeme jakékoliv měř́ıtko, části této množiny

jsou podobné jej́ımu celku.

Obrázek 2.2: Soběpodobnost znázorněná na von Kochově křivce

Definice 2.2. Množina F je fraktál, jestlǐze je tato množina atraktorem systému

iterovaných funkćı.

Systému iterovaných funkćı je věnována Sekce 2.2.

Definice 2.3. : Množina F se nazývá fraktál, převyšuje-li jej́ı Hausdorffova fraktálńı

dimenze dimenzi topologickou,

Poznámka 2.3.1. Ekvivalentně, množina F se nazývá fraktál, má-li neceloč́ıselnou

fraktálńı dimenzi.

Vı́ce o Hausdorffově dimenzi v Sekci 2.3.
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Přitom fraktál nemuśı splňovat každou z těchto definic. Obecně je za fraktál

považována podle [3] množina F , která má velice jemnou strukturu (a to i při

značném přibĺıžeńı), k jej́ımu popisu nelze využ́ıt klasické geometrie, v mnoha

př́ıpadech je F soběpodobná a většinou je jej́ı fraktálńı dimenze větš́ı než topo-

logická. Často lze tuto množinu popsat jednoduchým rekurzivńım1 předpisem.

Z d̊uvodu předpoklad̊u nekonečné členitosti je existence fraktál̊u v reálném

světě nepředstavitelná. I přesto nab́ızej́ı efektivńı zp̊usob popisu r̊uzně složitých

předmět̊u.

2.2. Fraktál jako atraktor IFS

Tato oblast teorie fraktál̊u byla vypracována postupně J. E. Hutchinsonem

a M. F. Barnsleym [1] a využ́ıvá se předevš́ım při konstrukci fraktál̊u. Zde je

uvažován systém iterovaných funkćı {X; fi, i = 1, . . . , Np}, dále jen IFS, skládaj́ıćı

se z kontrakčńıch funkćı fi s faktory ci, i = 1, . . . , Np definovaných na úplném met-

rickém prostoruX. Kĺıčovou roli ve výstavbě celého aparátu pak hraje Banachova

věta.

Věta 2.4 (Banachova). ([1],[2],[8]) Bud’

• (X,d) úplný metrický prostor,

• f : X → X, kontrakce s faktorem c, tzn.

d(f(a), f(b)) ≤ cd(a, b), ∀a, b ∈ X, c ∈ 〈0, 1)

Potom existuje právě jeden přitažlivý pevný bod x∗ = f(x∗), tedy plat́ı

x∗ = f (x∗) ,

lim
n→∞

d(fn(a), x∗) = 0.

V př́ıpadě, že uvažujeme systém iterovaných funkćı, jsou vstupy jednotlivých

iteraćı podrobeny funkci

F : H (X) −→ H (X);

1tedy pomoćı systému iterovaných funkćı
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F (A) =

Np⋃

n=1

fn(A), ∀A ∈ H (X),

kde H (X) znač́ı hyperprostor2 př́ıslušný prostoru X. Taková funkce F se nazývá

Hutchinson̊uv-Barnsleẙuv operátor (H-B operátor) a je kontraktivńı (viz. [1]).

Tedy podle Banachovy věty existuje právě jedna přitažlivá pevná množina A∗ ∈

H (X), jež splňuje

A∗ =

Np⋃

n=1

fn(A∗),

A∗ = lim
n→∞

F n(A), ∀A ∈ H (X).

Taková množina A∗ se nazývá atraktor př́ıslušného systému iterovaných funkćı.

Věta 2.5 (Kolážová). ([1],[2],[8]) Mějme úplný metrický prostor (X,d), k němu

př́ıslušný hyperprostor (H (X), dH) s Hausdorffovou metrikou 3 a systém itero-

vaných funkćı

{X; fn, n = 1, 2, ..., Np}

s faktorem kontrakce c a atraktorem A∗. Pro A ∈ H (X) plat́ı

dH(F
m(A), A∗) ≤

cmdH(A,F (A))

c− 1
,

kde F je H-B operátor systému iterovaných funkćı a Fm m-krát iterovaný H-B

operátor systému iterovaných funkćı.

Dı́ky Kolážové větě lze stanovit horńı odhad vzdálenosti kompaktńı množinyA

po m iteraćıch funkce F od A∗. Necht’ je pak dána neprázdná kompaktńı množina

2soubor všech neprázdných kompaktńıch podmnožin prostoru X
3na hyperprostoru je použita Hausdorffova metrika dH :

dH(A,B) = max







d(A,B)
︷ ︸︸ ︷

sup
a∈A

{

inf
b∈B

{d(a, b)}

}

,

d(B,A)
︷ ︸︸ ︷

sup
b∈B

{

inf
a∈A

{d(a, b)}

}







.

Detailněji popsáno v [1]
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A ∈ X. Pokud najdeme systém iterovaných funkćı
{
X; f1, f2, . . . , fNp

}
, jehož

atraktor se nacháźı v bĺızkosti množinyA, může být použit k reprezentaci množiny

A. To je př́ınosné např́ıklad u elektronických úprav obrazu, kdy mı́sto datově

náročné množiny A postač́ı ukládat IFS data [8].

2.3. Hausdorffova fraktálńı dimenze

Podvědomě chápeme dimenzi jako vlastnost množiny či prostoru spojenou s

počtem souřadnic [1], jimiž je v uvažovaném prostřed́ı bod jednoznačně určen.

Bod na př́ımce může být definován jedńım č́ıslem, v rovině je k jasnému popisu

žádoućı dvojice souřadnic a u prostoru, ve kterém chápeme sv̊uj fyzický výskyt,

má bod přesné umı́stěńı při třech č́ıselných údaj́ıch.

Necht’ existuje rozklad uvažované množiny, u kterého by bylo možné jed-

notlivým podmnožinám přǐradit co nejmenš́ı počet n + 1 barev tak, aby se

podmnožiny se stejnými barvami nedotýkaly. V tomto zjednodušeném pojet́ı z

[17] je definovaná topologická dimenze podle Lebesgua rovna n.

Obrázek 2.3: Rozklad čtverce na podmnožiny, u kterého postač́ı k odlǐseńı sou-

sedńıch podmnožin tři barvy, dává dimenzi čtverce 2. Podobně bychom mohli

použ́ıt dvě barvy u rozkladu př́ımky a čtyři barvy u vhodně zvoleného rozkladu

tř́ıdimenzionálńıch těles.
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Fraktálńı dimenze poskytuje sṕı̌se představu o nepravidelnosti sledovaného

objektu či procesu.

Definice 2.6 (Hausdorffova mı́ra). ([1],[3]) Mějme M ⊂ Rn a s ≥ 0. Dále

Hs
γ(M) = inf

(
∑

i

|(Qi)|
s : {Qi} je γ-pokryt́ı M,

)

tzn. {Qi} je spočetný (konečný) soubor neprázdných množin4 o pr̊uměru nejvýše

γ, které pokryj́ı množinu M. Potom

Hs(M) = lim
γ→0

Hs
γ(M)

se nazývá s-dimenzionálńı Hausdorffova mı́ra.

Definice 2.7 (Hausdorffova dimenze). ([3],[1]) Hausdorffova dimenze množiny

M je rovna s ≥ 0 takovému, že

dimHM = inf {s : Hs(M) = 0} = sup {s : Hs(M) = ∞} ,

tzn.

Hs(M) =

{
∞, s < dimHM
0, s > dimHM.

Obrázek 2.4: Hausdorffova dimenze množiny je rovna takovému s, ve kterém
proběhne změna Hausdorffovy mı́ry této množiny z ∞ do 0.

4|(Qi)| znač́ı pr̊uměr množiny Qi
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Pokud s = dimHM , potom Hs(M) může být rovna 0, ∞ nebo

0 < Hs(M) < ∞.

Uvažujeme-li např. jednotkovou kružnici, jej́ı objem se rovná 0, obsah π a

délka ∞. Hausdorffova dimenze jednotkové kružnice je tedy rovna 2.

Základńı vlastnosti Hausdorffovy dimenze [3]

– Otevřená množina M ⊂ Rn jistě obsahuje (dle své definice) nějakou n-roz-

měrnou kouli, tud́ıž Hausdorffova dimenze otevřené množiny M ⊂ Rn je

rovna n.

– Geometricky hladká5 m-dimenzionálńı plocha v Rn má Hausdorffovu di-

menzi v hodnotě m.

– Je-li N podmnožinou M , potom plat́ı dimHN ≤ dimHM .

– Hausdorffova dimenze posloupnosti množin M1,M2, . . . je rovna

dimH

⋃

i

Mi = sup
i

{dimHMi} .

– Hausdorffova dimenze konečné či spočetné množiny je rovna 0. Uvažujeme-

li totiž, že se taková množina skládá z jednoprvkových podmnožin Mi, kde

každá z nich má H0(Mi) = 1, bude

dimH

⋃

i

Mi = sup
i

{dimHMi} = 0.

Věta 2.8. ([3]) Necht’ M ⊂ Rn a f : M → Rm je zobrazeńı, které splňuje

|f(x)− f(y)| ≤ k |x− y|α , x, y ∈ M.

Potom dimHf(M) ≤ 1
α
dimHM .

5tzn. diferencovatelná v každém svém bodě
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D̊ukaz. Uveden v [3].

Důsledkem Věty 2.8 jsou následuj́ıćı tvrzeńı ([3]). Necht’ f : M → Rm je

Lipschitzovsky spojité zobrazeńı, tedy pro každé x, y ∈ M plat́ı

|f(x)− f(y)| ≤ k |x− y| ,

potom

dimHf(M) ≤ dimHM.

Necht’ f : M → Rm je bi-Lipschitzovská funkce, tedy pro každé x, y ∈ M plat́ı

k1 |x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ k2 |x− y| , 0 < k1 ≤ k2 < ∞,

potom

dimHf(M) = dimHM.

Jinými slovy, Hausdorffova dimenze je invariantńı v̊uči bi-Lipschitzovskému

zobrazeńı. V př́ıpadě, že mezi dvěma množinami existuje bi-Lipschitzovské zobra-

zeńı (tzn. maj́ı stejné dimenze), je možné prohlásit tyto dvě množiny ve fraktálńı

geometrii za stejné. Naopak, pokud dvě množiny maj́ı r̊uzné dimenze, nemůže

mezi nimi existovat bi-Lipschitzovská funkce. Tohoto poznatku lze už́ıt k rozlǐseńı

množin.

Věta 2.9. ([3]) Množina M ⊂ Rn, jej́ı̌z Hausdorffova dimenze dimHM < 1, je

naprosto nespojitá.

D̊ukaz. Uveden v [3].

2.4. Nejznáměǰśı fraktálńı křivky a jiné množiny

2.4.1. Von Kochova křivka

Podrobně je popsána v [1] a v [3]. Konstrukce von Kochovy křivky vycháźı z

jednotkové úsečky. Při prvńı iteraci docháźı k rozděleńı dané úsečky na tři stejně

dlouhé části, přitom je prostředńı třetina nahrazena lomenou křivkou, kterou tvoř́ı
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dva segmenty oba o délkách nahrazované části. V každém následuj́ıćım kroku se

znovu aplikuje takové lámáńı na všechny rovné části křivky. Při nekonečném

počtu krok̊u źıskáme von Kochovu křivku.

Obrázek 2.5: Proces vzniku von Kochovy křivky

Jak již bylo naznačeno výše (Obrázek 2.2), von Kochova křivka je soběpodobná.

Je to dáno t́ım, že pocháźı z IFS [26] tvořeného podobnostmi s faktory 1
3
:

f1(x, y) =

(
1
3
0

0 1
3

)(
x

y

)

,

f2(x, y) =

(
1
6

−
√
3
6√

3
6

1
6

)(
x

y

)

+

(
1
3

0

)

,

f3(x, y) =

(
1
6

√
3
6

−
√
3
6

1
6

)(
x

y

)

+

( 1
2√
3
6

)

,

f4(x, y) =

(
1
3
0

0 1
3

)(
x

y

)

+

(
2
3

0

)

.

Von Kochova křivka má velice jemnou strukturu a přesto, že jde o křivku,

pokud bychom ji chtěli změřit, pomoćı délky se nám to nepodař́ı:

lKoch = lim
n→∞

(
4

3

)n

= ∞.
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2.4.2. Cantorova množina

Detailńı popis lze dohledat opět v [1] či v [3]. Cantorova množina (nebo

také Cantor̊uv prach či Cantorovo diskontinuum) neńı fraktálńı křivkou, ale

je fraktálem a své uplatněńı najde v daľśı sekci. Jej́ı vznik tkv́ı v nekonečném

odeb́ıráńı vždy středńı třetinové části interval̊u, přičemž t́ım počátečńım je uzav-

řený interval 〈0, 1〉. Výsledkem prvńı iterace jsou pak intervaly 〈0, 1
3
〉 a 〈2

3
, 1〉, po

druhé iteraci źıskáme 〈0, 1
9
〉, 〈2

9
, 1
3
〉, 〈2

3
, 7
9
〉 a 〈8

9
, 1〉 atd.

Obrázek 2.6: Proces vzniku Cantorovy množiny

Cantorovu množinu je tedy možné źıskat z p̊uvodně jednotkového intervalu

pomoćı IFS skládaj́ıćıho se z funkćı

f1(x) =
1

3
x, x ∈ R,

f3(x) =
1

3
x+

2

3
, x ∈ R,

kde f1 vede vždy k levé a f3 k pravé části.

Cantorova množina je opět soběpodobná při meziiteračńım faktoru podob-

nosti 1
3
. Tato množina má velice jemnou strukturu teoreticky patrněǰśı až při

velkém přibĺıžeńı; klasická geometrie uspokojivý popis Cantorovy množiny ne-

poskytuje. Ačkoliv je tvořena nespočetným množstv́ım bod̊u, nelze tradičńım

zp̊usobem měřit jej́ı délku (pro každý z bod̊u existuje prázdné okoĺı a vzdálenost

mezi nimi je r̊uzná).

Př́ıklad 2.10. Výpočet Hausdorffovy dimenze Cantorovy množiny [3]

Vycházejme z p̊uvodńı množiny M = 〈0, 1〉, po prvńı iteraci z̊ustanou dvě

části MA = M ∩
〈
0, 1

3

〉
a MC = M ∩

〈
2
3
, 1
〉
. Obě tyto množiny jsou podobné
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p̊uvodńı množině M s faktorem 1
3
. Nová množina M se skládá z MA a MC, tzn.

M = MA ∪MC. Proto d́ıky větě 2.17 plat́ı

Hs(M) = Hs(MA) +Hs(MC) =

(
1

3

)s

Hs(M) +

(
1

3

)s

Hs(M).

Za předpokladu, že 0 < Hs(M) < ∞ při s = dimHM , m̊užeme obě strany rovnice

vydělit hodnotou Hs(M),

Hs(M) =

(
1

3

)s

Hs(M) +

(
1

3

)s

Hs(M),

1 = 2

(
1

3

)s

,

log

(
1

2

)

= s log

(
1

3

)

,

s =
log(2)

log(3)
= 0, 6309.

Nekonečné iterováńı dává nespočetně nekonečnou množinu, jej́ı̌z body v určitém

velice malém okoĺı nemaj́ı žádný sousedńı bod. Nemělo by smysl měřit délku, tud́ı̌z

nedosahuje dimenze 1, ovšem při nespočetném množstv́ı bod̊u neńı vhodné dimenzi

stanovit jako nulovou. Proto hodnota dimenze 0,6309 dává smysl.

2.4.3. Ďáblovo schodǐstě

Necht’ je dán jednotkový čtverec, kde pomyslná vodorovná osa je tvořena

body jednotkového intervalu uvažovaného při konstrukci Cantorovy množiny.

Nekonečné vykreslováńı vyjmutých část́ı při konstrukci Cantorova diskontinua

vždy do středńıch výšek již vykreslených sousedńıch interval̊u vytvář́ı d’áblovo

schodǐstě. Tzn. při prvńı iteraci je ve výši 1
2
vykreslen interval 〈1

3
, 2
3
〉. Druhá ite-

race přidá segmenty 〈1
9
, 2
9
〉 a 〈7

9
, 8
9
〉 do výšek 1

4
a 3

4
. Informace o Ďáblovu schodǐsti

jsou čerpány z [27].

Horńı plocha vykrojená takto definovanou křivkou má po otočeńı o 180◦ na-

prosto identický tvar jako ta dolńı. Lze tedy usuzovat, že obsah obou část́ı je roven
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Obrázek 2.7: Konstrukce d’áblova schodǐstě

Obrázek 2.8: Ďáblovo schodǐstě

1
2
. Protože uvažujeme pouze neklesaj́ıćı vývoj křivky skládaj́ıćı se z vodorovných

schod̊u, délka křivky formuj́ıćı schodǐstě je rovna 2. Topologická dimenze křivky

je tedy nepochybně rovna 1 (a s ńı rovněž dimenze fraktálńı). Ďáblovo schodǐstě

je selfafinńı6, protože pro jakékoliv a ∈ N je křivka v
〈
0,
(
1
3

)a〉
×
〈
0,
(
1
2

)a〉
po-

dobná kompletńımu d’áblovu schodǐsti. Ďáblovo schodǐstě má ovšem stejně ne-

pravidelnou strukturu jako Cantorova množina, logicky je tedy rovněž fraktálem

a definice, na kterou se lze při tomto odvolat, je obsažena v [16].

Ďáblovo schodǐstě lze při náhodném výběru bodu z Cantorovy množiny chápat

jako pravděpodobnostńı funkci P (x), že tento bod lež́ı vlevo od nějakého předem

určeného bodu x, x ∈ 〈0, 1〉.

6Určité části d’áblova schodǐstě jsou jeho zobrazeńımi při zachováńı děĺıćıho poměru -
(sobě)podobobnost je speciálńım př́ıpadem (self)afinity
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2.4.4. Weierstrass̊uv signál

Weierstrassova funkce je součást́ı klasické matematické analýzy. Jedná se o

spojitou funkci, která v žádném bodě nemá derivaci. Mezi fraktály se mimo jiné

vlastnosti řad́ı na základě soběpodobnosti. Obecnou podobu funkce, se kterou

Weiestrass pracoval, lze dohledat v [11]. Pro účely této práce ovšem použijeme

následuj́ıćı předpis.

Necht’ H ∈ (0, 1) a λ je minimálńı frekvence oscilaćı. Weierstrassovu funkci

definujme podle [19] jako:

fWc
(t) =

∞∑

k=1

λ−kH cos(2πλkt).

Parametr H znač́ı Hurst̊uv exponent, jehož definice je obsažena v [22]. V

praxi se nekonečný součet nahrad́ı konečným a výsledný produkt tohoto umělého

generováńı je znám jako Weierstrass̊uv signál.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4
Weierstrass signal

Obrázek 2.9: Weierstrass̊uv signál generovaný pro H = 0.8 a λ = 5.

Hausdorffova dimenze takto definovaného Weierstrasova signálu je rovna

dimH = 2−H.

Z obrázku je zřejmé, že z dosud navržených křivek má k elektroencfalogramům

nejbĺıže právě Weierstrass̊uv signál.
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Kapitola 3

Jiné fraktálńı dimenze

Hausdorffova dimenze jakékoliv množiny existuje, nevýhodou však je, že např.

u EEG neńı možné se k jej́ı hodnotě dopoč́ıtat. Z tohoto d̊uvodu se v praxi

použ́ıvaj́ı alternativńı metody výpočtu fraktálńı dimenze založené na mocninných

zákonech. Tato kapitola zač́ıná u základńıch fraktálńıch dimenźı jako jsou soběpo-

dobnostńı, obvodová a pokrývaćı dimenze [1], a dále představuje Higuchiho fraktálńı

dimenzi [20] a zobecněnou korelačńı dimenzi [14],[2],[15], které vyč́ısluj́ı fraktálńı

dimenzi časových řad a t́ım zprostředkovaně také procesu či systému, ze kterého

vycházej́ı. V daľśı kapitole se dvě posledńı uváděné metody stávaj́ı hlavńımi

nástroji fraktálńı analýzy. Pro podrobněǰśı teorii fraktálńıch dimenźı odkazujeme

čtenáře na [3], [4], [5] a př́ıp. na populárně zpracovanou četbu o fraktálech v [6]

a [7].

3.1. Soběpodobnostńı dimenze

Předpokladem k výpočtu soběpodobnostńı fraktálńı dimenze je IFS skládaj́ıćı

se pouze z podobnost́ı a znalost tohoto IFS {X; fi, i = 1 . . . n}, ze kterého množina

pocháźı, nebo alespoň jemu př́ıslušných koeficint̊u r1, r2, . . . , rn. Pak je aplikován

Moran̊uv vzorec [1]
n∑

i=1

rdims

i = 1,
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který lze ve speciálńım př́ıpadě u IFS skládaj́ıćıho se pouze z podobnost́ı se

shodnými faktory r1 = r2 = · · · = rn = r převést na

nrdims = 1.

Pak źıskáme soběpodobnostńı dimenzi jako

dims =
log(n)

log
(
1
r

) .

Př́ıklad 3.1. Výpočet soběpodobnostńı dimenze von Kochovy křivky

IFS von Kochovy křivky se skládá ze čtyř funkćı, viz. Podsekce 2.4.1, jejichž fak-

tory podobnosti mezi jednotlivými iteracemi jsou totožné a rovné r = 1
3
. Soběpodobnostńı

dimenzi Kochovy křivky dostaneme po dosazeńı do vzorce

dims =
log(4)

log (3)
=̇1, 262.

3.2. Obvodová dimenze

Měřeńı obvodu územı́ stát̊u či pobřež́ı a následné srovnáváńı představuje

problém neřešitelný pomoćı nástroje jako je délka. Naměřená délka obvodu totiž

záviśı na použité délce jednotky (úsečky) obvodu; č́ım je délka obvodové jednotky

(úsečky) menš́ı, t́ım je měřeńı přesněǰśı a délka obvodu větš́ı.

L. E. Richardson se t́ımto problémem zabýval [1] a zaznamenal vztah mezi

délkou obvodu (L) a délkou použité úsečky (s) jako

L(s) ≈ s−dimObv+1,

a při použit́ı vzorce

N(s)s ≈ L(s),

kde N(s) znač́ı počet úseček o délce (s) potřebných ke změřeńı obvodu, a źıskal

N(s)s ≈ s−dimObv+1,

N(s) ≈ s−dimObv ,

N(s) ≈

(
1

s

)dimObv

,
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Obrázek 3.1: Délka obvodu Velké Británie záviśı na použité délce jednotky ob-
vodu.

odkud může být obvodová dimenze vyjádřena jako

dimObv = lim
s→0+

log(N(s))

log
(
1
s

) .

Obvodová dimenze tak poskytuje informaci o mı́̌re nepravidelnosti a je ilustra-

tivńım př́ıkladem, že fraktálńı dimenze umožňuje srovnáńı r̊uzných množin v

př́ıpadech, kdy klasické př́ıstupy měřeńı množin selhávaj́ı.

3.3. Pokrývaćı dimenze

Zdaleka nejpouž́ıvaněǰśım zp̊usobem výpočtu fraktálńı dimenze na základě

mocninných zákon̊u je však pokrývaćı dimenze. Pokrývaćı dimenze (anglicky box-

counting dimension) je totiž aplikovatelná na obrázky a grafy, kdy nejčastěǰśı1

interpretaćı tohoto postupu je rozložeńı mř́ıžky na daný vstup a následné zjǐstěńı

počtu čtverc̊u/krychĺı, jimiž obrázek či graf procháźı. Tento údaj je při délce stran

čtverc̊u r značen jako N(r).

1N(r) může rovněž značit:

• nejnižš́ı počet uzavřených kouĺı o poloměru r, které tvoř́ı pokryt́ı dané množiny,

• nejnižš́ı počet krychĺı o straně r, které tvoř́ı pokryt́ı dané množiny,

• nejnižš́ı počet množin, jejichž pr̊uměry jsou maximálně r a tvoř́ı pokryt́ı dané množiny,

• největš́ı počet neslučitelných kouĺı o poloměru r se středy v bodech dané množiny
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Obrázek 3.2: Proces pokrýváńı elektroencegalogramu

Výchoźım vzorcem je pak [1]

N(r) ≈

(
1

r

)dimPok

,

a odvozená pokrývaćı dimenze nabývá podoby

dimPok = lim
r→0+

log(N(r))

log
(
1
r

) .

3.4. Higuchiho fraktálńı dimenze

K odhadu fraktálńı dimenze dynamického systému, jehož chováńı popisuje

určitá časová řada, už́ıvá Higuchiho algoritmus [20] pr̊uměrných délek křivek,

které spojuj́ı hodnoty d́ılč́ıch, tzv. reprezentačńıch, časových řad.

Mějme k dispozici časovou řadu y1, y2, . . . , yN . Z ńı budou vytvořeny d́ılč́ı

reprezentačńı časové řady ymk užit́ım časových rozestup̊u k následovně:

ymk : ym, ym+k, ym+2k, . . . , ym+⌊(N−m
k )⌋k,

m = 1, 2, . . . , k,

kde ⌊x⌋ znač́ı dolńı celou část č́ısla x. Délku křivky Lm(k), kterou vytvář́ı repre-
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zentačńı řada ymk , pak vypoč́ıtáme jako

Lm(k) =
1

k











⌊(N−m
k )⌋
∑

i=1

∣
∣ym+ik − ym+(i−1)k

∣
∣






N − 1
⌊(

N−m
k

)⌋
k




 .

Pro dané k definujeme délku křivky L(k) při p̊uvodńı časové řadě jako pr̊uměr

délek Lm(k) přes m = 1, 2, . . . , k. Potom dimHig takové, že

L(k) ≈

(
1

k

)−dimHig

,

je odhadem fraktálńı dimenze.
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Obrázek 3.3: Log-log graf Higuchiho metody pro Weierstrass̊uv signál

3.5. Praktický výpočet fraktálńı dimenze

Dı́ky l’Hospitalovu pravidlu lze využ́ıt k výpočtu fraktálńı dimenze log-log

grafu. Jak čitatel, tak jmenovatel se totiž při r → 0+ bĺıž́ı k ∞, proto lze např.
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pokrývaćı dimenzi vyjádřit jako

dimPok = lim
r→0+

∂ log(N(r))
∂r

∂ log( 1

r )
∂r

= lim
r→0+

∂ log(N(r))

∂ log
(
1
r

)

= lim
r1,r2→0+

log(N(r2))− log(N(r1))

log(r2)− log(r1)
.

Lepš́ıch výsledk̊u je dosaženo při odebráńı limity [25], k výpočtu fraktálńı

dimenze je tak použit předpis

dimPok =
log(N(r2))− log(N(r1))

log(r2)− log(r1)
.
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Obrázek 3.4: Log-log graf pokrývaćı dimenze Kochovy křivky

V praxi fraktálńı dimenzi vyč́ısĺıme jako absolutńı hodnotu směrnice grafu

hodnot log(N(r)) proti log(r). Výsledná fraktálńı dimenze je ovlivněna volbou

škálovaćıch parametr̊u r, nejvhodněǰśı je takové rozmeźı r, při kterém fraktálńı di-

menze nabývá přibližně konstantńıch hodnot. Vhodnou pomůckou v tomto bodě

může být graf ∂ log(N(r))

∂ log( 1

r )
proti log(r).
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Obrázek 3.5: Hodnoty lokálńıch pokrývaćıch dimenźı Kochovy křivky

3.6. Fraktálńı dimenze známých křivek

K veškerým výpočt̊um v této diplomové práci byl použit Matlab. Pomoćı

funkćı uvedených v Sekci 4.1 byly vypočteny fraktálńı dimenze Kochovy křivky,

Weierstrassova signálu a Ďáblova schodǐstě. Výpočet je d̊ukladněji popsán v

přiloženém skriptu PostupZnameFraktaly.m.

dimH dimObv dimPok dimHig

Kochova křivka 1,2619 1,2182 1,2545 -
Weierstrass̊uv signál 1,2 1,1291 1,1902 1,2090
Ďáblovo schodǐstě 1 1,0592 1 1

Tabulka 3.1: Odhady fraktálńıch dimenźı množin, u nichž známe teoretickou
Hausdorffovu dimenzi (dimH).

Pro srovnáńı jednotlivých odhad̊u fraktálńı dimenze jsou v Tabulce 3.1 shr-

nuty výsledky obvodové, pokrývaćı a Higuchiho fraktálńı dimenze množin a mo-

hou být srovnány se známou Hausdorffovou dimenźı (vyznačena modře). Ko-

chova křivka neńı časová řada, proto je buňka pro Higuchiho fraktálńı dimenzi
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prázdná. Nejlépe si u uvedených množin vedou pokrývaćı dimenze a Higuchiho

fraktálńı dimenze, kdy odchylka např. při měřeńı na Weierstrassově signálu do-

sahuje u pokrývaćı dimenze 0, 0098 a u Higuchiho fraktálńı dimenze 0, 0090. Při

vytvářeńı obrázk̊u, jež maj́ı sloužit jako vstupy pro výpočet pokrývaćı a ob-

vodové dimenze, je d̊uležité zachovávat velikost, poměr stran a daľśı vlastnosti

vkládaného obrázku. Tyto parametry maj́ı vliv na výsledné hodnoty odhado-

vaných fraktálńıch d́ımenźı a t́ım je mohou znehodnotit. Z tohoto d̊uvodu je

přistupováno k obvodové a pokrývaćı dimenzi vycházej́ıćıch z obrázk̊u pouze jako

k orientačńım metodám.
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3.7. Zobecněná fraktálńı dimenze

Vstupem doposud uvedených metod výpočtu fraktálńı dimenze byl EEG záznam

ve formě časové řady, popř. jej́ıho vyobrazeńı. Ovšem časový záznam EEG v

hlubš́ım smyslu představuje projekci diskretizované trajektorie dynamického sys-

tému [12], za který činnost mozku můžeme pokládat, na jednu osu fázového pro-

storu. Na základě teorému vnořeńı lze z časové řady, kterou máme k dispozici,

zpětně rekonstruovat fázový prostor činnosti mozku [23]. Zobecněná fraktálńı di-

menze poskytuje č́ıselný popis vlastnost́ı atraktoru a t́ım kvantifikuje chováńı

dynamického systému, ze kterého časová řada pocháźı.

Rekonstrukce fázového prostoru může být provedena metodou časových zpož-

děńı. Dimenzi rekonstruovaného fázového prostoru, tzv. dimenzi vnořeńı, je možno

stanovit pomoćı metody falešných nejblǐzš́ıch soused̊u [12]. Tato metoda hledá

dvojice bod̊u, které k sobě maj́ı v dimenzi m bĺızko z d̊uvodu série projekćı

p̊uvodńıho fázového prostoru dynamického systému do nižš́ıch dimenźı. Pokud

je pod́ıl takových dvojic vysoký, dimenze fázového prostoru p̊uvodńıho dyna-

mického systému je větš́ı než m a algoritmus pokračuje vyšetřováńım dimenze

m + 1. Takto se postup opakuje dokud neńı dosaženo dimenze de, při které je

pod́ıl falešných soused̊u (téměř) roven nule. Přehledný popis této metody posky-

tuje [21].

Fázový prostor rekonstruovaný z naměřených dat y0, y1, y2 . . . , yN je tvořen

de-dimenzionálńımi vektory se zpožděńım τ

xk =
(
yk, yk+τ , yk+2τ , . . . , yk+(de−1)τ

)
,

kde k = 0, 1, 2, . . . , Nr a Nr = N − (de − 1)τ . Ke stanoveńı τ lze použ́ıt autoko-

relačńı funkci či funkci average mutual information [23]. Použijeme-li však τ = 1

a podrob́ıme-li data analýze falešných nejbližš́ıch pozorováńı, bude ve většině

př́ıpad̊u EEG záznam, pokud ne plně, tak z větš́ı části, ”rozbalen”při de = 22

[21].
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Obrázek 3.6: Stanoveńı vnořené dimenze pomoćı falešných nejblǐzš́ıch pozorováńı
- vyobrazeńı pod́ılu falešných nejbližš́ıch pozorováńı s použit́ım kód̊u z [21] na
datech popsaných ve 4. kapitole.

3.7.1. Rényiho entropie a dimenze

Tato subsekce vycháźı z [14]. Vezměme v úvahu množinu E skládaj́ıćı se z

n prvk̊u, pro které plat́ı n = 2N s nějakým kladným celým č́ıslem N . Tak lze

každý z prvk̊u jednoznačně identifikovat pomoćı přǐrazeného binárńıho č́ısla o N

č́ıslićıch. Z údaje N = log2 n Rényiho entropie vycháźı.

Nyńı přepokládejme, že E = E1∪· · ·∪Eb, kde pro každou dvojici (Ei, Ej) ; i, j =

1, . . . , b; i 6= j plat́ı Ei∩Ej = ∅. Náhodně a nezávisle na sobě rozmı́st́ıme n prvk̊u

do b podmnožin E1, . . . , Eb respektuj́ıc pravděpodobnosti p1, . . . , pb. Přitom mezi

n prvky je jeden středem zájmu, ovšem neńı známo který. Takových experiment̊u

je uskutečněno m, po každém z nich je odhaleno rozmı́stěńı prvk̊u v jednot-

livých podmnožinách a podmnožina, jež obsahuje hledaný prvek. Necht’ Ω1,Ω2, . . .

znač́ı rozděleńı prvk̊u po prvńım, druhém,. . . experimentu a Ω(m) znač́ı vekto-

rový součin rozděleńı př́ıslušej́ıćıch m experiment̊um. Sledovaný prvek bude jed-

noznačně určen, jakmile jeho ”cesta podmnožinami”bude vzhledem k ostatńım

unikátńı. Necht’ P ∗
nm označuje pravděpodobnost, že hledaný prvek bude po m
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experimentech jednoznačně rozpoznán. Definujme

e1(n, δ) = min {m : P ∗
nm ≥ 1− δ} , δ ∈ (0, 1) ,

podle Rényiho plat́ı:

lim
n→∞

log2 n

e1(n, δ)
= H1(P ),

kde H1(P ) znač́ı Shannonovu entropii udávaj́ıćı informaci plynoućı z jednoho

experimentu

H1(P ) = −
b∑

i=1

pi log2 pi.

Celkové množstv́ı informace potřebné k charakterizaci množiny E vyjadřuje log2 n

a při dostatečně velkém n je k odhaleńı hledaného prvku zapotřeb́ı log2 n

−∑b
i=1

pi log2 pi

experiment̊u.

Podobně lze zapojit pravděpodobnost P q
nm počtu prvk̊u se stejnou cestou

menš́ıho než q. Pro q = 2, 3, . . .:

eq(n, δ) = min {m : P q
nm ≥ 1− δ} , δ ∈ (0, 1) ,

lim
n→∞

log2 n

eq(n, δ)
=

(

1−
1

q

)

Hq(P ),

kde Hq(P ) se nazývá Rényiho entropie definovaná jako

Hq(P ) =
1

1− q
log2

b∑

i=1

pqi .

Pro q → 1 źıskáme opět Shannon̊uv vzorec

lim
q→1

Hq(P ) = H1(P ),

H1(P ) = −
b∑

i=1

pi log2 pi.

Mějme diskrétńı náhodnou veličinu Xn, vytvořenou z X jako Xn = ⌊nX⌋
n

při

n → ∞ s rozděleńım pravděpodobnost́ı Pn = {p1, p2, . . . }. Informaci obsaženou

38



v Xn lze definovat pomoćı

H1(Pn) = −
∑

i

pi log2(pi), pro q = 1,

Hq(Pn) =
1

1− q
log2

(
∑

i

pqi

)

, pro q 6= 1.

V př́ıpadě spojitého rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X by bylo

množstv́ı informace nekonečné. Proto se Rényi omezil na diskrétńı náhodnou

veličinu Xn.

Definice 3.2. Zobecněná fraktálńı dimenze (nebo také Rényiho dimenze) q-tého

řádu rozděleńı pravděpodobnosti př́ıslušného náhodné veličině Xn,

kde q ∈ (−∞, 1)∪ (1,∞) (použ́ıvaj́ı se sṕı̌se celá kladná č́ısla), je definována jako

dimq = lim
n→∞

Hq(Pn)

log2 n
.

Tato dimenze nabývá kladných hodnot a lze ji interpretovat jako rychlost, s

jakou se informace bĺıž́ı k ∞ [14]. Vzhledem ke q je dimq nerostoućı funkćı, tedy

plat́ı

q1 < q2 =⇒ dimq1 ≥ dimq2 ,

přitom pokud má veličina Xn rovnoměrné rozděleńı, pak se dimq pro r̊uzná q

neměńı.

3.7.2. Vlastnosti zobecněné fraktálńı dimenze

Č́ım je q větš́ı, t́ım větš́ı dává výpočet dimq váhu oblastem s vysokou četnost́ı.

V opačném př́ıpadě, ńızké hodnoty q zvětšuj́ı vliv méně zasažených interval̊u. V

hraničńıch př́ıpadech dle [23] a [2] plat́ı

dim−∞ = lim
r→0

log2(mini (pi))

log2 r
,

dim∞ = lim
r→0

log2(maxi (pi))

log2 r
.
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Zde r představuje jednotnou š́ı̌ri interval̊u při rozložeńı mř́ıžky pro konstrukci

diskrétńıho rozděleńı pravděpodobnosti, pi pak znač́ı pravděpodobnost zásahu

i-tého intervalu, r → 0 tud́ıž adekvátně zastupuje limitu n → ∞.

Pomyslným přechodem mezi zobecněnými fraktálńımi dimenzemi záporných a

kladných řád̊u je dim0. Pro q → 0 dim0 mı́sto četnost́ı zásah̊u vyšetřuje samotné

zásahy oblast́ı v datech (1-Ano/0-Ne), tedy

dim0 = − lim
r→0

log2 N(r)

log2 r
,

známe již jako pokrývaćı dimenzi.

Pro q → 1, dimq → dim1 je použit Shannon̊uv vzorec:

dim1 = lim
r→0

∑

i pi log2 (pi)

log2 (r)
,

a dim1 se nazývá informačńı dimenze [2].

Zobecněná fraktálńı dimenze řádu q = 2 dim2 se nazývá korelačńı dimenze

[2]

dim2 = lim
r→0

log2 (
∑

i p
2
i )

log2 (r)
.

3.7.3. Zobecněná korelačńı dimenze

Grassberger a Procaccia představili algoritmus pro výpočet korelačńı dimenze,

která vypov́ıdá o chováńı sledovaného dynamického systému. K vytvořeńı empi-

rického rozděleńı pravděpodobnosti jsou použity vzdálenosti mezi body fázového

prostoru zrekonstruovaného z poskytnuté časové řady. Korelačńı integrál C(r)

pak sč́ıtá relativńı četnosti vzdálenost́ı dvou bod̊u fázového prostoru menš́ıch než

r, podle [15] tud́ıž

C(r) =
2

Nr (Nr − 1)

Nr−1∑

i=1

Nr∑

j=i+1

Θ(r − ‖xi − xj‖) ,
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kde ‖xi − xj‖ znač́ı Chebyshevovu vzdálenost bod̊u fázového prostoru,Nr celkový

počet bod̊u fázového prostoru a Θ(x) splňuje

Θ(x) =

{
0, x ≤ 0,
1, x > 0.

Korelačńı dimenze je pak vypočtena jako směrnice log-log grafu na základě vztahu

dim2 = lim
r→0

log(C(r))

log(r)
.

Tento postup lze pro zobecnit [15]. Zobecněný korelačńı integrál Cq(r) představuje

pr̊uměrnou relativńı četnost bod̊u, v jejichž r-okoĺı se nacháźı jiný bod fázového

prostoru.

Cq(r) =




1

Nr

Nr∑

i=1

(

1

Nr − 1

Nr∑

j 6=i,j=1

Θ(r − ‖xi − xj‖)

)q−1




1

q−1

,

Zobecněnou korelačńı dimenzi řádu q źıskáme podle

dimq = lim
r→0

log2 (Cq(r))

log2 (r)
.
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Kapitola 4

Fraktálńı dimenze EEG

EEG zobrazuje v pr̊uběhu času nepravidelnou činnost mozku. Složitost mozkové

aktivity lze posuzovat pomoćı fraktálńı dimenze EEG (viz. d̊usledek Věty 2.8).

Č́ım je dynamický systém popisovaný danou časovou řadou složitěǰśı, t́ım je

fraktálńı dimenze vyšš́ı [23].

Fraktálńı analýza byla provedena na volně dostupných datech z veřejné da-

tabáze [18]. Naměřené jednokanálové úseky o délce 23,6 sekund jsou oproštěny

od artefakt̊u, ukládány s frekvenćı měřeńı 173,61 Hz a filtrovány pásmovou pro-

pust́ı o š́ı̌ri 0,5-85 Hz. Protože se epilepsie v povrchově sńımaném EEG proje-

vuje sṕı̌se v nižš́ıch frekvenćıch, byl nav́ıc aplikován Butterworth̊uv filtr 0,53-40

Hz, jež je př́ıslušenstv́ım Eeglabu [24],[18]. Předmětem zkoumáńı je 60 dataset̊u

pocházej́ıćıch ze tř́ı skupin měřeńı; skupinu A tvoř́ı EEG zdravých lid́ı při měřeńı

s otevřenýma očima, skupiny D a E se skládaj́ı z předoperačńıch měřeńı př́ımo

na šedé k̊uře mozkové. V př́ıpadě skupiny D jde o data z epileptogenńı zóny v

klidovém režimu, u skupiny E se jedná o zaznamenáńı epileptického záchvatu

bez ohledu na to, z jaké oblasti měřeńı pocháźı. Pro názornou ukázku jsou na

Obrázku 4.1 ke shlédnut́ı prvńı datasety z každé zkoumané skupiny.

Záznam EEG diskretizuje nepřetržitou činnost mozku. Fraktálńı dimenze časové

řady jako konečné množiny bod̊u tvoř́ıćıch dvourozměrný graf naměřených v ekvi-

distantńıch časových okamžićıch tak úplně nevypov́ıdá o dynamickém systému,

ze kterého pocháźı, jako o množině samotné. Proto v této práci budeme zkou-

mat fraktálńı dimenze křivky EEG (obvodová, pokrývaćı a Higuchiho fraktálńı
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Obrázek 4.1: Reprezentačńı EEG postupně zdravého člověka s otevřenýma očima,
klidové EEG pacienta s epilepsíı, záchvatové EEG pacienta s epilepsíı

dimenze) a fázového prostoru zrekonstruovaného z př́ıslušné časové řady EEG (zo-

becněná korelačńı dimenze). Přitom obvodová a pokrývaćı dimenze zde vycháźı

z graf̊u uložených v obrázkových formátech, Higuchiho fraktálńı dimenze škáluje

pr̊uměrnou délku křivky EEG při r̊uzných časových rozestupech záchytných bod̊u

v poskytnutém vektoru měřeńı EEG a z toho také vycháźı rekonstrukce fázového

prostoru pro výpočet zobecněné korelačńı dimenze. Hausdorffova a soběpodobnostńı

dimenze maj́ı sṕı̌se teoretický význam, proto se u výpočt̊u z dat zachycuj́ıćıch

př́ırodńı úkazy a děje už́ıvá alternativńıch metod výpočt̊u.

Pro stanoveńı statisticky signifikantńıch rozd́ıl̊u mezi fraktálńımi dimenzemi

zkoumaných skupin byla použita jednoduchá analýza rozptylu1 a Kruskal̊uv-

Wallis̊uv test mnohonásobného porovnáváńı.

4.1. Popis výpočetńıch funkćı

Veškeré výpočty byly provedeny v prostřed́ı Matlabu.

1Předpoklad normality je alespoň v př́ıpadě klidových režimů jak normálńıch, tak epilep-
tických, splněn (viz. [2]).

43



4.1.1. Obvodová dimenze

Pro výpočet obvodové dimenze z obrázku byla použita funkce edgedetector.m

p̊uvodně vytvořená pro výpočet obvodové dimenze tvaru listu a d̊ukladně popsaná

v ([29]). Tato funkce je použita sṕı̌se pro zaj́ımavost a př́ıpadné lepš́ı pochopeńı

vztahu fraktálńı dimenze k určité křivce.

4.1.2. Pokrývaćı dimenze

Pokrývaćı dimenze je poč́ıtána funkćı boxcount.m ([28]), ta vstupńı binárńı

obrázek opakovaně
”
rozostřuje“ pomoćı mř́ıžek o š́ı̌ŕıch čtverc̊u r, r = 20,...,p, a

zjǐst’uje počet křivkou zasažených takto konstruovaných čtverc̊u (n). Přitom p

záviśı na velikosti vstupu. Konečná pokrývaćı dimenze je následně vypočtena na

základě vztah̊u v Sekćıch 3.3 a 3.5.

4.1.3. Higuchiho fraktálńı dimenze

Tato dimenze je zjǐst’ována př́ımo ze vstupńı časové řady. S inspiraćı v [20]

a [36] byla vytvořena funkce Higuchi.m, která z p̊uvodńı řady měřeńı sestavuje

reprezentačńı časové řady prostřednictv́ım rozestup̊u k, stanovuje délky takto vy-

tvořených křivek a pro každé použité k je pr̊uměruje. Higuchiho fraktálńı dimenze

je následovně źıskána pomoćı vztah̊u v Sekćıch 3.4 a 3.5.

4.1.4. Zobecněná korelačńı dimenze

K výpočtu zobecněných korelačńıch dimenźı byla vytvořena podle [15], [35]

funkce ZobKorq.m. Vložená časová řada je použita k rekonstrukci de-dimenzionál-

ńıho fázového prostoru činnosti mozku metodou časových zpožděńı. Na základě

vzdálenost́ı bod̊u fázového prostoru je zjǐstěn korelačńı integrál řádu q pomoćı

vztah̊u uvedených v Sekćıch 3.7.3 a následně je vyč́ıslena př́ıslušná fraktálńı di-

menze (viz. Sekce 3.7.3 a 3.5).
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4.2. Obvodová a pokrývaćı dimenze EEG

Pro účely této práce byly vytvořeny obrázky ze zkrácených a znormovaných

úsek̊u 2000 pozorováńı (tzn. 11,52 sekundy) tak, že výška, resp. š́ı̌rka, obrázku

je dána rozmeźım signálu, resp. časovým rozpět́ım. Připomeňme, že na kvalitu

výsledných odhad̊u fraktálńı dimenze z obrázk̊u má vliv jak volba škálovaćıch

parametr̊u r,s, tak relativńı velikost vkládaných obrázk̊u a samotných graf̊u. K

těmto výpočt̊um byly použity funkce uvedené v Sekci 4.1.1-2. Postup výpočtu

pokrývaćı dimenze v prostřed́ı Matlabu je přiložen ve skriptu PostupPok.m. Kva-

litu odhad̊u podmiňuje lineárńı závislost log(L(s)) či log(N(r)) na logaritmu

škálovaćıch parametr̊u, viz Obrázek 4.2 a 4.3. Výsledné hodnoty fraktálńıch di-

menźı pro jednotlivé skupiny jsou shrnuty v Obrázćıch 4.4, 4.6, 4.8 a 4.5, 4.7,

4.9.
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Obrázek 4.2: Vztah mezi log(1
s
) a log(L(s)) určuj́ıćı kvalitu výpočtu obvodové

dimenze

Odhady fraktálńı dimenze křivky EEG jsou vzájemně značně rozporuplné, a

to hlavně v př́ıpadě nitrolebńıch záchvatových měřeńı. Domńıvám se, že výpočet

pokrývaćı dimenze z grafu EEG uloženého v obrázkovém formátu př́ılǐs podléhá

velikosti pr̊uměrné amplitudy grafu a také celého obrázku. Mozková aktivita spolu
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Obrázek 4.3: Vztah mezi log(1
r
) a log(N(r)) určuj́ıćı kvalitu výpočtu pokrávaćı

dimenze
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Obrázek 4.4: Kvartilový graf obvodových dimenźı EEG sledovaných skupin
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Obrázek 4.5: Kvartilový graf pokrývaćıch dimenźı EEG sledovaných skupin

Obrázek 4.6: Tabulka analýzy rozptylu pro obvodovou dimenzi

Obrázek 4.7: Tabulka analýzy rozptylu pro pokrývaćı dimenzi
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Obrázek 4.8: Výsledky K-W testu pro obvodovou dimenzi
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Obrázek 4.9: Výsledky K-W testu pro pokrývaćı dimenzi
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s nasńımaným šumem je př́ılǐs rozmanitá. Naproti tomu, při větš́ım rozlǐseńı se

projevuje bodový charakter časových řad, který pak přisṕıvá ke sńıžováńı odhad̊u

fraktálńı dimenze. Obě metody zjevně určité odlǐsnosti mezi vytvořenými obrázky

epileptických a zdravých EEG vńımaj́ı, ovšem ke zpochybněńı těchto metod

přisṕıvá závislost na zp̊usobu generováńı obrázk̊u a zkresleńı informace obsažené

v EEG přeneseńım grafu do obrázk̊u s nižš́ım rozlǐseńım (předmětem zkoumáńı

je tak opravdu křivka i v př́ıpadě pokrývaćı dimenze). Rovněž připomeňme, že

obrázky jsou tvořeny z polovičńı dávky dat (11,52 s z p̊uvodńıch 23.6 s).

4.3. Higuchiho fraktálńı dimenze a zobecněné ko-

relačńı dimenze EEG

Hlavńımi nástroji analýzy EEG jsou Higuchiho fraktálńı dimenze a zobecněná

korelačńı dimenze, které se specializuj́ı na vysoce rozmanité dynamické systémy a

vycházej́ı př́ımo z časových řad. Podávaj́ı tak výpověd’ o složitosti těchto systémů.

Higuchiho fraktálńı dimenze je ve volně dostupné literatuře, např. [24], hojně

už́ıvaným nástrojem k hodnoceńı graf̊u EEG. Poč́ıtá mı́ru komplexity př́ımo z

dat časové řady. Jako u předešlých metod, i zde je stále aplikován jednoduchý

mocninný vzorec.

Pomoćı přiložené funkce Higuchi.m byla při k = 4, . . . , 20 odhadnuta fraktálńı

dimenze př́ımo z časové řady. Takto bylo k stanoveno na základě vykresleńı hod-

not dimHig proti použitému hraničńımu k [24]. Ukazatelem efektivńıho hraničńıho

k je mı́sto, kde již tato křivka př́ılǐs neroste. Zmı́něný graf byl společně pro 5 da-

taset̊u z každé skupiny vykreslen do Obrázku 4.3. Graf zobrazuj́ıćı śılu lineárńıho

vztahu mezi log
(
1
k

)
a logL(k) je na Obrázku 4.11. Výsledky anovy, K-W testu

a př́ıslušný kvartilový graf zachycuj́ı Obrázky 4.15, 4.17 a 4.13.

EEG je výstupem velice komplikované činnosti mozku, uvažujeme-li v́ıce do

hloubky, EEG hromadně zachycuje činnost funkčńıch uskupeńı neuron̊u v oblasti

dané elektrody. Již v Sekci 3.7 jsme uvedli, že elektroencefalogram je tvořen

p̊usobeńım 22 stavových proměnných. K d̊ukladněǰśımu popisu mozkové aktivity

zkoumaných stav̊u jsme tedy vycházej́ıc z EEG zrekonstruovali 22-dimenzionálńı
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fázový prostor. Následně jsme odhadli zobecněnou fraktálńı dimenzi řád̊u 2 - 10

EEG ze všech 3 skupin. Tento postup zahrnuje přikládaná funkce ZobKorq.m. Na

Obrázku 4.19 si můžete prohlédnout spektrum zobecněných fraktálńıch dimenźı

zástupc̊u každé ze tř́ı skupin, Obrázek 4.12 představuje log-log graf a výsledky

korelačńı dimenze všech tř́ı skupin jsou porovnány v Obrázćıch 4.16, 4.18 a 4.14.
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Obrázek 4.10: Závislost Higuchiho fraktálńı dimenze na použitém hraničńım k

pro prvńıch pět zástupc̊u z každé zkoumané skupiny (zdravé EEG je označeno

zeleně, klidové epileptické modře a záchvatové epileptické červeně). Pro k nejvýše

20 již Higuchiho fraktálńı dimenze nijak razantně nestoupá a zároveň se při po-

hledu na graf odhady jednotlivých skupin alespoň trochu odlǐsuj́ı. Př́ılǐs malá k

oslabuj́ı lineárńı vztah a tedy také odhadovanou dimenzi, z toho d̊uvodu bylo

použito nejnižš́ı zapojené k = 4.

Výsledky jsou opět značně rozporuplné. Higuchiho dimenze epileptické zách-

vatové činnosti je na 5%-hladině testu signifikantně vyšš́ı než u epileptického kli-

dového režimu, zat́ımco korelačńı dimenze (q = 2) vypov́ıdá opačně. Záchvatové

EEG podle dim2 pocháźı z fázového prostoru o pr̊uměrně nižš́ı fraktálńı dimenzi

než normálńı i epileptické klidové EEG. Statistické testy na hladině 0,05 signifi-
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Obrázek 4.11: Linearita odhadované Higuchiho fraktálńı dimenze

−4.5 −4 −3.5 −3
−16

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

log(r)

lo
g(

C
(r

))

 

 

A
D
E

Obrázek 4.12: Linearita odhadované zobecněné fraktálńı dimenze
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Higuchiho dimenze
A D E

1,8120 1,4386 1,6832
1,8558 1,3380 1,6930
1,8252 1,5092 1,7696
1,8778 1,3770 1,6330
1,8871 1,5122 1,4195
1,8988 1,4019 1,5003
1,8865 1,6023 1,6594
1,8847 1,3351 1,5795
1,6225 1,2057 1,5960
1,7133 1,3167 1,8930
1,6106 1,2482 1,7729
1,5914 1,3705 1,4728
1,5845 1,4987 1,6492
1,6545 1,4996 1,5668
1,7114 1,3883 1,6025
1,7522 1,5145 1,3688
1,6088 1,5618 1,6480
1,7571 1,7302 1,5400
1,6179 1,4003 1,4715
1,7663 1,4594 1,6821

Tabulka 4.1: Higuchiho fraktálńı dimenze pro všechna EEG ze skupin A, D, E.
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Korelačńı dimenze
A D E

6,0994 4,9574 3,3092
5,9296 4,0464 4,2260
5,7068 3,8430 3,6948
7,3015 4,5644 3,7509
5,9085 4,0444 4,1379
6,8305 5,0844 5,3812
6,6409 5,4727 3,0937
6,4917 4,1964 2,9424
6,0460 3,5573 5,2796
5,6822 4,0078 3,3796
5,8281 3,5237 3,8815
5,7365 4,3474 2,4598
5,5088 4,9000 3,6192
5,4517 4,7112 3,6146
6,3310 4,6892 2,2290
5,8907 5,3760 2,9141
5,9348 4,4023 4,1260
6,2898 5,1521 2,2274
5,8697 3,2802 4,1601
7,2247 3,6440 3,8511

Tabulka 4.2: Korelačńı dimenze (q=2) pro všechna EEG ze skupin A, D, E.
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Obrázek 4.13: Kvartilový graf Higuchiho fraktálńıch dimenźı EEG sledovaných
skupin
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Obrázek 4.14: Kvartilový graf korelačńıch dimenźı EEG sledovaných skupin
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Obrázek 4.15: Tabulka analýzy rozptylu pro Higuchiho fraktálńı dimenzi

Obrázek 4.16: Tabulka analýzy rozptylu pro korelačńı dimenzi
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2 groups have mean ranks significantly different from E

Obrázek 4.17: Výsledky K-W testu pro Higuchiho fraktálńı dimenzi
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Obrázek 4.18: Výsledky K-W testu pro korelačńı dimenzi
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Obrázek 4.19: Spektrum zobecněných fraktálńıch dimenźı řád̊u q = 2, . . . , 10
jednoho EEG z každé ze tř́ı skupin
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kantńı rozd́ıl mezi korelačńımi dimenzemi záchvatových a epileptických klidových

EEG ovšem nepotvrdily. Obě metody se však shoduj́ı na tom, že fraktálńı dimenze

epileptických měřeńı jsou nižš́ı než u zdravých EEG.

Všimněme si ještě, že pokles zobecněných fraktálńıch dimenźı s rostoućım

q v Obrázku 4.19 nemuśı být u všech skupin stejně strmý. Prozkoumala jsem

proto rozmeźı zobecněných fraktálńıch dimenźı, kde jsem dim−∞ − dim∞ apro-

ximovala2dim2 − dim10. Š́ı̌re spektra fraktálńıch dimenźı vypov́ıdá o fraktálńı

heterogenitě zkoumaných dat. Kvartilový graf rozmeźı fraktálńıch dimenźı je na

Obrázku 4.20, výsledky anovy a K-W testu najdete v Obrázćıch 4.21 a 4.22.

A D E
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1.5

2

2.5

3

Obrázek 4.20: Kvartilový graf š́ı̌ŕı spekter zobecněných korelačńıch dimenźı EEG
sledovaných skupin

Rozmeźı hodnot zobecněných fraktálńıch dimenźı řád̊u q = 2, . . . , 10 potvrdil

na hladině 0,05 signifikantńı rozd́ıl mezi normálńım a epileptickými EEG, ovšem

mezi epileptickými EEG je rozd́ıl stále nepatrný.

Ovládáńı výše zmı́něných funkćı v prostřed́ı Matlabu je předvedeno na jednom

EEG a zaneseno do přiloženého skriptu PostupHigZobkor.m.

2Zobecněnou korelačńı dimenzi lze vypoč́ıtat pro q > 1 a od q = 10 se dimenze již př́ılǐs
neměńı. Inspirace plyne z [15].
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Obrázek 4.21: Tabulka analýzy rozptylu rozmeźı spekter zobecněných fraktálńıch
dimenźı pro všechny tři skupiny

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

E

D

A

The mean ranks of groups E and A are significantly different

Obrázek 4.22: Výsledky K-W testu pro rozmeźı spekter zobecněných fraktálńıch
dimenźı pro všechny tři skupiny
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4.4. Zhodnoceńı výsledk̊u

Důležitým předpokladem při stanovováńı fraktálńıch dimenźı je lineárńı vztah

mezi logaritmem poč́ıtaných
”
objemů“3 a logartimem parametr̊u. Tato linearita

je dána množinou, na které je fraktálńı dimenze poč́ıtána, zvolenou metodou

výpočtu a rovněž zvoleným rozmeźım škálovaćıch parametr̊u. Z tohoto d̊uvodu

byly u všech metod vykresleny grafy potvrzuj́ıćı tento vztah a dle mého soudu

je u každé z použitých metod s př́ıslušnou volbou rozmeźı škálovaćıch parametr̊u

v́ıce či méně tento předpoklad splněn. Každá použitá metoda má sv̊uj specifický

zp̊usob výpočtu, proto neńı divu, že se výsledné hodnoty fraktálńıch dimenźı

lǐśı. Ovšem zaj́ımavá je protich̊udná změna činnosti z epileptické klidové na epi-

leptickou záchvatovou aktivitu. Fraktálńı dimenze (Higuchiho, př́ıp. pokrývaćı)

křivky EEG, která je shrnut́ım veškeré mozkové činnosti z dané oblasti, mohou

zjevně vńımat tuto změnu jako pośıleńı složitosti s jakou je signál přij́ımán. Je-li

však EEG rozloženo do 22-rozměrného fázového prostoru činnosti dané oblasti

mozku, tato změna může být interpretována jako zmı́rněńı složitosti tohoto dyna-

mického systému. Důvodem mohou být jednak razantně odlǐsná mocninná pravi-

dla (už́ıvaj́ıćı pr̊uměrnou délku křivky u Higuchiho a relativńı četnosti vzdálenost́ı

mezi body fázového prostoru u zobecněných fraktálńıch dimenźı) a také odlǐsný

objekt zkoumáńı (Higuchiho fraktálńı dimenze se zaj́ımá o EEG výhradně jako

o křivku, proti tomu zobecněné korelačńı dimenze popisuj́ı fázový prostor). Při

zkoumáńı graf̊u EEG dosahuje sice záchvatová epileptická aktivita vyšš́ı ampli-

tudy, ovšem tato aktivita je pravidelněǰśı než klasická činnost mozku. I z to-

hoto d̊uvodu se přikláńım k interpretaci, kterou poskytuje korelačńı dimenze.

Zobecněná korelačńı dimenze nav́ıc nab́ıźı zhodnoceńı heterogenity dat ve formě

š́ı̌re intervalu hodnot, kterých korelačńı dimenze r̊uzných řád̊u q nabývaj́ı. Tyto

výsledky ovšem statisticky potvrzuj́ı výsledky korelačńı dimenze.

Na výsledky fraktálńı analýzy EEG má vliv jak použitá metoda výpočtu

fraktálńı dimenze, tak kvalita dat. Znehodnoceńı dat může zapř́ıčinit velké množ-

3obecně je tak nazván N(r) u pokrývaćı dimenze, L(s) u Higuchiho či obvodové dimenze a
C(r) u korelačńı dimenze
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stv́ı faktor̊u. Jedńım z nich je
”
čistota“ signálu, EEG sńımané nitrolebně totiž

neobsahuje tolik šumu jako povrchové. Rovněž nezachycuje činnost tak velkého

počtu neuron̊u, což znamená, že př́ıčina statistické odlǐsnosti zdravého a epi-

leptického EEG nemuśı pocházet z rozd́ılnosti charakteru mozkové činnosti obou

stav̊u. Nav́ıc, při nesprávném filtrováńı dat mohou být zahlazeny či naopak z̊ustat

skryty v šumu d̊uležité projevy jednotlivých skupin. Velký vliv má rovněž délka

uvažovaných záznamů. Př́ılǐs krátká měřeńı EEG maj́ı za následek soubory velice

r̊uznorodých a t́ım také nepoužitelných fraktálńıch dimenźı. Také z tohoto d̊uvodu

jsem po dlouhodobé analýze dat źıskaných z Fakultńı Nemocnice v Olomouci na-

konec ustoupila a použila všechny nabyté zkušenosti na datech Epileptologické

kliniky v Bonnu.

Při porovnáváńı záznamů EEG nehledě na oblast, ze které pocházej́ı, bychom

měli vědět, že pro každou oblast mozku je typický určitý režim mozkové aktivity,

viz. [32]. Na kvalitu EEG má vliv mimo jiné také stář́ı, psychický stav, účinky

chemických látek a daľśı. Sběr a předběžné zpracováńı dat tak má na analýzu

zásadńı vliv, v zájmu vyšetřovatele je tedy znalost všech těchto a daľśıch faktor̊u

a minimalizace jejich p̊usobnosti na ovlivněńı výsledk̊u.
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Závěr

Tato diplomová práce představuje část teorie fraktál̊u využitelnou dále k po-

pisu elektroencefalogramů, a to zejména metod výpočt̊u fraktálńıch dimenźı.

Následně jsou použita volně př́ıstupná data z Epileptologické kliniky v Bonnu

[18] k prozkoumáńı činnosti zdravého mozku a mozku postiženého epilepsíı.

Z výsledk̊u je zřejmé, že fraktálńı dimenze nab́ıźı zaj́ımavou teoreticky pod-

loženou možnost popisu EEG. U obrázkových metod je př́ılǐs mnoho negativně

p̊usob́ıćıch vliv̊u, proto nejsou do hlavńı analýzy EEG zapojeny. V př́ıpadě Hi-

guchiho fraktálńı dimenze je rozd́ılnost mezi zdravými, epileptickými klidovými

a epileptickými záchvatovými EEG statisticky potvrzena na rozd́ıl od zobecněné

korelačńı dimenze, která staticky nerozlǐsila epileptická klidová a epileptická zách-

vatová měřeńı.

Tyto metody jistě maj́ı potenciál pro využit́ı v praxi, a to při nejmenš́ım

k poskytnut́ı doplňuj́ıćı informace při stanovováńı diagnózy. Neschopnost plně

rozlǐsit epileptická klidová a epileptická záchvatová EEG korelačńı dimenźı může

být vyřešena zapojeńım a zhodnoceńım obou představených dimenźı. Důležitým

aspektem při této analýze je však samo EEG. Když pomineme fakt, že každý

člověk je individuálńı bytost, která může mı́t při sńımáńı EEG r̊uzné pocity a

nálady, na jeho vypov́ıdaćı hodnotu má stále vliv nesčetné množstv́ı faktor̊u.

Proto popis elektroencefalogramu nemuśı být vždy tak úplně jednoznačný a

vyžaduje znalost všech těchto vliv̊u.
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Př́ıloha na CD

Higuchi.m

Funkce Matlabu poč́ıtaj́ıćı Higuchiho fraktálńı dimenzi časové řady. Pozor! Při
použit́ı u Weierstrassova signálu je použito jiné k. Muśı být odpoznámkovány
řádky 8 a 30.

ZobKorq.m

Funkce Matlabu poč́ıtaj́ıćı Zobecněnou fraktálńı dimenzi q-tého řádu de-dimenzionálńıho
fázového prostoru, který z dané časové řady rekonstruuje.

PostupPok.m

Názorný výpočet pokrývaćı dimenze EEG v prostřed́ı Matlabu.
Z110.bmp

Testovaćı zdravá data pro názornou ukázku výpočtu pokrývaćı dimenze v prostřed́ı
Matlabu.

PostupHigZobkor.m

Názorný výpočet Higuchiho a zobecněných fraktálńıch dimenźı v prostřed́ı Matlabu.
A1.mat

Vyfiltrovaná testovaćı zdravá data pro názornou ukázku výpočtu dimenźı v prostřed́ı
Matlabu.

PostupZnameFraktaly.m

Názorný výpočet obvodové, pokrývaćı a Higuchiho fraktálńı dimenze weierstras-
sovy kosinovy funkce v prostřed́ı Matlabu.

weih008.bmp

Weierstrass̊uv signál přiložen pro názornou ukázku výpočtu pokrývaćı dimenze v
prostřed́ı Matlabu.

weih008.jpg

Weierstrass̊uv signál přiložen pro názornou ukázku výpočtu obvodové dimenze v
prostřed́ı Matlabu.

HigADE.mat

Higuchiho fraktálńı dimenze všech 60 EEG.
ZobKorADE.mat

Zobecněná korelačńı dimenze řád̊u q = 2, . . . 10 všech 60 EEG.
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