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Uvod

Cilem této bakalarské prace je vytvorit sbirku ptikladi na limity funkei dvou
proménnych pro studenty programu Aplikovand matematika predmétu KMA /M2N
Matematika 2. Text predpokldda znalosti podminujictho predmétu KMA/MIN
Matematika 1.

Téma tesenych prikladu jsem si vybrala, protoze po celou dobu studia doucuji
studenty, mimo jiné vysokych skol, a ze zkuSenosti vim, ze kazdy obor m& své
specifické pozadavky na studenty v jednotlivych kapitolach matematiky. Hodi se
tedy pokud maji studenti néjaky podpurny materidl. J& sama jsem pii studiu
predmétu KMA/M2N vyuzila jiz vytvorené sbirky piikladu, které mi pomohly
dostatecné pochopit danou problematiku. Také proto jsem se rozhodla pro vy-
tvoreni této sbirky a pokusim se ji zpracovat tak, aby byla pro studenty pomuckou
k pochopeni a prohloubeni znalosti limit funkci dvou proménnych.

V prvni kapitole své prace uvedu potiebné podklady pro vysloveni stézejni
definice limity funkci dvou proménnych, pokracovat bude hlavni kapitola tykajici
se teorie limit dvou proménnych a dale pak podkapitoly zabyvajici se jednot-
livymi zpusoby dukazu neexistence a vypocétu limit. Tteti posledni kapitola bude
tvorena priklady na procviceni, struénymi navody k jejich feseni a vysledky.

V textu bude symbol A oznacovat konec ptikladu.



1. Funkce dvou proménnych

Pripomenme si nejdiive zakladni definice z teorie funkci dvou proménnych,
abychom na zakladé jejich znalosti mohli vyslovit definici limity funkce dvou

proménnych a pouzivat prislusné znaceni v dalsim textu.

Definice 1.1. [9] Uspotddanou dvojici (M, p), kde M je libovolnd neprazdnd
mnozina a p je zobrazeni z M x M do R spliujici pro vsechna X,Y,Z € M

nésledujici vlastnosti:
1. nezépornost: p(X,Y) >0
2. symetrie: p(X,Y) = p(Y, X)
3. totoznost: p(X,Y) =0 X =Y
4. trojuhelnikova nerovnost: p(X,Y) < p(X, Z) + p(Z,Y)

nazyvame metricky prostor. Zobrazeni p : M x M — R nazyvame metrika,

¢islo p(X,Y') vzdalenost prvka X,Y v prostoru (M, p).

Pozniamka 1.1. Dédle budeme oznacenim R? rozumét dvojrozmérny prostor s
euklidovskou metrikou: p(X,Y) = \/(y1 — 21)2 + (y2 — 22)2, kde X,Y € R?
X = (‘T17I2)7Y = <y17y2>‘

Definice 1.2. /9] Necht A € (M, p), € > 0. Mnozinu vSech bodu X € (M, p),
pro které plati p(X, A) < € nazyvame e-okolim bodu A v prostoru (M, p)

a znacime ji U(A,¢); tj.:
U(Ae) ={X € (M,p); p(X,A) <&}
Redukovanym c-okolim bodu A nazveme mnozinu:

U*(Ae) ={X € (M, p);0 < p(X,A) < e}.




Definice 1.3. [// Nechf B C R?, bod H se nazyvéd hromadnym bodem
mnoziny B, jestlize v kazdém jeho d-okoli lezi nekone¢né mnoho bodu, které

patii do mnoziny B.

Definice 1.4. /2] Necht B C R?, B # (). Zobrazeni f : B — R se nazjyva
realna funkce dvou realnych proménnych a mnozina B se nazyva de-

finiéni obor této funkce a znaci se Dy.

Definice 1.5. /2] Necht B C R* a f : B — R je funkce dvou proménnych

definovana na B, ¢ € R. Mnozinu

fe={(z,y) € B: f(z,y) = ¢}

nazyvame vrstevnice funkce f na trovni c.

Definice 1.6. [/0] Rikdme, ze funkce f je v bodé (z,y,) spojitd, je-li v
tomto bodé definovana a jestlize k libovolnému e > 0, existuje takové o > 0,

ze pro vsechny body (z,y) z §-okoli bodu (zg,vo) je | f(x,y) — f(zo,%0)| < €.

Véta 1.1. [10] Necht bod (xo,y0) € Dy a zdroven je hromadnym bo-
dem Dy. Pak je funkce f v tomto bodé spojitd tehdy a jen tehdy, jestlize

lim  f(z,y) = f(zo,y0)-

(z,y)—(z0,y0)




2. Limity funkci dvou proménnych

Limita je nastroj k vysetfovani chovani funkce v okoli néjakého bodu. Nejcastéji
se zajimame o to, jak vypada funkce v okoli bodu nespojitosti a v okoli nevlastnich
bodu.

V této kapitole uvedeme zdkladni definici limity, vlastnosti limit funkci dvou
proménnych a nasledné si ukazeme, jak urc¢it limitu funkce v daném bodé, pripadné

jak dokazat, ze limita v daném bodé neexistuje.

Poznamka 2.1. Oznacenim (R?)* budeme rozumét dvojrozmérny prostor R?
rozsffeny o nevlastni body. Nevlastnim bodem v R? nazyvdme bod, ktery ma

alespon jednu soutadnici oo nebo —oo.

Definice 2.1. [2] Necht bod (zg,y) € (R*)? je hromadnym bodem Djy.
Rekneme, 7e funkce f : Dy — R md v bodé (xy, o) limitu L € R*, jestlize
ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje redukované okoli U*(xg, 1) bodu
(w0, o) takové, ze pro kazdy bod (x,y) € U*(xo, yo)NDy plati f(z,y) € U(L).
Piseme:

lim  f(z,y) = L.

(z,y)—(z0,y0)

Poznamka 2.2. /2] Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opa¢ném piipadé
(L = +00) se nazyva nevlastni limita. Bod (x¢,yo) se nazyva limitni bod.

Limité lim  f(x,y) fikdime dvojna limita.
(z,y)—(wo0,y0)

Véta 2.1. [7] Funkce f md v bodé (zo,y0) € (R*)? nejvyse jednu limitu.

10



Véta 2.2. [7] Necht’( )lir(n )f(x, y) = 0 a funkce g je omezend v néjakém
z,y)—(Zo,Yo

redukovaném okoli bodu (zo,vo). Pak

lim  f(z,y)-g(z,y) =0.

(z,y)—(x0,y0)

Veéta 2.3. [10] Magi-li funkce f a g v bodé (xq,yo) limitu A resp. B, pak také
funkce c- f (c € R je libovolnd konstanta), f + g, f g a pro B #0 g maji v
tomto bodeé limitu a plati:

lim  (¢- f(z,y)=c-A

(@,y)—(x0,y0)

im  (f(z,y) £g(z,y) =AxDB

(z,y)—(x0,y0)

lim  (f(x,y)-9(z,y))=A-B

(z,y)—(x0,y0)

. flz.y)
im
(z,y)—(z0,y0) 9(557 3/)

Sol IS

Y

pokud maji vyrazy na pravé strané smysl v R*.

Véta 2.4. [11] (Limita slozené funkce) Bud (zg,1yo) € R* a L', L € R. Necht
f a g splnugi:

lim g(z,y) = L', lim f(t) = L, kdet = g(z,y)
— /

(,y)=(z0,0)
a existuje redukované okoli U*(xo,yo) bodu (z9,yo) takové, Ze g(x,y) # L' pro

kazdé (x,y) € U*(xo,yo) nebo je funkce f spojitd v L'. Potom

lim  f(g(z,y)) = L.

(@,y)—(x0,y0)
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Poznamka 2.3. Véta o slozené funkci nam tika, ze jestlize je vnéjsi funkce f(t)
spojitd v bodé L’ pak muzeme s limitou ,,vstoupit® do slozené funkce a upravit
puvodni limitu takto:

lim f(g(:my)):f( lim g(m,y))

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Véta 2.5. Necht existuje redukované okoli U*(z,yo) bodu (xg,y0) takové, Ze
pro kazdé (z,y) € U*(xo,yo) plati f(z,y) = g(z,y). Md-li funkce g v bodé
(x0,y0) limitu L, pak md funkce f v bodé (x,yo) stejnou limitu L.

Poznamka 2.4. Véta 2.5 je analogii véty, ktera plati pro limitu funkce jedné
proménné, uvedené napiiklad v [5]. Véta ndm umoznuje funkei, kterd neni defi-
novand v bodé (xg, yp) nahradit jinou funkeci, kterd se té puvodni rovna ve vsech
bodech kromé bodu (xg,yo). Vypocteme-li limitu nové funkce v bodé (zo,yo)

dostaneme zaroven i hodnotu limity puvodni funkce v bodé (zo, yo).

Postup pri vypoctech:

lim  f(z,y)

(z,y)—(z0,y0)

e Urcime definiéni obor funkce f(z,y). Je-li funkce definovana a spojitd v
daném limitnim bodé, pak podle Véty 1.1 dopocitdme limitu dosazenim

(20, y0) do f(z,y). Ukdzeme na piikladech 2.12-2.15.

e Pokud bod (zo,yo) neni bodem Dy, musime vysetiit zda je alespon hro-

madnym bodem Dy viz Definice 2.1. Poté zkusime ,dosadit”, abychom

0« o0« )
0 0 Moo 0/t

urcili typ limity (

e Dile pouzivame vhodné ipravy, abychom bud dokézali neexistenci - Kapi-
tola 2.1 nebo odstranili neurcity vyraz a dopocitali hodnotu limity - Kapi-

tola 2.2.
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2.1. Dikazy neexistence limity

V nésledujici podkapitole se budeme zabyvat dukazy neexistenci dvojnych
limit. V jakém pfipadé limita v daném bodé existuje (neexistuje)?

U vypoctu limity funkce jedné proménné v bodé zy mame pouze dvé moznosti,
jak se k bodu z blizit - po pfimce zleva (z — x; ) nebo zprava
(x — zd). Jestlize:

lim f(x,y) = lim+f(a:,y) =L

I‘)ﬁo IHIO

tedy pokud nezalezi na cesté po které se k bodu x( priblizujeme, pak existuje

lim f(z,y) a rovnd se L.
T—T0

U funkci dvou proménnych také plati, ze ( )liI(n : f(z,y) existuje, pokud
z,y)—(T0,Y0

nezalezi na cesté, po které se k limitnimu bodu piiblizujeme. Situace je vsak
obtiznéjsi, jelikoz bod (xg, yo) je soucésti roviny, a muzeme se k nému priblizovat
z ruznych sméru po ruznych cestach, jak muzeme vidét na Obrazku 1. Existuji-

li alesponi dvé ruzné cesty, pro které se hodnota limity lisi, lim  f(z,y)
(%Z/)*(wo,yo)

neexistuje.

Obréazek 1: Na obrazku vidime ruzné cesty, po kterych se muzeme priblizovat k

limitnimu bodu A = (g, 30)-

13



2.1.1. Pristup po krivkach

Probihé-1i limitni proces tak, ze se bod (x,y) blizi k bodu (xg, y9) po uréitych
kiivkach, coz znamend, ze soutadnice bodu (z,y) jsou vazany rovnici y = ¢(x),
muzeme do funkce f(z,y) dosadit za y = ¢(x) a vypocet dvojné limity tak prevést

na vypocet limity funkce jedné proménné xli_)rgg f(z, o(x)).
Body (x,y) a (xo, yo) muzeme napiiklad prolozit piimkami. Rovnice y = ¢(x)
pak bude mit tvar:
y = ¢(x) = k(z — 20) + yo,
kde k£ € R je parametr.

Jestlize hodnota lim f(z, ¢(x)) zavisi na parametru k, dvojnd limita
T—T0

lim  f(z,y) neexistuje. Pokud hodnota limity nezdvisi na k nemuzeme o
(xvy)ﬁ(lD:yO)

existenci dvojné limity rozhodnout - vime jen, jaka bude hodnota limity, pokud se
budeme k limitnimu bodu pfiblizovat po piimkéch. Jak ale vidime na Obrazku 1
muzeme se priblizovat po ruznych krivkach. Najdeme-li ale alespon dvé ruzné
cesty, pro které se hodnota limity lisi, pak puvodni dvojnd limita neexistuje.

Ukazme na prikladech:

Priiklad 2.1. Dokazte, ze nasledujici limita neexistuje:

) 2y
lim
(x,y)—(0,0) T + Y

Resend:
« Dy —{(z,y) €RZ iy £ -2

e definitnim oborem je R?* kromé pimky y = =£. Bod (0,0) nepatii do de-

finiéniho oboru, ale je hromadnym bodem Dy. ,Dosazenim® dostaneme typ

0«

limity ,,5

e Zavedeme substituci pro limitni bod (xg, yo) = (0,0) : y = k(x—0)+0 = kx:
2kx 2kx 2k 1
lim ——2 _ reryd_l
250 7 + bk xli%x(1+5k) 1+ 5k \{ 5}
14




Vyraz % nezavisi na x a je tedy hodnotou limity. Jak ale vidime hodnota
limity zavisi na k, pro ruzné cesty dostaneme ruzné hodnoty limity, proto
limita v daném bodé neexistuje.

Pokud by se k = —% priblizovali bychom se k limitnimu bodu po piimce,

ktera neni soucésti definicntho oboru, proto uvazujeme k € R\ {—%} A
Piiklad 2.2. Dokazte, ze nasledujici limita neexistuje:

2 2 2
lim Y
(2,4)—(0,0) 3% + 12

Resent:
o Dy =R\ {(0,0)}
e Bod (0,0) ¢ Dy, ale je hromadnym bodem Dy. Typ limity ,,g“.
e Zavedeme substituci y = kx:

o —2k%2r . 2*(1—-2K%) 1 —2k?
lim ———— = lim = , keR
=0 322 + k22?2 2-0 22(3 4 k?) 3+ k2

.. . , _9L2 . e - s . :
Hodnotou limity je vyraz 13+—2kk2, jelikoz zavisi na parametru k, limita v

daném bodé neexistuje. A

Poznamka 2.5. V nasledujicich piikladech bude limitni bod vzdy hromadnym
bodem uvedeného definié¢niho oboru dané funkce, a proto tato skuteénost nebude

z duvodu tspory mista u jednotlivych ptikladu opakovana.
Priiklad 2.3. Dokazte, ze nasledujici limita neexistuje:

. y—>5
hm R —
(xy)—@25 T +y—7

15



Resent:

: k(x—2)+5-5 . k(x —2)
lim = lim =
e=2r 4+ k(r—2)+5—-7 s2x+k(x—2)—2
. k(x —2 , k(x —2)
o2 (1 —2) + k(x —2) o2 (x —2)(1 k)
k
_ " peR\{-1
o FERV{AL

Po dosazeni v prvnim kroku, upravach ve druhém kroku jsme si preusporada-
li jmenovatele, ¢len (z — 2) je v zavorce jen, abychom si uvédomili, ze ho
takto muzeme cely vytknout a zkratit. Dostaneme vyslednou limitu, ktera

vsak zavisi na parametru k, proto limita v daném bodé neexistuje. A

Priklad 2.4.

_ 3xy
llm _—
(z.9)—(0,0) 22y + 3T — ¥y

o Dy ={(z,y) eR®:y # 175}
e Budeme-li se k bodu (0, 0) blizit po pfimkach y = kx dostaneme:

3xkx 3kax? 3ka?

I — i — 1 -
v50 20ka + 30 — kx| a0 2ka® + 3z — ko 20 2(2kz + 3 — k)
3kx
—lim - —0, keR\ {3
sk » FERAE
Pokud by se k = 3, dosadime y = 3z:
92 . 922

3
2

lim ——— = lim
=0 622 + 3z — 3x  2—0 622

16



Budeme-li se k limitnimu bodu blizit po pfimce y = 3z, dostaneme jinou
hodnotu limity nez kdyz se budeme blizit po jinych piimkéach, proto limita
v daném bodé neexistuje. A
Dalsi moznosti, jak se blizit k limitnimu bodu je po skupiné parabol s vrcholem

v limitnim bodé. Pro bod (xg,yo) tak zavedeme substituci: y = k(z — z0)* + yo

nebo x = k(y — y9)® + x, k € R je parametr.

Tos 10 15 20 0.5 1.0 15 2.0

Obréazek 2: Priblizovani po parabolach pro & > 0. Na obrazku vlevo, je-li

y = k(z — x9)? + yo, na obrdzku vpravo, je-li z = k(y — yo)* + .

Piiklad 2.5. [/] Dokazte, ze dand limita neexistuje:
2
Y
(2.9)=(00) 2% + y?
Reseni:

e Dy =R2\ {(0,0)}

e Nejprve zkusime zavést substituci y = kx jako v predeslych prikladech,

dostaneme:

v’kx v’kx kx
xlg(l) x* + k222 J:lg(l) x2(x2 + /{32) xlg(l) x2 + k2 0, ke
To nédm, ale o limité funkce v daném bodé nic netika. Zjistili jsme jen, ze
pokud se budeme blizit po piimkach bude limita rovna 0.

17



Zkusime limitni piechod po paraboldch. Zavedeme substituci y = ka?:

. 22k’ kax* k
lim

7—0 Z‘4+k521‘4 zli}%) $4(1+I€2) 1+k2

Z vysledku vidime, ze v tomto pfipadé bude hodnota limity zéviset na
parametru k. Nasli jsme tedy cesty, pro které se bude hodnota limity lisit

a tim jsme dokazali, zZe limita v daném bodé neexistuje. A

2.1.2. Postupné (dvojnasobné) limity

Specidlnim piipadem piistupu po kiivkach je dukaz neexistence

lim  f(z,y) pomoci tzv. postupnych (dvojnasobnych) limit. K bodu

(z,y)—(z0,y0)

(20, Yo) se priblizujeme po lomenych ¢arach rovnobéznych s osami.

y
10
"z U*(A)
8"
6 yo A
AR po g
4 i :
2 P
Il ...-;k(-)j Il Il X
0.5 1.0 15 20

Obrazek 3: Piiblizovéni k bodu A = (g, yo) v piipadé postupnych limit.

Meéjme postupné limity ve tvaru:

Ly = lim (lim f(z,y))

T—xo Y—Yo

V tomto piipadé se z bodu (z,y) k bodu (zo,yo) blizime nejdiive po rovnobézce

s osou y az do bodu (z,yy) a potom po rovnobézce s osou x az do bodu (g, yo).

Ly = lim (lim f(z,y))

Y—Yyo T—IQ

18



Ve druhém piipadé se k bodu (xg, yo) blizime nejdiive po rovnobézce s osou x az

do bodu (zg,y), potom po rovnobézce s osou y az do bodu (xg, yo).

Tvrzeni 1. Jestlize se Ly # Lo, limita f(x,y) v bodé (9, yy) neexistuje.

Tvrzeni 1 budeme vyuzivat pii dokazovani neexistence limity v nasledujicich

prikladech:

Priklad 2.6. Dokazte neexistenci:

i 3T +y
lim
(z.9)—(0,0) T — 2y

o Dy={(z,y) €ER*:y # 3}

e Vypocitame postupné limity:

3
lehm(mn%+y):hmif:3
z—0 \y—=0 x — 2y z—0 I
3 1
y—0 \z—=0 x — 2y y—0 —2y 2
Ly # Ly
Podle Tvrzeni 1 tedy lim 3*t¥ peexistuje. JAN

(24)—(0,0) *7%Y
Priklad 2.7. Dokazte neexistenci:

) r—y—1
hm _—
(zy)—2) T +y—3
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e Vypocitame Ly, Ls:

. o rx—y—1 o rx—1-1 =2
Ly =lm|(lim——— | =lim —— = lim =1
=2 \y=>lx+y—3 2 +1—3 z22x—2
_ —y—1 2—y—1 11—y
Lo = lim | lim = lim = L
y=1l \z=22x +y—3 y=12+y—3 y=1y—1
—1)(y—1
I
y—1 y—1
Ll 7£ L27
limita v daném bodé neexistuje.
Priiklad 2.8. Dokazte neexistenci:
?y? — 4

li _—
(a:,y)lgb,l) oyt — 17

o Dy ={(v,y) e R?: 2" +y' #17}

e Vypocitame postupné limity:

I i (1 22y? — 4 i x?1%2 —4
= 11m m —-—-—F—- = lim-—-— =
e\t 4yt —17) a2t + 14— 17

x? —4 _ x?—4 ) 1

:]_ =
o2 7h — 16 ooz (2 —4)(x% 4+ 4)

1
:61—>I%I2+4_§

) ) x2y? — 4 ) 2292 — 4 ) 4% — 4
Ly=Ilm(lm———|=lm———=lim—"—— =
e—2 xt 4yt — 17 y=124 4yt — 17 y=116+y* — 17
4(y? — 1) i 4(y? — 1) L 4 4

= =1
1y =1 e (PP +1) e (P +1) 2

podle Tvrzeni 1 limita funkce % v bodé (2,1) neexistuje. A
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2.1.3. Prevod na polarni souradnice

Dosud jsme pro popis jednotlivych bodu v roviné pouzivali kartézskou sou-
stavu souradnic, nebo-li systém 0zy, kde mame dvé na sebe kolmé osy, které se
protinaji v bodeé (0, 0), ktery nazyvame pocatek. Kazdy bod v roviné pak muzeme
popsat dvéma soutadnicemi (z,vo), kde zq je vzdélenost od pocitku ve sméru
osy = a Yo vzdalenost od pocatku ve sméru osy y.

Existuje vsak vice moznosti, jak popsat bod v roviné. Napiiklad pomoci
polarni soustavy souradnic. Zvolime dva pevné body v roviné O a A, bod O
nazveme pol (pocatek) a vedeme z néj polopiimku O A, kterou nazveme polarni
osa. Je pravidlem vést polopfimku OA doprava od bodu O (v kladném sméru
oSy ).

Zvolime bod P, pokud P # O muzeme ho popsat pomoci dvou soutadnic
P = (r,¢), kde r je vzdalenost z O do P a ¢ je uhel, ktery svira polarni osa OA
s OP (ve stupnich nebo radidnech) proti sméru hodinovych rucicek.

Jaky je vztah mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi?

10p

;y—yo

Obréazek 4: Prevod z kartézskych souradnic do polarnich.
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Z vlastnosti pravouhlych trojihelniku vime, ze:

r — 29

cos p =
’

(Kosinus hlu se rovnd pomeéru délky strany piilehlé ihlu ku délce prepony)

Y=Y
T

sin g =

(Sinus dhlu se rovnd poméru strany protilehlé ihlu ku délce prepony)
V jiném tvaru zapiSeme:

T =Xg+rcosy
Y =1y +rsing
r >0, ¢ €(0,2m)

Bl

Poznamka 2.6. Pfevod na polarni soutadnice vyuzivame pii dukazu neexis-

tence limity ( )lir(n : f(z,y) = L*. Zavedeme poldrni souradnice vzhledem k
z,y)—(Zo,Yo

limitnimu bodu (g, yo):

T = Xg+ rcosey
y=1yot+rsing
¢ € (0,2m)

a dostaneme

lim  f(x,y) = lim+ f(zog +7cosp,yo+rsing) = L.
r—0

(z,y)—(x0,y0)

Je-li hodnota L zavisla na ¢, znamen4 to, ze pro ruzné cesty dostaneme ruzné
hodnoty limity a L* v daném bodé neexistuje.
Nezavislost L na ¢ nam o L* nic nefikd - muze a nemusi v daném bodé

existovat.
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Priklad 2.9. Dokazte neexistenci:

2xy

(e)5(0.0) 72 + 32
Resend:
o Dy =R*\ {(0,0)}

e Zavedeme poldrni soufadnice = = rcosp, y = rsing, ¢ € (0,21) a
prevedeme tak ptuvodni dvojnou limitu na jednoduchou limitu pro r — 0™

(pfiblizujeme se - zmensujeme vzdalenost k bodu (0,0)):

21 cos @r sin ¢ 212 cos @ sin ¢

lim = lim
r=0+ r2cos? p +r2sinp =0+ r2(cos? o + sin? @)

Zkratime r? a ve jmenovateli pouZijeme vlastnost goniometrickych funkei

(12) ze strany 50:

. 2cospsinp
= lim ———
r—0+ 1

= 2cospsinp = sin2p

V poslednim kroku jsme vyuzili dalsi z vlastnosti goniometrickych funkei
(13) ze strany 50.
Vysledek zavisi na ¢, tj. na cesté, po které se budeme piiblizovat k bodu

(0,0), a proto zadand limita neexistuje. A

Priklad 2.10. Dokazte neexistenci dané limity:
. y—1
lim ———
(zy)—=B1) T+ 2y — 5

Resend:
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e Pievedeme na polarni souradnice z = 3 4+ rcosp, y =1+ rsin ¢,

o€ (0,21), r— 0T

i 1+rsinp—1 I 7 sin ¢
11m = 11m e
r—0t 3+ rcose+2(1+rsing) —5  ro0t3+7rcose+2+2rsing —5

. rsin
= lim - =
r—0+ 7(cos ¢ + 2sin ¢)

sin ¢

cos p + 2sin @
Vysledek zavisi na ¢, a proto limita v daném bodé neexistuje. A

Priklad 2.11. Dokazte neexistenci dané limity:

1 2 21\ 2
fim ( cos(x —i—y))

(2,)—(0,0) 3(22 + y?)xy

o Dy ={(z,y) €R::a £ 0, y £0}

e Zavedeme polarni souradnice z = rcosg, y =rsing, p € (0,27), r — 0T:

. ( 1 — cos(r? cos? p + 12 sin? ) >2
lim 3 =

r—0+ 72 cos? @ + 12 sin? @)r cos @rsin @

’ 1 — cos(r?(cos? o +sin?¢)) \°
g 1m g
r—0+ 3r2(cos? ¢ + sin? ©)r2 cos @ sin ¢

Nyni vyuzijeme Vzorce (12) ze strany 50, dale pak prvniho tvrzeni Véty 2.3

1

ze strany 11 a vytkneme pred limitu:

3cospsinp
1—cos(r?-1) \? 1 1 — cos(r?)\?
= [ lim - =({———Ilim —= | =
r—0+ 3rt - 1 cos g sin 3 cos psin @ r—0+ r4

1 . 1—cos(r?)\?
= T 5 .9 _ lim —a
9cos? psin® p \r—0t r
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Zavedeme substituci t = 7% pror — 07 je t — 0T

1 . 1—cost)’ 1 1\? 1
=———— |(lIm——— | =——F———— (5] = 2 w2
9cos? psin® p \t=0 1 9cos? psin® ¢ \ 2 36 cos? psin” ¢
Vyuzili jsme zndmé limity (10) ze strany 50. Vysledek zavisi na ¢, proto

dand limita neexistuje A

2.2. Vypocty limit

U prikladu 2.12-2.15 vyuzijeme tvrzeni Véty 1.1, ktera 1ika, ze pokud pocitame
lim  f(x,y) a bod (z9,y0) je bodem definiéniho oboru, ve kterém je f(x,y)

(z,y)—(x0,y0)

spojitd dostaneme hodnotu limity dosazenim limitniho bodu do zadané funkce.

Vypocitejte limity nasledujicich funkei:

Priklad 2.12.

r+y+1
11m —_—
(zy)—10) T +y+3

Resent:

e Bod (1,0) € Dy a f(z,y) je spojita v tomto bodeé.

e Limita se rovna funkéni hodnoté v tomto bodé, kterou dostaneme dosa-

zenim z = 1,y = 0 do funkéniho predpisu:

. r+y+1 1+0+1 2 1
1m = — — = —
@00z +y+3 1+04+3 4 2
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Priklad 2.13.

. lnz+5
lim

(z,y)—(e3,2) Y
Resent:
e D= {(ey) R x>0, y£0)
e (¢%,2) € Dy, f(z,y) je spojitd v (€?,2)
e Zkusime dosadit:

) Inz+5 Ine3+5 345
llm = = =
(z,y)—(e3,2) Y 2 2

4

Pro vypocet logaritmu jsme vyuzili vlastnosti logaritmu (4) ze strany 50 A

Priklad 2.14.

lim  (3¢™ + 21>
(w7y)—>(1,3)( Y )

Resen:
e D;=R?
e (1,3) € Dy, f(x,y) je spojitda v bodé (1, 3)
e Dosadime do funkce bod (1, 3):

lim  (3e™ 4 22y?) = 3?4+ 2-1-3% = 3¢* 4 18
(2.y)—(1,3)

Priklad 2.15.

) T+y 3
lim 2 — COS
(z,y)—(1,1) x2y? 5+ 2212
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Resent:
o Dp={(r,y) €R*: 2 #0, y #0}
e Bod (1,1) € Dy, f(x,y) je v tomto bodé spojita

e Dosadime:

i 2 Ty CoSs —3 2 —1 +1 CoSs —3
1m — = — =
(z.y)—(1,1) x2y? 5+ 222 12 .12 541212

=0-cos= =0

6

V nasledujicich piikladech (2.16-2.21) si ukazeme, jak vypocitat limitu

( )lir(n : f(z,y) v bodech, které nepatii do D;. Budeme mimo jiné vyuzivat
z,y)—>(Z0,Y0

tvrzeni Véty 2.5 ze strany 12 a vzorcu na rozklad mnohoclenu uvedenych v Do-

datku na strané 50.
Vypocitejte limity:

Priklad 2.16.

3+ y3
(@y)—=(-1,1) 22 — y?

Resend:
o Dy ={(z.,y) e R?: 2% # y?}

e Bod (—1,1) ¢ Dy, ale je hromadnym bodem Dy. ,Dosazenim*“ dostaneme

0«

limitu typu 5%

e Upravime pfedpis funkce a vyuzijeme tvrzeni Véty 2.5:
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. z? + P : (v +y) (2 — 2y +y°)
lim —— = lim
@y)=(L) 22 — Y2 @y—(-11)  (r—y)(z+y)
2 _ 20 (12— (=1) -1+ 12
oy Tomyty (G- (D141
@y)—=(-11) T —y —1-1

V prvnim kroku jsme rozlozili vyraz v ¢itateli podle Vzorce (2) a vyraz ve
jmenovateli podle Vzorce (1). Poté jsme zkratili vyraz (z + y) a dosadili

bod (—1,1) do upraveného predpisu funkce. A

Priklad 2.17.

1'3 .3
111 4 y4
(mvy)ﬁ(?’v?’) xrs —vy

Resend:

e Upravujeme podobné jako v minulém piikladé pomoci vzorcu na rozklad

mnohoélenu (4), (1):

py Pyt @y ey +y?)
@33 2t =yt @63 (22 —y?) (22 4+ 3?)

. (x —y)(z® + 2y + y?)
= lim 5 oy =
@w)—33) (z —y)(z + y) (22 + y?)

(2% + 2y + ) 32+3-3+32

=63 (e y) (22 +y?) (3+3)(32+32)
27 1

T 108 4
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Priklad 2.18.

(x+y)?—16
lim ———

Resent:
o« D= {(,y) ER 1y # 4z}
e Citatele upravime podle Vzorce (1):

(+y?=16 L (@ty) =D +y)+4)

1m
(zy)—(-2-2) z+y+4 (z,9)—(—2,—2) r+y+4

= lim r+y—4=-2-2—-4=-8
((E,y)—)(—2,—2)

A

Priklad 2.19.

lim /2?2 +y%2—4

(z,y)—(1,1)
o Dy ={(z,y) e R?: 2? +¢y* >4}

e Bod (1,1) ¢ D; a neni ani hromadnym bodem D;. Proto nemd smysl

limitu v daném bodé pocitat. A
Piiklad 2.20. [0/

. 2?4 g2
lim

(@y)=00) /22 +y>+1—1

Reseni:
o Dy ={(z,y) e R?}\ {(0,0)}

e Pouzijeme obrat znamy z vypoctu limit u funkei jedné proménné - rozsitime

citatele 1 jmenovatele vyrazem (y/22+y2+ 1+ 1), abychom se pomoci
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Vzorce (1) zbavili odmocniny ve jmenovateli:
lim vy VEAy el
(@y)—=00) /a2 4+y24+1—-1 a2+ y2+1+1

(> + ) (Va2 +y2+1+1)

(z,y)—(0,0) (, /12 + y2 + 1)2 —12

(> +y*) (Va2 +y2+1+1)

(z,y)—(0,0) 24+y2+1-1
~ m (@ + ) (V2 +y +1+1)

(2,9)—(0.,0) z? +y?

. Vet +lel VPP +lel

- 1m = =

(2,9)—(0,0) 1 1

A
Piiklad 2.21.
2 — y2

lim
(z.)—(3,3) 322 4+ 5x — Sy — 3xy

Resend:

e Vyraz ve jmenovateli upravime pomoci Vzorce (1) na (xr—y)(x+y). Zkusime

vydélit jmenovatele vyrazem (x — y), ktery ndm vytvaii ,,3“. Dostaneme:

0«
0

(322 + 52 — 5y —3wy) : (x —y) =3z +5
Pak tedy:

- v’ —y’ N € I
(zy)—>(33) 322+ bx — by — 3xy  (z9)—33) (x —y)(3z + 5)

r+y  3+3 6 3

lim = = =
(zy)—3B3)3r+5 3-34+5 14 7

A
30



Déle si ukazeme, ze je mozné vhodnou substituci prevést dvojnou limitu na
limitu funkce jedné proménné. U vypoctu budeme vyuzivat znamych limit funkce
jedné proménné, uvedenych v Dodatku na strané 50.

Vypocitejte limity funkei v danych bodech:

Priklad 2.22.

) Vay? —1
lim Y——
(zy)—=1,-1) ¢/xy? — 1

Resend:
o Dy={(z,y) eR*:ay®> >0, zy* # 1}

e Zavedeme substituci t5 = xy?, pro (z,y) — (1,—1) je t — 1:

o Vitb—-1 -1 (-1 +t+1) . t*+t+1 3
lim = lim = lim =lim—— = —
t—1 6 t—112 — 1 t—1 (t — 1)(t + 1) t—=1  t4+1 2

A

Priklad 2.23.

sin(3z + y)
1m _—
(@y)=(00) 3T +y

e Zavedeme substituci 3z +y = t, pro (z,y) — (0,0) je t — 0, dostaneme:

. sint
lim —
t—0 ¢

Podle (6) ze strany 50 plati:
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Priklad 2.24.

li Y
1m
(z,y)—(2,0) tg(zy)

Resend:
e Dy={(z,y) eR*: =S +kn <awy < Z+knm ay#kr, kel}

e Upravime funkci tak, abychom mohli limitu pfevést pomoci substituce na

znamou limitu (9):

. Y . tgay\ . tgzy z\
lim = lim = lim - —
(@y)—(20) tg(ry) (@y—20 \ Y @y) =20\ ¥y T

Nyni rozdélime na dvé limity A = lim 2 'a B = lim (%B%)"1a
(z,y)—(2,0) (zy)—=(2,0) 7Y
vyfesime:
. -1 . 1
A= lm 2z = Ilm —=-=
(z,y)—(2,0) (@y)—(20) T 2
—1 -1
t t
B= lim ( gxy) = < lim gxy)
(zy)=(2,0) \ TY (zy)—(2,0) TY
Zavedeme substituci zy = ¢, pro (z,y) — (0,0) je t — 0:
-1
tgt
B= (hmi> —1l=1
t—0 ¢
Vysledna limita se podle Véty 2.3 ze strany 11 rovna
1 1
lim —2  =A-B=—-1=-_
(z9)—(20) tg(zy) 2 2
JAN
Priiklad 2.25.
. 1 —cos3xy
lim —=
@y Y
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Resent:
o Dy ={(z,y) e R?:y #0}
e Upravime, abychom pomoci substituce pievedli na zndmou limitu (10):

, 1 — cos3xy , (1 — cos 3xy)9x?
lim ———— = lim

(a,y)—(1,0) y? (a,y)—(1,0) Y2922

Nyni rozdélime na dvé limity:

A= lim 92°=9

(z,y)—(1,0)

B—  Im 1 —cos3zy
(z,y)—(1,0)  9x?y?

Zavedeme substituci t = 3zy pro (x,y) — (1,0) jet — 0

.1 —-cost 1
lm —— = —
t—0 12 2

Podle Véty 2.3 ze strany 11 plati:

lim ﬂ:A.Bzg.lzg
(z,y)—(1,0) y? 2 2

Priklad 2.26.

li (1+ )l
1m s ry
(z,y)—(0,1) Y

o Dy ={(z,y) eR?: 2y > —1, ay # 0}
e Zavedeme substituci zy =t (kdyz (z,y) — (0,1) tak ¢ — 0) a dostaneme:

lim(1 + t)% =¢?

t—0

Vyuzili jsme znalosti limity (7) ze strany 50. A
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Priklad 2.27.

In(1 2
g B +2y°)
(z,y)—(0,1) x

Resent:

e Upravime, abychom mohli vyuzit znalosti limity (8):

2 2 2
lim In(1 + zy*) — lim In(1 + zy*)y

(z,9)—+(0,1) x (z,y)—(0,1) xy?

Rozdélime na dvé limity:

In(1 2
A g Aty
(z,y)—(0,1) xy?

Zavedeme substituci ¢ = zy?, pro (z,y) — (0,1) je t — 0:

A = Jipg A F Y
t—0 t

=1

B= lim ¢*=1
(2,)—(0,1)

In(1 + 22
lm 202y
@y)=01) @

=A-B=1-1=1

Priklad 2.28.

212

1\ #
lim (1 + —)
(z,y)—(00,1) €T
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Reseni:
e Dy={(z,y) eR?: 2> -1, 2#0, y# —x}
100“

o Typ limity ,,

e Upravime, vyuzijeme Vzorce (5) a tvrzeni Véty 2.4 ze strany 11 o slozené

funkei:
222 ; 2z 1\z
Tty 2 1 lim In(1+=
m MOEDTT o EE W) ) e Ty MU
(@)= (00,1) (z,y)—(c0,1)

Nyni vyfesime:

. 2z 1\°
lim In{14+ —
(z,y)—=(c0,1) T+ Y T

Rozdélime na dvé limity:

2 2 2y — 2
A= lim A T, atoy—2y
(z,y)—(c0,1) T + Y (@,y)—(00,1) r+y

2
—  lim <(x+y)— 29): lim )(2— 2y):2—0:2

(z,y)—(0c0,1) T + Yy T + Yy (z,y)— (00,1 T + Yy

1\* 1\°
B = lim ln(l—l——) :ln[ lim (1—!——) }:lnelzl
(z,y)—(c0,1) T (#,y)—(00,1) z

Vyuzili jsme zékladni limity 11 ze strany 50.
Podle Véty 2.12 ze strany 25 tedy:

212
1)\ =ty lim 22 In(14-1)
lim 1+ - = el(zy)—=(c0,1) oty (+z) = eA.B = 62.1 = 62
(z,y)—(o0,1) x
A
V Kapitole 2.1 jsme se seznédmili s polarnimi souradnicemi. Za urcitych podmi-
nek muzeme prevodu na polarni souradnice vyuzit také u vypocti dvojnych limit.

Plati nésledujici véta:
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Véta 2.6. [2] Funkce f md v bodé (xo,y0) limitu rovnou L, jestlize existuje

nezdpornd funkce g spliujici lim+ g(r) =0 takovd, Ze:
r—0

|f(zo + 1 cosp,yo +rsing) — L| < g(r)

pro kazdé p € (0,2m) a r > 0 dostatecné mald.

Specialné, plati-li pro transformaci do polarnich souradnic

lim  f(x,y) = lim h(r)g(y),

(z,y)—(x0,y0) r—0+

kde lim h(r) =0 a funkce g(p) je omezend pro ¢ € (0,27), pak

r—0t

lim  f(z,y) = 0.

(z,y)—(x0,y0)

Priklad 2.29. Vypocitejte limitu funkce:

5% + 3y?

im
(z,y)—(0,0) x4+ y?
Resend:

e Dy = B2\ {(0,0)}

e Pievedeme na poldrni soufadnice: x = rcosp, y = rsing, r — 07T,
¢ € (0,2m)
. 5r3cos® o + 3rdsin® @ . 13(5cos® p + 3sin® @)
lim — = lim =
r—=0+ 12 cos? ¢ + r?sin” p r—0+ r2-1

r—0t

= lim _r (5cosgg0i3sin3<p)1:0
0 omezend
Vytkli jsme v citateli i jmenovateli » v ptislusné mocniné a zkrétili. Ve

jmenovateli jsme pouzili znalost Vzorce (12) ze strany 50. Zda je funkce
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(5cos® p + 3sin® ¢) omezend pro ¢ € (0,27) ovéifme nalezenim minima a
maxima na daném intervalu: —5 < 5cos® ¢ + 3sin® ¢ < 5. V zdvéru jsme

uzili tvrzeni Véty 2.6 ze strany 36.
Priklad 2.30.

r(r —1)% + ¢?
1m
(@) (10 (x—1)2+y?

Resendt:
o Dy =R\ {(1,0)}

e Zavedeme poldrni soutadnice: z = 1 + rcosy, y = rsinp, r — 0T,

@ € (0,2m) :

y (14 7rcosp)(l+rcosp —1)2+rsin’p
im =
r—0+ (1+7rcosp —1)2+1r2sin® ¢

r (147 cos @)r? cos? p + r?sin’ o
= 1m =
r—0+ 72 cos? p + 12 sin® ¢

. 12cos? p 413 cos® p + r?sin? @
= lim 5 5 —5 =
r—0+ r2(cos? ¢ + sin” p)

. 7%(cos?  + 1 cos® ¢ + sin? )
= lim =
r—0+ r2.1

= lim (cos? ¢ + sin® p +7cos® ) = lim (1 +rcos® ) =
0+ N e r—0+
1

— ; 3, — —
_1+r141)%£" r cosp=14+0=1

omezend

Priklad 2.31. Vypocitejte limitu funkce:

sin(z* + y*)
im —
(@y)=(00) T+ y?
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Resent:
o Dy =R\ {(0,0)}
e Upravime, abychom mohli vyuzit Vzorce (6):

lim (z* + y*) sin(z* + y*)
(@y)—00) (z* + y*)(2? + y?)

Rozdélime na dvé limity:

A—  lim sin(z? + y?)
(@y)—(00) 1+ y?

Zavedeme substituci z* +y* =t, t — 0, dostaneme:

int
A= lim o2
t—0 t

Druhou limitu vyresime prfevodem na polarni souradnice x = r cos ¢,

y=rsing, r — 0", ¢ € (0,27) a vyuzitim tvrzeni ve Vété 2.6:

x4+y4

B = im —
(@,9)—(0,0) T2 + Y2

. rheostp+risinty . rt(cost p +sint @)
B = lim —— = lim ——~ =
r—0t 12 cos? o +r2sin® ¢ r—0t r2(cos? ¢ + sin @)

= lim % (costo+sintp)=0
T—>0+\()//\( QOV gpz

omezend

Plati % < cos*p + sinf¢ < 1, hodnota zadané limity je podle Véty 2.3

rovina:

o (d
lim —Sm(x +y)

—A-B=1-0=0
(@y)—(00) 22+ y?

Priklad 2.32.

2 2
m
(z,y)—(c0,00) T %—y
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Reseni:
o Dy =R?\{(0,0)}

0«

e ,Dosazenim® dostaneme typ limity 2

e Pievedeme do poldrnich soufadnic x = rcosy, y = rsinp, ¢ € (0,5),

T — OQ:

0.5 10 2

Obrazek 5: Bod (00, 00) lezi v prvnim kvadrantu, proto se ¢ muze pohybovat
pouze od (0, 7). Priblizujeme-li se k bodu (0o, 00) musime zvétsovat vzdalenost
od pocatku, proto r — oo.

r?cos® o +r?sin? p r2(cos? ¢ + sin? )

lim = lim —

r—oo rdcost o +risint o roo0 r4(cost p + sint @)
1 1
= lim ") . 1 T4 :O
r—00
e costp j; S ¢
(O omezend
Vyuzili jsme platnosti 1 < ——~—— < 2. dale pak tvrzeni Véty 2.6 ze

cos? p+sin? ¢

strany 36.
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e Druhou moznosti vypoctu je zavést substituci z = %, y=-,u#0,v#0

U’

a prevést limitu na typ, ktery zname z predeslych piikladu:

L+ ig v’ (v? + u?)utv?
1 T = im T = im 4 A\, 202
(wo)=(01,0%) = + =5 (w0)=>(07,01) L (w)»(0+,04) (vf + ut)uPe
u=v

(v* + u?)u?v?
im
(uw)—=(0+,0+) (v + ut)

Nyni prevedeme do polarnich soufadnic: u =rcosp, v =rsinp, r — 07,

0+ kI ke L

(12 cos? o + 12 sin® @)r? cos? r? sin? ¢

lim
r—0+ r4cost  + risint
, 172(cos? @ + sin? )r* cos? @ sin? . 76 cos? psin? ¢
= lim , = lim , =
r—0+ r4(cost ¢ + sin ) r—0+ r4(cost  + sin )

, cos?psin®
= lim _r . —— =0
r—0+ \/ cost p +sin” @

omezend

< w 1 a tvrzeni Véty 2.6 ze strany 36.

Vyuzili jsme platnosti 0 < =5 otsintp = 2

Ukazali jsme si, jak je mozné limitu v nevlastnim bodé pfevést na limitu

ve vlastnim bodé. VAN
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3. Cviceni

Posledni kapitola slouzi k procvicovani znalosti vypoctu limit funkei dvou
proménnych. Je tvorena tfemi podkapitolami - prvni a druha obsahuji zadani
piikladt, ve tfeti je uveden struény néavod na feseni a vysledek ptikladu z prvni

podkapitoly a vysledky ptikladu z druhé podkapitoly.

3.1. Piiklady T

Vysetrete, zda existuji limity v daném bodé, pokud ano urcete jejich hodnotu:

Ll YERTE 12 lim YL
’ 24y z,y)—(5,3
(zy)—(0,0) TV )= (5,
. 22 13. li tg(4r+2y)
> (z yl)lg%o 0) 92‘24‘”29 (r,y)li%,O) 20ty
; z+2y 14. li 2z—3y
> (x»yl)liré,o) \ 22 +y? (2,y)—(0,0) ty
~ 15.  lm —ty
4. 1 " . Ty
(o ,n) © Y (1) —(0,0)
3
i 3224 2y° 16. L (‘xg_yQ)
> <x,y1>13?o,o> w?+3y° (o (0.0) \FH?
. 2 17. li z2—1
6 ppim (L aty)ee T g 12
: (z—y)2—1 18, lim -2,
7. (x’y:ggl%ll) ;z-fyfl (x,y)—>([)70) x2+y2
_Yy
8  lim ot 19.  lim (1 n l) =+
(e)=2(0.0) T H (@) (2,00) v
9. i S S 90.  lim = lzeoszty)
(:v,y)gg,—l) Sa2+oy+2y? (zy)—(0,0) *HY
10. lim 3 512 21. lim 11—/121—zy
(e4)=(0.0) 5T (@y)—00)
11. i ﬂ 29. li 2z+y
(o) 1,1) 220 ()2 (o0,00) T2V
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3.2. Priklady II

Vysettete, zda existuji limity v daném bodé, pokud ano urcete jejich hodnotu:

. 3
1. lim z°+1

x _1,3) 2y(a+l) 16. li (z—y)?—1
. 1,3)2 y (w,y)%l?le,fl) z—y+1
2. lim -
= - 7. lim 2v
(z,9)—(0,0) o (x7y)lg%070) 3z-+2y
3. lim ooty o
" _ +2y ; (z—1)*+y(y—1)
()= (2, 1)y(2 +y) 18. (m,yl)la(l,l) CEa oy
4. lim
(zy)—(0,0) " 19.  lim
5 li 1—coszy (zy)—=(2,1) Y
. 1m —_—
@Gy Y 20. lim Bt
61 ety (zy)=(01) Y
@) l00) T 21.  lim 20t

s (@y)—(20) Y
7. lim (14 1)z

()= (50,3) 22. I 32’4y’

2 2
(@,y)—(0,0) TV

8  lim y&tv!

. Faty—1 23. i Sz
(x,y)%(l,O) \/? . (x7y)14r}%070) x+y
9. I 32—y
() (1,-1) P 94, lim YTytlot
0 i 2 (z,y)—(0,0) Tl+y
e o) Zey—dyt5a—10 - 3
(2.9)(22) y+3y R P e e
11. lim Loy
() (0000) TV 26. lim T
12 1 y_3 ($1y)_>(37_3) *
. 1m
(2y)—(—1.3) 2y~ 27.  lim &%
13. 1 VatyFi-1 (@y)—>(1.1) =Y
oo T 28. lim 8Grtw)
1 (2—2)2 43y (2,9)(00) Y
. 1m =5 5

() (2,0) =2+

99, lim ME=2Pyiiar2
. s (g0 @Y

15, lim (1+z—y)=v

(=D 30. lim 1zeosaw

(zy)—(1,00 Y
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3.3. Navody na reSeni a vysledky

Priklady I:

L e Dy=R\{(0,0)}
([ ]
lim \/x2y2+4—2‘\/x2y2+4+2:
(x,y)—>(0,0) ZE2 _I_ y2 A /x2y2 -+ 4 + 2
2,2 1 1
= lim % lim =0-—-=0
(@9)=(0,0) T2 + y*  (@y)—(0,0) \/22y2 4+ 4 + 2 4
2. o Dp={(r,y) e R: 4z #y(y +2)}
o y=ku:
2
li =0, ke R\ {2
50 k222 — da + 2k V2
Yy = 2x:
' 212
lim ——m—— = —
=042 —4x +4x 2
. 222 . .
(:c,yl)lgzo,o) 7 ist3y; heexistuje.
3. e Dy =R\ {(0,0)}
[ ]
2
lim 2

(2.9)—=(2,0) /22 + y?

4. e Dp={(x,y) €R2: 2%+ 3}

S vyuzitim Vzorcu (1), (3) ze strany 50 a tvrzeni Véty 2.5 ze strany
12:

2,2 2
lim LY _=2
(@y) -1y 3 —y3 3
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e Dy =R*\{(0,0)}

e Vypocitame postupné limity:
L1 — 3, LQ =0
Ly # Ly

3x24-2y3
z2+43y2

neexistuje.
(z,y)—(0,0)

¢ Df:{(ﬂf,y)GRQ:y>—1—;g, r# —y}
e Resfme pomoci substituce z +y = t, pro (z,y) — (3,-3)jet — 0 a

znalosti limity (7) ze strany 50:

2
lim (1+x+y)ety =e?
<z,y>+<37—3>( v)

e D;={(z.y) €R?:y A2 —1}

e Upravime pomoci Vzorce (1) ze strany 50:

T Gl ) el
(zy)—21) *—y—1

e Dy =R2\ {(0,0)}

e Prevedeme do polarnich soufadnic x = rcos p, y = rsing, ¢ € (0, 27),

r — 0T, po upravé dostaneme:

- 3 I DA
Tlir(% r (cos gpism go)l—O

omezena

Podle Véty 2.6 ze strany 36:

. %+
Iim ——— =0
(2,9)—(0,0) 2 + Y2

o Dy={(v,y) eR*:y# —x, y# -3z}
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10.

11.

12.

13.

Vydeélenim jmenovatele vyrazem (x + y), uzitim Vzorce (1) ze strany

50 v citateli a kracenim se zbavime neurcitého vyrazu, dostaneme:
22 — o2

lim =
(z,y)i(l,fl) 3x2 + bay + 2y?

Dy ={(z,y) eR? 1y # —5a}

y=kx:

oT 5) 3
li = = _-
2037+ 2ke 3 +2k C \{ 2}

3 3 . .
T 1V neexistuje.

2 2
(2,y)—(0,0) TV

Dy ={(z,y) eR®: w # =2, y # x}
Rozlozime c¢itatele podle vzorce 1 ze strany 50 a jmenovatele vydélime

vyrazem (x — y) dostaneme:

2?2 — 2 9
lim ==
@y)—1) 2?2 =2y +2x —xy 3

Df:{(QT,y)GRQ],’Z]_, yZ_l, y%x_Q}

Rozsitime vyrazem

Ve—1+y+1
Vo —1+y+1

dostaneme:

lim Ve—1—yy+1 1
(x,y)—>(573) r — y - 2 4
Di={(z,y) eR*: =S+ kn <4dox+2y < S +km, y# —2z, ke Z}
Upravime, abychom mohli zavést substituci ¢ = 4o + 2y, t — 0 a

vyuzit znamé limity (9) ze strany 50. Dostaneme:

te(4 2
by BT +2y)
(zy)—(0,0)  2x+y
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14.

15.

16.

Dy ={(z.y) €R?:y # —z}

Vyuzijeme postupnych limit:

L1:2, L2:—3

2x—3y

i —© neexistuje.
(z,y)—(0,0) “TY

Dy =R*\{(0,0)}

Zavedeme substituci t = x? + 32, pro (z,y) — (0,0) je t — 0T

Dy =R*\{(0,0)}

Ly # Ly

Ptevedeme do polarnich soutadnic z = rcos g, y = rsinp,

¢ € (0,27), r — 0. Dostaneme:

. 3

. r? cos? o — r?sin? @ 5

lim = cos” 2¢p
2 2 2 qin2

=0t \ 7% COs® ¢ + 7= sIn” @

i 22oy? )2 Stu
( )IE;(%O 0 W neexistuyuje.
x?y K

Dy ={(z.y) €R2:y #2}

y=Fk(zr—1)+2:

2 —1 2
li =—, keR\{0
e k(r—1)+2-2 & \ 10}
( l)m% )f‘;__; neexistuje.
z,y)—(1,2

Dy =R\ {(0,0)}
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19.

20.

21.

22.

Prevedeme do polarnich soutadnic x = rcosy, y = rsinp,

@ € (0,27), r — 0. Podle Véty 2.6 ze strany 36:

.173

lim @ ——=
(2)—(00) 2% + y?
Dy ={(v,y) €R*: , > 1, y#0, y # —x}
Vyuzijeme Vzorce (5) ze strany 50 a tvrzeni Véty 2.4 ze strany 11:

y
Tty i 1 (12}
lim 1+ 1 ! — e(z,y)lan(lzyoo) Tty n( +y) — 02
(z,y)—(2,00) Y

Dy ={(z,y) €R?: y # —x}
Upravime, abychom mohli vyuzit zndmé limity (10) ze strany 50. Do-
staneme:

_ 1 — cos(z + y)
lim
(z,y)—(0,0) rT+y

=0

Dy = {(z,y) € R? : zy < 121, zy # 0}

oy / 114++/121—zy 7 ¢
Rozsitime vyrazem T1++/121—ay a upravime po1inocl Vzorce (1), dosta-

neme:
y 11— yI2l—zy 1
1m = —
(2.4)—(0.0) Ty 22

Dy ={(z,y) € R*: 2* —axy+y* #0}

< — < . o _ : s
Pievedeme na poldrni soufadnice x = rcosp, y = rsing, ¢ € (0,5),

r — 00, po upravach dostaneme:

, 1 2cosp+sing
lim - - o =0
r—00 —

r sin p cos ¢

0

omezena

Plati, ze —5 < 2exetsing < 5 5dle Véty 2.6 ze strany 36

1—singpcos @

. 2 +y
lim - =
(z,y)—(00,00) T — XY + Y
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Priklady II:

el e e e T
S W o O

R T A

1

2
neexistuje

o= O N

neexistuje

O Ol — W =

. neexistuje

1

2
neexistuje
3

. €
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16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.

-2
neexistuje

1

neexistuje
0

—+00
6

neexistuje

O ml=



Zaver

Cilem prace bylo vytvorit sbirku fesenych piikladii na limity funkci dvou
proménnych.

V prvni kapitole jsem uvedla zakladni definice a véty zabyvajici se funkcemi
dvou proménnych, pottebné pro vysloveni definice limity, pripadné k vypoctim.

Druha kapitola se jiz vénuje limitam. V tvodu je uvedena definice limity a
zakladni vlastnosti dvojnych limit. Dale je kapitola ¢lenéna do dvou podkapitol.
Prvni se zabyva dukazy neexistenci dvojnych limit pomoci ptistupu po kiivkach,
postupnych limit a prevodu do polarnich soutadnic. Kazda metoda je nejprve
teoreticky popsana a nasledné ilustrovana na piikladech. Ve druhé podkapi-
tole jsou uvedeny metody vypoctu dvojnych limit, ukdzané piimo na feSenych
prikladech.

Treti kapitola je tvorena souborem ptikladu k procviceni, struénymi navody
k jejich teseni a vysledky.

Tvorbou této prace jsem prohloubila své znalosti v oblasti funkci dvou pro-
meénnych, prace se systémem TEX a v softwaru Wolfram Mathematica.

Doufam, ze prace bude slouzit studentum z nizsich ro¢niku k dostateénému

pochopeni limit funkci dvou proménnych.
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Dodatek - pouzité vzorce

a® —b* = (a —b)(a+ )
a®+ b = (a+b)(a* — ab+ b?)
a® —b* = (a —b)(a* + ab + b?)

log,a" =n, a>0, neR

=t =P 50, beR

In(1+¢
P U
t—0 t
tgt
lmi =1
t—0 ¢
.1 —-cost 1
lim = —
t—0 t2 2

cos>p+sinfp =1, peR
sin2¢ = 2sinpcosy, ¢ € R

cos2p = cos? @ —sin® @, p €R

50
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