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Uvod

Regresni modely jsou uzitecny nastroj pro matematickou formulaci néjakého
readlného problému. Oblibené jsou pro svou jednoduchost pfredevsim linearni
modely, nicméné v praxi byvaji vztahy mezi veli¢cinami velmi ¢asto nelinearni.
S takovymi piipady se setkavame v geodézii, stavebnictvi, fyzice, ekonomii, ale i
tfeba v biologii a mediciné.

Prace s nelinedarnim modelem byva naroc¢na nejen z diivodu obtiznosti, ale i
kvili dobé potiebné pro vypocty. V nékterych pripadech ovSem existuje moznost
si situaci zjednodusit. Jestlize je tedy statisticky model nelinearni, pak standardni
procedurou je linearizovat ho a pouzit postupy linearni statistické teorie. Tento
postup muze samoziejmeé vést také k problémtim. Je potieba najit kritéria, diky
kterym urcime, zda je linearizace konkrétniho modelu mozna ¢i nikoliv. Pokud
neni nelinearita silna, vyuziva se s vyhodou jeho linearni verze.

Tim se dostavame k hlavni naplni této diplomové prace. Cilem je urcit miry
nelinearity pro odhad parametrii prvniho i druhého tadu, konfidené¢ni oblast a
test nelinearni hypotézy pro nelinearni regresni model. Pomoci téchto mér urcit
hranice linearizac¢ni oblasti a posoudit jeji vhodnost pro aplikace.

Prace je rozdélena do t¥i hlavnich ¢asti. Prvni kapitola urcuje zakladni pojmovy
aparat, ze kterého v diplomové praci budeme vychézet. Druha kapitola
obsahuje teorii vyuzivanou k urceni vhodnosti pouziti linearizovaného modelu.
Dilezitym pojmem jsou miry nelinearity, pomoci nichz lze nalézt linearizac¢ni
oblasti. TTeti, stézejni cast prace, je tvorena praktickou ukazkou uziti teorie.
Zaméiime se na dva nelinearni regresni modely a vySetiime moznost jejich
linearizace. Sestrojime lineariza¢ni oblasti a konfiden¢ni oblasti a porovname

jejich velikosti.



1 Definice a pomocna tvrzeni
Tato sekce je zpracovana podle literatury [1], [2], [3], [4], [5], [6].

Lemma 1.1 (Schwarzova nerovnost) Necht x,y € R". Pak plati

X'y| < Vx'x\/y'y

x'y| = Vx'x:\/y'y tehdy a jen tehdy kdy? I{a € R'} : x = ay.

Véta 1.1 (Scheffého véta) Necht xg € R™ a X je nxn pozitivné definitni matice.
Pak plati
V{h € R"} |h'x| < |c|]VWEh <= x{¥'x, < .

1.1 2 rozdéleni

Véta 1.2 Necht jsou Xi,..., X, nezavislé ndhodné veliciny, X; ~ N(0,1),
Vi=1,...,n. Ndhodnd veliina Y, = >} | X? md hustotu

0, proy <0,
gn(y) = 4 yBtet (1)
237(3) " proy > 0

Definice 1.1 Hustota g,(y) z Véty 1.2 je hustota chi-kvadrat rozdéleni o n

stupnich volnosti, n € N je parametr tohoto rozdéleni.

1.2 Metoda nejmensich ¢étvercu

Metoda nejmensich ¢tverci umoznuje nalézt vhodnou aproximacni funkci
pro dané, empiricky zjisténé hodnoty. Hledana funkce musi byt linearni
kombinaci predem znamych funkci, pricemz tato metoda nadm umozni vypocitat
jejich koeficienty. Metoda nejmensich ¢tverci slouzi k nalezeni takového feSeni,
aby soucet druhych mocnin rozdili mezi daty a odhady hodnot méfenych veli¢in

byl miniméalni.



Véta 1.3 (O ekvivalenci odhadi) Linedrni odhady nezndmych parametri
v linedrnich regresnich modelech optimdlni ve smyslu principu nejmensich ctverct

jsou nestranné a sdruZené eficientni.
Uvazujme linearni model Y = F3 + &, B € 7, pficemz

(RF, méFeni vektorového parametru bez podminek;
{B:B8€R"b+BA=0},
méfeni parametru s podminkami typu I;

{(i) :,BERkl,ZERk2,b+B1,8+B2Z:0},

| netplné méfeni parametru s podminkami typu IT

Hleda se takovy bod variety 7 C RF, ktery pro kazdou realizaci y nahodného

vektoru Y, Var(Y) = ¥, minimalizuje kvadratickou formu

(y-FB)S"'(y-FpB), Ber

Nejlepsi nestranny linearni odhad parametru 8 se lisi v zavislosti na typu

kovarianc¢ni matice vektoru pozorovani. Uvazujme model
Y=FB+&, BcR WF)=k<n.
Je-li Var(Y) = X, kde X je zndma pozitivné definitni matice, pak
BY) = (FFE'F)'FxlY,
Var(B(Y)) = (F'=7'F) L.

Je-li Var(Y) = 02V, kde V je zndma4 pozitivné definitni matice a 0 > 0 nezndmé,

pak

B(Y) = (FVIF)'FVY,

Var(8(Y)) = o2(F'V'F) L.
Necht Var(Y) = "7 | 9, V;, kde V; jsou zndmé symetrické pozitivné semidefinitni
matice, 1; > 0 neznamé parametry, ¢ = 1...,p a nechf je ddna aproximace

’190 = (1910, e ,191,0)/, pak

B(Y[9) = (F'E;'F) 'F'S; Y,
8



Var (B(Y[90)) = (F'S;'F) ' F'; S5 F(F'S; 'F)

kde

p

i=1

i=1

1.3 Maticovy pocet

Maji-li vSechny slozky nahodného vektoru Y = (Y3,...,Y,) konecné druhé
momenty, tj. E(Y?) < co, Vj = 1,...,n, lze pro kazdou dvojici Y;,Y}, i # j

urcit kovarianci cov(Y;, Yj).
Definice 1.2 Matice

C=VarY = (cov(Y;, Y;))}

13))ij=1
se nazyva varian¢ni matice ndhodného vektoru.

Véta 1.4 Variancni matice Var Y ndhodného wvektoru Y je symetrickd a

pozitivné semidefinitni.

Definice 1.3 Ctvercovd matice A,,.,, se nazyva pozitivné semidefinitni, je-li
symetricka a plati-li pro kazdy m-rozmérny vektor x nerovnost x’ Ax > 0. PiSeme

A >0.

Definice 1.4 Ctvercovd matice A,,.,, se nazyva pozitivné definitni, je-li
symetrickd a plati-li pro kazdy m-rozmérny vektor x # 0 nerovnost x’Ax > 0.

PiSeme A > 0.

Lemma 1.2 Necht A je matice m X n. Pak existuje alespori jedna matice G

n X m s vlastnosti AGA = A. Matice G je g-inverze matice A.

Lemma 1.3 Necht A je matice m X n. Pak erxistuje prdavé jedna matice AT

takova, Ze
AATA=A ATAAT=A" AAT" =(AA"), ATA=(ATA).

Matice A je Mooreova-Penroseova g-inverze matice A.

9



Lemma 1.4 Necht'F je matice nx k a X je pozitivné semidefinitni matice n xn.

Pak

S-SR (F'SIF)F'E Y X je pozitivné definitni,
(MpEMp)* = { St OSTREESF)FEY,  M(F) C M(E),
T - THF(F'T-F) F'T+,  jinak,

T=X+FF.

1.3.1 Spektralni rozklad matice

Necht A je ¢tvercova matice n x n. Spektralnim rozkladem matice rozumime

jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory, pricemz plati

N g JLi=]
A_Z;/\Zflfi, fz-fj—{oji#j’

kde f;, f! jsou vlastni vektory a \; jsou vlastni ¢isla.

Definice 1.5 Necht A je ¢tvercovd matice. Plati-li pro skalar A a vektor f,
f'f = 1, ktery je nenulovy,
Af = \f

fekneme, Ze A je vlastni ¢islo matice A a f vlastni vektor matice A prislusny

vlastni hodnoté \.

Véta 1.5 Kazdy vlastni vektor matice je prislusny jediné vlastni hodnoté této

matice.
Vlastni ¢isla matice 2 x 2 ziskdme FeSenim rovnice
det(A — NI) = A2 — Tr(A)X\ + det(A) = 0;

a1 — A a2
a2 — A

’ 0
Je to nutna a postacujici podminka pro existenci vlastniho vektoru matice A
prislusného A. Dosadime A do
(A-XDf =0
a odtud ziskame f.

10



1.4 Linearni regresni model

Mé¢jme ndhodné velic¢iny Y7, ...,Y, a matici danych cisel F typu n x k, kde
k < n. Predpokladejme, ze pro ndhodny vektor Y = (Yi,...,Y,)" plati
Y = FB+ &, kde B8 = (f1,...,0k) je vektor nezndmych parametri a
E = (&,...,&,) je ndhodny vektor spliiujici podminky EE = 0, Var& = o1
Parametr 02 > 0 je nezndmy. Tento model budeme nazyvat regresni. Protoze Y
zavisi na B linedrné, mluvime o linedrnim regresnim modelu.

Matice F musi mit linearné nezavislé sloupce. Pfedpokladame, ze k < n, tedy
h(F) = k. Vektor F3 je nendhodny, proto plati EY = F3 a VarY = ¢°1.

Parametry 1, ..., O se odhaduji metodou nejmensich ¢tverc, tj. z podminky,

ze vyraz (Y — F3)' (Y — F(3) jakozto funkce 8 ma byt minimalni.

Definice 1.6 (1 — «) - konfidené¢ni oblast pro parametr 3 z tfidy distribu¢nich

funkci
F=A{F(.B):B¢€ B(R"}
je zobrazeni Cs : R — BF s vlastnosti

V(BB PABECHY)} =10

Pti konkrétnim tvaru oblasti hovofime napiiklad o konfidencnim intervalu

nebo konfiden¢nim elipsoidu. Podrobnéji viz [2] strana 87.

11



2 Postup vypoctu
Tato sekce je zpracovana podle literatury [1], [2].

2.1 Linearizace modelu rozvojem do Taylorovy rady

Uvazujme regresni model
Y ~ N,[f(8),%], B € R,

kde f je znama funkce, kterda méa spojité druhé derivace, ¥ je znamé pozitivné
definitni matice a R* je k-dimenzionalni linedrni vektorovy prostor. Je-li By
znamy vektor, lze model rozvinout do Taylorovy fady v bodé B,. Tento
model nazveme modelem se slabou nelinearitou, jestlize v Taylorové fadé funkce
f(-) v pfiblizné hodnoté parametru By mizeme ¢leny druhych a vyssich Fadu
zanedbat. Tedy odhad parametru miize byt urcen linedrné, v pripadé
normality observacniho vektoru Y lze pouzit standardni postupy také prii
urcovani konfidenc¢nich oblasti a testovani linearni hypotézy o parametrech. Musi
se proveérit, zda je vliv zanedbanych ¢lent zanedbatelny ¢i nikoliv.

Déle budeme uvazovat nelinedrni model
1
Y -f,~N, (F&ﬂ + 5&(66), Z) , 08 € Rk, (2)

kde 63 = B — B, Bo je priblizna hodnota parametru 3,

fo = £(Bo),
B=Bo
k(08) = (08'F1483,...,08'F,003),
>’ fi(B) .
F, = ; ,1=1,...,n.
0P8 |g_g,

12



Definice 2.1 Batesovy a Wattsovy miry kfivosti modelu (2) v bodé 8, jsou

vnitini kifivost

\/K, (68)S- M2 k(68)

K(mt o -5 k
= sup 537C3 BeR
a parametricka kiivost
K'(03)E-1PE "k(60)
K®)(8,) = sup \/ - ;08 € R*

53'CoB ‘ ’

kde C=FX'F, P2 ' = F(FX'F)FY ! M2 ' =1-PZ ",

Poznamka 2.1 Obecnd forma veliciny K (3,), K®)(B;) a dalsich mér

nelinearity je

/- S N
C’(,@O):sup{M: 5u€Rk},

Ju'Réu
kde
= (bu’Ajdu,...,0u'Adu),
kde Aq,..., A, jsou k x k symetrické matice, S je r X r pozitivné semidefinitni

matice a R je k X k pozitivné definitni matice.

Doporucuje se pouzit iteracni proceduru pro uréeni C'(By).
1.krok: Zvolime libovolny vektor du; € RF takovy, Ze du}du; = 1.
2 krok: Urc¢ime vektor ds

5u’1A15u1
0s = R_1<A15u1, Ce ,Ar5u1)S
oujA,ouy

a pouzijeme ho pro urceni vektoru dus

os
Vos'ds

5112 =



3.krok: Jestlize dubdu; > 1 — ¢, kde ¢ je dostatecné malé kladné ¢islo, iteracni

proces ukonc¢ime a C'(3y) je uréeno hodnotou

A /a’u28a5u2
C(By) = Y2 =2,

511/2 R(SUQ

Jestlize dubdu; < 1 — ¢, vratime se k prvnimu kroku s vektorem Jduy, ktery

pouzijeme misto vektoru duj.

2.1.1 Odhad parametru 3

Véta 2.1 Jestlize v modelu (2)

. ! 2 5max
5ﬂe£a:{5,6.5ﬂ c&ggm—m},

kde dpmaz Spliiuje rovnici
P {Xi—k(éma:c) < Xi—k((); I a)} =1- (O‘ + 6)7

pak
P{VETY <32 (01— a)} 21— (a+e),

kdev =Y — f, — Fip3.
Diikaz: Nechceme, aby parametr necentrality

§=E(Y —f —F6B8) T 'E(Y —f, — FéB) =

_ %l,.;'((sﬁ) (M2 ) =7 (ME ) w(38) = in'(aﬁ)(MFzMF)%(ém

prekrocil parametr necentrality d,,q,, to znamena , ze musi platit § < 0,4z

7 definice veli¢iny K" (3,) plyne
K'(0B)STIME K(68) < K (B0)[*(98'CoB)"
Protoze

[K)(B0)*(0B8'CP)* < bimaw 2 in’(%)ElM?_ln(éﬂ) =9,

14



plati
46 = k'(08)SME " K(68) < [K™(8,)]2(08'C68)? < 46 mas:

58'CoB < 2 Omar 55

K(mt)(ﬁo)
— P{,0) <X, (01-a)}>1-a—-ec O

Kvadraticky clen %n(éﬁ) miize byt zanedban, jestlize je splnén predpoklad
Véty 2.1. Jeho vliv na shodu mezi observa¢nim vektorem Y a linearizovanym
modelem Y —fy ~ N, (Fi3, X) je zanedbatelny. Je to charakterizovano hodnotou

¢ v hladiné testu.

Véta 2.2 Jestlize v modelu (2)

, C
5B€£b:{6ﬁzéﬁ caﬁgK(T;’(ﬁO)},

kde Cy, > 0 je redlné dostatecné malé cislo, pak

v{h € R*}|h'b| < C,vh'C'h.
Zdeb=EB) -8 = tC'F'Y'k(68) a C=FX'F.
Dukaz:

k'(68)S'PE k(68) = k' (OB)S'F(F'S'F) 'F'E'k(08) =
= kOB 'FFS'F) Y FI'F)(FX'F) 'F'X 'k(08) = 4(b'Cb).
7 definice veli¢iny K ®)(3,) plyne
4(b'Ch) < (38 (FX'F)3B)* (K™ (Bo)]*.

Chceme, aby
(68"(F='F)3B)°[K*(Bo)]” < CF,
z toho dostaneme
Vb Cb < C, <= V{he R} |hb|<C,Vh'C-'h.
15



Posledni ekvivalence plyne z Scheftéovy véty. |

Véta 2.2 nam dava kritérium, podle kterého lze urcit, zda vychylenost h’'b
linearnich odhadt kazdé funkce h(By + 08) = h'By + h'd3 je dostatecné mensi
nez standardni odchylka odhadu, to znamené |[h'b| < Cyv/h'C—1h. Cislo C, > 0
je blizké nule.

Srovnanim lineariza¢ni oblasti £, s (1 — a)-konfidenénim elipsoidem £ pro
dostateéné malé o urc¢ime, zda 63 = B* — By je prvkem linearizacni oblasti
Ly. Jestlize £ C Ly, pak mize byt pouzita linearizovana verze modelu namisto

kvadratické.

2

2.1.2 Lineariza¢ni oblast pro ¢* a variané¢ni komponenty

Je potieba také odhadnout o2 v piipadé, 7e ¥ = 02V, kde V je znadma
pozitivné definitni matice. V linearizovaném modelu Y — fy ~,, (Fd3,02V) je

nestranny odhad o2 dan vztahem

o (Y—f—FéB)YV (Y —f, —F68) (Y —fy)(MpVMzp)*(Y —f,)

n—=k n—=k

Véta 2.3 Linearizacni oblast pro odhad o? je

/N7 — 88(71—]{7)
L,2=30B:68'FVIFB <o¥ 1
{ KT (8y) }

kde

VE6B)VIMY " k(58)

. k
537Co0B 0B € RY

K(gmt) (ﬁo) = sup

K (8g) = o K{™(B,), Cy=FV'F.
Jestlize 03 € Ly2, pak
‘\/E((%z) — 0‘ < eo.
Dukaz: Statistika

(Y f - BBIVY —— E5B)
n—=k
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ma necentralni rozdéleni pravdépodobnosti

2 (6 1
02X£_k(k), kde § = @n’(éﬁ Y(MEVMp)Tk(68).

Protoze E [x2_,(0)] =n —k+0, je

E [axﬁ(;?] — B(5?) = n“_ ; (n g (08) (M VM) h( 56)) _

=0+ k'(08)(MpVMEp)Tk(68).

Z definice veli¢iny Kém) (Bo) plyne

1

=k k>n’(6ﬁ)(MFVMF)+n(6ﬁ) < (55’0055)2[K3W><50)]24

(n—k)

Chceme, aby ‘\/E(&Z) — O" < eo. Jestlize

8(n — k)

6B'Co03 Sam—7
K™ (Bo)

pak
|E(6*) —o*| <e0®. O

Pokud chceme uréit oblast £,2, hodnota o2 musi byt znamé. Protoze tato
hodnota je odhadnutéa, mtze byt urcen pouze odhad oblasti L,2. Plati, Ze ¢im
je mensi hodnota o, tim mensi bude linearizacni oblast L,2. Tvar konfiden¢niho
elipsoidu pro 68 = 3* — B3y a linearizacni oblasti L, je stejny, rozdilna je pouze

velikost oblasti. Nutna podminka pro to, aby £ C L,2 je

8=(n — k) 2 2e(n — k)

G0l —a) KoY =0 K . .

Dostatec¢né maly rozptyl tedy umoznuje linearizovat model s respektem k odhadu

a2
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Déle budeme uvazovat regresni model tvaru

Y ~, (f(,B)7 Zﬁivz) , Be€ RF
i=1

kde Y je n-dimensionalni ndhodny vektor. Kovarianéni matice ma tvar y >, 9, V.

Zde 9 = (V1,...,9,) je p-dimensionalni vektor varianénich komponent
a9 € v C RP. Matice Vy,...V, jsou zndmé symetrické pozitivné semidefinitni
a varian¢ni komponenty ¢, >0, ¢ =1,...,p.

Predpokladejme, ze mame model tvaru

i=1
kde
f-f(a). F- 0
B=Bo
k(08) = (k1(68), ...,k (68)),
ki(003) zéﬂ'a;ﬂfé(g/) 03, i=1,...,n.
B=Bo

Linearni verze modelu je

=1

Predpokladdme, Ze hodnost matice F je h(F) = k < n a ¥{9 € ¢}
() =3 F ¥V, je pozitivné definitni.
Necht ¥y je pfibliznd hodnota skuteéné hodnoty vektoru 9, ¥y = 3 ().

Necht matice Sinv,somp )+, kde
{S(MFEOMF)+}1-J = Tr[Vi(MpEoMp) " Vi(MpEMp)*], i, =1,...,p (5)

je regularni.

18



Lemma 2.1 V modelu (4) je nestranny kvadraticky odhad vektoru ¥ s minimdlni

kovariancni matict v bodé ¥¢ ddn vztahem

(Y — £)) (MpXoMp)"Vi(MpXMp)t (Y — )
: (6)

(Y — £5) (MpEMp)TV,(MpXMp)T(Y — )

a jeho kovariancéni matice v bodé Yy je

Vary,(9) = 2S(_1\}IFZOMF)+'
Dukaz: viz 2] Véta IV.1.11.
Lemma 2.2 V modelu (3) pro vychylenost odhadu 9 plati

A 1 K,,((5/8)(MpzoMF)+V1(MonMF)+Iﬁ',((5/8)
Eﬁo’ﬁ(,ﬁ) —9 = Z_LS(_I\]/-IFZOMF)+ :

K',,(5ﬁ)(MonMF)+Vp(MF20MF>+K,<(5,6)
Dukaz: viz [1] strana 49.

Véta 2.4 Necht Cy = F'S)'F, kde Xy = X (). Jestlize

2e
08'Codf < —p——
K5 (Bo)

") (8y) je ddn Definici 2.1 kde C = F), pa
(K5™(Bo) je din Definici 2.1 kde C = F'Sy'F), pak

p
V{Z =1,... 7p} ’Eﬂo,ﬁ(ﬂi) o 19Z| = Z |ki’j’€2’
j=1

kde

k; == (ki,lg ceey ki,p) = {S&\}[FEOMF)_,'_}Z‘. (Diag(’ﬁo))*l, 1= 1, oo, P

19



Dukaz: Necht

~

<Z' - (Y - fg)/(MF20MF>+Vi(MF20MF)+(Y - fo),

pak
E(() = {SMpsomp) },. 9 + i"v/(55)(MFZOMF)+Vz’(MFEOMF)+"’~(55)7

i=1,...,p. Jestlize ¢ = (5’1,...,@))’, pak
Egy0(9) — 9 =

~

= S(_I\}IFEOMF)vL Egy.0(C) — S(MFZJOMF)+19 =

1 IQ/((SIB)(MFE()MF>+V1(MpzoMF)+li(5/8)
- S(_l\];IFEOMF)+4_1 .

k' (58) (My M)+ V, (My SoM; ) 1(59)

=St

(MpXEoMp)+t

K /(5,6) (MFE()MF)+V1(MFE()MF)+K,(5,3)
X = =
4 Iﬁ',/((5,6>(MpzoMF)+Vp(MFEQMF)J'_K,((Sﬁ)

[Diag(19,)] 'Diag(19,) x

K/ , k' (68)(MpZMp) OV (MpSoMp)* k(53)

. 4 .
k), k' (08)(MpSMp) 00V, (MpSMp)t k(53)

JelikoZ jsou matice V1, ..., V, pozitivné semidefinitni a ¥; > 0,7 =1,...,p, plati

M(V;) € M(Xy). Diky tomu
k' (68)(MpSMp) 9OV, (MpEoMp)tr(58) <
S I‘.',/(5/6)(MpzoMF)+20(MpzoMF)+I€<(5,8) = &/(5/6)(MF20MF)+I‘|‘,(5/8)

Dostavame

. 1< )
Eg,.0(0;) — | = ZZ/%% (68)(MrEMp) 00V, (MpEMp) 1 (58)| <

J=1

IN

le S s (08) (M EoM ) 15(59).

J=1
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Z definice Kéim) (Bo) plyne

K'(56)(MFSoMy) K (58) < (K(80)) (568'CodB)”

Jestlize
2e
08'Cod3 < —i—r,
K1(90 (8o)
pak
k'(68)(MpEoMp)tk(68) < 4e?
a tedy

. 1 p p
o) = 04 < 5 3 Il (98) M S ) (08) < 3 kI

j=1

1=1,...,p. Il

2.1.3 Konfidené¢ni oblast

V modelu

1
Y —f,~ N, (F(Sﬁ + 5+(08), 2) , 0B € RF,
uvazujme r-rozmérnou funkci d: R¥ — R”

d(B) = d(By) + DB + jeus.

kde D = 0d(8)/08'|g_g,, MDys) =1 < k, csy = (08'A10B, ..., 68'A,68 ),
A; = 02di(B)/0BOB'|g_g, i =1,....T.

Véta 2.5 Nechf a a 1 jsou dostatecné mald kladnd redlnd ¢isla a necht €2 je
resent rovnice

P{x}() <X0;1—a)} =1—a—n.
Jestlize

, 2e
(5,6 €£g:{(5,3 (5,805,6 Sm},
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pak
& = {u  (u—-DoB)(DC'D') H(u - DB) < (V01— a) + 8)2}

pokryvd DB s pravdépodobnosti alespon (1 — a —n). Zde C = F'X7'F.

Dikaz: S ohledem na definici K ®*) plati

2

k'(6B)E'FCF'E'k(68) < (68'CsB)* (K™ (By))" .
Protoze 4b'Cb = k/(63) X 'FCIF' X 1k(68), plati implikace

2¢e
03'CoB< ——  — b'Cb < 2.
PO = o (o) <

Potom pro h = D’u dostaneme
V{ue R} [WD[E(B) — 68]| < eVuDC-'D'u,
coz je, vzhledem k Scheffého vété, ekvivalentni s nerovnosti
[E(63) — 08/D'(DC'D')"'DIE(6B) — 48] < <.
Vychylenost D[E(68) — 68] odhadu D& le# uvnitF elipsoidu
{u:v(DC'D) 'u <’} (7)

Necht (DC'D')~! = Y7 Afif] je spektrdlni rozklad matice (DC'D’)~*.

Konfiden¢ni elipsoid v linearizovaném modelu je

{u € R : (u— DAY (DC'D')(u — D6B) < v2(0;1 — a)}
a jeho poloosy a; jsou a; = /x2(0;1 — )/, i = 1,...,7. Poloosy elipsoidu
(7) jsou m; = ¢/v/Ai, i = 1,...,r. Elipsoid £* méa poloosy a; + m;, i = 1,...,7

a pokryva vSechny (1 — «)-konfidenéni elipsoidy v linearizovaném modelu, jejichz
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stiedy se odchyluji od vektoru D63 o vektory D[E(63)—d4], kde E(63)—d3 € £*.

Nahodna veli¢ina
(D63 — D§B)' (DC'D') (DB — D)
mé x2() rozdéleni s parametrem necentrality
0 = {D[E(3B) — 58]} (DC™'D')'D[E(6B3) — 68] < &>,
Jestlize 7 spliiuje rovnost
P{XE(E) < (01— )} =1—a—n,

potom elipsoid £* pokryva vektor D3 s pravdépodobnosti vétsi nebo rovnou

l—a—n O

Dusledek 2.1 Necht d(3) = 3. Jestlize

, 2e
o3 6{56 :03'Cop SK(T)(@))}’

pak
. . 2
£ = {u: (u—388)Cu—2388) < ( Xz(o;l—a)+s) }
pokryva 083 s pravdépodobnosti alespon (1 — a — 7).

Definice 2.2 Mira nelinearity pro konfidenc¢ni elipsoid v uvazovaném modelu je

Cd(-),conf =

B /(@ - DCFs1x)(DC D) (a - DCIFS k)
- SuP 53'Cop

1003 € Rk} )
(8)

Zde predpokladame, 7e h(F) = k < n a X je pozitivné definitni. Parametr a je

definovan na strané 21.
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Véta 2.6 Necht €2 spliiuje rovnost

POEE) <201 —a)} =1—a—n, (9)

kde o a m jsou pozitivni dostatecné mald redind cisla. Necht

. 2¢e
0B € La).conf = {5[3 10B°Cop < m} '

Pak elipsoid
Ea) = {u € R™: (u—-DIB)(DCT'D) " (u-DiB ) < (VX301 - a) + 6)2}+Dﬂo
pokryvd vektor D63 + s (63) s pravdépodobnosti vétsi nebo rovnou 1 — a — 1.
Dtikaz: Nahodna veli¢ina

[4(8) - d(8y) - D3A] (DC'D) ! [d(8) — d(By) — D3]
m4 x2(§) rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem necentrality

§=-(a-DC'FX k) (DC'D) ! (a-DC'FX ')

1
4
pokud

Bld(8) — d(8o) ~ Dif] = | (@~ DC'F'S 'x).

Definice 2.2 veli¢iny Cy(.),cons implikuje

48 < (Cayeons)” (68'CIB)2.

Jestlize

5ﬁ/05ﬁ < 25/Cd(-),conf7
pak 6 < &2 a vektor
. 1
E[dBo + D4f] - [d(Bo) + DB + ;a(0P)]
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je prvkem elipsoidu
{u:ue R u(DC'D) 'u<e?}.

Dikaz se dale provadi analogicky jako dikaz Véty 2.5. U
Nyni uvazujme matici ¥ tvaru ¥ = 02V, kde 02 je nezndmy parametr a V
je pozitivné definitni. Pak linearizovany tvar konfiden¢niho elipsoidu parametru
03 je
£ = {u L (u—0B)FVF(u—68) < k62Fyn_i(0;1 — a)} . (10)
kde 53 je nejlepsi nestranny linedrni odhad 53 a 62 je standardni odhad o2

v linearizovaném modelu. Necht v regularnim linearizovaném tvaru uvazovaného

modelu plati

Ty =" o (OB-BYFVIFGA-3p)
(Y — £, — FéB)V-1(Y —f, —Fi3)

k

Pak T'(03*) ma Fisher-Snedecorovo rozdéleni Fy, ,,_x(-) v souladu s linearizovanou

verzi regresniho modelu. Pro kvadraticky model plati

(68" — 0B)F'VIF (63" — 0B) ~ axi(61),

kde
i = gi(0B)V'PE  w(38)
a
(Y — £y — FoB3)V (Y — £, —Fi3) ~ o>\2_,(02),
kde
5y = g 0BV MY K(98).

Hustota pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X%(c?) je

0o r r+(f/2)—-1
) = {202 220w 3) FHrrear >0,
grs\y) =
0, y <0,
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hustota ndhodné veliciny U je

o3 61, 85) = / 9151 (1) g5 (0o
0

Necht mnozina Cj, 5, je definovana nasledovné

2k Pk (051—a)
Cs,.60 = < (01,02) : / g(u;01,09)du=1—a—¢p.
0

Véta 2.7 Necht md byt v uvaZovaném modelu zkonstruovdana konfidencéni oblast
pro parametr 5. Necht ¥ = 0%V, kde 0? musi byt odhadnuty. Jestlize 53 lezi

v linearizacni oblasti

{55 597088 <« 25 g sicsp < B/B
£61752 = {5,3 :0B'CoB < KV(T)(BX)) & oB'CiB < K(mt)(ﬁo) }’

kde (61,62) je prvkem mnoziny Cs, 5, a C = F'(0*V)~'F, pak 68 € Ls, 5, =
P{oBe&}>1—a—e¢, kde & je din vztahem (10).

Dukaz: viz [1] strana 64.
P¥i uréovani linearizacni oblasti je tieba uzit odhad 62 misto o2, protoze o2 je
neznamé.

Hodnoty K a K®) jsou obvykle riizné. Tedy jejich vliv na oblast Ls, 5, je
také rtzny. Aby nedoslo k upfednostiiovani jenoho parameru necentrality

nad druhym, bereme v ivahu podminku
_ (par) 2 (int) 2
61/8y = (KWP)™ /(KU)7.

Tedy vybereme takovy bod (d1,02) z mnoziny Cs, s5,, pro které dand podminka
plati.
2.1.4 Testovani slabé nelinearnich hypotéz
V modelu
1
Y -—f,~N, <F5B + 5&((56), 2)
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je testovana nulova hypotéza

1
Hy: GéB+ 57(5B) =0
proti alternative
1
H,:GiB + 5’7(5,3) #0.

a predpokladame, ze h(F, ;) = k < n, X je pozitivné definitni a h(Gyp ) = h < k.

Déle uvazujme linearizovany model
Y — fy ~ N, (Fé3, %)
a linearizované hypotézy
Hy:GéB =0 proti H,: GI3 # 0.
Testovaci statistika pro linearizovany problém ma tvar
(GoB) (GC'G)'GéB
a jeji rozdéleni pravdépodobnosti je x?(d) s parametrem necentrality
§ = B(GiB) (GC'G)'E(GiB), C=FX'F.
Jestlize plati hypotéza Hj, parametr necentrality ¢y, ma tvar

Om, = {GC*IF/zfl (F5ﬁ+ %n(éﬁ))}/ (Gectag) ! {GC*IF/zfl (F5ﬁ+ %n(éﬁ))} =

- (%GC’lF’E’ln(J,B) - %7(5@) (Gc-l@)t (%GC’lF’E’Im(zSﬁ) - %—y(éﬂ)) . (11)

Definice 2.3 Uvazujeme model Y — f; ~ N, (F5ﬂ+ %l{((Sﬁ),E) a hypotézu
Hy: Gog + %7(5,@) = 0. Necht mira nelinearity pro testovani nulové hypotézy

H() je
/46
C}fjst} = sup { Ho s0u € Rk_h} ,

'K, CKgou

kde K¢ je k x (k — h) matice s vlastnosti M(K¢g) = Ker(QG).
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Lemma 2.3 Necht ,,., je TeSenim rovnice
P{X3(0maz) 2 X3 (0;1 =)} = a + e (12)

Pak linearizacni oblast pro testovani hypotez
1 _ 1
Hy: GogB + 57(5,3) =0 proti H,: G633+ 57(5ﬁ) #0

je

‘Ctest,HO = {5,6 = Kgéll : 6u/K/GCKG5u < 2 \4 5mam} ’

(test)
Ho

to znamend
68 € Licst.n, = P, {(GéB)’(GC’lG’)’chSB > 20,1 — a)} <a+e.

Tedy 03 € Liest.u, 2arucuje, Ze pravdépodobnost chyby I.druhu nenaroste o vice

nez €.

Diikaz: Ziejmé

2
46y, < (FWKLCKgou)? (ogsso) .

Jestlize

2 \% 5’”’7,(11‘

(test) ?
Hy

UK CKgdu <

Pak 5H0 S 5maaz

— P {X,zl((SHO) > x7(0;1 — a)} <P {X,zl(émam) > x7(0;1 — a)} =a+e.
O

Necht je déna alternativni hypotéza H, : G68 + 3v(68) = A # 0. Pak
parametr necentrality testovaci statistiky (GoB3) (GC1G')"1Gdg3 je

5= BGC‘lF’Z‘ln(éﬁ) _ %7(5;3) + A] (GC1G)) %

X BGClF’Elm(éﬁ) - %7(5@ + A} :
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Veli¢ina ¢ muze byt rozlozena do dvou ¢asti, § = dy,+da, kde dp, je ddn vztahem
(11) a

/
on = —2 (;Gch’Zln(é,@) - ;7(5@) (GC'G) A+ A(GCIG) A

Protoze v(03) = (68'G108,...,03'GrLoB) ark(dB) = (08'F1d3,...,08'F,08),
plati

h n
oa=> (MB’GZ-MB — > {GCF's Y, 5,8’Fj5[3> {((GC'G) A}, +
i=1 j=1
+A(GC'G) A,
Necht
h n
Ax=)_ (Gi ) {GC'F'E'},, F]) {(Ge'a)tA),,  (13)

i=1 j=1

pak
da = 06B'AA0B + A'(GCT'G) A,

Sila testu v bodé A # 0 je
P{x; (0 +0a) = x7(0;1 — a)}.
Aby byla linearizace modelu mozna, sila musi byt vétsi nez
P{x;[A(GCT'G) A 2 X (01 — )} — ¢
pro dostatecné malé ¢ > 0. Necht

P{x;,(Omina) = x3(0;1 = @)} = P{X3[A(GCTIG) T A] 2 x;(0; 1 — a)} —e.
(14)
Jestlize 0py, + 0A > Omin.a, pak pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy H,
ve prospéch alternativni hypotézy A # 0 je ovlivnéna nelinearitou o méné nez e.

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu.
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Véta 2.8 Linearizacni oblast pro alternativni hypotézu A # 0 je
Licst,n = {5,3 :0B'AnB + A (GCT'G) A > 5min,A} ;
to znamena

08 € Liesta = P{rej A # 0} > P{x;[A(GCT'G) Al > 7 (0;1 — )} —e.
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3 Reseni pfikladu

V této casti ukazeme priklady, které jasné demonstruji, kdy je mozné pouzit

linearni teorii a kdy nikoliv. Jsou zde ilustrovany oba pripady.

3.1 Linearizovatelny model

Uvazujme trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou v bodech A=[1200,400],
B=[1800,300], C=[f3,3s], pfitemz hodnoty jsou dény v metrech. Skutecna

hodnota parametru 8 = (gl> je B* = (1188) . Déle vime, ze smérodatna
2

odchylka thlu je v sexagesimélni soustavé o = 20", coz znamena, Ze v obloukové

mife 0 = 20 a smérodatna odchylka strany je o = 0.05m. Uvazujme tedy

206264.806
model
Y ~ Ny(£(B8), %),
kde
2
( 206226(4)1.806 ) 0 0 0
0.052 0 0
Y= 20 2
0 0 (206264.806) 0
0 0 0 0.052
Do vztahu
arctan Zf:gf — arctan %
IRV — 22
E(Y) - f(ﬁ) - a;éc(s; —ﬁrﬁ‘g —+a5i)jcan 51’2—2’)“2
B1—a1 bi—a1

V(61 — a1)? + (B2 — a2)?

dosadime za aq, ay souradnice bodu A, za by, by souradnice bodu B a za 3, (s
skutecnou hodnotu parametru 3, tim dostaneme bezchybnd méfeni. Naméiené
hodnoty ziskdme ze vztahu

Y =E(Y) + ¢,
kde vektor chyb méfeni & ma normalni rozdéleni. Zvolime si pfibliznou

hodnotu By = (}?ggg) Linearizaci funce f(83) rozvojem do Taylorovy fady,
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kde zanedbame derivace druhého a vyssich radt

of(8)
9B’ |p-p

obdrzime model
Y - fo ~ N4(F5ﬁ, 2)
Déle budeme uvazovat realizaci vektoru Y — £, ve tvaru

4.600252 - 10~*

—0.531836 .
—7.894351-107% |’
—0.162625
matice F pro dané 3y je
ﬁg_b2 2 _(gl_bl) 2

(Br=bu) +(Baba)"  (Br=b1) 4 {£a.b2) 1.229835 - 10~3; 1.544015 - 104
) V(B1=b1)2+(B2—b2)2  /(B1—b1)2+(B2—b2)% | _ —0.124569; 0.992211
- 3 7—()@—(?32)7 e T ~ | —9.463652 - 10%; 6.748172 - 10~*
e ey 0.580578 0.814204

V(Br—a1)2+(B2—a2)?2 \/(B1—a1)?+(B2—az)?
Spocitame 63 vztahem 63 = C'F'S-1(Y — fy), kde

102
C_—F>'F— (3.971680 10%; 91.915627) ’

91.915627; 7.099356 - 102

dosadime ho do vzorce B =B+ 5,3 a dostaneme B = (1?38382%2? )

3.1.1 Vychylenost odhadu parametru 3

Je potieba zjistit, zda plati podminka pro linearizaci modelu s respektem

k vychylenosti odhadu 63, respektive B Sestrojime konfiden¢ni elipsu pro 63

¢ ={08: (98- 0B)C(98 - 3B) < 3(0;1- )}

a linearizac¢ni oblasti

Lo— {55 . 53'CopB < 2V Omar_ “;m}

K@n)(B)
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. / C'b
:{w.aﬁ c&gng—}.

(par) (IBO)
Zvolime si C, = 0.1, @ = 0.05. Hodnoty K@) (3,), K (3,) spocitdme
pro ¢ = 0.001 postupem uvedenym v Poznamce 2.1, kdy za S vezmeme

o o _ -1 . v . _ —1 i~ 2
matici X7!PE pro parametrickou kiivost respektive X"!MZ%E  pro vnitini

kiivost, za R dosadime matici C a za A; matice F;,

2
F, = %ggg?,  =1,...,4, f; jsou prvky vektoru £(3). (15)
Hodnotu
\/n (68)S- M2 *k(68)
K(8,) = sup 168 € R? § =2.027941-107°,

53'Co

dostaneme po 26 iteracich a pro ziskani

\/n (68)S 1P k(3)
38'Cop

K®)(3,) = sup ;68 € R* } =8.599687 - 107°

potfebujeme 4 iterace. Parametr necentrality 9,,,., potfebny pro konstrukci £,,

je urCen z rovnice

P {Xi—k((smax) < Xi—k((); 1- a)} =1—(a+e), (16)

kde si zvolime £ = 0.04. Pfi jejim feseni vyuzijeme aproximace ndhodné veliciny

X;_1(9) ndhodnou veli¢inou ¢*x3(0) (podrobnéji viz [2] str. 92), kde

(n=k)+0)* _ 2+0)° =, (n-k)+20 _2+2)
(n—k)+20 2426 C(n—k)+d5 244

f=
Rovnici (16) zapiSeme jako
1
P{c*x}(0) < xp (01 —a)} =P {xfc(o) < X051 = a)} =l-a-e
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Plati

5.99
1 5
P {X?(O) < gxi_k((); 1-— a)} = / gdy,

—0o0

kde g je hustota x? rozdéleni s f stupni volnosti dan4 vztahem (1). Parametr
dmaz Vyhovujici rovnici (16) ma hodnotu 0.5161.

Obr. 1 znazornuje konfiden¢ni elipsu i obé linearizac¢ni oblasti. Jejich stfed je

umistén do bodu B Vsechny tii oblasti maji stejny tvar, lisi se tedy pouze jejich
velikost. Ta je urcena hodnotou pravé strany, to znamena

x5(0;1 — o) = 5.99,

2 5max
T 2
gy = 708027,

(@)
——— = 1162.83.
K (Bg) — 110789

konf. elipsa a lin. oblasti
T T T T T
1110p e —_ .
/Jf,-*" e "mhu_
A \\\L
11051 “ .
\\
\
~ L ‘
& b
E 1100t =y .
o S
\\\\
10951 . 7
~ /
. A
Hu.,__\_ . -
1090+ I — .
| | | | |
1665 1690 1695 1700 1705 1710 1715
B,(m)

Obr. 1: Porovnani konfiden¢ni elipsy £ a lineariza¢nich oblasti £, a £
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Obr. 1 poskytuje informaci o korektnosti linearizace. Oblast spolehlivosti £
lezi uvnitt lineariza¢nich oblasti £, i £, coz ndAm umoznuje pouzit linearizovany
model. Lze tedy Tici, Ze linearizovany model neodporuje datim.

Zpétné chceme proveérit spravnost naseho feseni, tedy ukazat, ze vychylenost
b = E(B) — B skutetné lezi v oblasti £,. Zvolime By z kraje linearizacni

1701
1099

1 = 1,...,10000, které se lisi pouze hodnotami chybovych slozek. Pro kazdé

oblasti £, napiiklad By = ( ) Nasimulujeme hodnoty Y = E(Y) + £®),

Y® spoéitame ,BA(i). Pro tyto hodnoty dostaneme vychylenost b néasledujicim

zpusobem
10000

b =E(6) =5 = {5000 Z By
Pro b musi platit
b[Var(3)] 'b < C2, Var(B) = (F'S"'F)' = C,

coz je také v nasem pripadé splnéno. Pfi ndhodném generovani chybovych slozek

£ totiz dostaneme napiiklad
b'Cb = 6.141182 - 1074,

tedy hodnotu mensi nez C¢ = 0.01.
Zajiméa nas, zda mnozstvi 10000 nasimulovanych hodnot je dostatecné.

Pro ovéteni sestrojime intervaly spolehlivosti (v tomto piipadé povazujeme

{10000 ZIOOOO } za ndhodnou veli¢inu)
E/T — 6; —{iICIF'E k(6 ,
—u(1—9>§ St (B)}lﬁlt(l_g)?z:l,z
2 {C 1} 2
10000

pricemz plati

— o0 / {C),
E(ﬁi)z{—moo;ﬁ } (@ { CFS Tk <6a>}i, 10000).

%
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Pokud hodnota f; + {%Cle’Efln(&@)}i leZi v intervalu

— {C-1}, = {C 1}y
[E(ﬁi) — 1964/ S0 B + 1964 S ] : (17)

pak 10000 simulaci stac¢i k tomu, abychom mohli fici, Zze vypocet je korektni.
Z nize uvedeného je ziejmé, Ze intervaly tvaru (17) skutecné, s pravdépodobnosti

alesponi 95%, pokryvaji dané hodnoty.

By + { C'Fx! (6ﬁ)} = 1700.001059 € [1699.999906; 1700.001890];

1

1
B2 + { C'F'x- n(é,@)} = 1100.000633 € [1099.999785;1100.001279].

2

3.1.2 Linearizacni oblast pro varianéni komponenty

Pro tento ptiklad nas bude dale zajimat, zda je mozné linearizovat model

s respektem k odhadu varian¢nich komponent. Varian¢ni matici 3 lze rozepsat

takto
2
( 20622691.806 ) 0 0 0
0.052 0 0
2= 20 2 =
0 0 (206264.806) 0
0 0 0 0.052
, 1000 0000
2
_ 0 0000 40,052 0100
206264.806 0010 0000
0000 0001

Porovname 95%-konfiden¢ni oblast pro d83 a lineariza¢ni oblast pro varian¢ni

komponenty, to znamené oblasti

= {56 1 (68 = 6B)'C(0B — 0B) < x3(0;1 — a)}

2e
Ly=1308:8"FS(9)F6B < ——
’ { () “”(ﬁo)}
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20 2
kde € = 0.2 a za ¥y dosadime ( (206()2661§2(36) ), tedy skutecné hodnoty rozptyli.

Cili v nasem ptipadé plati () = B¢ = X. Vnitini kiivost

\/m (68)S; M2 k(5)
5B'F'S; Fop3

K™ (Bo) = 0B € R? p = 2.027941-107°

ziskame opét postupem uvedenym v Poznamce 2.1 po 26 iteracich.

konf. elipsa a lin. oblast
11'[] T T T T T T T T T

1108

1106

1104 — Ry

T
f

- =
!

1 1 G 2 ....._,/l -.-\._\\ i

1100

B(m)
"

1098 AN [

T
5,

1096 T )

1094

1092

1090

1 1 1 1 1 1 1 1 I
1692 1694  169¢ 1698 1700 1702 1704 1706 1708
B1|:H"I]

Obr. 2: Porovnani konfidenéni elipsy € pro 63 a linearizac¢ni oblasti Ly

Na obr. 2 je znazornéna konfidencni oblast £ a linearizacni oblast Ly

pro € = 0.2. Velikost elips je ur¢ena hodnotami

2¢e
2
X5(0;1 — ) = 5.99, — o = 19724.43,
K5 (Bo)
tedy plati &€ C Ly.

Zpétné oveéreni vhodnosti linearizace se provede analogicky jako v pripadé
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odhadu parametru 3. Nasimulujeme hodnoty Y a spoc¢itame ﬁ(i), 1 =1,...,10000,
podle vztahu (6).
Vychylenost ziskame takto

| 10000

E@) — 9= —— Y 99 -9
) =91 = T5000 -

Zvolime-li By z kraje oblasti Ly, musi byt splnéno
2
Ego (i) =071 < [kigle?, (18)
j=1

kde

20 2
9 — <(206264.806) ) a k = {S’l

0.052 (MFEOMF)-F}i' [Diag(9*)] ™', i=1,2.

1706
1102

pro prvky matice Sv, s M)+ @ spocitdme

Uvazujme By = ( ) z kraje oblasti Ly pro ¢ = 0.2. Uzijeme vztahu (5)

k) = (11.066825 - 10~%; —5.454039 - 10~),

k), = (—1.450269 - 107%;5.557461 - 102).

Plati
Egy0(0h) — 0% < 0.22(kyy + k1) = 6.608345 - 10720

By 0(Ua) — 05 < 0.22(kny + ko) = 2.803092 - 107,

nebof pfi ndhodném generovani chybovych slozek dojdeme napiiklad k hodnotam
|Bgp.0(01) — 0% = 2.790125 - 10711,
|Egp.0(02) — 03] = 2.891803 - 1076,

Tedy muizeme fict, ze vychylenost lezi v linearizac¢ni oblasti Ly.
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I zde je potfeba ovérit, zda je pouziti 10000 hodnot dostacujici pro
korektnost vysledku. Opét tedy sestrojime konfiden¢ni interval. Pro pfipad

varian¢nich komponent musi platit

R e ECR

-1 -
2S(MF20MF)+}Z-,L- =

i=1,2. Pro takto velky pocet simulaci 1ze pouzit 0.975-kvantil normovaného
normalniho rozdéleni, prfipadné ho muizeme nahradit ¢islem 2. Toho se casto
v praxi vyuziva, nebot nelze Fici, Ze odhady varianénich komponent maji pfimo

normalni rozdéleni. Skutecné, hodnoty 9J; nalezi do danych intervali spolehlivosti;

20 2
V= —r—— —1.890014 - 1078:3.764788 - 10~ ®
! (206264.806) €l ’ J

U5 = 0.05* € [—7.828986 - 10™*;1.283477 - 107?] .

3.1.3 Konfidenéni oblast

Nyni se budeme vénovat otazce, zda je mozné model linearizovat s respektem

ke konfidenc¢ni elipse £. Sestrojime konfidencni elipsu £ pro parametr 63

D=I

¢ ={68: (98 - DIBY(DC'D') (48 — DIB) < (0,1 - a) } =

=1 {08 (08— 3B/CO8 - 08) < (01— a) |

a linearizacni oblast

, 2e
Ed(-),conf = {6ﬂ : 5/6 C(Sﬁ < —} )

d(-),conf

kde mira nelinearity Cy(.) cons dana vztahem (8) se pro D = I shoduje s K (Par)(By),

coz ukadzeme v nasledujicim.
(a —DC'F'EX ') (DC'D) H(a—DC'F'E k) =
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= (o' - k'ST'FC'D')(DC'D') (o — DC'F'E ') =
L (k'Z'FCHC(CTIF'E k) = k' (2 'FCT'F'S )k =
= k'S HFEFZ'F)IFE Yk

— Cd(-),conf = K(par) (/60) -

V& (68)S1PF " k(68)

: 2% —=8.599243 - 107°.
53'CoB B ER 8.599243 - 10

= sup

K jejimu ziskani potiebujeme 3 iterace pti pouziti postupu v Poznamce 2.1.

Ke konstrukci linearizacni oblasti je potieba spocitat hodnotu parametru
2, kterd je fesenim rovnice (9), kde zvolime o = 0.05 a n = 0.04. Pii jejim
zjistovani postupujeme analogicky jako v ptfipadé hledani hodnoty 9,,,, potiebné
ke konstrukei oblasti £, parametru 3. Dojdeme k vysledku £2 = 0.5161.

konf. elipsa a lin. oblast
11':]6 T T T T T T T T T

1104

1102

1100

Bg(m}

1098

1096

ng 1 1 1 1 1 1 1 1 |
1690 1692 1894 1696 1698 1700 1702 1704 1706 1708 1710

Obr. 3: Porovnani konfidencni elipsy £ a lineariza¢ni oblasti Ly(.) cons

"'X d,conf

E’1|:m]
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Obr. 3 znazornuje rozdilnost velikosti oblasti & a Lg(.) cony. Vzhledem k tomu,
ze konfidencni elipsa £ je mensi, a to vyrazné, neZ linearizacni oblast Lg(.) cony,

coz je vidét i z nasledujicich vysledki

2e
2 . _ — - =
X5(0;1 — ) = 5.99, K(W’)(Bo) = 16708.47,

muzeme Fici, Ze tento model Ize linearizovat s respektem k elipse spolehlivosti £.

3.1.4 Testovani slabé nelinearnich hypotéz

V této ¢asti budeme fesit, zda je mozné pro uvazovany model pouzit jeho

linearni tvar pri testovani platnosti linearizovanych hypotéz. Testujeme hypotézu
Hy : 2 4 35 = 4100000 proti H, : 37 + 33 # 4100000,

tedy zda je soucet druhych mocnin slozek parametru B roven souctu druhych

mocnin skuteénych hodnot parametru, 3* = <ggg) Plati

1
B3 + 5 — 4100000 = G5B + S~(58).

kde
G_ (% + 32 — 4100000)
B B’ B=Bo

1o, (20 jsou slozky parametru Bg;

= (2610, 2020) = (3399, 2201),

,0%(B2 + 32 — 4100000)

1(38) = 68'G13B = 0B 5595

58 =

— 58’ ((2) g) 53 = 2632 + 2632,

Abychom zjistili, zda je linearizace i v tomto piipadé moznd, zkonstruujeme
opét 95%-konfiden¢ni elipsu £ pro parametr 03 a porovname ji s linearizac¢ni

oblasti

(test)
Ho

24/
Etest,Hg = {(5,8 = KGCSH : 5u/K,GCKG5u < 5mam} ‘
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1
Parametr §,,,, spliujici vztah (12) mé hodnotu 0.3591, K = (_Qﬂi) a miru
2320

nelinearity vypocitame nasledujicim zptsobem

VT

(test) _ 5 Rl _
Ct S“p{aufK'GCKG5u' "e }

4
/ 1 —1lp/e—1 1 (GC_IG/)_I —5
— PR F,— -G |K =2. 1077,
2 <KG (il {2GC FX i 5 &1 G K/.CK 706593 -10

F;,,i=1,...,4 jsou dany vztahem (15).

konf. elipsa a lin. oblast
1110 T T T . T

1108} — 1
11061 S Iy _
noar -/ N e,
102 | NS

ook | ‘g U

Polm)

1008} AN I
1096} N J .
1004} ~— s i

1002F T -

1090

1 1 1 | 1
1690 1695 1700 1705 1710
By(m)

Obr. 4: Porovnani konfidencni elipsy £ a linearizacni oblasti Liest m,

Vezmeme-li v tvahu hypotézu Hy, jinak fecCeno, hypotézu H nelze zamitnout,
miizeme nami uvazovany model a hypotézy linearizovat a dale pracovat s jejich
linedrnimi tvary. Tuto situaci posuzujeme z obr. 4, z n€hoz je zietelné vidét,

ze oblast £ C Lyest, 1, Korektnost feseni ovéfime porovnanim hodnot

2 V 5max
x5(0;1 — ) = 5.99 <« —— 2% = 44280.73.

(test)
Ho
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Podobnou tlohu lze tesit pro silu testu v konkrétni alternativé. Pokud tedy
nulovou hypotézu zamitneme, plati hypotéza alternativni, to v nasem pripadé
znamena

(2 + 32 — 4100000 = A.

Vhodné A nalezneme pomoci linearizace hypotézy
(Bro + 031) + (Bao + 032)% — 4100000 = A;

(2510, 200) (1) = 1100000 + (5% + ) = &

Posuneme skute¢nou hodnotu parametru 8 v z-ové soufadnici o 50 cm a v y-ové

soufadnici o 0 ecm a dostaneme

0.50

(2-1699.5,2 - 1100.5) ( 0

) — 4100000 + (1699.5% 4+ 1100.5%) = 1100 = A.

Stejné jako v predchozich pfipadech, i zde, pro ovéfeni vhodnosti linearizace

modelu, sestrojime konfiden¢ni elipsu £ pro parametr 3 a linearizac¢ni oblast
‘Ctest,A - {5/3 : 513 /AA(S/@ + A,(Gc_lG/)_lA Z 5min,A} )
kde matice A je dand vztahem (13),

An —4.441375 - 1077 5.083973 - 1075
A7\ 50839731075 8.721446 - 1076 )

Je potfeba znit hodnotu 0, a. Pro tuto nezndmou musi pfi zvoleném

a = 0.05 a ¢ = 0.04 platit vztah (14), specialné pro nas piiklad
P{xi(0mina) > x1(0;1 — @)} = P{x7(37.819827) > x}(0;1 — )} — 0.04.

Provedeme analogicky postup, s jehoz pomoci jsme ziskali 6,4, pii ovérovani
vhodnosti linearizace pro parametr 3, to znamend, Ze pouzijeme aproximaci
nahodné veli¢iny s necentralnim chi-kvadrat rozdélenim nédhodnou veli¢inou

s centralnim chi-kvadrat rozdélenim. Dostaneme 0, o = 12.4688 pii A = 1100.
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Na obr. 5 vidime konfidenc¢ni elipsu pro 63 se stiedem v ,@ a linearizacni
oblast Licq a, jejiz stfed je umistén do By. Je zfejmé, Ze na rozdil od predchozich
pfipadii, kdy mély vSechny linearizacni oblasti tvar elipsy, ma L a tvar
hyperboly. Z obrazku je patrné, Ze pii nasi alternativé A = 1100 je mozné pouzit
model i hypotézy v linearnim tvaru. I zde spoc¢itdme hodnoty pravych stran;

x5(0;1 — o) = 5.99,
Smin — A (GC'G/) 1A = —25.35.
Vidime tedy, ze v tloze sily testu je situace opacna k predeslym pripadtm.

konf. elipsa a lin. oblast
1115 V, T T T T

1o —
L~

1105

1100

B‘zﬂm}
"

1095

1090

AN

/
Ltem:i\ ,"’/

1085 1 1 1 | s 1
1685 1690 1695 1700 1705 1710 1715

B1|:H"I]

Obr. 5: Porovnani konfidenc¢ni elipsy £ a linearizacni oblasti Liest A

3.2 Nelinearizovatelny model

V nasledujicim prikladé ukazeme, ze skutecné ne kazdy model lze linearizovat.

Uvazujme regresni model

Y ~ Ny(f(B),0%1), B € R,
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kde

f =3 cos—t + 4S1n—t -2 cos—t +5 sm—t t=1,...,10.
(B) = 3cosy b 5 B

Zajim4 néas, jak se chova parametricky prostor R? v rfiznych hodnotéch parametru
3.
3.2.1 Vychylenost odhadu parametru 3

Postup provedeme analogicky jako u predchoziho prikladu. Tedy, spocitame
parcidlni derivace funkce f(8) podle 3’, dosadime soufadnice bodu [f;, 3] a

dostaneme matici F,

27 ; 2mi i sin 2t i 2mi
{F} (67rzSHIB _ 87rzC(ZSB1 . _471"LSI2IIﬁ2 _ 107rz(3(2)Sﬁ2 ) 7 i = 17’10
ﬁl ﬁl ) 52 ﬂ2

Jeji velikost je 10 x 2. Dale spocitame matice F; vztahem

9% fi(B)
F, = 0B0B’

Ci=1,...,10,

B=Bo

kde f; jsou prvky vektoru f(3). Pro nas model maji lineariza¢ni oblasti £, tvar

_ . / Cy
= {55 :03'CoHB < Ko (B) } ,

piitemz K®(8) = o K" (B), kde

'(08)Prk(6B)
K gy — o d VB ser\
o (B) SUP{ 38/ (FF)3 JCRS
Parametrickou kiivost Ko(p ar)(ﬁ) spoc¢itame pro zvolené ¢ = 0.001 opé&t

postupem uvedenym v Poznamce 2.1. Tabulka 2.1 prehledné zobrazuje jeji
hodnoty pro rizné 3. Déle si zvolime o = 0.05 a Cj, = 0.1. Elipsy spolehlivosti £

jsou konstruovany s pravdépodobnosti 95%,

= {68 (38— 9B (F'F)(08 — 38) < 301 - )}
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B8 | K |

5] 8.317729 - 1072
,4)" || 8.916235 - 1072
[5,9] || 8.723957 - 102
[4,6]" || 7.618460 - 1072

[4,12] |[ 9.081061 - 102
8,12 || 1.392266 - 10
[12,4] |[ 1.049059 - 10
[12,8] |[ 2.718323 - 10!
[6,11) || 1.138648 - 10
[11,6] || 1.202542 - 10!
[12,11]' || 5.883491 - 10~
10, 12]' || 1.758460 - 10
[11,12] || 9.726026 - 102
[12,10]' 2.689034

Tabulka 2.1: Tabulka hodnot Kép ") () vyéislenych pro rizné parametry 3

Tabulku 2.1 vhodné dopliuje obr. 6 znazornujici konfidencéni elipsy a
lineariza¢ni oblasti £, vykreslené pro o?> = 1. V ndmi vymezené oblasti
parametrického prostoru jsou zobrazeny pro nékolik boda 8 = [f1, Bs), které
jsou jejich stredem. Velikost parametrickych kfivosti naznacuje, ze muize nastat
situace, ze model nebude mozné pro zvolené parametry linearizovat. K rozhodnuti
nam pomuze prave grafické vyobrazeni.

Uzitecna jsou i ¢isla zde uvedend, kterd znaci pomér délek hlavnich poloos

danych oblasti. Jednd se o pomér délky poloosy konfidencni elipsy ku délce

poloosy lineariza¢ni oblasti, to znamena ag/a,, pti znaceni
ag jako délka hlavni poloosy konfidenéni elipsy &,

ar jako délka hlavni poloosy lineariza¢ni oblasti Ly.

Vzhledem k velikosti poméru je ziejmé, Ze pro zadny bod 3, pro ktery jsou dané
oblasti konstruované, nelze model linearizovat.
Hodnoty délek hlavnich poloos ziskdme pomoci rozkladu matice C! na vlastni

¢isla \; a vlastni vektory f;, i = 1,2 (spektralni rozklad). Mame-li tyto hodnoty,
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umime sestavit obecnou rovnici elipsy

(081, 082)f]?

prava strana - Ay

(081, 03)f]?

prava strana - Ay

_1’

(vice o rovnicich kuzelosecek viz [6]). Pojem prava strana v pfedchozi rovnici

Cy

znamend o2x3(0; 1 — a) pro konfidencni elipsu a —z5—
oKy (IB )

konf.elipsy a lin.oblasti L

pro oblast L.

13 T T T T T T T T T

fl /] 3245882)2413983
12+ frl OV e .
al 0 [ \‘:’ \éi SN
2.332571 \/ -2888202 . Eﬁ:}\g@gz
10 2611929 e
ol A\ 12693041
Ry 2286248 ’\__:{_}-ﬁ.f
4 035683
?_ —
61 B = .

2136486 2684211
51 = .

2232383

4F = e
2311305 2507070

3 | | | | | | | | | |
2 3 4 5 B 7 8 9 10 11 12 13

B,
Obr. 6: Konfidenéni elipsy a lineariza¢ni oblasti pro rtzné body |[fi, 2]

s hodnotami poméru délek jejich hlavnich poloos ag/a,

Zmensenim hodnoty o se zmensuje oblast spolehlivosti i lineariza¢ni oblast,

rozdil je ovsem v rychlosti zmensovani. Plati, Ze konfiden¢ni elipsa £ se zmensuje

rychleji nez oblast £;. Cili ke kazdému bodu [3y, £2]’ existuje takové o, 7e £ C L.

Ukézeme to napiiklad v bodech [11,6] a [6, 11]'.

Pro zfetelnost jsou poméry poloosy elipsy £ ku poloose oblasti £, uvedeny

na obr. 6 i obr. 7. Umozni nadm to vidét zménu, ktera nastane, kdyz zmensime

o. Jak jiz bylo zminéno, ptivodné byly oblasti £ a L, vykresleny pro ¢ = 1.
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Pomeér jejich poloos v bodech [11, 6], [6,11]" je ddn hodnotou 2.684211, respektive
2.611929. Srovname je s poméry poloos uvedenymi na obr. 7, tedy 0.441061,
respektive 0.429184. Z hodnot je jasné, ze pro 0 = 0.3 je mozné model v téchto

dvou bodech linearizovat, nebot £ C L.

konf. elipsa a lin. oblast L, pro 6=0.3 konf. elipsa a lin. oblast L, pro =0.3

116} .
= 114} [ .
617 /o 1 1.2} ] .
1t H .
i) E_ - L] f
s 108} |V ] .
L/ 106} .
58} 0.441061 -
104} 0429184 .
57 ' ' ' 10.2 1 ' .
g 10 11 12 13 5 &5 6 65 7
B, B,

Obr. 7: Konfiden¢ni elipsy a lineariza¢ni oblasti se stfedem v bodech [11,6] a

[6,11]" s hodnotami poméru délek jejich hlavnich poloos ag/a,

Pro body na diagonale uvazujeme model s jednim neznamym parametrem, to

znamena

Y ~ Ny(f(B),0%1), B € R,

kde

2
f =3 cos—t + 4sm—t -2 cos—t +5 sm—t t=1,...,10.
(6) = I3} B b1 B

Opét se zabyvame pouze nékterymi body zvolené oblasti. Zde samoziejmé

postupujeme analogicky jako u bod mimo diagonalu. S tim rozdilem, ze situace je
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jednodussi, nebot, jak jiz bylo zminéno, mame model s pouze jednim parametrem.
Pomeér hlavni poloosy konfiden¢ni oblasti ku hlavni poloose linearizac¢ni oblasti
ag/ar ndm odpovi na otazku, zda je mozné v téchto bodech model linearizovat.
Z vysledkt v tabulce 2.2 je patrné, ze nikoliv. Vzhledem k tomu, ze mame pouze
jeden neznamy parametr, oblasti spolehlivosti £ je interval. Stejné tak linearizac¢ni

oblast £, je intervalem.

’ J¢] H pomér poloos ag /a, H Képar)(ﬁ) ‘
4,47 14.260978 5.300910
8, 8] 19.261448 9.657878
2, 12] 2.061625 1.106428 - 10 !

Tabulka 2.2: Tabulka pomérd velikosti hlavnich poloos konfiden¢nich a

linearizaé¢nich oblasti ag/a,s pro o = 1 a hodnot K(()p ar) (B) v bodech na diagonéle

V tomto pripadé tedy nelze pouzit teorii pro linearni regresni model, ale je
potfeba zabyvat se pfimo nelinedrnim modelem a pouzit teorii jemu urcenou.
Jednodussim fesenim je ovSem nalézt takové o < 1, které linearizaci modelu

umozni. Abychom mohli pouzit linearni tvar, musi byt splnéna podminka

C
_ G 01w,
oKy (8)
to znamena, ze pro o plati
C 0.1
71l e = RIS (19)
x1(0;1 —a) Ky (B) 3.84K,(8)

Tabulka 2.3 zobrazuje, pro nami zvolené body, poméry hlavnich poloos ag/a,

oblasti £ a L, pro riizné parametry o, které splituji vztah (19).

’ J6; H pomér poloos ag/a, H o ‘
[4, 4] 0.913279 0.16
8, 8] 0.902826 0.13

[12,12] 0.082210 0.61

Tabulka 2.3: Tabulka pomérd velikosti hlavnich poloos konfiden¢nich a

lineariza¢nich oblasti ag/a, v bodech na diagonale pro rizné hodnoty o
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3.2.2 Linearizaéni oblast pro o2

Nyni prozkouméme, jestli je mozné linearizovat model s respektem k o2

Zkonstruujeme 95%-konfiden¢ni elipsu £ a linearizacni oblast

L2 = {w . 58'F'FiB < 0%\/?} :
Ky (B)

pro € = 0.2 a rtizné o, kde kfivost

&' (0B)Mrk(08)
08'(F'F)op

Kémt) (B) = sup{ 108 € R2}

hledame pii zvoleném ¢ = 0.001. Pro ilustraci této situace se zamérime pouze

na nékteré body.

[}':1 (}':DE
12 :
799429 11 1977389
10 :
o \ < 10
B 4
9
E 1 1 1 1
10 12 14 10 11 12 13 14
By B1
g =01
10.5 14

0.569030 0.541584
N 12 ,\
10 \ | o \J
\ 10 \/

895 : ' : 4] :
11.5 12 12.5 10

12
By By

14

Obr. 8: Porovnani konfidencnich elips a linearizacnich oblasti L£,2 pro ruzné

hodnoty 8 a o s uvedenymi hodnotami pomért délek jejich hlavnich poloos ag/a,
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Hodnota vnitini kfivosti pro nami zvolené parametry je
pro bod [12,10] rovna 1.933489,

pro bod [12, 11) rovna 1.751472 - 10"

Pro lep$i nazornost jsou k obr. 8 uvedeny poméry ag/a, velikosti hlavnich poloos

oblasti £ a L,2, pfi znaceni
ag jako délka hlavni poloosy konfiden¢ni elipsy &,

ar jako délka hlavni poloosy lineariza¢ni oblasti L,2.

Postup nalezeni hodnot délek hlavnich poloos pro £ a L,2 se samoziejmé provede
analogicky jako pro predchozi pripad, to znamena pro konfiden¢ni oblast £ a

linearizacni oblast £;. Pfi¢emZ pojem pravé strana tentokrat znamena o —Yoe8

K50 (B)
pro L,2 a 02x3(0; 1 —a) pro oblast £. Obr. 8 je rozdélen do Etyi ¢asti, z nichz hned

tfi zobrazuji oblasti konstruované pro tentyz bod, ovSem s vyuzitim
riznych hodnot o. Je zfetelné, Ze s mensSim o se oblasti zmensuji. Rozdil
v rychlosti zmensSovani neni sice tak vyrazny jako v pripadé linearizacnich
oblasti £, pro parametr (3, nicméné i zde muze dojit k tomu, ze pro urcité
o uz linearizace modelu bude mozna. Ctvrtd ¢ast obr. 8 demostruje moznost
linearizace modelu pro bod B = [12,11)  a 0 = 1.

Jak nam ukazuji vysledky zapsané v obr. 8, linearizovat lze model v bodé
[12,10]" pro o = 0.1. Na tomto ptikladé je vidét, ze pii nesplnénych podminkach
potfebnych k linearizaci modelu je jednim z vychodisek pro feseni problému
zménit experiment tak, aby disperze byla vyrazné mensi.

Nyni se budeme opét vénovat bodim na diagonale.

’ I¢] H Kémt)(ﬁ) H pomér poloos ag/a, (0=1) H pomér poloos ag/a, ‘
4, 4) 11.216778 3.470401 0.981578 (0=0.08)
8,8] 26.086307 5.292391 0.916669 (0=0.03)

[12,12]" || 47.210783 7.119774 0.711977 (¢=0.01)

Tabulka 2.4: Tabulka pomérd velikosti hlavnich poloos konfiden¢nich a
lineariza¢nich oblasti ag/as v bodech na diagondle pro ¢ = 1 a pro hodnoty

o, které umoznuji model linearizovat
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Tabulka 2.4 zobrazuje vysoké hodnoty vnitini kiivosti pro parametr o2, které
zpusobuji, ze model pro o = 1 nelze linearizovat. Vidime, ze parametry o, které
jsou hledany jako vychodisko z této situace, je potieba zvolit vyrazné mensi. Musi

spliovat

NCE:
X2(0;1 — ) K§™(8)

o<

3.2.3 Konfidenc¢ni oblast a testovani slabé nelinearnich hypotéz

Vzhledem k tomu, Ze pro o? = 1 model nelze ve vybranjch bodech
B = [(1, F2] linearizovat, nemé pro tyto hodnoty parametr smysl zkoumat, zda
je ¢i neni mozné pouzit konfidencni elipsy linearniho modelu, respektive testovat

linearni hypotézy o parametrech.

92



ZAavér

V této praci jsme se zabyvali problémem nelinearity regresniho modelu.
Posuzovali jsme, zda je mozné zjednodusit si situaci prevedenim modelu na jeho
linedrni tvar, jinak feceno, jeho linearizaci. Zajimalo nés, zda jsou pfi zanedbani
kvadratickych ¢lenti vSechna kritéria, pro linearizaci potfebné, splnéna.

Stézejnim pojmem diplomové prace jsou bezpochyby miry nelinearity. Tyto
hodnoty nam umoznily nalézt lineariza¢ni oblasti, jejichz velikosti rozhodovaly
o moznosti pouziti linearizovaného modelu pro dalsi aplikace. Zabyvali jsme se
dvéma konkrétnimi modely, na nichz jsme demonstrovali pouziti teorie.
Pro ilustraci problematiky jsme zvolili jeden model linearizovatelny a druhy
nelinearizovatelny. Pocetni ¢ast je rozdélena do nékolika podkapitol, kde jsme
zkoumali moznost linearizace modelu z rtznych hledisek. Konkrétné se jednalo
o nalezeni miry nelinearity pro odhad parametri prvniho a druhého tadu,
konfidenéni oblast a konecné i pro test nelinedrni hypotézy nelinearniho
regresniho modelu.

Koncepce tvorby linearizacnich oblasti vychazi z infiniteziméalnich posunu
parametri. V nékterych pfiznivych situacich mtze linearizac¢ni oblast vyjit az
nerealisticky velka. To se miize dit v pripadé, ze pouzité derivace se blizi nule.
V takové situaci je potieba s lineariza¢ni oblasti pracovat s uréitou opatrnosti.

Na prvnim piikladu jsme ukézali, Ze maji-li miry nelinearity malé hodnoty,
je linearizace kvadratického modelu s vyhodou vyuzitelna. Naopak, jak bylo
vidét u druhého pripadu, jakmile vyjdou miry nelinearity v tadu desetin,
pripadné i setin, nelze nelinedrni model nahradit jeho linearizovanou verzi.
Priklad nelinearizovatelného modelu demonstroval, Ze vhodnou zménou
parametri, zde se jednalo o zmenseni o, lze umoznit linearizaci modelu. Nutno
ovsem podotknout, Ze ne vzdy lze zménu provést.

Tato prace se tykala pouze modeli bez podminek, takze by jisté bylo zajimavé
prozkoumat moznost linearizace u modelti s podminkami. Uzitecné by také bylo
vénovat se oblastem necitlivosti parametr.

Diky mé diplomové praci jsem poodkryla problematiku nelinearity a feseni
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existuji pripady, které je mozné zjednodusit, aniz by byla porusena jejich
spolehlivost. Tato prace pro mé byla velikym pfinosem. Vypocty jsem provadéla

pomoci matematického software MATLAB a MAPLE.
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Priloha A

Soucasti této prace je CD disk s nasledujicim obsahem:

Zdrojovy kéd priklad 1.m popisuje postup vypoctu prvniho prikladu. Pocita
miry nelinearity pro odhad parametri prvniho a druhého fadu, konfidenc¢ni oblast
a pro test hypotéz. Zaroven pro porovnani kresli konfidenc¢ni oblast a linearizac¢ni

oblasti.

Simulace dat pro ovéfeni, ze vychylenost skutecné padne do linearizacni

oblasti se provadi v simulace beta.m a simulace theta.m.

Pro nalezeni hodnot parametri necentrality potfebnych ke konstrukci
linearizacnich oblasti se vyuzije

parametr necentrality beta a elipsa.mw,

parametr necentrality nulovahypoteza.mw,

parametr necentrality alternativa.mw.

Postup vypoctu druhého prikladu popisuji zdrojové kédy

priklad 2 diagonala.m,

priklad 2 mimodiagonalu.m.

Pro vybrané body na diagonale a mimo ni pocitaji parametrickou a vnitini
krivost. Pro body mimo diagonélu jsou vykreslovany konfidenc¢ni a linearizac¢ni

oblasti.
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