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Úvod

Ćılem bakalářské práce Elementárńı funkce definované jako řešeńı diferenci-

álńıch rovnic je dokázat, že řešeńımi námi zvolených počátečńıch úloh pro dife-

renciálńı rovnice jsou jisté známé elementárńı funkce.

Práce je rozdělena do tř́ı část́ı a o čtenáři se předpokládá, že již má základńı

znalosti z matematické analýzy. Základńı pojmy z teorie diferenciálńıch rovnic,

stěžejńı pro daľśı text, jsou nicméně uvedeny v prvńı kapitole. V daľśıch dvou

kapitolách se již zabýváme speciálńımi př́ıpady diferenciálńıch rovnic.

V prvńı z nich se seznámı́me s konkrétńı počátečńı úlohou pro diferenciálńı

rovnici prvńıho řádu. Z matematické analýzy v́ıme, že jej́ım řešeńım je expo-

nenciálńı funkce s přirozeným základem ex. V této práci se na ni ovšem pod́ıváme

naopak. Budeme uvažovat pouze tuto počátečńı úlohu a pouze s touto informaćı

odvod́ıme všechny vlastnosti zmı́něné funkce ex.

Daľśı kapitola je věnována jisté diferenciálńı rovnici druhého řádu, jej́ımž ma-

ximálńım řešeńım jsou tentokrát dvě funkce, každá s jinými počátečńımi podmı́n-

kami. Analogicky se pokuśıme odvodit všechny vlastnosti těchto funkćı pouze na

základě této počátečńı úlohy a t́ım také dokázat, že se jedná o goniometrické

funkce sinus a cosinus.

4



1 Základńı poznatky z diferenciálńıch rovnic

V této práci budeme potřebovat několik pojmů z teorie diferenciálńıch rovnic,

proto je zde uvád́ıme. Všechny použité definice a věty jsou čerpány z [5].

1.1 Definice diferenciálńı rovnice

Definice 1.1. Necht’ f(x, z0, z1, . . . , zn) je reálná funkce (n+2) reálných proměnných,

která vzhledem k proměnné zn neńı konstantńı, definovaná na množině Ω ⊂ Rn+2.

Potom symbol

f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (1)

nazýváme obyčejnou diferenciálńı rovnićı n-tého řádu pro neznámou reálnou

funkci y(x) jedné reálné proměnné x. Řešeńım v Ω rovnice (1) na intervalu I ⊂ R

nazýváme takovou funkci y(x), která má na I všechny derivace do řádu n včetně

a plat́ı

(x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) ∈ Ω, ∀x ∈ I

a

f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0, ∀x ∈ I.

Definice 1.2. Je-li y(x) řešeńım (1) v Ω na intervalu I a ỹ(x) řešeńım (1) v Ω

na intervalu Ĩ, kde I ⊂ Ĩ, I 6= Ĩ, přičemž y(x) = ỹ(x) na I, pak ř́ıkáme, že ỹ je

prodloužeńım y na interval Ĩ a y je zúžeńım ỹ na interval I. Takové řešeńı, které

v Ω nelze prodloužit nazýváme maximálńım v Ω.

V tomto textu dále se budeme zabývat speciálńım př́ıpadem rovnic (1) - tzv.

rovnicemi rozřešenými podle nejvyšš́ı derivace (viz Definice 1.3.).

Definice 1.3. Necht’ f je reálná funkce (n + 1) proměnných, definovaná na

množině Ω̃ ⊂ Rn+1. Potom symbol

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) (2)

nazýváme rovnićı řešenou vzhledem k nejvyšš́ı derivaci.
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1.2 Věty o existenci a jednoznačnosti

Věta 1.1. (o existenci) Necht’ funkce f je spojitá na otevřené množině Ω ⊂ Rn+1,

(x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ Ω. Potom existuje alespoň jedno řešeńı rovnice (2) v Ω,

procházej́ıćı t́ımto bodem, tj. existuje δ > 0 a funkce y(x) definovaná na intervalu

(x0 − δ, x0 + δ), která na tomto intervalu řeš́ı (2) v Ω a splňuje podmı́nky (tzv.

počátečńı)

y(k)(x0) = yk, k = 0, 1, . . . , n− 1. (3)

Věta 1.2. (o jednoznačnosti) Necht’ jsou splněny předpoklady věty 1.1. a funkce

f splňuje nav́ıc tzv. lokálńı Lipschitzovu podmı́nku podle posledńıch n proměnných,

tzn. ke každému bodu (τ, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Ω existuje okoĺı U tohoto bodu a č́ıslo

K tak, že pro každé dva body (x, y0, y1, . . . , yn−1), (x, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹn−1) ∈ U plat́ı

|f(x, y0, y1, . . . , yn−1)− f(x, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹn−1)| < K
n−1∑
i=0

|yi − ỹi|.

Potom řešeńı rovnice (2) splňuj́ıćı (3) je jediné v následuj́ıćım smyslu. Dvě řešeńı

rovnice splňuj́ıćı (3) jsou si rovna na pr̊uniku svých definičńıch interval̊u. Speciálně

každá dvě maximálńı řešeńı rovnic splňuj́ıćı pro nějaké x0 stejné podmı́nky (3)

jsou si rovna identicky.

Poznámka 1.1. V následuj́ıćıch kapitolách se budeme speciálně zabývat dife-

renciálńımi rovnicemi 1. řádu

y′ = f(x, y)

s počátečńı podmı́nkou

y(x0) = y0,

a 2. řádu

y′′ = f(x, y, y′)

s počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = y0, y′(x0) = y1.

Úloha určit řešeńı těchto rovnic, která splňuje počátečńı podmı́nky, kde x0, y0, y1

jsou libovolně daná reálná č́ısla, se nazývá počátečńı úloha.
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1.3 Prodlužováńı řešeńı

V této práci budeme hledat maximálńı (úplné) řešeńı daných rovnic. Konkrétně,

budeme se snažit dokázat, že uvažovaná maximálńı řešeńı jsou definovaná na

celém R. K tomu využijeme následuj́ıćı Pomocnou větu 5.1. z [2].

Věta 1.3. Bud’ f : Ω→ Rn vektorová funkce spojitá v oblasti Ω ⊆ Rn+1. Necht’

t0 ∈ R, x0 ∈ Rn, (t0, x0) ∈ Ω. Bud’ x řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = f(t, x)

na intervalu 〈t0, T ), kde t0 < T < ∞. Toto řešeńı lze prodloužit napravo od T

právě tehdy, když množina

Γ = {(t, x(t)) : t ∈ 〈t0, T )}

(graf řešeńı x) je ohraničená a vzdálenost Γ od hranice ∂Ω oblasti Ω je kladná,

tzn. d(Γ, ∂Ω) > 0, kde

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} pro A,B ⊂ Rn.

Podobně lze vyslovit větu o prodloužeńı doleva.

Věta 1.4. Bud’ f : Ω→ Rn vektorová funkce spojitá v oblasti Ω ⊆ Rn+1. Necht’

t0 ∈ R, x0 ∈ Rn, (t0, x0) ∈ Ω. Bud’ x řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

x′ = f(t, x)

na intervalu (T, t0〉, kde t0 > T > −∞. Toto řešeńı lze prodloužit nalevo od T

právě tehdy, když množina

Γ = {(t, x(t)) : t ∈ (T, t0〉}

(graf řešeńı x) je ohraničená a vzdálenost Γ od hranice ∂Ω oblasti Ω je kladná,

tzn. d(Γ, ∂Ω) > 0, kde

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} pro A,B ⊂ Rn.

7



Následuj́ıćı věta plyne př́ımo z předchoźıch vět a budeme ji použ́ıvat ve druhé

kapitole pro diferenciálńı rovnici 1. řádu.

Věta 1.5. Necht’ f : R2 → R je spojitá funkce a x0, T ∈ R. Necht’ y : 〈x0, T )→ R,

kde T > x0 je řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ = f(x, y)

na intervalu 〈x0, T ) a existuje vlastńı limita

lim
x→T−

y(x),

pak y lze prodloužit doprava za T .

Podobně, je-li y : (T, x0〉 → R, kde T < x0, řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ = f(x, y)

na intervalu (T, x0〉 a existuje-li vlastńı limita

lim
x→T+

y(x),

pak y lze prodloužit doleva za T .

Pro diferenciálńı rovnici 2. řádu lze vyslovit podobnou větu.

Věta 1.6. Necht’ f : R3 → R je spojitá funkce a x0, T ∈ R. Necht’ y : 〈x0, T )→ R,

kde T > x0 je řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ = f(x, y, y′)

na intervalu 〈x0, T ) a existuj́ı vlastńı limity

lim
x→T−

y(x), lim
x→T−

y′(x),

pak y lze prodloužit doprava za T .

Podobně, je-li y : (T, x0〉 → R, kde T < x0, řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ = f(x, y, y′)
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na intervalu (T, x0〉 a existuj́ı-li vlastńı limity

lim
x→T+

y(x), lim
x→T+

y′(x),

pak y lze prodloužit doleva za T .

D̊ukaz. Dokážeme jen př́ıpad prodlužováńı doprava. Plat́ı, že y : 〈x0, T ) → R je

řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ = f(x, y, y′) právě tehdy, když vektorová funkce

(y, y′) je řešeńım soustavy diferenciálńıch rovnic

y′1 = y2 (4)

y′2 = f(x, y1, y2) (5)

na stejném intervalu (tj. 〈x0, T )).

Ze spojitosti funkćı y, y′ a existence vlastńıch limit limx→T− y(x), limx→T− y′(x)

plyne ohraničenost grafu řešeńı soustavy (4),(5), tj. množiny

Γ = {(x, y(x), y′(x)) : x ∈ 〈x0, T )}.

Podle Věty 1.3., kde Ω = R3, tzn. ∂Ω = ∅, lze řešeńı soustavy (4),(5) prodloužit

doprava, tedy i řešeńı rovnice y′′ = f(x, y, y′).
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2 Funkce E

2.1 Definice funkce E

V této kapitole se budeme zabývat počátečńı úlohou pro diferenciálńı rovnici

1. řádu

y′ = ay, y(x0) = y0, (6)

kde a, x0, y0 ∈ R. Nejprve urč́ıme jednoznačnost jej́ıho řešeńı.

Lemma 2.1. Počátečńı úloha (6) má jediné řešeńı v následuj́ıćım smyslu. Dvě

řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = ay splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku y(x0) = y0 jsou

si rovna na pr̊uniku svých definičńıch interval̊u. Speciálně dvě maximálńı řešeńı

splňuj́ıćı tuto počátečńı podmı́nku jsou si rovna identicky.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že počátečńı úloha (6) splňuje podmı́nky Věty 1.1. a Věty 1.2.

1. Spojitost f(x, y) = ay je zřejmá.

2. Pro funkci f(x, y) = ay a pro každé dva body (x, y), (x, ỹ) ∈ R2 plat́ı

|f(x, y)− f(x, ỹ)| = |ay − aỹ| = |a||y − ỹ|.

Odtud vid́ıme, že f je lokálně lipschitzovská v proměnné y, kde K = |a|.

Dále se budeme zabývat konkrétńım př́ıpadem počátečńı úlohy (6) pro hod-

noty

a = 1, x0 = 0, y0 = 1.

Nadefinujeme si jej́ı maximálńı řešeńı, dokážeme, že je definované na celém R a

urč́ıme jeho vlastnosti.

Definice 2.1. Maximálńı řešeńı počátečńı úlohy

y′ = y, y(0) = 1 (7)

budeme značit symbolem E.
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Věta 2.1. Funkce E z Definice 2.1. je jednoznačně určená, jej́ı definičńı obor je

R, je spojitá, rostoućı na R a plat́ı

E(−x) =
1

E(x)
, ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Z Lemmatu 2.1. vyplývá, že funkce E je jediná, tedy jednoznačně defi-

novaná. Jej́ı definičńı obor označ́ıme intervalem (α, β), zřejmě plat́ı α < 0 < β.

Našim ćılem bude dokázat, že α = −∞ a β =∞.

KROK 1. Dokážeme, že

E(−x) =
1

E(x)
, ∀x ∈ (−δ, δ),

kde δ ≤ min{|α|, |β|} (viz Obrázek 1).

Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = E(−x), u(x) =
1

E(x)
, ∀x ∈ (−δ, δ).

Plat́ı

z′(x) = (E(−x))′ = −E(−x) = −z(x), ∀x ∈ (−δ, δ)

a z(0) = E(0) = 1. Nav́ıc

u′(x) =

(
1

E(x)

)′
= −(E(x))−2 · E(x) = − 1

E(x)
= −u(x), ∀x(−δ, δ)

a u(0) = 1
E(0)

= 1.

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′ = −y, y(0) = 1

na intervalu (−δ, δ), která má podle Lemmatu 2.1. právě jediné maximálńı řešeńı.

Z toho plyne, že z(x) = u(x),∀x ∈ (−δ, δ), tzn.

E(−x) =
1

E(x)
, ∀x ∈ (−δ, δ).
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Obrázek 1: Graf funkćı E(x) a E(−x) na intervalu (−δ, δ).

KROK 2. Dokážeme, že funkce E je kladná a rostoućı na (α, β).

Protože E je v bodě nula kladná a spojitá, pak existuje okoĺı bodu nula, na kterém

je E kladná a vzhledem k faktu E′ = E je také na něm rostoućı. Že je E kladná

na celém (α, β) dokážeme sporem. Necht’

∃γ ∈ (α, β) : E(γ) = 0.

Pak by E byla řešeńım počátečńı úlohy

y′ = y, y(γ) = 0,

která je jednoznačně řešitelná a muselo by platit E(x) = 0 pro všechna x ∈ (α, β),

č́ımž se dostáváme do sporu. Tzn. E(x) 6= 0,∀x ∈ (α, β). Ze spojitosti a z toho,

že v bodě nula je funkce kladná, také plyne, že E(x) > 0,∀x ∈ (α, β) a z

E′(x) = E(x) > 0, ∀x ∈ (α, β)

také, že E je rostoućı na (α, β).

T́ım jsme dokázali, že E je kladná a rostoućı na intervalu (α, β).

KROK 3. Dále dokážeme, že |α| = |β| - opět sporem.

Necht’ |α| < |β|. Protože je E rostoućı a kladná (tzn. omezená zdola) na (α, β),

má vlastńı

lim
x→α+

E(x)
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a jde tedy podle Věty 1.5. rozš́ı̌rit doleva. To je spor s t́ım, že (α, β) je maximálńı

interval.

Necht’ |α| > |β|. Z kroku 2 vyplývá, že

E(−x) =
1

E(x)
, ∀x ∈ (−β, β).

Tedy

lim
x→β−

E(x) = lim
x→−β+

E(−x) = lim
x→−β+

1

E(x)
=

1

E(−β)
.

Dokázali jsme, že E má v krajńım bodě β vlastńı limitu zleva a jde tedy podle

Věty 1.5. rozš́ı̌rit doprava (viz Obrázek 2). Opět dostáváme spor.

Je-li tedy (α, β) definičńım oborem E, pak −α = β.

Obrázek 2: Graf funkćı E(x) a 1
E(x)

na intervalu (−β, β).

KROK 4. Můžeme tedy psát, že E je definována na intervalu (−δ, δ), kde

δ ∈ (0,∞〉. Dokážeme, že δ =∞.

Protože je E rostoućı a kladná funkce, pak zřejmě plat́ı

0 < E(x) < 1, ∀x ∈ (−δ, 0).
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Předpokládejme, že δ ∈ R. Pak by limx→−δ+ E(x) byla vlastńı limitou a tud́ıž by

(−δ, δ) nebyl maximálńı interval. Muśı tedy platit δ =∞, nebo-li α = −∞, β =

∞.

2.2 Vlastnosti funkce E

v1 E je spojitá na R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z toho, že funkce má v každém bodě vlastńı derivaci.

v2 E′ = E na R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z definice úlohy (7).

v3 E(0) = 1.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z definice úlohy (7).

v4 lim
x→∞

E(x) =∞.

D̊ukaz. Z úlohy (7) a Věty 2.1. vyplývá, že

E′(x) = E(x) > E(0) = 1, ∀x ∈ (0,∞),

tedy

E′(x) > 1, ∀x ∈ (0,∞).

Pak pro všechna x ∈ (0,∞) plat́ı∫ x

0

E′(s) ds >

∫ x

0

1 ds

E(x)− E(0) > x

E(x)− 1 > x

E(x) > x+ 1.

Z toho plyne, že pokud x→∞, pak také x+ 1→∞ a tud́ıž

lim
x→∞

E(x) =∞.
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v5 lim
x→−∞

E(x) = 0.

D̊ukaz. Z v4 a Věty 2.1. plyne

lim
x→−∞

E(x) = lim
x→∞

E(−x) = lim
x→∞

1

E(x)
= 0.

v6 E(ab) = (E(a))b, ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Uvažujme b ∈ R libovolné. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = E(xb), u(x) = (E(x))b, ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′(x) = (E(xb))′ = b · E(xb) = b · z(x), ∀x ∈ R

a z(0) = E(0 · b) = 1. Nav́ıc

u′(x) = ((E(x))b)′ = b · (E(x))b−1 · E′(x) = b · (E(x))b = b · u(x), ∀x ∈ R

a u(0) = (E(0))b = 1.

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′ = by, y(0) = 1,

která má podle Lemmatu 2.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x),∀x ∈ R, tzn. v6 plat́ı.

v7 E(a+ b) = E(a) · E(b), ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Uvažujme b ∈ R libovolné. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = E(x+ b), u(x) = E(x) · E(b), ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′(x) = (E(x+ b))′ = E(x+ b) = z(x), ∀x ∈ R
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a z(0) = E(0 + b) = E(b). Nav́ıc

u′(x) = (E(x) · E(b))′ = E(x) · E(b) = u(x), ∀x ∈ R

a u(0) = E(0) · E(b) = 1 · E(b) = E(b).

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′ = y, y(0) = E(b),

která má podle Lemmatu 2.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x),∀x ∈ R, tzn. v7 plat́ı.

v8 E(a− b) = E(a)
E(b)

, ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Je-li b = 0, pak vlastnost zřejmě plat́ı.

Uvažujme, že b 6= 0. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = E(x− b), u(x) =
E(x)

E(b)
, ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′(x) = (E(x− b))′ = E(x− b) = z(x), ∀x ∈ R

a z(0) = E(0− b) = E(−b). Nav́ıc

u′(x) =

(
E(x)

E(b)

)′
=

E(x) · E(b)− E(x) · 0
E(b)2

=
E(x)

E(b)
= u(x), ∀x ∈ R

a u(0) = E(0)
E(b)

= 1
E(b)

= E(−b).

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′ = y, y(0) = E(−b),

která má podle Lemmatu 2.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x),∀x ∈ R, tzn. v8 plat́ı.

v9 E(a) = E(b)⇔ a = b, ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z toho, že je funkce rostoućı, tedy prostá.
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v10 a < b⇔ E(a) < E(b), ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z toho, že je funkce rostoućı.

v11 E(1) = e, kde e je Eulerovo č́ıslo.

D̊ukaz. Využijeme teorii z [4] (speciálně kapitolu 5 a př́ıklad 5.20.)

Vycháźıme z toho, že Eulerovo č́ıslo je definováno jako součet řady

e =
∞∑
k=0

1

k!
.

Aproximujeme funkci E Taylorovým polynomem n-tého stupně

Tn(x, 0,E) =
n∑
k=0

E(k)(0)

k!
xk =

n∑
k=0

xk

k!
, (8)

protože E(k)(x) = E(x),∀x ∈ R ∀k ∈ N a E(0) = 1.

Podle Taylorovy věty o zbytku (Lagrange̊uv tvar zbytku) plat́ı

Rn+1(x) =
E(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

E(ξ)

(n+ 1)!
xn+1,

kde ξ lež́ı mezi 0 a x. Pro x = 1 plat́ı

|Rn+1(1)| = E(ξ)

(n+ 1)!
1n+1 <

E(1)

(n+ 1)!
,

kde jsme využili faktu, že ξ < 1 a že E je rostoućı.

Pak Rn+1(1)→ 0 pro n→∞. Odtud a z (8) pro x = 1 plyne

E(1) = lim
n→∞

Tn(1, 0,E) = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
=
∞∑
k=0

1

k!
= e.
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Poznámka 2.1. Na základě dokázaných vlastnost́ı funkce E můžeme ř́ıci, že se

jedná o exponenciálńı funkci ex (viz Obrázek 3), kterou známe ze středńı školy,

tedy

E(x) = ex, ∀x ∈ R.

Obrázek 3: Graf exponenciálńı funkce ex
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3 Funkce S a C

3.1 Definice funkćı S a C

V této kapitole se zaměř́ıme na počátečńı úlohu pro diferenciálńı rovnici 2.

řádu

y′′ = ay, y(x0) = y0, y′(x0) = y1, (9)

kde a, x0, y0, y1 ∈ R. Stejně jako u předchoźı kapitoly nejprve urč́ıme jedno-

značnost řešeńı.

Lemma 3.1. Počátečńı úloha (9) má jediné řešeńı v následuj́ıćım smyslu. Dvě

řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ = ay splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky y(x0) = y0,

y′(x0) = y1 jsou si rovna na pr̊uniku svých definičńıch interval̊u. Speciálně dvě

maximálńı řešeńı splňuj́ıćı tyto počátečńı podmı́nky jsou si rovna identicky.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že počátečńı úloha (9) splňuje podmı́nky Věty 1.1. a Věty 1.2.

1. Spojitost f(x, y, y′) = ay je zřejmá.

2. Pro funkci f(x, y, y′) = ay a pro každé dva body (x, y, y′), (x, ỹ, ỹ′) ∈ R3 plat́ı

|f(x, y, y′)− f(x, ỹ, ỹ′)| = |ay − aỹ| = |a||y − ỹ| ≤ |a|(|y − ỹ|+ |y′ − ỹ′|).

Odtud vid́ıme, že f je lokálně lipschitzovská v proměnné y, kde K = |a|.

Dále se budeme zabývat dvěma konkrétńımi př́ıpady počátečńı úlohy (9). Pro

prvńı počátečńı úlohu si nejprve za proměnné dosad́ıme hodnoty

a = −1, x0 = 0, y0 = 1, y1 = 0

a pro druhou počátečńı úlohu tyto hodnoty

a = −1, x0 = 0, y0 = 0, y1 = 1.

Nadefinujeme si jejich maximálńı řešeńı, dokážeme, že jsou obě definované na

celém R a poté se zaměř́ıme na jejich vlastnosti.

19



Definice 3.1. Maximálńı řešeńı počátečńı úlohy

y′′ = −y, y(0) = 0, y′(0) = 1 (10)

označ́ıme symbolem S.

Maximálńı řešeńı počátečńı úlohy

y′′ = −y, y(0) = 1, y′(0) = 0 (11)

označ́ıme symbolem C.

Věta 3.1. Funkce S z Definice 3.1. je jednoznačně určená, jej́ı definičńı obor je

R, je lichá, 4x0-periodická, kde x0 je jej́ı prvńı stacionárńı bod a plat́ı

S(x0) = 1

a také

S′2(x) + S2(x) = 1, ∀x ∈ R,

S(−x) = − S(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Z Lemmatu 3.1. vyplývá, že funkce S je jediná, tedy jednoznačně defi-

novaná. Jej́ı definičńı obor označ́ıme intervalem (α, β), zřejmě plat́ı α < 0 < β.

Našim ćılem bude dokázat, že α = −∞ a β =∞.

KROK 1. Dokážeme, že

S′2(x) + S2(x) = 1, ∀x ∈ (α, β) (12)

z čehož ihned plyne, že | S(x)| ≤ 1 a | S′(x)| ≤ 1, ∀x ∈ (α, β). Z (10) vyplývá

S′′ S′ = − S S′ na (α, β).

Po úpravě a zintegrováńı dostáváme

1

2
(S′2)′ = −1

2
(S2)′ na (α, β)

S′2(x)− S′2(0) = −(S2(x)− S2(0)), ∀x ∈ (α, β)

S′2(x) + S2(x) = S′2(0) + S2(0) = 1, ∀x ∈ (α, β)
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tedy rovnost (12) plat́ı.

KROK 2. Dokážeme, že

S(−x) = − S(x), ∀x ∈ (−δ, δ), (13)

kde δ ≤ min{|α|, |β|}.

Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = S(−x), u(x) = − S(x), ∀x ∈ (−δ, δ).

Plat́ı

z′′(x) = S′′(−x) = − S(−x) = −z(x), ∀x ∈ (−δ, δ)

a

z(0) = S(0) = 0

z′(0) = − S′(0) = −1.

Nav́ıc

u′′(x) = − S′′(x) = S(x) = −u(x), ∀x ∈ (−δ, δ)

a

u(0) = − S(0) = 0

u′(0) = − S′(0) = −1.

Obě funkce jsou řešeńım počátečńı úlohy

y′′ = −y, y(0) = 0, y′(0) = −1,

na intervalu (−δ, δ), která má podle Lemmatu 3.1. právě jediné maximálńı řešeńı.

Z toho plyne, že z(x) = u(x), ∀x ∈ (−δ, δ), tzn. rovnost (13) plat́ı.

KROK 3. Dokážeme, že S má stacionárńı bod na intervalu (0, β) - sporem.

Předpokládejme, že S′(x) 6= 0, ∀x ∈ (0, β). Protože S(0) = 0, S′(0) = 1, pak

∃R+(0) : S′(x) > 0.
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Podle předpokladu plat́ı

S′(x) > 0, ∀x ∈ (0, β).

Pak ∀x ∈ (0, β)

S(x) = S(x)− S(0) =

∫ x

0

S′(τ) dτ > 0.

Odtud a z (12) vyplývá, že S(x) ≤ 1,∀x ∈ (0, β). Dohromady dostáváme, že S je

na (0, β) rostoućı a omezená shora, tzn. existuje vlastńı

lim
x→β−

S(x).

Ještě dokážeme, že i

lim
x→β−

S′(x)

existuje a je vlastńı.

Z Newton-Leibnizova vzorce a (10) plyne

S′(x) = S′(0) +

∫ x

0

S′′(τ) dτ = 1 +

∫ x

0

− S(τ) dτ = 1−
∫ x

0

S(τ) dτ, ∀x ∈ (0, β).

(14)

Uvažujeme dva př́ıpady (β <∞ nebo β =∞).

Je-li β <∞, pak

lim
x→β−

S′(x) = 1−
∫ β

0

S(τ) dτ ∈ R

a tedy S lze podle Věty 1.6. rozš́ı̌rit doprava. To je spor s t́ım, že je (α, β) ma-

ximálńı interval.

Je-li β =∞, pak z faktu, že je S rostoućı na (0,∞) plyne

S(x) ≥ S(1) > 0, ∀x ≥ 1

a tedy ∫ x

1

S(τ) dτ ≥
∫ x

1

S(1) dτ = S(1)(x− 1), ∀x ≥ 1.
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Z (14) pak vyplývá, že ∀x ≥ 1

S′(x) = 1−
(∫ 1

0

S(τ) dτ +

∫ x

1

S(τ) dτ

)

= 1−
∫ 1

0

S(τ) dτ −
∫ x

1

S(τ) dτ

≤ 1−
∫ 1

0

S(τ) dτ − S(1)(x− 1).

Z toho plyne, že pokud x → ∞, pak S′(x) → −∞ a to je ve sporu s t́ım, že

| S′ | ≤ 1 na 〈0, β).

KROK 4. Z kroku 3 tedy plyne

∃x0 ∈ (0, β) : S′(x0) = 0 ∧ ∀x ∈ (0, x0) : S′(x) > 0.

Z (12) plyne

S′2(x0) + S2(x0) = 1,

tzn.

S2(x0) = 1

a protože

S(x0) > 0

pak

S(x0) = 1.

KROK 5. V předchoźım kroku jsme ukázali, že S je definována na intervalu

〈0, x0〉. Dokážeme nejprve, že je definována i na intervalu 〈−x0, 0〉, neboli α <

−x0. To ukážeme sporem, tzn. předpokládáme, že α ≥ −x0. Pak

lim
x→α+

S(x) = lim
x→α+

− S(−x) = lim
y→−α−

− S(y) = − S(−α) ∈ R

lim
x→α+

S′(x) = lim
x→α+

S′(−x) = lim
y→−α−

S′(y) = S′(−α) ∈ R.

Odtud a z Věty 1.6. vyplývá, že S lze prodloužit doleva od α - spor. Z lichosti S

na intervalu 〈−x0, x0〉 vyplývá, že S(−x0) = −1 a funkce je rostoućı na intervalu

23



〈−x0, x0〉 ⊂ (α, β) (viz Obrázek 4).

Obrázek 4: Graf funkce S definované na intervalu 〈−x0, x0〉

Dále budeme zkoumat chováńı S napravo od x0. Nejprve dokážeme, že ∀x ∈

(x0, β), x < 3x0 plat́ı

S(x) = S(2x0 − x), (15)

tzn. graf funkce S je souměrný podle př́ımky x = x0 alespoň na nějakém okoĺı

bodu x0 o poloměru nejvýše 2x0.

Označme

z(x) = S(2x0 − x), ∀x ∈ (x0, β), x < 3x0.

Pak ∀x ∈ (x0, β), x < 3x0 plat́ı

z′′(x) = S′′(2x0 − x) = − S(2x0 − x) = −z(x)

z(x0) = S(2x0 − x0) = S(x0) = 1

z′(x0) = − S′(2x0 − x0) = − S′(x0) = 0,

tzn. z řeš́ı stejnou počátečńı úlohu jako S v bodě x0, která má podle Lemmatu

3.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že z(x) = S(x), ∀x ∈ (x0, β),

x < 3x0, tzn. rovnost (15) plat́ı.

24



Z (15) plyne

lim
x→β−

S(x) = lim
x→β−

S(2x0 − x) = lim
y→(2x0−β)+

S(y) = S(2x0 − β) ∈ R

lim
x→β−

S′(x) = lim
x→β−

− S′(2x0 − x) = lim
y→(2x0−β)+

− S′(y) = − S′(2x0 − β) ∈ R.

Funkce S je tedy definována minimálně na intervalu 〈−x0, 3x0〉, neboli 〈−x0, 3x0〉 ⊂

(α, β).

Opět s využit́ım kroku 2 bychom mohli dokázat, že S je také definována mi-

nimálně na intervalu 〈−3x0, 3x0〉 ⊂ (α, β) (viz Obrázek 5).

Obrázek 5: Graf funkce S definované na intervalu 〈−3x0, 3x0〉

Dále dokážeme, že ∀x ∈ (3x0, β), x < 3x0 + 6x0 plat́ı

S(x) = S(4x0 − x). (16)

Označme

u(x) = S(x− 4x0), ∀x ∈ (3x0, β), x < 9x0.

Pak ∀x ∈ (3x0, β), x < 9x0 plat́ı

u′′(x) = S′′(x− 4x0) = − S(x− 4x0) = −u(x)

u(4x0) = S(0) = 0

u′(4x0) = S′(0) = 1,

tzn. u řeš́ı stejnou počátečńı úlohu jako S v bodě x0, která má podle Lemmatu 3.1.

právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že u(x) = S(x),∀x ∈ (3x0, β), x <
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9x0, tzn. rovnost (16) plat́ı.

Z (16) plyne

lim
x→β−

S(x) = lim
x→β−

S(x− 4x0) = lim
y→(β−4x0)+

S(y) = S(β − 4x0) ∈ R

lim
x→β−

S′(x) = lim
x→β−

S′(x− 4x0) = lim
y→(β−4x0)+

S′(y) = S′(β − 4x0) ∈ R.

Funkce S je tedy definována minimálně na intervalu 〈−3x0, 9x0〉 ⊂ (α, β).

Opět s využit́ım kroku 2 bychom mohli dokázat, že S je také definována mi-

nimálně na intervalu 〈−9x0, 9x0〉 ⊂ (α, β) (viz Obrázek 6).

Obrázek 6: Graf funkce S definované na intervalu 〈−9x0, 9x0〉

Opakovaným postupem dostáváme, že

β > 3x0, β > 9x0, β > (9 + 18)x0, ...

Dohromady dostáváme, že

β =∞ a α = −∞.

Funkce S je tedy definována na celém R. Také jsme zjistili, že S je 4x0-periodická

a z graf̊u lze snadno určit jej́ı lokálńı extrémy a intervaly monotonnosti.

Věta 3.2. Funkce C z Definice 3.1. je jednoznačně určená, jej́ı definičńı obor je

R a plat́ı

S′(x) = C(x), ∀x ∈ R.

26



D̊ukaz. Z Lemmatu 3.1. vyplývá, že funkce C je jediná, tedy jednoznačně defino-

vaná. Podle Věty 3.1. je funkce S definována na celém R. Stač́ı tedy dokázat, že

jej́ı derivace S′ řeš́ı počátečńı úlohu (11).

Definujme funkci z předpisem

z(x) = S′(x), ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′(x) = S′′(x) = − S(x)

z′′(x) = − S′(x) = −z(x), ∀x ∈ R

a

z(0) = S′(0) = 1

z′(0) = − S(0) = 0.

Funkce z tedy řeš́ı počátečńı úlohu (11) na R, která má podle Lemmatu

3.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že S′(x) je maximálńı řešeńı

počátečńı úlohy (11), které je definované na celém R. Tedy

C(x) = S′(x), ∀x ∈ R.

3.2 Vlastnosti funkćı S a C

v1 S a C jsou spojité na R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z toho, že funkce maj́ı vlastńı derivace.

v2 S′′ = − S, C′′ = −C na R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z definic úloh (10) a (11).

v3 S(0) = 0, S′(0) = 1 a C(0) = 1, C′(0) = 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z definic úloh (10) a (11).
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v4 S′(x) = C(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z Věty 3.2.

v5 C′(x) = − S(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Necht’ ∀x ∈ R. Z v4 vyplývá

S′(x) = C(x),

tuto rovnici zderivujeme

S′′(x) = C′(x).

Z v2 plyne rovnost

C′(x) = − S(x).

v6 Lichost funkce S: S(−x) = − S(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z Věty 3.1.

v7 Sudost funkce C: C(−x) = C(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = C(−x), u(x) = C(x), ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′′(x) = C′′(−x) = −C(−x) = −z(x), ∀x ∈ R

a

z(0) = C(0) = 1

z′(0) = −C′(0) = 0.

Nav́ıc

u′′(x) = C′′(x) = −C(x) = −u(x), ∀x ∈ R

28



a

u(0) = C(0) = 1

u′(0) = C′(0) = 0.

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′′ = −y, y(0) = 1, y′(0) = 0,

která má podle Lemmatu 3.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x), ∀x ∈ R, tzn. v7 plat́ı.

v8 S(x+ x0) = C(x), ∀x ∈ R a x0 z Věty 3.1.

D̊ukaz. Označme

z(x) = S(x+ x0), ∀x ∈ R.

Pak ∀x ∈ R plat́ı

z′′(x) = S′′(x+ x0) = − S(x+ x0) = −z(x)

z(0) = S(x0) = 1

z′(0) = S′(x0) = 0,

tzn. z řeš́ı stejnou počátečńı úlohu jako C, která má podle Lemmatu 3.1. právě

jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že z(x) = C(x), ∀x ∈ R, tzn. v8 plat́ı.

v9 S2(x) + C2(x) = 1, ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z Věty 3.1. a vlastnosti v4 .

v10 S(x0) = 1, C(x0) = 0, kde x0 je bod z Věty 3.1.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z Věty 3.1. a vlastnosti v9 .

v11 S(a+ b) = S(a) C(b) + C(a) S(b), ∀a, b ∈ R.
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D̊ukaz. Necht’ b ∈ R je libovolné. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = S(x+ b), u(x) = S(x) C(b) + C(x) S(b), ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′′(x) = S′′(x+ b) = − S(x+ b) = −z(x)

a

z(0) = S(0 + b) = S(b)

z′(0) = S′(0 + b) = S′(b) = C(b), ∀x ∈ R.

Nav́ıc

u′′(x) = S′′(x) C(b) + C′′(x) S(b) = − S(x) C(b)− C(x) S(b) = −u(x)

a

u(0) = S(0) C(b) + C(0) S(b) = S(b)

u′(0) = S′(0) C(b) + C′(0) S(b) = C(b), ∀x ∈ R.

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′′ = −y, y(0) = S(b), y′(0) = C(b),

která má podle Lemmatu 3.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x), ∀x ∈ R, tzn. v11 plat́ı.

v12 C(a+ b) = C(a) C(b)− S(a) S(b), ∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Necht’ b ∈ R je libovolné. Definujme funkce z a u předpisy

z(x) = C(x+ b), u(x) = C(x) C(b)− S(x) S(b), ∀x ∈ R.

Plat́ı

z′′(x) = C′′(x+ b) = −C(x+ b) = −z(x)

30



a

z(0) = C(0 + b) = C(b)

z′(0) = C′(0 + b) = C′(b) = − S(b), ∀x ∈ R.

Nav́ıc

u′′(x) = C′′(x) C(b)− S′′(x) S(b) = −C(x) C(b) + S(x) S(b) = −u(x)

a

u(0) = C(0) C(b)− S(0) S(b) = C(b)

u′(0) = C′(0) C(b)− S′(0) S(b) = − S(b), ∀x ∈ R.

Obě funkce tedy řeš́ı počátečńı úlohu

y′′ = −y, y(0) = C(b), y′(0) = − S(b),

která má podle Lemmatu 3.1. právě jediné maximálńı řešeńı. Z toho plyne, že

z(x) = u(x), ∀x ∈ R, tzn. v12 plat́ı.

v13 S a C jsou 2π-periodické (tzn. x0 = π/2).

D̊ukaz. Z Věty 3.1. v́ıme, že funkce S je 4x0-periodická. Z v8 vyplývá, že funkce

C je funkce S posunutá o x0 doleva a je tedy také 4x0-periodická. Našim ćılem

bude dokázat, že

x0 = π/2.

Z v9 vyplývá, že body

(C(x), S(x)), ∀x ∈ R

lež́ı na jednotkové kružnici. Nav́ıc z v3 a v10 v́ıme, že

(C(0), S(0)) = (1, 0)

(C(x0), S(x0)) = (0, 1)

a

C(x), S(x) > 0, ∀x ∈ (0, x0),
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nebo-li body (C(x), S(x)) pro x ∈ (0, x0) lež́ı v I. kvadrantu na jednotkové

kružnici.

Je tedy definována křivka v rovině ϕ : 〈0, x0〉 → R2 předpisem

ϕ(x) = (C(x), S(x)),

jej́ımž geometrickým obrazem je čtvrt jednotkové kružnice v I. kvadrantu. Vzhle-

dem k pr̊uběhu funkćı C a S jde o prostou křivku. Nav́ıc z v4 a v5 plyne

ϕ′(x) = (C′(x), S′(x)) = (− S(x),C(x)), ∀x ∈ 〈0, x0〉.

Odtud a z v9 plyne

||ϕ′(x)||E =
√

(− S(x))2 + (C(x))2 =
√

1 = 1, ∀x ∈ 〈0, x0〉,

Protože π lze definovat jako polovinu délky jednotkové kružnice, pak čtvrtinu

délky jednotkové kružnice je π/2. Z toho plyne

π/2 =

∫ x0

0

||ϕ′(t)||E dt =

∫ x0

0

1 dt = x0.

Tzn., že funkce S a C jsou 2π-periodické.

v14 limx→0
S(x)
x

= 1, ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Podle definice derivace funkce v bodě plat́ı rovnost

lim
x→0

S(x)

x
= lim

x→0

S(x)− S(0)

x− 0
= S′(0) = 1, ∀x ∈ R.
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Poznámka 3.1. Z uvedených a dokázaných vlastnost́ı funkce S a funkce C je

zřejmé, že se jedná o elementárńı funkce sinus a cosinus známé předevš́ım ze

středńı školy (viz Obrázek 7). O tom se také můžeme přesvědčit v [1], kde jsou

funkce sinus a cosinus př́ımo definovány vlastnostmi z Věty 3.1. a v3 , v6 , v7 ,

v10 , v11 , v12 , v13 , v14 .

Obrázek 7: Graf funkćı sinus a cosinus
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Závěr

Účelem této práce bylo ukázat, že pouze na základě zadané diferenciálńı rov-

nice, jej́ıho předpisu a počátečńıch podmı́nek, lze definovat známé elementárńı

funkce.

Pro tento záměr jsme si vybrali dvě specifické diferenciálńı rovnice. A tak

jsme se ve druhé kapitole seznámili s diferenciálńı rovnićı 1. řádu: y′ = y a

ve třet́ı kapitole s diferenciálńı rovnićı 2. řádu: y′′ = −y. Dř́ıve než jsme mohli

přistoupit k samotnému zkoumáńı řešeńı těchto rovnic, bylo nezbytné se seznámit

se základńımi pojmy a předevš́ım se dvěma větami - o existenci a o jednoznačnosti

(viz Kapitola 1). Tyto dvě věty jsou velice d̊uležité, protože nám ř́ıkaj́ı, které

diferenciálńı rovnice maj́ı v̊ubec nějaké řešeńı (o existenci) a jestli je toto řešeńı

jediné (o jednoznačnosti). U obou př́ıpad̊u námi zvolených diferenciálńıch rovnic

jsme potvrdili jednoznačnost maximálńıho řešeńı v úvodu každé kapitoly. Toto

jediné maximálńı řešeńı jsme si poté nadefinovali jako funkce E (viz Kapitolu 2)

a funkce S a C (viz Kapitolu 3).

Daľśım krokem bylo dokázat, že jsou tyto funkce definované na celém oboru

reálných č́ısel. Posléze jsme přistoupili k samotnému určováńı a dokazováńı vlast-

nost́ı funkćı, na jejichž základě jsme schopni ř́ıci, že se jedná o elementárńı funkce

nám známé předevš́ım ze středńıch škol. Konkrétně funkce E je rovna expo-

nenciálńı funkci ex, funkce S goniometrické funkci sinus a funkce C goniometrické

funkci cosinus.

Tato práce je vysázena typografickým systémem LATEX a pro větš́ı srozu-

mitelnost některých d̊ukaz̊u jsou připojeny i obrázky graf̊u funkćı vytvořené v

programu Geogebra.
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