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Uvod

Cilem bakalatské prace Elementarni funkce definované jako teseni diferenci-
alnich rovnic je dokazat, ze feSenimi nami zvolenych pocatecnich tloh pro dife-
rencialni rovnice jsou jisté znamé elementarni funkce.

Prace je rozdélena do tii ¢asti a o c¢tenari se predpoklada, ze jiz ma zakladni
znalosti z matematické analyzy. Zékladni pojmy z teorie diferencialnich rovnic,
stézejni pro dalsi text, jsou nicméné uvedeny v prvni kapitole. V dalsich dvou
kapitolach se jiz zabyvame specialnimi piipady diferencialnich rovnic.

V prvni z nich se seznamime s konkrétni pocatecni tlohou pro diferencidlni
rovnici prvniho fadu. Z matematické analyzy vime, Ze jejim feSenim je expo-
nencialni funkce s prirozenym zakladem e”. V této praci se na ni ovSem podivame
naopak. Budeme uvazovat pouze tuto poc¢atecni iilohu a pouze s touto informaci
odvodime vSechny vlastnosti zminéné funkce e®.

Dalsi kapitola je vénovana jisté diferencialni rovnici druhého tadu, jejimz ma-
ximalnim feSenim jsou tentokrat dveé funkce, kazda s jinymi pocatecnimi podmin-
kami. Analogicky se pokusime odvodit vSechny vlastnosti téchto funkci pouze na
zékladé této pocatecni tlohy a tim také dokazat, ze se jednd o goniometrické

funkce sinus a cosinus.



1 Zakladni poznatky z diferencialnich rovnic

V této praci budeme potiebovat nékolik pojmu z teorie diferencialnich rovnic,

proto je zde uvadime. Vsechny pouzité definice a véty jsou cerpany z [5].

1.1 Definice diferencialni rovnice

Definice 1.1. Necht f(z, zq, 21, - - - , 2) je realné funkce (n+2) redlnych proménnych,
ktera vzhledem k proménné z, neni konstantni, definovana na mnoziné 2 C R,,,».

Potom symbol
fle,y. 9y y™) =0 (1)

nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici n-tého tTddu pro neznamou realnou
funkei y() jedné realné proménné x. Resenim v Q rovnice (1) na intervalu I C R
nazyvame takovou funkei y(z), kterd ma na I vsechny derivace do fadu n véetné
a plati

(z,y(x),y(x),...,.y"(x) € Q, Vzel

flz,yx),y (x),...,y™(x) =0, Vrel.

Definice 1.2. Je-li y(z) fesenim (1) v © na intervalu I a g(z) feSenim (1) v
na intervalu I, kde I C I, I # I, p¥icemz y(z) = §(z) na I, pak ikdme, ze § je
prodlouZenim y na interval I a y je ziZenim § na interval I. Takové feSeni, které

v () nelze prodlouzit nazyvame maximdlnim v €.

V tomto textu dédle se budeme zabyvat specialnim pfipadem rovnic (1) - tzv.

rovnicemi rozreSenymi podle nejvyssi derivace (viz Definice 1.3.).

Definice 1.3. Necht f je redlnd funkce (n + 1) proménnych, definovand na

mnoziné  C R,;;. Potom symbol

y™ = flz,y,y, ..., y"Y) (2)

nazyvame rovnici reSenou vzhledem k nejuyssi derivaci.



1.2 Veéty o existenci a jednoznac¢nosti

Véta 1.1. (o existenci) Necht funkce f je spojitd na oteviené mnoziné Q C R, 1,
(0, Yo, Y1, - - -, Yn—1) € Q. Potom existuje alespon jedno feseni rovnice (2) v €,
prochéazejici timto bodem, tj. existuje § > 0 a funkce y(x) definovand na intervalu
(xg — 0,9 + ), kterd na tomto intervalu tesi (2) v Q a spliuje podminky (tzv.
pocétecni)

y " (z0) =yp, k=0,1,...,n—1. (3)
Véta 1.2. (o0 jednoznacnosti) Necht jsou splnény predpoklady véty 1.1. a funkce
f splinuje navic tzv. lokdlni Lipschitzovu podminku podle poslednich n proménnych,
tzn. ke kazdému bodu (7, &g, &1, ..., &n—1) € Q existuje okoli U tohoto bodu a ¢islo
K tak, ze pro kazdé dva body (z,vo,y1,---,Yn-1), (,T0,J1,---,Un_1) € U plati

n—1

|f($ay0>yla s ayn—l) - f(iﬂ,ﬂo,?h, s 73~7n—1)| < KZ |yz - gz'
1=0

Potom feSeni rovnice (2) spliujici (3) je jediné v nasledujicim smyslu. Dvé feseni
rovnice spliujici (3) jsou si rovna na pruniku svych definiénich intervalu. Specidlné
kazda dvé maximéalni feseni rovnic spliujici pro néjaké zq stejné podminky (3)
jsou si rovna identicky.

Poznamka 1.1. V naésledujicich kapitolach se budeme specidlné zabyvat dife-

rencidlnimi rovnicemi 1. radu
y = flz,y)
s pocatecni podminkou
y(wo) = Yo,
a 2. tadu
y' = fz.y.y)

s pocatecnimi podminkami

?/(xo) = Yo, y’(xo) =Y.

Uloha uréit feseni téchto rovnic, kterd splnuje pocatecni podminky, kde xg, yo, y1

jsou libovolné dand realna ¢isla, se nazyva pocdtecni uloha.
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1.3 Prodluzovani reSeni

V této praci budeme hledat maximélni (iplné) feseni danych rovnic. Konkrétné,
budeme se snazit dokézat, ze uvazovana maximalni feseni jsou definovand na

celém R. K tomu vyuzijeme nésledujici Pomocnou vétu 5.1. z [2].

Véta 1.3. Bud f: Q — R" vektorovéa funkce spojitd v oblasti  C R"*!. Necht

to € R, mg € R™, (tg, 1) € Q. Bud x feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

= f(t,x)

na intervalu (to,7T'), kde tg < T' < oo. Toto teseni lze prodlouzit napravo od T'

pravé tehdy, kdyz mnozina

P={(t,z() : t € {to, )}

(graf feseni x) je ohranic¢end a vzdélenost I' od hranice 0 oblasti 2 je kladn4,

tzn. d(I",002) > 0, kde
d(A,B) = inf{d(z,y) :x € A,y e B} pro A,BCR"
Podobné 1ze vyslovit vétu o prodlouzeni doleva.

Véta 1.4. Bud f: Q — R" vektorovéa funkce spojitd v oblasti 2 C R"*!. Necht

to € R, zg € R™, (tg, o) € Q. Bud x feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

' = f(t,x)

na intervalu (7, to), kde ty > T" > —oo. Toto feseni lze prodlouzit nalevo od T'

praveé tehdy, kdyz mnozina

I ={(t,z(t)) : t € (T, to)}

(graf feseni x) je ohranic¢end a vzdalenost I od hranice 9f2 oblasti 2 je kladna,

tzn. d(I', 092) > 0, kde

d(A, B) = inf{d(z,y) :x € A,y € B} pro A,BCR"
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Nésledujici véta plyne piimo z predchozich vét a budeme ji pouzivat ve druhé

kapitole pro diferencialni rovnici 1. radu.

Véta 1.5. Necht f: R? — R je spojitd funkce a 2y, T € R. Necht y : (x,T) — R,

kde T' > xq je TeSeni diferencidlni rovnice

v = fzy)
na intervalu (x,T") a existuje vlastni limita

lim y(z),

rz—T—

pak y lze prodlouzit doprava za T

Podobné, je-li y : (T, x0) — R, kde T' < xg, Feseni diferencidlni rovnice

v =[f(zy)
na intervalu (7, z¢) a existuje-li vlastni limita

lim y(z),

a—T+
pak y lze prodlouzit doleva za T'.
Pro diferencidlni rovnici 2. fadu lze vyslovit podobnou vétu.
Véta 1.6. Necht f: R?* — R je spojita funkce a 29, T € R. Necht y : (29, T) — R,
kde T' > xq je fesSeni diferencialni rovnice
y' = flz,y.9)
na intervalu (zo,T') a existuji vlastni limity

lim y(x), lim y(2),

=T~ z—T—
pak y lze prodlouzit doprava za T'.

Podobné, je-li y : (T, x0) — R, kde T' < xy, Feseni diferencidlni rovnice

y' = f(z,y,v")
8



na intervalu (T, xo) a existuji-li vlastni limity

lim (), lim y(),

=T+ z—Tt

pak y lze prodlouzit doleva za T'.

Diikaz. Dokazeme jen piipad prodluzovéni doprava. Plati, ze y : (zo,T) — R je
feseni diferencidlni rovnice 3y’ = f(x,y,y’) pravé tehdy, kdyz vektorovéd funkce

(y,y') je feSsenim soustavy diferencidlnich rovnic
Yy = Y2 (4)

yé = f(x,91,92) (5)

na stejném intervalu (tj. (zo,7T)).
Ze spojitosti funkel y,y" a existence vlastnich limit lim, ,7- y(z), lim, ,7— v/'(z)

plyne ohranicenost grafu feseni soustavy (4),(5), tj. mnoziny

I'=A{(z,y(),y(2)) : x € (xo, T)}.

Podle Véty 1.3, kde 2 = R?, tzn. 9Q = (), Ize feSeni soustavy (4),(5) prodlouzit

doprava, tedy i feseni rovnice " = f(z,y,v'). ]



2 Funkce E

2.1 Definice funkce E

V této kapitole se budeme zabyvat poc¢atecni tlohou pro diferencidlni rovnici
1. fadu
y'=ay, y(xo) = o, (6)
kde a, zg,yo € R. Nejprve urcime jednoznacnost jejiho feseni.
Lemma 2.1. Pocatecni tdloha (6) mé jediné feseni v nasledujicim smyslu. Dvé
feseni diferencidlni rovnice y' = ay spliujici pocateéni podminku y(x¢) = yo jsou
si rovna na pruniku svych defini¢nich intervalu. Specidlné dvé maximalni feseni

splnujici tuto pocatecni podminku jsou si rovna identicky.

Dikaz. Ovérime, ze pocatecni uloha (6) spliuje podminky Véty 1.1. a Véty 1.2.
1. Spojitost f(x,y) = ay je ziejma.
2. Pro funkci f(z,y) = ay a pro kazdé dva body (z,y), (x, ) € R? plati

|f(2,y) — f(2,9)] = |lay — ag| = |ally — 7.
Odtud vidime, ze f je lokalné lipschitzovskd v proménné y, kde K = |a]. O

Déle se budeme zabyvat konkrétnim piipadem pocatecni lohy (6) pro hod-
noty
a=1, x90=0, yo=1.

Nadefinujeme si jeji maximélni feseni, dokdzeme, Ze je definované na celém R a

urcime jeho vlastnosti.

Definice 2.1. Maximalni feSeni pocatec¢ni tlohy

budeme znacit symbolem E.
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Véta 2.1. Funkce E z Definice 2.1. je jednoznacné urcena, jeji defini¢ni obor je

R, je spojita, rostouci na R a plati

1

Vr € R.

Diikaz. 7 Lemmatu 2.1. vyplyva, ze funkce E je jedind, tedy jednoznacné defi-
novand. Jeji definiéni obor oznacime intervalem (a, ), ziejmé plati o < 0 < f.

Nasim cilem bude dokézat, ze « = —o0 a f = o0.

KROK 1. Dokéazeme, ze

kde ¢ < min{|al,|5|} (viz Obrazek 1).

Definujme funkce z a u predpisy

Plati

a z(0) = E(0) = 1. Navic

/ 1 I -2 _ _
u'(x) = (E(m)) = —(E(z))™" - E(x) = B = —u(z), Vx(=9,9)

au(O):ﬁzl.

Obé funkce tedy tesi poc¢atecni tilohu

y=-y, y(0)=1

na intervalu (=9, ), kterd ma podle Lemmatu 2.1. pravé jediné maximalni reseni.

Z toho plyne, ze z(x) = u(z),Vr € (=6,9), tzn.

E(—z) = Vo € (—6,0).




Obrazek 1: Graf funkel E(x) a E(—z) na intervalu (=6, 0).

KROK 2. Dokézeme, ze funkce E je kladna a rostouci na (a, ).
Protoze E je v bodé nula kladné a spojita, pak existuje okoli bodu nula, na kterém
je E kladn4 a vzhledem k faktu E' = E je také na ném rostouci. Ze je E kladn4

na celém (o, §) dokdzeme sporem. Necht
3y € (0, )  B(y) =0,

Pak by E byla feSenim pocatecni ulohy

kterd je jednoznacné fesitelna a muselo by platit E(z) = 0 pro vsechna z € («, ),
¢imz se dostavame do sporu. Tzn. E(z) # 0,Vx € («, 3). Ze spojitosti a z toho,
ze v bodé nula je funkce kladnd, také plyne, ze E(xz) > 0,Vz € (o, 8) a z

E'(z) =E(z) >0, Vze€ (a,f)

také, ze E je rostouci na («, f3).

Tim jsme dokdzali, ze E je kladnd a rostouci na intervalu («, 3).

KROK 3. Déle dokdzeme, ze |a| = |3] - opét sporem.
Necht |a| < |8|. Protoze je E rostouci a kladnd (tzn. omezené zdola) na (a, 3),

ma vlastni

lim E(x)

z—at
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a jde tedy podle Véty 1.5. rozsitit doleva. To je spor s tim, ze (o, §) je maximélni

interval.

Necht |a] > |B]. Z kroku 2 vyplyva, ze

1
Tedy
lim E(z) = lim E = i L1
S By = I B0 = I 50 = 5p)

Dokazali jsme, ze E ma v krajnim bodé [ vlastni limitu zleva a jde tedy podle
Véty 1.5. rozsitit doprava (viz Obrazek 2). Opét dostavame spor.
Je-li tedy (o, ) definiénim oborem E, pak —a = 5.

o 2 o
| |
| |
| |
| |

Obrazek 2: Graf funkei E(x) a ﬁ na intervalu (—g, ).

KROK 4. Muzeme tedy psét, ze E je definovdna na intervalu (—d,4), kde
d € (0,00). Dokazeme, ze § = oc.

Protoze je E rostouci a kladna funkce, pak ziejmé plati
0<E(x) <1, Vze(-6,0).

13



Predpoklddejme, ze § € R. Pak by lim, , s+ E(z) byla vlastni limitou a tudiz by
(—6,6) nebyl maximalni interval. Musi tedy platit § = oo, nebo-li & = —o0, f =

00. ]

2.2 Vlastnosti funkce E
E je spojitda na R.

Diikaz. Tvrzeni plyne z toho, ze funkce ma v kazdém bodé vlastni derivaci. [

E’:EnaR.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z definice tulohy (7). O
E(0) = 1.
Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z definice tulohy (7). O

Dukaz. 7 ulohy (7) a Véty 2.1. vyplyva, ze
E'(z) = E(z) > E(0) =1, Vz e (0,00),

tedy
E'(z) >1, Vx e (0,00).

Pak pro vechna z € (0,00) plati

/E’(s)ds>/ 1ds
0 0

E(z) —E(0) >«
E(z)-1>z
E(z) >z + 1.
Z toho plyne, ze pokud z — oo, pak také r + 1 — oo a tudiz
lim E(x) = oco.

T—00
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lim E(z)=0.

T—r—00

Dikaz. 7 a Véty 2.1. plyne

1
lim E(z) = lim E(—z) = lim

Z——00 T—00 T—00 E(x)

=0.

E(ab) = (E(a))’, Va,b e R.
Diikaz. Uvazujme b € R libovolné. Definujme funkce z a u predpisy
2(z) = E(2b), u(x) = (E(2))’, Ve eR.

Plati
Z(x) = (E(zb)) =b-E(xb) =b-2(x), VreR

a z(0) = E(0-b) = 1. Navic
u'(z) = ((B(z))") = b (B(2))"" - E(2) =b- (B())" =b-u(z), VreR

a u(0) = (B(0))’ = 1.

Obé funkce tedy tesi pocatecni tlohu

y =by, y(0)=1,

kterd ma podle Lemmatu 2.1. pravé jediné maximdlni feseni. Z toho plyne, ze

z(z) = u(x), Vo € R, tzn. plati. O
E(a+b) = E(a) - E(b), Va,beR.

Diikaz. Uvazujme b € R libovolné. Definujme funkce z a u predpisy
z(x) =E(x+0b), u(r)=E()- -E0), VreR.

Plati
Z(z) = (E(x +b)) =E(x+0b) =2(z), VreR
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a z(0) = E(0 + b) = E(b). Navic

a u(0) = E(0) - E(b) = 1- B(b) = E(b).

Obeé funkce tedy tesi pocatecni tlohu

ktera ma podle Lemmatu 2.1. pravé jediné maximalni feSeni. Z toho plyne, ze

2(z) = u(z), Vo € R, tzn. plati. O

[0s] E(a — b) = ggbg Va,b € R.

Diikaz. Je-li b= 0, pak vlastnost ziejmé plati.

Uvazujme, ze b # 0. Definujme funkce z a u predpisy

z(x) =E(x —10), u(r)= , VxeR.

Plati
Z(x)=(E(x —b) =E(x—-0)=z2(x), VreR

a z(0) = E(0 — b) = E(—b). Navic

oy (E@)\ _ E(@)-E()-E()-0 E(x) _
u'(x) = (E(b)) = B(b)? =u(z), VreR

a u(0) = g = g5 = B(-D).

Obeé funkce tedy tesi pocatecni tilohu

kterda ma podle Lemmatu 2.1. pravé jediné maximalni reSeni. Z toho plyne, Ze

z(x) = u(zx), Vo € R, tzn. plati. O
5] E(a) =E(b) © a=b, Va,beR.

Dikaz. Tvrzeni plyne z toho, ze je funkce rostouci, tedy prosté. O]
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[vio]a <b & E(a) <E(b), Va,beR.

Dukaz. Tvrzeni plyne z toho, ze je funkce rostouci. O

E(1) =e, kde e je Eulerovo cislo.

Diikaz. Vyuzijeme teorii z [1] (specidlné kapitolu 5 a piiklad 5.20.)

Vychazime z toho, ze Eulerovo ¢islo je definovano jako soucet rady
o0
1
e = Z E
k=0

Aproximujeme funkci E Taylorovym polynomem n-tého stupné

~EY0) , —~ o
To(x,0.E) =) ———=a* =3 o0, (8)
k=0

protoze E® (z) = E(z),Vz € R Vk € N a E(0) = 1.
Podle Taylorovy véty o zbytku (Lagrangeuv tvar zbytku) plati

E(n+1)(£) n+1 _ E(ﬁ) n+1

R, = ——2 ,
nl@) = e CEEE
kde & lezi mezi 0 a x. Pro x = 1 plati
E(S) E(1)
Ry (1) = —2—1" <« ——2
Wl = ormit™ < G

kde jsme vyuzili faktu, ze £ < 1 a ze E je rostouci.

Pak R,.1(1) — 0 pro n — oco. Odtud a z (8) pro x = 1 plyne

17



Poznamka 2.1. Na zakladé dokazanych vlastnosti funkce E muzeme ftici, ze se
jedna o exponencialni funkci e® (viz Obrézek 3), kterou znadme ze sttedni skoly,
tedy

E(z) =¢", VzreR

E(x) ="

Obréazek 3: Graf exponencialni funkce e*
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3 Funkce S aC

3.1 Definice funkci S a C

V této kapitole se zamérime na pocatecni ilohu pro diferencidlni rovnici 2.
radu
y'=ay, y(wo)=vo, Y(z0) =1, 9)

kde a,xo,y0,y1 € R. Stejné jako u predchozi kapitoly nejprve uréime jedno-

znacnost reseni.

Lemma 3.1. Poc¢dtecni dloha (9) ma jediné feseni v nésledujicim smyslu. Dvé
feseni diferencidlni rovnice y” = ay spliujici poc¢atecni podminky y(z¢) = o,
y'(z9) = w1 jsou si rovna na pruniku svych defini¢nich intervali. Speciélné dvé

maximdalni feSeni splnujici tyto pocatecni podminky jsou si rovna identicky.

Dikaz. Ovérime, Ze pocatecni uloha (9) spliuje podminky Véty 1.1. a Véty 1.2.
1. Spojitost f(x,y,y’) = ay je ziejma.
2. Pro funkci f(z,y,y’) = ay a pro kazdé dva body (x,y,y'), (z,9,7') € R? plati

[f(@y.9) = f(@,5.9)] = lay — ag| = |ally — g| < al(ly = 7] + |y = 7]).
Odtud vidime, ze f je lokalné lipschitzovskd v proménné y, kde K = |a]. O

Déle se budeme zabyvat dvéma konkrétnimi piipady pocateéni ilohy (9). Pro

prvni pocatecéni ulohu si nejprve za proménné dosadime hodnoty
a=—-1, x20=0, yo=1, y1 =0

a pro druhou pocatecni tilohu tyto hodnoty
a=-1, x29=0, yo=0, y=1.

Nadefinujeme si jejich maximalni feseni, dokazeme, ze jsou obé definované na

celém R a poté se zamérime na jejich vlastnosti.
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Definice 3.1. Maximalni feseni pocatecni ilohy

y'=—y, y(0)=0, y(0)=1 (10)

ozna¢ime symbolem S.

Maximalni feSeni pocatecni ulohy
y'=—y, y0)=1, ¢'(0)=0 (11)
oznacime symbolem C.

Veéta 3.1. Funkce S z Definice 3.1. je jednoznacné urcenad, jeji definicni obor je

R, je licha, 4xg-periodickd, kde x( je jeji prvni stacionarni bod a plati
S(Q?o) =1

a také
S?(z)+S*(x) =1, VzeR,
S(—z) = —S(z), VreR.

Diikaz. 7 Lemmatu 3.1. vyplyvd, ze funkce S je jedind, tedy jednoznacéné defi-
novand. Jeji definiéni obor oznacime intervalem (a, ), zfejmé plati o < 0 < f.

Nasim cilem bude dokézat, ze « = —o00 a = o0.

KROK 1. Dokéazeme, ze
S?(z)+S*(x) =1, Ve (a,p) (12)
z ¢ehoz ihned plyne, ze |S(z)| <1 a |S'(z)| <1, Vz € (o, 8). Z (10) vyplyvd
S"S"=—-SS" na (a,p).
Po dpravé a zintegrovani dostavame
LS =38 ma (a,5)
S?(x) — S2(0) = —(S*(z) — S%(0)), Vz € (a,p)
S”?(z) + S*(x) = S*(0) +S%(0) =1, Vz € (o, B)
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tedy rovnost (12) plati.

KROK 2. Dokazeme, ze
S(—x) = —=S(z), Vx e (-9,9), (13)

kde 6 < min{|al, |5]}.

Definujme funkce z a u predpisy

Plati
2'(x) =S"(—x) = —S(—x) = —z(x), Vaxe (-d,9)
2(0) =S(0) =0
2'(0) =—5'(0) = -1
Navic
u'(x) = —S"(z) = S(x) = —u(z), Vz e (-4,0)

u(0) = —S(0) =0
W(0) = —S'(0) = 1.

Obeé funkce jsou fesenim pocatecéni tulohy

y'=-y, y(0)=0, y'(0)=-1,
na intervalu (=4, 6), kterd mé podle Lemmatu 3.1. pravé jediné maximalni feseni.
Z toho plyne, ze z(z) = u(z), Vo € (—0,0), tzn. rovnost (13) plati.
KROK 3. Dokazeme, ze S m4 stacionarni bod na intervalu (0, 5) - sporem.
Predpoklddejme, ze S'(x) # 0, Vx € (0, 8). Protoze S(0) = 0,5'(0) = 1, pak

ART(0) : S'(z) > 0.
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Podle predpokladu plati
S'(x) >0, Vzxe (0,0).
Pak Vz € (0, 5)
S(z) = S(x) — S(0) /0 S(r)dr > 0.

Odtud a z (12) vyplyva, ze S(z) < 1,Vx € (0, ). Dohromady dostavame, ze S je

na (0, 5) rostouci a omezend shora, tzn. existuje vlastni

lim S(z).

z—B~
Jeste dokdzeme, ze i

lim S'(x)

r—B~
existuje a je vlastni.

Z Newton-Leibnizova vzorce a (10) plyne

S'(x) = S'(0) +/Ox S"(1)dr = 1+/0x —S(r)dr=1- /OxS(T) dr, Vz €(0,0).
(14)

Uvazujeme dva piipady (8 < oo nebo 8 = o).

Je-li f < oo, pak

B
lim §'(z) = 1 —/ S(r)dr € R
0

z—p~

a tedy S lze podle Véty 1.6. rozsifit doprava. To je spor s tim, ze je («, ) ma-
ximalni interval.
Je-li = oo, pak z faktu, Ze je S rostouci na (0, 00) plyne
S(z) >S(1) >0, Ver>1
a tedy
/wS(T) dr > /z S(1)dr =S(1)(z —1), Vz>1.
1 1
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Z (14) pak vyplyva, ze Vo > 1

S(z)=1- (/Ols(f)dw/lxsmdf)
:1—/18(7)d7—/1$8(7)d7

<1- 1 S(t)dr —S(1)(z — 1).

Z toho plyne, ze pokud = — oo, pak S'(z) — —oo a to je ve sporu s tim, ze
|S"| < 1na(0,5).
KROK 4. Z kroku 3 tedy plyne

dxg € (0,8) : S (o) =0 A Vae (0,z9):S(z) > 0.

Z (12) plyne
S (x0) + S*(w) = 1,

tzn.

SQ(I'Q) =1
a protoze

S(Q?o) >0
pak

KROK 5. 'V pfedchozim kroku jsme ukéazali, ze S je definovana na intervalu
(0, z0). Dokdzeme nejprve, ze je definovéna i na intervalu (—xg,0), neboli a <

—x9. To ukazeme sporem, tzn. predpokladame, ze o > —z(. Pak

lim S(x) = lim — S(—z) = lim —S(y) =—-S(—a)€eR

T T y——a~
lim S'(x) = lim S'(—x) = lim S'(y) =S'(—a) € R.
z—at z—at y——a~

Odtud a z Véty 1.6. vyplyva, ze S lze prodlouzit doleva od « - spor. Z lichosti S

na intervalu (—zg, zo) vyplyvd, ze S(—zo) = —1 a funkce je rostouci na intervalu
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(—x0,x0) C (o, B) (viz Obrazek 4).

—Xo X0

Obrazek 4: Graf funkce S definované na intervalu (—zg, x¢)

Déle budeme zkoumat chovani S napravo od zy. Nejprve dokazeme, ze Vx €
(x0, B), © < 3z plati

S(z) = S(2x¢ — z), (15)
tzn. graf funkce S je soumérny podle piimky x = x( alespon na néjakém okoli
bodu xy o poloméru nejvyse 2z.
Oznacme

2(z) = S(2x9 — x), Yz € (x0,8), 2 < 3.
Pak Vz € (xg, 5), © < 3z plati
2'(z) =S" (229 — ) = — S(2z9 — x) = —2(x)
2(xg) = S(2z9 — x9) = S(zp) =1
2 (xg) = —S'(2x¢ — wg) = — S'(xg) = 0,

tzn. z Tesi stejnou pocatecni ulohu jako S v bodé xy, kterd ma podle Lemmatu
3.1. prave jediné maximdlni feSeni. Z toho plyne, ze z(z) = S(x), Vx € (xo, §),

x < 3xg, tzn. rovnost (15) plati.
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Z (15) plyne
lim S(z) = lim S(2xg —x)= lim S(y) =S(2zo—p) €R

B~ z—B y—(2zo—B)t
lim S = lim —S' 2z —2) = li —S'(y) = -5 (220 — B) € R.
Jim S(z) = lim — 82z — 2) o () (220 — )

Funkee S je tedy definovana minimalné na intervalu (—zo, 3x¢), neboli (—z, 3x¢) C
(a, B).
Opét s vyuzitim kroku 2 bychom mohli dokazat, ze S je také definovana mi-

nimélné na intervalu (—3zo, 3zo) C (o, 3) (viz Obrazek 5).

© © © ©
—3xg —2x9\ —Xo Xo 2x¢ 3xp

Obrazek 5: Graf funkce S definované na intervalu (—3xg, 3z0)

Daéle dokazeme, ze Vx € (3¢, ), x < 3xo + 6x¢ plati
S(x) = S(4xy — x). (16)
Oznacme
u(z) = S(x — 4xg), YV € (3xo, ),z < 9.
Pak Vz € (3xg, 5),x < 9z plati
u'(x) = S"(z — 4xo) = — S(x — 4x) = —u(x)

S(0)
S'(0) =

u(4xo)

0
u (4xo) 1

Y

tzn. u Tesi stejnou pocatecni tlohu jako S v bodé xq, ktera ma podle Lemmatu 3.1.

pravé jediné maximaln{ feseni. Z toho plyne, ze u(z) = S(x),Vz € (3z0, ),z <
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9z, tzn. rovnost (16) plati.

Z (16) plyne
lim S(z) = lim S(x —4x¢) = lim  S(y) =S(8 —4xp) € R

rz—pB~ z—B- y—(B—4zo)t
lim S'(z) = lim S'(x —4zy) = lim  S'(y) =95(8 — 4x,) € R.
i ()= T S )= dm $() =50~ o)

Funkce S je tedy definovana minimélné na intervalu (—3zo, 92¢) C («, ).
Opét s vyuzitim kroku 2 bychom mohli dokazat, ze S je také definovana mi-

nimélné na intervalu (—9zo, 9z0) C (o, 3) (viz Obrazek 6).

Obrazek 6: Graf funkce S definované na intervalu (—9zxg, 9z¢)

Opakovanym postupem dostavame, ze
B > 3xg, B > 92, 5 > (9 + 18)xy, ...
Dohromady dostavame, ze
f=00 a a=—o0.

Funkce S je tedy definovdna na celém R. Také jsme zjistili, ze S je 4xg-periodicka

a z grafu lze snadno uréit jeji lokalni extrémy a intervaly monotonnosti. O

Veéta 3.2. Funkce C z Definice 3.1. je jednoznac¢né urcend, jeji defini¢ni obor je
R a plati
S'(z) = C(z), VxeR,
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Diikaz. Z Lemmatu 3.1. vyplyva, ze funkce C je jedind, tedy jednoznacéné defino-
vana. Podle Véty 3.1. je funkce S definovana na celém R. Staci tedy dokazat, ze
jeji derivace S’ fesi pocatecni ulohu (11).

Definujme funkci z predpisem

Plati

2(0) =5(0)=1
2'(0) = —S(0) = 0.
Funkce z tedy fesi pocatecni ulohu (11) na R, kterd ma podle Lemmatu

3.1. pravé jediné maximalni feseni. Z toho plyne, Ze S'(z) je maximdln{ Feseni

pocatecni ulohy (11), které je definované na celém R. Tedy

C(z) =S'(z), VzeR.

O
3.2 Vlastnosti funkci S a C
S a C jsou spojité na R.
Diikaz. Tvrzeni plyne z toho, ze funkce maji vlastni derivace. O
[12]8"=-8, C"=-CnaR
Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z definic dloh (10) a (11). O
S(0)=0, S(0)=1 a C(0)=1, C'(0)=0.
Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z definic dloh (10) a (11). O
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S'(z) = C(z), VzeR,

Diikaz. Tvrzeni plyne ptimo z Véty 3.2.

C'(z) = —S(x), VzeR.

Diikaz. Necht Vo € R. Z vyplyva

S'(z) = C(x),
tuto rovnici zderivujeme
S"(x) = C'(x)
Z plyne rovnost
C'(z) = — S(x)

Lichost funkce S: S(—x) = —S(z), Vz eR.
Diikaz. Tvrzeni plyne ptimo z Véty 3.1.
Sudost funkce C: C(—z) = C(z), Vx e R.

Dukaz. Definujme funkce z a u predpisy

Plati
Z'(z) =C"—2)=—-C(—z) = —2(z), VzeR
2(0) =C(0) =1
Z'(0) = —C'(0) = 0.
Navic



Obé funkce tedy tesi poc¢atecni tilohu

y// =Y, y<0) = 17 y/(O) = 07

kterd ma podle Lemmatu 3.1. pravé jediné maximdlni feseni. Z toho plyne, ze

z(x) = u(zx), Yo € R, tzn. plati. O
S(x +x9) = C(z), VzreRaxyz Vety 3.1.

Dukaz. Oznacme

2(z) = S(z +z9), VxeR.
Pak Vz € R plati

2"(x) = S"(x 4+ x9) = — S(x + 0) = —2(2)
2'(0) = S'(xg) = 0,

tzn. z Tesi stejnou pocatecni tlohu jako C, ktera ma podle Lemmatu 3.1. prave

jediné maximéalni feseni. Z toho plyne, ze z(x) = C(z), Vx € R, tzn. plati. [
S*(x)+ C*(z) =1, Vo eR.

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z Véty 3.1. a vlastnosti [V4] n
S(xg) =1, C(xg) =0, kde xq je bod z Véty 3.1.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 3.1. a vlastnosti [Vg ] O

S(a+b) = S(a) C(b) +C(a)S(b), Va,beR.
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Diikaz. Necht b € R je libovolné. Definujme funkce z a u piedpisy

z(z) =S(z+0b), wu(z)=S(z)C()+ C(z)S(b), VxeR.

Plati
Z'(x) =S"(x+b) = =S(x +b) = —z(2)
2(0) =S(0+b) = S(b)
Z'(0) =S'(0+b) =S'(b) = C(b), VzeR.
Navic

u(0) = S(0) C(b) + C(0) S(b) = S(b)
W'(0) = S'(0) C(b) + C'(0)S(b) = C(b), Va €R.

Obeé funkce tedy tesi pocatecni tlohu

kterda ma podle Lemmatu 3.1. pravé jediné maximalni feseni. Z toho plyne, ze

z(x) = u(zx), Vo € R, tzn. plati. O
C(a+b) = C(a) C(b) — S(a) S(b), Va,beR.

Diikaz. Necht b € R je libovolné. Definujme funkce 2 a u predpisy
2(x) = C(x +b), wu(z)=C(z)Cb) —S(x)S(h), VYzecR.

Plati

Z'(x) =C"x+b)=—Cz+b) = —z(x)
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2(0) = C(0 + b) = C(b)
Z(0) = C'(0+b) = C'(b) = —S(b), VaeR.

Navic

u’(z) = C"(x) C(b) — S"(x) S(b) = — C(x) C(b) + S(x) S(b) = —u(x)

u(0) = C(0) C(b) — S(0)S(b) = C(b)
W'(0) = C'(0) C(b) — S'(0)S(b) = —S(b), VaeR.

Obeé funkce tedy tesi pocatecni tlohu

y' = -y, y(0)=C(), y(0)=-S(b),

kterda ma podle Lemmatu 3.1. pravé jediné maximalni feSeni. Z toho plyne, ze

z(z) = u(x), Vx € R, tzn. plati.

S a C jsou 27m-periodické (tzn. zg = 7/2).

Diikaz. 7 Veéty 3.1. vime, ze funkce S je 4xy-periodicka. Z vyplyva, ze funkce

C je funkce S posunuta o xy doleva a je tedy také 4xg-periodicka. Nasim cilem

bude dokazat, ze

xo = m/2.

Z vyplyva, ze body
(C(z),S(z)), VzeR

lezi na jednotkové kruznici. Navic z a vime, ze

(C(0),5(0)) = (1,0)
(C(20),S(x0)) = (0,1)

C(x),S(z) >0, Vzx e (0,x),
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nebo-li body (C(z),S(z)) pro z € (0,z¢) lezi v I. kvadrantu na jednotkové
kruznici.

Je tedy definovéna kfivka v roviné ¢ : (0, x¢) — R? predpisem

jejimz geometrickym obrazem je ¢tvrt jednotkové kruznice v I. kvadrantu. Vzhle-

dem k prubéhu funkei C a S jde o prostou kiivku. Navic z a plyne

hg\
&
Il
—~
Q
&
2
—~
=
|

(—S(x),C(x)), Vz € {0,x0).

Odtud a z plyne

l¢'(@)lle = V(= S(@)? + (C(2))? =V1=1, Vae(0,z0),

Protoze 7 lze definovat jako polovinu délky jednotkové kruznice, pak ¢tvrtinu

délky jednotkové kruznice je 7/2. Z toho plyne

xo xo
/2 :/ \|g0’(t)||Edt:/ Ldt = o
0 0
Tzn., ze funkce S a C jsou 2m-periodické. O

lim, 022 =1, VzeR.

Dukaz. Podle definice derivace funkce v bodé plati rovnost

lim 5@ _ iy S@) =80) _ S'(0)=1, VzeR.
z—0 I x—0 xr — 0
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Poznamka 3.1. Z uvedenych a dokazanych vlastnosti funkce S a funkce C je
ziejmé, ze se jedna o elementarni funkce sinus a cosinus znamé predevsim ze
stfedni skoly (viz Obrézek 7). O tom se také muzeme presvedcit v [1], kde jsou
funkce sinus a cosinus primo definovany vlastnostmi z Véty 3.1. a [vs], [vg], [v7],

(o0} [11], [via] [Vas ] [v1a}

C(z) = cos(x) S(x) =sin(x)

Obrazek 7: Graf funkci sinus a cosinus
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Zaver

Ucelem této prace bylo ukéazat, ze pouze na zékladé zadané diferencidlni rov-
nice, jejtho predpisu a pocatecnich podminek, lze definovat znamé elementarni
funkce.

Pro tento zameér jsme si vybrali dvé specifické diferencidlni rovnice. A tak
jsme se ve druhé kapitole seznamili s diferencialni rovnici 1. fadu: 3y = y a
ve treti kapitole s diferencialni rovnici 2. tadu: y” = —y. Diive nez jsme mohli
pristoupit k samotnému zkoumani feseni téchto rovnic, bylo nezbytné se seznamit
se zakladnimi pojmy a predevsim se dvéma vétami - o existenci a o jednoznacnosti
(viz Kapitola 1). Tyto dvé véty jsou velice dulezité, protoze nam fikaji, které
diferencidlni rovnice maji viitbec néjaké feseni (o existenci) a jestli je toto Feseni
jediné (o jednoznacnosti). U obou pfipadu nami zvolenych diferencidlnich rovnic
jsme potvrdili jednoznacnost maximalniho feseni v ivodu kazdé kapitoly. Toto
jediné maximalni feseni jsme si poté nadefinovali jako funkce E (viz Kapitolu 2)
a funkce S a C (viz Kapitolu 3).

Dalsim krokem bylo dokéazat, ze jsou tyto funkce definované na celém oboru
realnych ¢isel. Posléze jsme pristoupili k samotnému urcovani a dokazovani vlast-
nosti funkci, na jejichz zakladé jsme schopni Tici, ze se jedna o elementarni funkce
nam znamé predevsim ze stiednich skol. Konkrétné funkce E je rovna expo-
nencialni funkei e”, funkce S goniometrické funkci sinus a funkce C goniometrické
funkeci cosinus.

Tato prace je vysazena typografickym systémem KXTEX a pro vétsi srozu-
mitelnost nékterych diukazu jsou pripojeny i obrazky grafu funkci vytvorené v

programu Geogebra.
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