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Uvod

Hlavnim cilem mé bakalarské prace je seznamit se s problematikou feseni alge-
braickych rovnic, které lze vytesit pomoci vzorct. Jiz na zakladni skole jsem se se-
znamila s vzorci na Teseni algebraickych rovnic prvniho a druhého stupné. S pro-
blematikou rovnic vyssiho stupné jsem se doposud nezabyvala, a proto jsem si jako
téma své bakaliské prace vybrala Reseni rovnic tietiho a ¢tvrtého stupné. Diky
tomuto tématu mizu prozkoumat metody jejich feseni. Rovnice vyssiho stupné
pomoci vzorcu nelze fesit. To dokazali v 19. stoleti matematici Niels Henrik Abel
a Evariste Galois.

V prvni fadé jsem se zamérila na historii feSeni rovnic tietiho a ¢tvrtého
stupné. Postupy vedouci k nalezeni kotenti téchto typi algebraickych rovnic byly
velmi dilezité pro dalsi vyvoj matematiky. Nejvétsi pokroky ohledné reseni ku-
bickych rovnic nastaly v prvni poloviné 16. stoleti. Nejvice se o né zaslouzili italsti
matematici Scipione dal Ferro, Niccolo Fontana zvany Tartaglia a Girolamo Car-
dano o jejichz pfinosu je vice napsano v prvni kapitole.

Druha kapitola je vénovana teseni rovnic tietiho a ¢tvrtého stupné praveé po-
moci vzorct. Jsou zde popsany Cardanovy vzorce pro feSeni kubickych rovnic
(rovnice tfetiho stupné), a také pro FeSeni bikvadratickych rovnic (rovnice ¢tvr-
tého stupné). Vzorce pro kubické rovnice jsem doplnila o feSeny piiklad. Alge-
braické feseni bikvadratickych rovnic ma vyznam pouze teoreticky, a proto zde pii-
klad neuvadim.

Posledni kapitola je vénovana numerickym metoddam pro hledani realnych
kofenil polynomil. Existuje mnoho numerickych metod, které se zabyvaji touto
problematikou. Ja jsem si pro urcovani readlnych korent polynomt tietiho a ¢tvr-
tého stupné zvolila Graeffovo-Lobacovského metodu, Laguerrovu metodu a jako
posledni se vénuji metodé regula falsi. U kazdé metody uvadim algoritmus jejiho
feSeni, ktery je doplnén o priklad.

Kazdy teseny piiklad je pro nazornost doplnén grafem, ktery je vykreslen

v matematickém programu MATLAB.



1. Historie reseni algebraickych rovnic tietiho a
¢tvrtého stupné

Ulohy, souvisejici s algebraickymi rovnicemi, fesili jiz nejstarsi civilizace. Ne-
jednalo se vsak o algebraické rovnice v podobé, které je zname. Problémy, se kte-
rymi se potykali, fesili pomoci slovné popsanych postupi, které dnes obvykle
fesime pomoci algebraickych rovnic.

Nova faze matematiky zacala v Italii, kolem roku 1500. Frantiskdnsky mnich
Luca Paciolli (1445-15147), ktery vyucoval matematiku v Rimé, Perugii, Nea-
poli, Florencii, Bologni a Benatkach, v roce 1494 vydal italsky psanou knihu
Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita (Souhrn zna-
losti z aritmetiky, geometrie, poméri a imér), kterd je nyni zndmé jako Suma.
Jednd se o jednu z prvnich tisténych matematickych knih. Neukazuje vSak zadné
nové postupy, nebot se jedné spise o shrnuti dosud zndmych poznatkt z aritme-
tiky, ucetnictvi, algebry, kupeckych poctli, geometrie a trigonometrie. Ptispéla
vsak k rozvoji symboliky a také k postupnému uznani zapornych ¢isel. Kniha

konc¢i pesimistickou poznamkou, Ze rovnice typu
3 _ 3 _
r4+mr=n ax’+n=mzx (1)

ani kvadraturu kruhu zatim neumime resit.

Nejvetsi pokroky ohledné feseni kubickych rovnic nastaly v prvni poloviné
16. stoleti. Nejvice se o né zaslouzili italsti matematici Scipione dal Ferrd} Niccolod
Fontana zvany Tartaglig’| a Girolamo Cardand’| (¢erpano z [1],[2]).

Scipione dal Ferro se narodil 6. iinora 1465 v Bologni v rodiné papirnika. Vy-
studoval Univerzitu v Bologni, na které po ukonceni studia piisobil jako profesor
matematiky. Zabyval se zde algebraickym feSenim kubickych rovnic.

Pocatkem 16. stoleti se mu podafilo prijit na metodu reSeni kubické rovnice

1Jeho jméno se také vyskytuje ve tvaru Scipione del Ferro, Scipio Ferro, Scipio Ferreus.

2Tartaglia v prekladu znamend ”Koktal”. Niccold Fontana tuhle piezdivku ziskat proto, Ze
v détstvi utrpél tézky traz hrtanu od tderu mecem a pri mluvé zadrhaval.

3Té% Gerolamo Cardano, Geronimo Cardan, Hieronymus Cardanus.



ve tvaru

2 +mr=n, kdem,n>0 (2)

O tom, zda umeél Tesit i ostatni typy rovnic, se vedly dlouhé spory, jednoznacna
odpoveéd vsak nebyla nikdy nalezena. Ve skutecnosti na tom ale nezéleZi, protoze

kazdou obecnou kubickou rovnici tvaru
Y —by*+cy—d=0 (3)
je mozno pomoci substituce y = = + % prevést na redukovany tvar
2 + mx =n, (4)

—e_ g be 22
kdem=c—Fan=d—- %5+ 5.

Dal Ferro objevil feseni kubické rovnice v roce 1515, ale utajoval ho. Az tésné
pred svou smrti, v roce 1516, prozradil metodu feseni svému studentovi Antoniovi
Fiorovi.

Fiore vsak existenci metody nechtél drzet v tajnosti,a proto se po Bologni
brzy zacala Sirit zprava, ze kubické rovnice byly vyreseny. Konec vSem doha-
dim, famam a spekulacim o kubickych rovnicich ucinil Niccolo Fontana zvany

Tartaglia, kdyz se mu podafilo objevit metodu feseni kubické rovnice tvaru

234+ ma*=n,, kdem,n>0 (5)

a o jeji existenci informoval verejnost.

Dne 12. brezna 1535 se Tartaglia utkal s Fiorem ve vefejné soutézi, kde pravi-
dla stanovila, Ze jeden druhému pfipravili tficet odlisnych tloh, na jejichz feseni
meél kazdy 40 - 50 dni. Tartaglia pry vyfesil vSechny béhem dvou hodin a Fiore
nevyftesil ani jednu tlohu. Druhy den po soutézi Tartaglia nalezl i metodu feseni
kubické rovnice typu

> =mz+n, kdem,n >0 (6)

V roce 1536 se dozvédél Girolamo Cardano, ze Tartaglia zna metodu feSeni ku-
bickych rovnic. Proto, kdyz zacal uvazovat o sepsani matematické knihy, ktera

meéla byt encyklopedii algebry a aritmetiky, napsal v roce 1539 Tartagliovi dopis
10



s prosbou, zda by mu neprozradil metodu feseni kubickych rovnic. Tartaglia mu
sice odpovédél, metodu mu vsSak neprozradil. Cardano ho proto pozval na na-
vstévu do Mildna a po dlouhém pfesvédcovani ho primél, aby ho s metodou
seznamil. Cardano pfisahal, Ze metodu nikomu neprozradi, a tak mu Tartaglia
sdélil navod, ktery mél formu basné. Cardano vSak z basné metodu nepochopil, a
proto se obratil na Tartaglia s zddosti o podrobnéjsi vysvétleni. Po té, co mu Car-
dano opét slibil, ze dokud ji on sam nevyda, nebude ji publikovat mu Tartaglia
metodu prozradil. Cardano vsak slib nedodrzel a v roce 1545 popsal podrobné
metodu feseni kubickych rovnic v knize Ars Magna (Veliké uméni), kterd byla
vydana v Norimberku a byla vénovana hlavné problematice feseni algebraickych
rovnic prvniho az ¢tvrtého stupné.

Cardanovo feSeni rovnice 2® + mx = n v modernim znaceni bylo néasledujici:
Vsiml si, ze plati

(a —b)* + 3ab(a — b) = a® — b (7)
a pokud a, b vyhovuje vztahtim
3ab=m aa®—b=n (8)
potom (a — b) je FeSenim rovnice
> +mx =n. 9)

Protoze musi platit vztahy tedy

h= — 10
" (10)

3

s m
_ — 11
DY (11)

a rovnici je mozno prepsat na tvar
6 5 m?

_ S — 12
@’ —na” — 5o =0, (12)

3 a pro jeji feSeni pouzijeme klasickou

ktery je kvadratickou rovnici proménné a
formuli pro kvadratické rovnice. Hodnotu a potom vypocitame jako treti odmoc-

ninu z kofent rovnice (12)) a hodnotu b ze vztahu .
11



Cardano si pfi aplikaci jeho vzorct pro urcité typy kubickych rovnic vSiml
nééeho zvlastniho. Kdyz fesil rovnici 2® = 15x 44 ziskal vyraz zahrnujiciy/—121 .
Cardano védél, ze neni mozné vypocitat druhou odmocninu ze zaporného cisla,
ale také védél, Ze fesenim dané rovnice je x = 4. Napsal Tartagliovi dopis, ve kte-
rém ho zadal o pomoc s feSenim daného problému. Tartaglio s nim vSak pre-
rusil kontakty, nejspise proto, ze si uvédomil, ze Cardano jiz zna vice, nez on.
V Ars Magna Cardano uvedl vypocty takovych typt rovnic s komplexnimi ¢isly,
kde imaginarni ¢ast se pii vypoctu nakonec zrusi. Tento piipad byl nazyvan
tzv. casus irreducibilis . Ve skutecnosti mu vsak nerozumél a pochyboval, ze ta-
kové vysledky maji néjaky smysl.

Po té, co Tartaglio ukazal Cardanovi, jak fesit kubické rovnice, Cardano pod-
poroval svého zaka Lodovica Ferrari, aby prozkoumal feSeni rovnic ¢tvrtého radu.
Ferrari dany problém vyftesil nejelegantnéji ze vsech metod, které se danym pro-
blémem zabyvaly. Cardano publikoval ve své knize veskerych dvacet piipadi
bikvadratickych rovnic.

Ferrarovo feseni rovnice z* + pz? + gx +r = 0 v modernim zépise bylo nasle-
dujici:

Jako prvni zkompletoval ¢tverec a obdrzel
ot + 2p? 4+ p? = pa? —qr —r —p? (13)
tj.
(2% +p)* = pa® — gz — 1 +p*. (14)
Déle vychéazel z toho, ze pro libovolné y plati

(®+ p +y)? =pr? —qz —r+p* +2y(2® +p) +y* =

= (p+2y)a” — gz + (p° —r+2py +y*) (15)
a tim na pravé strané obdrzel kvadratickou rovnici s proménou x a diskrimi-

nant této rovnice poloZil roven nule (pro kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ = 0

je diskriminant D = b? — 4ac). V tomto piipadé

(—q)? —4(p+2y)(P* —r +2py +y°) = 0. (16)
12



Rovnici je mozno prepsat na tvar
(¢° — 4p® + 4pr) + (—16p° + 8r)y — 20py* — 8y* = 0, (17)

ktery je kubickou rovnici proménné y a tu jiz umél fesit. VyreSenim kubické
rovnice a dosazenim hodnot y na pravou stranu rovnice (|15 ziskal kvadratickou
rovnici, jejimz vypocitanim obdrzel feseni dané bikvadratické rovnice.

Cardantv spis Ars Magna inspiroval spousty matematikii, ktefi se fesenim ku-
bickych a bikvadratickych rovnic dale zabyvali. Naptiklad Viete, Harriot, Tschir-
nhaus, Euler, Bezout a Descartes odvodili své vlastni postupy feSeni (viz. [2]).
Také pripad casus irreducibilis byl pro mnohé matematiky velice inspirativni, vedl
jak k postupnému uznavani zapornych cisel, tak také ke studiu druhjch odmoc-
nin ze zapornych c¢isel. Studiem odmocnin se zabyval Rafael Bombelli v roce 1572
v knize Algebra, avsak teprve v roce 1837 francouzsky matematik Pierre Laurent
Wantzel dokéazal, Ze pokud nastane casus irreducibilis neni mozné vyjadfit realné
kotfeny kubické rovnice algebraicky pouze v realném oboru.

V 19. stoleti potom byla dokézana tzv. Abelova véta, ktera rika, ze algebraicky
feSitelnd je kazda algebraicka rovnice stupné mensiho nebo rovného ¢tyfem. Tuto

vétu dokdzali matematici Niels Henrik Abel a Evariste Galois (viz. [5]).

2. Reseni rovnic tretiho a ¢tvrtého stupné

Tato kapitola je vénovana feseni rovnic tretiho a ¢tvrtého radu pomoci vzorci.
Nejprve jsem zde definovala zakladni pojmy, jejichz neznalost by branila ¢tenari
v pochopeni dalsiho textu. Tyto definice jsou ptevzaty ze zdroja [4],[9], [12], [13].
Déle je v této kapitole podrobné popsan postup k nalezeni kofent kubickych
a bikvadratickych rovnic. Vzorce pro feSeni rovnic jsme cerpala ze zdroju [§],

1.
2.1. Zakladni pojmy

Definice 1. Rovnici ve tvaru

anx™ + a1 2"+ agx® + ax +ag =0,

13



kde a, # 0, ap,a,_1,...,a9 jsou komplexni koeficienty a n € N, nazyvame

algebraickou rovnici n-tého stupné s jednou neznamou x € C.

Definice 2 (Diskriminant polynomu). [Dostupny z [4]].
Necht je dan polynom f(z) € I[z] ve tvaru

f(x) = anx™ 4+ ap_1 2" a1+ agyan, #0,n > 1.

Necht xq,z5,...,x, jsou kofeny tohoto polynomu. Diskriminantem polynomu
f(z), resp. diskriminantem algebraické rovnice f(z) = 0, budeme rozumét vyraz
a2 2Dy (z1, 19, ..., Ty),

£.
n
ax? [ (i = =),
i<j

Definice 3. Nechf a,b, ¢, d jsou redlna ¢isla, kde a # 0. Potom rovnici ve tvaru

ax® + bx? + cx + d = 0 nazyvame kubickou rovnici s nezndmou z € C.

Definice 4. Necht a, b, ¢, d, e jsou redlnd ¢isla, kde a # 0. Potom rovnici ve tvaru

ar* + bx® + cx? + dx + e = 0 nazyvame kvartickou rovnici s nezndmou z € C.
Poznamka 1. U kvartickych rovnic se pouziva nasledujici terminologie:
e ax* - kvarticky ¢len

ba® - kubicky ¢len

e cx? - kvadraticky c¢len

cx -linearni clen

e - absolutni ¢len

Definice 5. Nechf a,b, ¢, d jsou redlna ¢isla, kde a # 0. Potom rovnici ve tvaru

ax* 4+ bx? + ¢ = 0 nazyvame bikvadratickou rovnici s nezndmou z € C.

14



Véta 1. (Zdkladni véta algebry)
Necht P(x) = a,z™ + --- + ag je polynom s koeficienty ay,...,a, € C,a, # 0
stupné n > 1. Pak ezistuje ¢islo a € C, Ze P(a) =0

Véta 2. (Viétova véta)
Kazdy polynom n-tého stupné (pron > 1) P(x) = a,x™ + -+ - + ag s koeficienty
ag,...,a, € C, kde a,, # 0 md dle zdkladni véety algebry nejvyse n komplexnich

koreni x1, . ..x,. Vietovi vzorce potom predepisuji n rovnic, které vedou k resent
n koren:
—Qp—1
T +$2+“'+93n_1+$n =
an
Ap—2
(122 +2123 + -+ -+ T12) + (V23 + TaTy + -+ ToTp) + o+ D1 Ty =
n
Qo
T1xe ... T, = (—1)"—.
Qn
2.2. Reseni obecné kubické rovnice
Kubicka rovnice, algebraicka rovnice 3. stupné, pise se obvykle ve tvaru
2’ +ar’+br+c=0 (18)

Kubickou rovnici s realnymi koeficienty lze pfevést zavedenim nové proménné
y, kde v = y — § na tzv. rovnici bez druhého clenu (bez kvadratického clenu),

tj. na rovnici

2 3
3 a ab 2a

_—— —_— —_— — 1
y” + (b S)y (3)+c+ 5 0 (19)

pomoci substituce p = b — % aqg=c— %b + % obdrzime rovnici tvaru
v +py+q=0 (20)

Originalni Cardanova metoda feseni rovnice (20)) spo¢iva v predpokladu, ze mii-

zeme nalézt dvé neznamé wu, v, spliujici y = v + v. Dosadime-li y = u + v do

15



rovnice dostaneme vztah
u’+v° + Buv+p)(u+v)+q¢=0 (21)

Dale pozadujeme, aby platilo
3(uv) +p =0 tj. uv = —g (22)

Aplikovanim pozadavku do vztahu a umocnénim rovnice na treti

ziskdme tuto soustavu rovnic
u + 0% = —¢ (23)

u'’ = (=) (24)

V piipadé, Ze na prvky «® a v® budeme nahliZet jako na kofeny kvadratické

rovnice, budou vztahy , predstavovat zapis Vietovych vzorct pro kofeny

u? a v kvadratické rovnice

2 p
——=0 25
ay - oo (25)
Jejimi kofeny jsou cisla

1 1 1
w = =50+ GGaP + Gy (26)

2 3

1 1 1
5= g —1/(59)2 + (5p)? 27
v 54—/ (507 + (5P) (27)

Rovnici jsme tak algebraicky pfevedli na feseni kvadratické rovnice
(tzv. kvadraticka rezolventa kubické rovnice) a na feSeni jedné binomické rovnice

3. stupné. Pro koteny vy, 2, y3 kubické rovnice plati tzv. Cardanovy vzorce

Y1 =u+v (28)
Yo = eu + v (29)
Y3 = €U + ev (30)

16



kde € je primitivni tfeti odmocnina z jedné tj. € = —% + i\/Tg, u je kterakoliv hod-

nota tieti odmocniny z a v je ta hodnota tfeti odmocniny z , pro kterou

plati 3uv = —p.

Cardanovy vzorce miizeme také psat ve tvaru

2 18

1 1
y1:i/—g+—3—3D3+§/—g—1—8\/—3D3

2 18 2 18

1 1
Yo = 6\3/—g + — y —3D3 ‘i‘¢52\3/—g — —\V —3D3

1 1
Ys = €2§/—g + — Y —3173‘{—6{)/—g — —\ —3D3

2 18

(33)

kde D3 = —4p3 — 27¢? je diskriminant kubické rovnice bez kvadratického
¢lenu, diskriminant kubické rovnice je Dy = —4(b—3a?)®—27(c—zab+%a®)?.

Hodnota obou diskriminantti je stejna.

Vzorce pro kofeny x1, xo, x3 kubické rovnice tvaru ((18) se ziskaji pomoci

vztahlt mezi kofeny rovnic a a vztaht mezi koeficienty tak, ze do Car-
danovych vzorcit ve tvaru , , dosadime za ¢ vyraz ¢ — %b + %

a vyrazy, které nam takto vzniknou dosadime do rovnosti =y — 3.

Mezi koteny x1, xs, x3 a koeficienty a, b, ¢, rovnice plati vztahy

yi+y2+ys =0

Y1Y2 + Y1Ys + Y2ys = P

NY2Y3 = —q

Platnost téchto vztahti vyplyva z nasledujicich vypoctu.
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Pokud 1 + € + €2 = 0 potom
ity tys=u(l+ete)+ol+ete?)=0 (37)

Y12 + Y1y + yoys = yi(y2 +y3) +1pys = (u+v)(—u —v) +

F G0+ 2= 0] = =2 )+ S v)? =

= — 3uv = D (38)

Y1Y2ly3 = (u+v)[}l(u+v)2 + S(u—v)? = (u+v)(u® —uv +0?) =

Pro kubické rovnice s redlnymi koeficienty plati, Ze rovnice mé jeden realny
kofen a dva imaginarni kofeny komplexné sdruzené v pripadé, ze diskriminant
D3 < 0. Je-li D3 > 0, ma rovnice tii odlisné realné kotreny. Je-li D3 = 0,
pak ma rovnice jeden kofen dvojnasobny nebo trojnasobny. Cardanovy vzorce
maji maly vyznam pro ¢iselné vypocty kotent kubické rovnice s realnymi koefici-
enty, protoze napt. pii kladném diskriminantu dostaneme realné kofeny v imagi-
narni formé a jejich pouziti pfi vypoctu je nevhodné. I v pfipadé zaporného nebo
nulového diskriminantu neni tento postup nejvhodnéjsi a je lepsi pouzit jinou

metodu vypoctu.

2.2.1. Priklad

Priklad 1. ResSime rovnici tvaru

3 —92% + 360 —28 =0 (40)

2

nejprve pomoci substituce x = y + 3 odstranime z rovnice ¢len s z* a ziskame

rovnici ve tvaru
¥+ 9y +26=0 (41)
Poté si vypocitame diskriminant pomoci vzorce Dy = —4p® — 27¢*. V nasem
pripadé se p =9 a g = 26.
D3 = —4p® —27¢* = —4 % 9® — 27 % 26° = —2916 — 18252 = —21168  (42)
18



Diskriminant také miizeme pocitat z rovnice s kvadratickym c¢lenem a to pomoci
vzorce Dy = —4(b — 3a®)* — 27(c — 3ab + %a®)%. V nasem pripadé se a = —9,
b=36ac=—28.

1 1 2
D3 = —4(b— §a2)3 —27(c — gab + 2—7a3)2 =

— — 4(36 — %(—9)2)3 — 27(—28 — %(—9 % 36) + %(—9)3)2 =

— 2916 — 18252 = —21168 (43)

Nyni jsme si ukazali, Zze nezéalezi na tom, ktery vzorec k vypoctu diskriminantu
pouzijeme, nebot ndm vzdy vyjdou stejné hodnoty. ProtoZe nam diskriminant vy-
Sel zaporny,tak jiz nyni vime, Zze budeme mit jeden realny kofen a dva imaginarni
kofeny komplexné sdruzené.

K vypoctu korent y1, 12 a y3 mizeme pouzit vzorce ve tvaru , a
nebo vzorce ve tvaru (31)), a

Ukazeme si pouziti vzorcl v prvnim tvaru. Nejprve si musime vypocitat hodnoty

u a v pomoci vzorci a .

u= {’/—%q 4/ GaP + ) = \3/—%26 + \/(%26)2 (Gop =

= {’/—13+\/132+33: /13 4+ /196 = /=13 + 14 = 1 (44)

v = {’/—%q —\/Gar + (%p) - \3/—%26 _ \/(%26)2 + (%9)3 _

= {’/—13 — V132 £33 =1/-13 - V196 = /=13 — 14 = -3 (45)

Hodnotu v bychom také mohli vypocitat pomoci vztahu 3uv = —p.

Nyni si jiz miizeme vypocitat kofeny vy, y2 a ys.

yp=ut+v=1-3=-2 (46)
Yo = eu+ €20 = eu — 32 = 1+ 2iV/3 (47)
Ys = €u+ev = 2u —3e = 1 — 2iV/3 (48)
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V pripadé, Ze bychom chtéli pouzit vzorce ve tvaru , a nemusime
pocitat hodnoty u a v, pouze dosadime do vzorci a hodnoty korent y;, y» a y3
nam vyjdou stejné jako v nasem pripadé.

Pro vypocet kofentl x1, x5 a x3 mizeme pouzit Cardanovy vzorce ve tvaru ,
a avsak misto hodnoty ¢ dosadime vyraz ¢ — %b + % a vyrazy, které
nam takto vzniknou dosadime do rovnosti x = y — . Anebo je mtzeme vypocitat
pomoci substituce © = y + 3, kterou jsme si zavedli na zacatku. Kotfeny i, xo

a T3 jsou potom rovny

Ty =1y +3=1+2iV3+3=4+2iV3 (50)
T3 =ys+3=1-2ivV3+3=4—23 (51)

Abychom si ovéfili, zda jsme pocitali spravné, pouzijeme vztahy (34)), (35),
mezi kofeny x1, To, 3 a koeficienty a, b, c.

V nasem piipadé, po dosazeni do vzorct ziskdme

Ty + o+ =1+4+2iV3+4—-2V3=9=—a (52)
T1Ty 4 2105 + Towg = 1% (44 2iv/3) + 1% (4 — 20v/3) + (4 + 20V/3) *
* (4 —2iV3) =8+ 16 — 8iv/3 + 8ivV/3 — 4i%3 =

—8+16+12=36=10 (53)
1wy = 1% (44 2iv/3) % (4 — 2iV/3) = 16 — 8iv/3 + 8iv/3 —
—12i*=164+12=28 = —¢ (54)

Nyni jsme si ovérili, ze hodnoty kofenti x1, x5, x3 jsme vypocitali spravné. Graf

je vykreslen na obrazku
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Obrézek 1: Graf rovnice 23 — 922 + 36x — 28 = 0.

2.3. ReSeni obecné bikvadratické rovnice

Bikvadraticka rovnice, algebraicka rovnice 4. stupné, pise se obvykle ve tvaru
4 3 2 _
r* tax’+bx*+cx+d=0 (55)

Podobné jako rovnici kubickou, tak i rovnici bikvadratickou lze pfevést pomoci
vztahu z = y — ia na tzv. rovnici bez druhého ¢lenu (bez kubického ¢lenu),
tj. na rovnici tvaru

3 1 1 1 1 3
Y (b - =a®)y? —~ab+ —a®)y+d— = —a*h— —a*=0 (56

pomoci substituce p = b — $a?, ¢ = ¢ — 3ab + 550°, r = d — s5a¢ + 5:a°b — xa*
obdrzime rovnici tvaru

vV pyt+qy+r=0 (57)

Budeme ptredpokladat (podobné jako u kubické rovnice), Ze lze nalézt t¥i neznamé

u, v, w, pro které plati y = v+ v+ w. Dosadime-li y = u+ v+ w do rovnice (57)),
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kterou jsme vynasobili ¢islem 16, dostaneme vztah
(u? + v* + w?)? + 4(uv + vw + uw) (u? + v* + w?* + 2p) +
+dp(u? + v* + w?) + 8(uvw + q)(u + v +w) +

+ 4(u*0® + v*w?® + vPw?) + 16r = 0 (58)
Déle pozadujeme, aby platilo
u? + 0w = —2p (59)

uww = —q (60)

Aplikovanim pozadavkil a do rovnice a umocnénim pozadavku

na druhou, ziskdme tuto soustavu rovnic
w?v? + v*w? + uPw? = p® 4 4r (61)

w*v*w? = ¢ (62)

2 a w? nahliZet jako

Obdobné jako u rovnice 3. stupné, budeme-li na prvky u?, v

na koreny kubické rovnice, budou vztahy , a , predstavovat zapis

Vietovych vzorcil pro kofeny u?, v? a w? kubické rovnice

P2+ (pP—4r)z—¢* =0 (63)
Jejimi kofeny jsou cisla
uw? =z (64)
v? = 2y (65)
w? = 23 (66)

Rovnici jsme tak algebraicky pfevedli na feseni kubické rovnice (63)) (tzv. ku-
bickd rezolventa bikvadratické rovnice) a na feSeni dvou binomickych rovnic

2. stupné. Pro koteny y1, vy, y3, ys bikvadratické rovnice plati
W = VA + VR (67)

o = Vi — VB — V7 (68)
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2ys = =Vt V-V (69)

21 = A - VEHVE (70)

kde z;, 23, 23 jsou kofeny kubické rezolventy . Dvé hodnoty z druhych od-

mocnin /21, /22, /23 miizeme zvolit libovolné, ale hodnotu zbyvajici odmocniny
musime zvolit tak, aby nam platilo \/z1\/221/23 = —¢q.

Hodnota diskriminantu bikvadratické rovnice bez kubického ¢lenu je dana

vzorcem

4

Dy = —
4 27(

1
p* 4+ 12r)° — ﬁ(2p3 — T2pr + 27¢%)? (71)

a diskriminant bikvadratické rovnice je dan vztahem

4 1
Dy = 5= (12d + " = 3ac)’ — = (27¢* = 72bd + 20° — —9abe + 27a’d)*.  (72)

Hodnota obou diskriminantti je stejna.
Obdobné jako u kubické rovnice i zde mezi kofeny x1, xs, x3, x4 a koeficienty

a, b, ¢, d, rovnice (55| plati vztahy

1+ T+ a3+ 24 = —a (73)

T1%g + T1T3 + X124 + ToXg + ToTy + T3T4 = b (74)
T1XoT3 + T1Toly + T1T3T4 + ToX3XTy = —C (75)
T1ToT3Ty = d (76)

Pro binomické rovnice s redlnymi kotfeny a diskriminantem D,, ktery neni roven
nule plati, Zze binomicka rovnice mé dva kofeny realné a dva imaginarni kofeny
komplexné sdruzené v pripadé, ze Dy < 0. Je-li Dy > 0 a dale plati, p < 0,
p? —4r > 0, potom méa rovnice ¢tyfi redlné koteny. Je-li Dy > 0 a neni-li splnéna
alesponl jedna z podminek p < 0, p> — 4r > 0, potom mé rovnice dvé dvojice
imaginarnich komplexné sdruzenych korenii.

Algebraické feseni ma vyznam pouze teoreticky, k ¢iselnému feseni se nehodi,
a to ani v pripadé, ze jsme schopni ¢iselné vytesit kubickou rezolventu. Mnohem

kratsi a presnéjsi je fesit bikvadratické rovnice pomoci numerickych metod.
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3. Numerické metody resSeni algebraickych rov-
nic

Pouziti algebraickych postupt pro nalezeni kofenti polynomu tfetiho a ¢tvr-
tého stupné je velmi casto zdlouhavé a ne vzdy nas dovede k vysledku. Proto
je mnohdy vyhodnéjsi uziti numerickych metod. Nejprve zde uvadim Hornerovo
schéma, které neni metodou pro hledani kofentt polynomu, ale mtizeme ho pfi vy-
poctech také vyuzit, nebot se jedné o nastroj k déleni polynomi. Z metod k urceni
kofenti polynomu jsem si vybrala Graeffovo-Lobacovského metodu, Laguerrovu
metodu a jako posledni se zde vénuji metodé regula falsi. U kazdé metody je po-
psan algoritmus jejiho feSeni, ktery je nasledné pouzit pii vypoctu. V této kapitole
jsem nejvice vyuzila zdroje [6], [7],[10].

Uvadim zde algoritmy pouze pro nalezeni realnych korent, a proto, pokud
bychom nize uvedené postupy chtéli pouzit i v pripadé komplexnich kofenti, po-
stupovali bychom tak, zZe pomoci téchto algoritmii bychom vypocitali realné ko-
feny polynomu. Nasledné bychom pomoci Hornerova schématu snizili stupen po-
lynomu a z kvadratické rovnice bychom pomoci vzorci dopocitali posledni dvojici

komplexnich kofenii.

3.1. Horneruv algoritmus

Hornerovo schéma bylo pojmenovano po britském matematikovi Williamu Ge-
orgi Hornerovi, ktery ho poprvé popsal roku 1819, avsak bylo zndmo jiz ve 13. sto-
leti ¢inskému matematikovi Ch’in Chiu-Shao.

Necht je dan polynom
p(z) = ap + a1z + axx® + azx® + - + apa” (77)

kde ag,...,a, € R, a, # 0, a n € Ny. Nasim cilem je stanovit hodnotu p(x),

kde z( je dané cislo. Polynom je mozno prepsat na ekvivalentni tvar

p(z) = ao+ z(ay + x(ag + ... x(ap_1 + apx)...)). (78)
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Chceme-li uré¢it hodnotu p(xg), ziskdme ji postupnym vypocitanim ¢lend v jed-
notlivych zavorkach (zac¢indme od vnitinich zavorek), pro z = xy. Tj. postupné

vypoc¢teme hodnotu b;

by == a, (79)
bn,1 = Iobn + ap—1 (80)
bo = l‘obl + ag (81)

hodnota b,, je rovna hodnoté p(zy) a je to vysledek, ktery nas zajima.

Vypocty je mozno zapsat do tabulky, které se fika Hornerovo schéma.

b b || b
‘xo‘an‘ﬂ?obn—F&n,l ‘ ‘.Z’()bl—i-ao‘

3.2. Graeffova-Lobacovského metoda v pripadé realnych
korenu

Graeffova-Lobacovského metoda slouzi k pfibliznému stanoveni polohy kofenti
polynomu.

Necht jsou kofeny x1, xs, ..., x, roviice n-tého stupné
ax" + a1z + a1z +a, =0 (82)

realné a rizné v absolutni hodnoté. Koreny si oc¢islujeme podle klesajici hodnoty,
tj.
|z1| > |xo| > -+ > |wp_1| > |20l (83)

Provedeme-li postupné k-krat umocnéni korenti, dostaneme polynom

P®) () = a(()k)x” +alPagnt 4 g a,(f_)lx +a®. (84)
Prostiednictvim vztaht pro koeficienty (a§°) =a;,1=0,1,2,...,n), které jsou od-

vozeny z pozadavku, aby kofeny polynomu P*) byly druhymi mocninami kofent
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polynomu P(

k—1)

2
(h=1)
3
(k-1)
4

+
+

9 k1) (k1)

0 4
Z(ng:—l)aék—l) B 2aék_1)aék_1)

(90)

Pomoci vztahu (90) jsme si vypodcitali absolutni hodnoty kofent z;. Pokud nam

ani jedno z ¢isel |z;|, —|z;| nedava uspokojivé malou hodnotu rovnice (82), sig-

nalizuje nam to, ze nebyly splnény predpoklady metody, tj. v rovnici se vyskytuji

kofeny se stejnou absolutni hodnotou.

Priklad 2. Pomoci Graeffovy metody fesime rovnici tvaru

Pouzijeme-li vztahy pro koeficienty, obdrzime

22 =52 —17Tx+21=0

k a(()k) agk) agk) agk)

0| 1 -5 -17 21

1] 1 -59 499 -441

21 1 -2483 196963 -194481

3| 1 |-5771363 | 37828630723 | -37822859361

Nyni si jiz pomoci vztahu (90)mizeme vypocitat absolutni hodnoty kofent

X1, T2, X3, t.]

k T T2 T3

1 768 | 291 0.94
2| 7.06 | 2.98 0.997
3| 7.001 | 2.999 | 0.99998
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Znaménka kofent urc¢ime tak, Ze si vypocitané hodnoty dosadime do rov-

nice (91]), anebo z grafu (viz obrazek [2).

400 T T

300 F —

200 F —

100 =

-100 =

=200
-5

Obrézek 2: Graf rovnice 3 — 522 — 17z + 21 = 0.

Z grafu je zfejmé, ze hodnoty x; a x5 jsou kladné a hodnota w3 je zaporna.

3.3. Laguerrova metoda

Tato metoda je zvlast i¢inna pro feseni algebraickych rovnic, které maji realné
a jednoduché koreny.
Predpokladejme, Ze polynom P(x) mé realné rtizné koteny, které si uspora-

dame podle velikosti tak, ze
T1 < Ty < oo < Xyt < T, (92)

Déle si definujeme zq = —00, 7,11 = +00 a ozna¢me interval I; = (;, 7;41),
it = 0,1,...,n. Potom pro kazdé = # z;,7 =0,1,...,n+1, existuje pravé jedno
1 takové, ze plati x € I;.

Hlavni myslenkou Laguerrovy metody je sestrojit parabolu, ktera bude pro-
tinat osu x co nejblize konciim intervalu ;. Tim dostavame iterac¢ni formuli

nP(xy)
P'(xy) & \/H(xp)
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kde n je stupen polynomu a
H(zg) = (n = 1)[(n — 1)(P'(zx))* — nP(zx) P"(w)) (94)

Znaménko pred odmocninou volime takové, aby souhlasilo se znaménkem P’(zy),

plati-li P'(x)) = 0, potom znaménko volime libovolné (viz [10]).
Priklad 3. Pomoci Laguerrovy metody fesime rovnice tvaru
2?4327 -1=0 (95)

Jako pocatecni aproximace si zvolime ¢isla 1, —1 a —2,4. Vypocet zastavime,
jakmile hodnota P(z;) < 107%. Jednotlivé aproximace a funkéni hodnoty v téchto

bodech jsou uvedeny v tabulkéch.

T, P(xy)
1 3
0.5358984 | 0.01546439
0.5320891 | 0.0000009

N = O/

Z tabulky je zifejmé, Ze hodnota prvniho kofene je x; =~ 0.5320891.

-1 1
-0.6666667 0.0370371
-0.6527048 | 3.04795 % 10~°
-0.6527036 | —1.17835 % 10~ 7

w N = O

Po ¢tyrech iteracich jsme obdrzeli hodnotu druhého kotfene zo =~ —0.6527036.

-2.4 2.456
-2.8781817 | 9.1342575 % 1073
-2.8793852 3.158 x 1077

N = O )

Posledni koren je x3 =~ —2.8793852.
Rovnici je také mozno pocitat s vyuzitim Hornerova schématu. Potom

postupujeme tak, Ze si vypocitame koren rovnice pro prvni aproximaci, tj. xo = 1.
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k T P(l’k)

0 1 3

11 0.5358984 | 0.01546439
21 0.5320891 | 0.0000009

Néasledné pomoci Hornerova schématu snizime stupen polynomu.

3

0

-1

0.5320891

3.5320891

1.87938611

0.0000009

Nyni jsme zjistili, ze

2% + 322 — 1 = (z — 0.5320891)(2? + 3.5320891x + 1.87938611)

(96)

Nakonec pouze vyfesime kvadratickou rovnici 22 + 3.5320891x + 1.87938611,

a to bud pomoci Laguerovy metody anebo pomoci algebraickych vzorct pro kva-

dratické rovnice. Pouzijeme-li vypocet pomoci vzorcii, dalsi hodnoty kofenii nam

vyjdou zy = —0.6527025 a x5 = —2.8793866. Graf je vykreslen na obrazku [3|

20

Obrazek 3: Graf rovnice 22 + 322 — 1 = 0.

Priklad 4. Pomoci Laguerrovy metody hleddme kofen rovnice

I’4+ZE3—

1022 — 342 — 26 =0
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z intervalu (3,5). Vypocet ukonéime, jakmile P(x;) < 107°. Jako po€atecni apro-

ximaci si zvolime krajni bod intervalu, tj o = 3.

0 3 -110
11 4.0120465 | 0.3030863
2 | 4.0104697 | 4.753 * 1076

Po tfech iteracich jsme obdrzeli hodnotu x =~ 0.5320891. Graf je vykreslen na ob-
rézku [l

350

300 F

250 F —

200 F E

180 E

100 =

50 F —

E0 b i

-100 | =

_15D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5

Obrazek 4: Graf rovnice z* + 23 — 1022 — 342 — 26 = 0.

Priklad 5. Pomoci Laguerrovy metody hledame kofen rovnice
23— 522 — 172421 =0 (98)

z intervalu (6.5, 7.5). Vypocet ukoncime, jakmile P(z;) < 10~*. Jako pocatecni

aproximaci si zvolime krajni bod intervalu, tj zo = 6, 5.

0 6.5 -26.125
1 ]6.9998292 | -0.0102475
2 | 6.9999999 | —6 %1076

Kofen rovnice z intervalu (6.5,7.5) je x = 6.9999999. Graf je vykreslen na ob-
razku [l

30



40

30F —

201 —
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Obrézek 5: Graf rovnice 23 — 522 — 17z + 21 = 0.

3.4. Metoda regula falsi

Tato metoda diive byla uvadéna jako startovaci metoda, protoze velmi pomalu
konverguje, avsak v dnesni dobé s vyuzitim pocitacové techniky mutze byt také
velmi vhodnou metodou k urceni kofentt polynom1.

Mgjme polynom P(z). Mame-li ¢isla a, b, pro ktera plati P(a)P(b) < 0, potom
méme zaruceno, ze v intervalu I = (a,b) existuje redlny kofen naseho polynomu.

Body [a, P(a)], [b, P(b)] vedeme pfimku, jejiz prusecik s osou z vypocitame

pomoci vzorce
————(b—a) (99)

Jestlize je P(a)P(s) < 0, potom polozime a := a,b := s;. Plati-li P(b)P(s) < 0,
potom polozime a := s1,b := b. Vypocet opakujeme tak dlouho, dokud nedosah-

neme pozadované presnosti.
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¥=P(x)

Obrazek 6: Schéma metody regula falsi.

Priklad 6. Pomoci metody regula falsi hleddme kotfen rovnice
-2 -1=0 (100)

z intervalu (1; 1.5). Vypocet ukoncime, jakmile P(s;) < 10~%. Jednotlivé vypocty

jsou zaznamenany v tabulce.

k Sk Qg bk P(Sk) P(ak) P(bk)

0 - 1 1.5000000 - -1 0.8750000
1| 1.2666667 | 1.2666667 | 1.5000000 | -0.2343702 | -0.2343702 | 0.8750000
2| 1.3159617 | 1.3159617 | 1.5000000 | -0.0370382 | -0.0370382 | 0.8750000
3| 1.3234356 | 1.3234356 | 1.5000000 | -0.0054622 | -0.0054622 | 0.8750000
4| 1.3245310 | 1.3245310 | 1.5000000 | -0.0007972 | -0.0007972 | 0.8750000
5 | 1.3246907 | 1.3246907 | 1.5000000 | -0.0001162 | -0.0001162 | 0.8750000
6 | 1.3247131 -0.0000207

Po sedmé iteraci jsme obdrzeli hodnotu z =

obrazku [7.
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1,3247131. Graf je vykreslen na
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Priklad 7. Pomoci metody regula falsi hleddme kotfen rovnice

22— 52— 1T +21=0

1.4

(101)

z intervalu (6.5, 7.5). Vypocet ukoncime, jakmile P(s;) < 107%. Jednotlivé vypo-

¢ty jsou zaznamenany v tabulce.

k Sk (07% bk P(8k> P(ak) P(bk)

0 - 6.5000000 | 7,5000000 - -26.1250000 | 34.1250000
1] 6.9336099 | 6.9336099 | 7,5000000 | -3.9131763 | -3.9131763 | 34.1250000
2 1 6.9918773 | 6.9918773 | 7,5000000 | -0.4863069 | -0.4863069 | 34.1250000
3| 6.9990167 | 6.9990167 | 7,5000000 | -0.0589825 | -0.0589825 | 34.1250000
41 6.9998811 | 6.9998811 | 7,5000000 | -0,0071338 | -0,0071338 | 34.1250000
5 | 6.9999856 | 6.9999856 | 7,5000000 | -0,0008640 | -0,0008640 | 34.1250000
6 | 6.9999983 | 6.9999983 | 7,5000000 | -0,0001020 | 34.1250000

7 1 6.9999998 -0.0000120

Po osmé iteraci jsme obdrzeli hodnotu =z =~

obrazku Bl

6,9999998. Graf je vykreslen na
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ZAavér

Ukolem této bakalaiské prace bylo prozkoumat moznosti FeSeni rovnic tietiho
a ¢tvrtého fadu. Ctenai se zde mohl dozvédét zajimavé poznatky z historie, které
strucné popisuji jednotlivé pokroky v dané problematice.

Nejen, ze jsou zde detailné popsany vzorce pro nalezeni kofene rovnice tfetiho
a ¢tvrtého radu, ale také jsou zde uvedeny tii rozdilné numerické metody. Chtéla
jsem zde poukézat na to, Ze studuje-li ¢tenar tuto problematiku v odbornych tex-
tech, mizou zde nékteré metody byt velmi vyzdvihovany, i kdyz v dnesni dobé
uz nejsou zase tak oblibené. To naptiklad dokazuje Graeffova-Lobacovského me-
toda, ktera v minulosti, diky svym jednoduchym vypoctiim byla velmi uznavana.
Avsak v dnesni dobé, diky pocitacové technice, je mozno pouzit i jiné metody,
napiiklad metodu regula falsi, ktera naopak diive byla povazovana za startovaci,
protoze velmi pomalu konverguje.

Nejvice se mi osvédcila Laguerova metoda, konverguje rychleji nez metoda
regula falsi, a také jsem podle ni ziskala presnéjsi vysledky.

Cela prace je doplnéna vypocitanymi priklady, které pomuzou ¢tenafi k lep-

$imu pochopeni dané problematiky.
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