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Uvod

Tato bakalédiska prace by meéla Ctendiim ukdzat zaklady urcitého integralu a jeho
aplikace v matematice. Zajimava je pfedev§im pasaz zabyvajici se historii, ktera se na Skolach
bézn¢ nevyucuje, a povazuji ji za velmi poucnou a piinosnou.

Ucivo integralu mne zaujalo uz na stfedni skole, kde jsme se jim zabyvali jen okrajove.
Na vysoké Skole jsem si tyto znalosti a védomosti prohloubil a zjistil jsem, jak velké vyuziti
mize integral mit, coz mne také vedlo k tomu, abych si toto téma zvolil.

Praci jsem rozdélil do péti kapitol. V prvni kapitole zmifiuji hlavni historické udalosti,
které se podilely na vzniku urcitého integralu. Nejprve vznikala potieba pocitat zakladni
matematiku stale stoupaly. Velmi mne zaujala matematika starovéku, piedev§im matematika
Egyptand, kterd uz v 19. stol. pt. n. . byla na vysoké trovni. V kapitole druhé nastinuji
problematiku neurcitého integralu, ktery je uzce spjat S pojmem primitivni funkce. Primitivni
funkce se pouziva také pfivypoctu urcitého integralu, proto jsem tuto kapitolu nemohl
vynechat. Ve tieti kapitole uz se zabyvam uréitym integralem a jeho zpusoby vypoctu. Pro
lepsi transparentnost zde uvadim také jednoduché piiklady. V kapitole ¢tvrté jiz zmifiuji
aplikace urcitého integralu s n¢kolika feSenymi ptiklady.

A v posledni, paté kapitole, jsem vytvotil sbirku feSenych i neteSenych ptikladu, které

by mély poslouzit jako cvi¢ny materidl pro ¢tenare.



1 Historie integralu

V této kapitole se vénuji jednomu z nejkrasnéjsich védnich obort — historii. V historii
jsou zapsany poznatky naSich predkl, jejich uspéchy a vitézstvi, ale také jejich chyby,
zklamani a prohry. Diky historii se muzeme ztéchto chyb poucit, a tvofit tak lepsi
budoucnost. Matematika je krasnym dukazem toho, Ze chybné ivahy a tvrzeni daly vzniku
uvaham piesnym a spravnym. Je mozné, ze az bude dnesni doba historii, budou nase uvahy a
vypocty také brany jako bandlni nebo nepiesné. V této kapitole jsem se snazil shrnout zasadni
udalosti, které mély podil na vzniku infinitezimalniho poctu.

Ptedlohou pro psani této kapitoly mi byla pfedevSim kniha Maly pravodce historii
integrailu1 od Stefana Schwabika a Petry Sarmanové. Tato kniha je velmi &tiva a jsou V ni

vystihnuty zasadni udalosti, které daly vzniku urcitému integralu.

1.1 Matematika ve starovéku

RUzné kultury se v tomto obdobi vyvijely samostatné, takze naSe dneSni znalosti o
jejich matematickych védomostech jsou zavislé na mnozstvi a kvalit¢ zachovanych
pisemnych pamatek. V Cing a Indii se psalo na kiiru a bambus, které rychle podléhaly zkéze,
proto tedy zname piedevsim egyptskou a mezopotamskou matematiku. V Mezopotamii se
psalo na hlinéné desticky, které byly vypalovany. V Egypté na papyrus, ktery byl v jejich
suchém podnebi zachovan. K obrovskému rozvoji matematiky doslo az v Recku, kde byly
k praktickym vypoétim pridany i logické tivahy a dikazy. Ve 3. stol. pfed n. 1. bylo
V podstaté dovrSeno budovani zakladl geometrie, teorie ¢isel, uceni o kuzeloseckach a anticka

forma integralnich a diferencidlnich metod. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.1.1 Egypt a Mezopotamie

Vétsina naSich znalosti pochazi ze dvou papyri. Tzv. Moskevsky papyrus, ktery
pochazi z 19. stol. pt. n. |. byl zna¢né poskozen. Druhy, Londynsky papyrus, obsahuje 85 uloh
s feSenimi, kde se asi 20 uloh zabyva vypoétem ploch poli a objemu sypek. Reseni problému
je vzdy v konkrétnich ¢islech, nebot” proménna veli¢ina byla v tomto obdobi jesté pojem
neznamy. Zajimavé na tfeSeni uloh vypoctu obsahl je to, Ze Egyptané plochu rozdélili na
trojuhelniky, které vypocitali podle dnes znamého vzorce S, = % * v, (soucin poloviny

zékladny a jeji vysky) a jednotlivé trojithelniky nasledné secetli. ReSeni obsahu kruhu je

! SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly priivodce historii integrdlu. 1. vydani. Praha: Prometheus,
1996, 95 s. ISBN 80-7196-038-1.



v Rhindov¢ papyru uvedeno jako S = (d — g)z, coz by vedlo k hodnoté¢ m = % = 3,1605.

Najdeme zde také mnoho formuli pro vypocet objemt ruznych téles, napi. krychle,
rovnobéznosténu nebo kruhového valce, které se pouzivaly V konkrétnich piipadech,
piredevsim pro vypocet objemu nadob k uchovavani obili. V Moskevském papyru se nachazi
jedna z nejpozoruhodnéj$ich matematickych tuloh Egyptant, ve kterém podcitaji objem
kolmého komolého jehlanu se ¢tvercovou zékladnou, tzn. objem pyramidy. U ptikladu je

nacért a matematicky popis, ktery se shoduje s dne$nim vztahem pro objem V = g(a2 +ab +

b?). Je tieba podotknout, Ze z tehdejsi doby neni zadny doklad o znalosti Pythagorovy véty,
kromé nepodlozenych povésti o ,,napinacich lan“, ktefi méli natdhnout lano rozd€lené na ¢asti
dlouhé v poméru 3:4:5, a vytvofit tak pravy thel. O vysokém stupni znalosti Egyptanti svéd¢i
1 pyramidy, kanaly, pfehrady a vodni nadrze, pro jejichz stavbu bylo tfeba vysokych znalosti
v oblasti matematiky a geometrie. Recky matematik a historik Hérodotos (asi 484 — 430 pied
n. L) napsal, Ze zemsk4d dan okolo Nilu, byla vybirdna podle velikosti plochy pidy.
Kazdoro¢ni zaplavy vsak ¢ast pidy odnesly a geometrové méli za kol zbyvajici ¢ast zjistit.
Je mozné si predstavit, o jak nepravidelnou ¢ast se muselo jednat. SouCasné s egyptskou
matematikou se vyvijela matematika v Mezopotamii. Nalezené hlinéné tabulky svédéi o
vysoké trovni jak aritmeticko-algebraickych, tak geometrickych znalosti. Tabulky mély
usnadiiovat vypocet kalendafe, fizeni sklizni, organizaci vefejnych staveb a vybirdni dani.

(Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.1.2 Recko

Soubor tviréich dél, ktery dnes nazyvame ,,feckou matematikou®, vznikl od roku 350
do roku 200 pf. n. L, tedy v relativné kratkém obdobi. Nejstar§im zachovanym dilem fecké
matematiky jsou Zaklady od Eukleida, ve kterych shrnul doposud téméf vSechny
matematické poznatky. Za zminku stoji rovnéz Thalés z Milétu (asi 624-543 pt. n. 1.), ktery
se na cestich pres Babylonii a Egypt sezndmil s matematikou a astronomii. Jsou mu
pfisuzovany vysledky, Ze primér déli kruh na dvé poloviny, vrcholové uhly jsou shodné,
vSechny obvodové uhly sestrojené nad primérem kruznice jsou pravé (Thaletova kruznice),
uhly pfi zdkladné rovnoramenného trojuhelnika jsou shodné nebo ze dva trojuhelniky jsou
shodné, shoduji-li se stranou a pfilehlymi thly. Nevime vsak, zda tyto vysledky zformuloval,
¢i dokdzal. Vime pouze, ze dobie ovladal podobnosti trojiihelniki, které vyuZzival napiiklad
k méfeni vyiky pyramid, ale také k méfeni vzdalenosti lodi na mofi. (Schwabik, Sarmanova,
1996)



Dalsi vyznamnou skupinu filozoft byli Pythagorejci, ktefi tvrdili, ze kazdé dvé usecky jsou
soumefitelné. Toto tvrzeni vSak vyvratili na konci 5. stol. pf. n. 1., kdyz zjistili, Ze strana a
uhlopficka ¢tverce jsou nesouméfitelné, tj. ze jejich pomér nelze vyjadrit pfirozenym ¢islem.
Po tomto zjiSténi piestala byt ¢isla chapana jako pfirozena ¢i racionalni a zacaly byt chapany
jako délky, obsahy a objemy. Také vznikl tzv. zakon homogenity, kdy bylo mozné scitat a
odcitat pouze délky s délkami, obsahy s obsahy, objemy s objemy. Sou¢inem délky s délkou
byl obsah a sou¢inem obsahu s délkou byl objem apod. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

Problémem nekonecnosti se zacali zabyvat také filozofové, jednim z predstavitela byl
Zénon z Eleje, ktery koncipoval znamé problémy napi.: Achilles a zelva, letici Sip,
Dichotomie a Stadion, ve kterych poukazuje na rozpor mezi smyslovym vnimdnim a
logickym vykladem. Dalsi fecky matematik zabyvajici se problematikou obsahii a objemu byl
Hippokrates, ktery se snazil vyfesit problém kvadratury kruhu a zdvojeni krychle pouze
pouzitim pravitka a kruzitka. Tvrdil, Ze objem kuZele je jedna tietina valce s toutéz zakladnou
a vyskou, coz ale nikdy nedokézal. Problematikou obsahil a objemt se v t¢ dobé zabyval také
Démokritos z Abdér, ktery vychazel z toho, ze téleso je tvofeno z atomu, které maji konecny
objem. Védél, Ze trojboky jehlan miize byt doplnén na hranol se stejnou zakladnou a vyskou.
Tento hranol se pak sklada ze tii stejnych jehlant s toutéz zdkladnou a vySkou. Toto tvrzeni
rozvinul a zobecnil vétu pro kuzel a valec — objem kuZzele je jedna tfetina objemu valce o
stejné zakladné a vysce. Rekové poéitali plochu neznamych obrazeti pomoci mnohothelnika,
kterymi obrazec postupné vyc€erpavali. Tuto metodu zpracoval vyznamny matematik
Eudoxos z Kindu. Jednalo se o Eudoxovu exhaustivni (vyCerpavajici) metodu, ktera
umoznovala pomérné presné vypoCty obsahli a objeml. Metoda funguje na nekone¢ném
déleni veli¢iny. Timto zplsobem FEudoxos dokazal, Ze obsah kruhu lze s pfesnosti
aproximovat obsahem pravidelného mnohothelniku vepsaného do kruhu. Eudoxovi patii také
dikazy vét, které vyslovil, ale nedokdzal Démokritos. V helénistickém obdobi dospiva
matematika na nejvyssi stupeii rozvoje, jaky kdy byl ve starovéku. (Schwabik, Sarmanova,
1996)

Eukleides, 0 kterém jsem se jiz zminoval vySe, je jeden z nejvyznamnéjSich
matematikti vSech dob. Jeho dilo — Zaklady, mé¢lo tfinact knih a je nejvyznamnéj$im a
soucasné nejstar§Sim zcela zachovanym dilem fecké matematiky. Zaklady jsou po Bibli
pravdépodobné nejvice tiSténou a studovanou knihou zapadniho svéta. Vyklad knihy je
budovan axiomaticky, nejsou zde vypocty obsahii nebo objemii konkrétnich téles, nebot’ tyto
vypocty byly povazovany za praktickou, nikoliv teoretickou geometrii. Euklidova tvrzeni se

tykaji srovnavani obsahi nebo objemi dvou utvarid, nikoliv jednotlivych vypoct. Dalsi
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matematik helénistického obdobi je Archimédes, s jehoz jménem je
spojovano mnoho legend. Archimédes udajné vybéhl z vany na ulici,
zcela nahy a vykiikl: ,,Nalezl jsem!* (Heuréka), poté co objevil zakon

o vztlaku ponofeného télesa do kapaliny. K slavnym vyrokiim takeé

patfi: ,,Dejte mi pevny bod, a pohnu zemi*, ktery pronesl pii objevu

skona paky. Béhem svého Zivota proslul vynalezy, které
ZaKona pa y cne sveno zivota p OoSlu Vyna ezy, Ccre Obrizek 1: Archimédes [10, . 15]

byly vyuzity pfi obrané Syrakus pfed Rimany.

Nejvyznamnéj§i piinos matematice vSak daly tyto prace: Méfeni kruhu, Kvadratura paraboly,
O kouli a valci, O spiralach, O konoidech a sféroidech a Metoda. Archimédes rozviji
exhaustivni metodu na fadé problémd, které jsou dnes typickymi aplikacemi integralniho
poctu. Archimédes se orientoval stale vice k proménnym a zavadi do geometrie pohyb, ¢im se
lisi napf. od Eukleida. RovnéZ rozvinul metody uréovani obsaht a objemu, ale také metody
stanoveni teCen ke kfivkdm a urceni extrémi. Kromé vepsanych mnohothelnikli zavadi
Archimédes mnohothelniky opsané a dale s nimi pracuje — zabyva se tedy hornimi i dolnimi

soudty. (Schwabik, Sarmanova, 1996)
1.2 Vznik a vyvoj infinitezimalniho poctu

1.2.1 Obdobi piechodu od starovéku k renesanci

Po rozpadu timské fiSe byla Evropa velmi zaostala. Pracovalo se pouze s minimem
astronomie a zdkladni praktickou aritmetikou, ktera by vystacovala pro obchod a
zemémefictvi. Tento upadek se pfedevSim pfipisuje kiestanské cirkvi, kterd Ipéla na
nevédeckych dogmatech a ptivodné se snazila o naprosté vymyceni fecké a fimské kultury. Po
mnoho let vSak zlstavaly kiestanské klastery jedinym mistem, kde se alespon Caste¢né
udrZovala vzdélanost. Situace se zménila az v 11. a 12. stol., kdy doSlo k rozvoji vyroby a
obchodu. Obnovily se obchodni styky s Vychodem a tedy i rozsiteni fecké literatury. V 12. a
13. stol. bylo ptelozeno obrovské mnozstvi praci z arabstiny do latiny. Byly piekladany
jednak arabska dila, ale predevsSim fecka dila existujici v arabstiné. Pro rozvoj evropské
matematiky se zakladem staly dila Eukleida, Archiméda, Apollonia nebo Ptolemaia.
V Evropé stale vice dochazelo k rozvoji femesel, obchodu a penéZnictvi. Obchodnici putovali
na daleké cesty, pii kterych poznavali uméni a védu jinych narodd. Tyto poznatky sepsal
Leonardo Pisansky, zvany Fibonacci, ve svych knihdch Liber Abaci a Practica Geometriae.
V druhé poloviné 15. stol. zac¢ina obdobi renesance, kdy dochazi k rozvoji trigonometrie a

algebry. Krozsifeni matematiky pfispiva vynalez knihtisku, ktery zpfistupiiuje literaturu
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Siroké vrstvé obyvatelstva. Malif a zaroven matematik Leonardo da Vinci (1452-1519)
vyuzival Archimédovu metodu pro vypocet t€zist obrazcii a k uréeni obsahu elipsy. Tato
metoda se zacala bézné vyuzivat az v 17. stoleti. Pocatkem 16. stol. ptekracuje evropska
matematika ramec znalosti, ktery tvofilo dédictvi antického Recka. Obdobi matematiky
konstantnich veli¢in koncilo a zacinalo obdobi veli¢in proménnych. Studiem feckych d¢l se
brzy dosahlo takové Grovné, Ze se zacaly rozvijet nové a jednodussi metody vypoctu obsahi a
objemu. Na rozdil od matematiky v Archimédovych dilech se tato matematika zajimala vice o
rychly vysledek, nez o pfesny dukaz. Tento obrovsky rozvoj matematiky m¢l za dusledek
vznik diskusnich krouzkt a jejich vzajemna komunikace, ale také vznik akademii a univerzit.

(Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.2.2 Kepler a Cavalieri a jejich vypo¢ty obsahiui a objemu

Johannes Kepler (1571-1630) ve svém dile Nova sterecometrie vinnych sudi (1615)
pocital objemy téles, které vznikly rotaci ¢asti kuzelosec¢ek kolem osy v jejich roving. Kepler
pii svych vypoctech rozdéluje téleso na nekonecné mnoho nekoneéné malych ¢asti, jejichz
objem se da snadno urcit. Této Givaze se fika infinitezimalni (=nekonecné maly). Zndma je
uvaha ve které Kepler ur¢uje obsah kruhu. ,, Kazdou z (nekonecné malych) casti ohranicujici
kruznice povazuje za zdkladnu rovnoramenného trojuhelnika s vrcholem ve stiedu kruhu.
Obsah kruhu je pak roven souctu obsahu vsech takovych trojuhelnikii. Predstavme si, Ze
kruznice se stiredem S je rozvinuta do usecky AC (jeji délka je rovna délce obvodu O kruhu)
tak, Ze polomer SA je k ni kolmy. Nekonecné malému XY na kruznici odpovida dilek XY na
usecce AC. Trojuhelniky XYS, X'Y'S™ maji vysku i zakladnu stejné délky, a tedy maji stejny
obsah (Kepler zde povazuje délku oblouku XY a délku jemu odpovidajici usecky XY’ za

stejné).

| 5
I"||"|'|"|'"""""'|"""""'""""""""
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I

LA

Obriazek 2: Kepleriv vypocet obsahu kruhu [10, s. 24]

e

Tyto trojuhelniky lze zaménit jinymi, se stejnymi zakladnami a vyskou, pricemz vrcholy vSech
trojuhelnikii se posunou do stredu kruznice S. Takto vzniklé trojuhelniky maji stejné obsahy

Jjako piivodni trojuhelniky a dohromady vyplnuji trojuhelnik ACS.
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A X'y !
Obrazek 3: Kepleriv vypocet obsahu kruhu [10, s. 24]

Obsah kruhu je tedy roven obsahu pravouhlého trojuhelnika s odvésnami AC a AS, kde

velikost strany AC je rovna velikosti obvodu O kruhu. Odtud plyne

S oy 0 - 2 2
= T = T * T = e,
T T

Kepler podobnych uvah pouzil kvypoctum objemii velkého mnoZstvi téles pouZivanych
V praxi. “2

Keplerovo dilo bylo ve své dobé velmi kritizovano za nepiesnosti. Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), zak a pokracovatel Galilea Galileie, ve svém dile Geometria
indivisibilibus continuorum (1635) vyklada jednoduchou formou metodou vypoctu objemilt
téles. Je znam predevsim pro ,,Cavalieriho princip®, jehoz vyklad zni takto: ,, Kdyz dve télesa
maji stejnou vySku a kdyz rezy rovinami, které jsou rovnobézné s jejich podstavami a maji od
nich stejnou vzdalenost, jsou takové, Ze pomeér jejich obsahii je vzdy stejny, potom objemy
téles maji tyZ pomér. “® Cavalieriho princip lze vidét na obrazku &. 4. Zde uréuje objem kuzele

s polomérem podstavy r a s vySkou h, ktery srovnavé s jehlanem o vySce h se ¢tvercovou

Obrazek 4: Cavalieriho princip [10, s. 26]

2 SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly priivodce historii integrdlu. Praha: Prometheus, 1996, s.
24,

® Tamtéz, s. 26.

13



podstavou, jejiz strana ma délku 1. Roviny, které jsou rovnobézné s podstavami obou téles,
protinaji télesa ve stejné vzdalenosti od jejich podstav. Vznika tak kruh, resp. ¢tverec, jejichz

. , v .. . . , v V
obsahy jsou v konstantnim poméru 7r?: 1. Podle Cavalieriho principu tedy plati, ze V—" = mr?,

J

tedy Vi = mr®V;, kde V; je objem jehlanu, ktery je V; = éh. Odtud tedy plyne, ze objem
kuzele je roven V), = inrzh. I pres nékteré nedostatky méla Cavalieriho metoda velky vliv na

jeho soucasniky i matematiky budouciho obdobi. Nespornou vyhodou tohoto principu je jeho
praktické vyuziti, kde Cavalieri odvozuje spravné formule pro vypocet obsahll a objemil, aniz

by vyuzival postupy, které dnes nazyvame vypoctem limity. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.2.3 Pokracovatelé Cavalieriho

Po vydani Cavalieriho knihy se vénovala pozornost studiu matematickych problémi za
vyuziti infinitezimalnich veli¢in. K stavajicim problémim, tzn. urovéani objemi, obsahl a
tézist’, pfibyla uloha zabyvajici se problémem tecen. Pfi téchto tivahdch se matematika
rozdélila na dva sméry — algebraicky a geometricky. Nasledovnici Cavalieriho — pfedevS§im
Torricelli a Newtontiv ucitel Isaac Barrow, pouzivali fecké metody spocivajici
v geometrickych uvahach. Fermat, Descartes a Wallis se vydali druhym smérem, smérem
algebraickym. Vyvoj infinitezimalniho poétu zna¢né urychlil René Descartes (1596-1650),
kdyz vydal knihu Géométrie (1637), ktera pojednavala o geometrickych problémech, které
fesil algebraickymi prostiedky — vznika analyticka geometrie. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

Pierre de Fermat mél ponékud blize k ,,dne$nimu pojeti*
analytické geometrie, protoze uz pracoval s pravouhlym osovym
systtmem a zavedl i rovnice pfimek a kuzelosecek. Knihu o
analytické geometrii vybudoval dokonce diive nez Descartes, ta vSak
byla zastinéna, protoze uzival star$i, topornou symboliku, zatimco

Descartes vyuzival symboliku stru¢nou a efektivni. Fermat byl

advokat, ktery se studiu matematiky vénoval jen ve volném cCase,

Obrazek 5: Pierre d
Fermat [10, s. 30] avSak jeho pfinos matematice a fyzice je nesporny. Vytvofil zaklady

analytické geometrii, teorii pravdépodobnosti, ale také zasahl do teorie Cisel nebo do optiky.
Fermat se rovnéZ zabyval kvadraturami hyperbol, kdy nepouzival nekonec¢né malé veli¢iny,
jako Kepler nebo Cavalieri, ale pouzival obdélniky s nekonecné malou Sitkou. Fermat prevadi
geometrickou tlohu na ulohu algebraickou, kterou fesi pomoci geometrické fady. (Schwabik,

Sarmanova, 1996)
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1.3 Newton a Leibniz — zakladatelé infinitezimalniho po¢tu

V 17. a 18. stoleti obdobi zacina riist nova matematika, kdyz matematikové piekracuji
hranice dochovanych védomosti starych Rekil. Mezi nejvyznamnéj$i matematiky tohoto
obdobi patii Isaac Newton (1642-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Newton
rozeznal, ze urovani plochy télesa souvisi s problémem urceni teény ke kiivce. Jinymi slovy
se da fict, ze Newton poznal jako prvni, Ze integrovani je inverzni operaci k derivovani.
Leibniz se piestal bat nekonecna a zacal s¢itat nekone¢né mnoho nekonecné malych veliCin,
pti ¢emz vytvoril symboliku vyuzivanou dodnes. Newton s Leibnizem, i pfes jejich rozsahlé
vzajemné spory, vytvofili aparat moderni matematické analyzy.’

Za zminku stoji 1 dobové matematické problémy, jimiz se védci uz nékolik let zabyvali.
Slo predeviim o zkoumani plosnych i prostorovych kiivek, tvard &oéek a zrcadel
S pozadovanymi vlastnostmi a mnoho dalsich objektd. Dale se studovaly konstrukce tecen ke
kfivkam, obsahy useCi, objemy a povrchy rotacnich téles. Vyznamnou c¢ast tvofilo také
studium drahy pohybujicich se boda, rychlosti, zrychleni, drahy, Casu a vznikaly tak zdkladni
pfedstavy o proménnych veli¢inach a funkcich. Bylo odvozeno nékolik pravidel pro vypocty
derivaci a rozvijely se i metody souvisejici s nekoneénymi fadami. Jednotny systém vSak
k dispozici nebyl. Chybéla zde symbolika, ktera by umoznila vzniku pravidel. Teprve Newton
a Leibniz sjednotili infinitezimalni pocet a dali mu pevny fad a vypocetni algoritmy. Oba
nalezli propojeni derivaci s integralem, kazdy znich vSak jinou cestou. (Schwabik,

Sarmanova, 1996)
1.3.1 Isaac Newton

1.3.1.1 Zivot

Isaac Newton zil v letech 1643 az 1727 a pochazel z rodiny
venkovského  Slechtice  z hrabstvi  Lincolnshire.  Studoval
v Cambridge, kde se roku 1669 stal nastupcem 1. Barrowa na
Lucasové katedie. Barrow pronesl, Ze ,uvolnil své misto

schopnéjsimu “. Newton na tomto misté setrval bezmala 30 let. Byl

zaroven fyzikem, matematikem a astronomem. (Schwabik,

Sarmanova, 1996) Obriazek 6: Isaac Newton [10, s. 36]

* Matematika v 19. stoleti: sbornik predndsek z leich kol : historie matematiky. 1.vydani. Editor Jindfich
Becvar, Eduard Fuchs. Praha: Prometheus, 1996, 143 s. ISBN 80-7196-019-5.
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1.3.1.2 Newtontiv integral

Pokud uzijeme dne$ni symboliky, tak Newton tvrdil, Ze pokud lze né¢jakym zpisobem
muzeme uréit F, pro niz plati, ze F'(x) = f(x) na intervalu [a, b], pak lze také ur¢it velikost
plo$ného Utvaru vymezeného grafem funkce f na intervalu [a,b], osou x a piimkami
x = a; x = b, tj. integral fff(x)dx. V této situaci plati, ze f;f(x)dx = F(b) — F(a).
Podle Newtonovy uvahy tedy dochdzime ke znéni dnesni definice:
oJe-li fi]a,b] = R funkce, kterd ma primitivni funkci F: [a,b] —= R, tj, plati-li F'(x) = f(x)
pro kazdé x € [a,b], pak existuje Newtoniiv integral (N) f: f(x)dx funkce f v intervalu

[a, b] a je definovdn vztahem

b
™) f f()dx = F(b) - F(a).

a
A tak Newton odvodil formuli, ktera svazuje integrdl s derivaci a dava do souvislosti
problémy kvadratur s urcovanim tecen ke kiivkam. “
Tato tivaha se vSak da pouzit pouze pro spojité funkce, které jsou definované na
intervalu [a, b]. Newton si tento nedostatek uvédomoval, ale nedokazal se s nim vyrovnat.
S timto problémem si az pozdé&ji poradil Bernhard Riemann. Newton dale rozpracoval

substitu¢ni metodu vypoétu integralu a vypracoval tabulky integralti. (Schwabik, Sarmanova,

1996)

1.3.2 Gottfried Wilhelm Leibniz

1.3.2.1 Zivot

Tento némecky filozof, jazykové&dec, historik, teolog a
matematik se narodil v Lipsku roku 1646. Vystudoval logiku,
filozofii a pravo. K matematice ho ptivedl az Christiaan Huygens,
kdyz byl Leibniz v Pafizi kvuli diplomatickému poslani. Po navratu
do Némecka roku 1676 se stal knihovnikem a kancléfem

hannoverského knizete. Leibniz byl profesiondlni diplomat a

pravnik, v matematice byl naprosty samouk, jeho povolani mu vSak

Obrazek 7: Gottfried . .. . .
Wilhelm Leibniz [10,s. 40] umoZnovalo mnoho cestovat a Cist. Velmi rychle se tak seznamil

s pracemi Descarta, Pascala nebo Barrowa a zacal samostatné rozvijet infinitezimalni pocet.

® SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly priivodce historii integrdlu. Praha: Prometheus, 1996, s.
38-39.
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Na své pracovni pozici setrval az do své smrti, tj. do roku 1716. (Schwabik, Sarmanova,

1996)

1.3.2.2 Leibnizav charakteristicky trojahelnik
, Necht je dana kiivka pomoci funkce y = f(x) a necht je na ni dan bod A, kterym

prochazi tecna ke grafu zminéné funkce. Utvorme pravouhly trojuhelnik ABC, jehoz jeden
vrchol je dan bodem A, prepona ds je dana useckou s krajnim bodem A a lezi na tecné ke
kiivee (ds = |AC|), odvésny dx a dy jsou rovnobézné s odpovidajicimi osami souradnic
(dx = |AB|,dy = |BC|). V bodé dotyku A tecny ke krivce uvazujeme kolmici k této tecné.
Touto kolmici, osou x a primkou prochazejici bodem A, kterd je rovnobézna s 0sOU Y, je
vytvoren pravouhly trojuhelnik APR (|AP| =1y,|PR| = ma |AR| =n), ktery je podobny
trojuhelniku ABC. “b

Z podobnosti téchto trojuhelnikt Leibniz dosel ke vztahu:

M _ 4 eboli mdx = vd
y_dxne oli mdx = ydy.

Jeho predstava vychazela ztoho, ze je trojuhelnik

infinitezimalni, tj. Ze napf. dx je nekonecné¢ malé. Tuto
situaci si predstavil vkazdém bodé¢ kiivky a veliiny

vystupujici na obou strandch vztahu secetl. Témto

nekone¢né¢ mnoha souctiim nekone¢né malych veli€in fikal

i x

integral ¢l ke vztahu:
Obrazek 8: Leibnizav tegra adospe ¢ vztahu

charakteristicky trojuhelnik [10, s.
41] mdx = | ydy.

1.3.2.3 Leibnizlv pohled na integral

Nekteré ,,Leibnizovské™ uvahy jsou z dneSniho pohledu nepiesné, avSak kladl velky
diiraz na symboliku, kterd méla za ukol usnadnit pochopeni téchto tvah. V Patizi dne 29. fijna
1675 napsal: ,, bude uzitecné misto ,,souctu vsech 1 psat od nynéjska [l (znak [ je odvozen od
prviniho pismene slova summa), a Ze vznika novy druh poctu, nova pocetni operace, ktera
odpovida scitani a nasobeni. Druhy druh poctu vznika, kdyz z vyrazu [l = a ziskame | =
a%(d je prvni pismeno slova differentia). Jako totiz operace | zvétSuje rozmér, tak jej d

zmensuje. Znak [ znamend pak soucet, d diferenci. Svou symboliku Leibniz neustdle

® SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly priivodce historii integralu. Praha: Prometheus, 1996, s.
41.
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vylepsoval, napr. uz v dopise z 11. Listopadu 1675 zmenil % na dy. “’ Na podzim roku 1675

zformuloval Leibniz zéklady svého infinitezimalniho poctu, piedlozil pravidla pro feseni tloh

tecen a kvadratur, a dospél ke vztahu mezi integrovanim a derivovanim. V roce 1686 uz uziva
2 2

zépisu, Ktery je velmi blizky dnesnimu, kdy pise: ,..jestlize [xdx ==, pak d (%)=

xdx...“®

. Leibniz na kiivky nahlizel jako na mnohothelnik sestaveny z nekone¢né¢ mnoha
nekonecné malych usecek: ,, ...nalézt tecnu ke kiivce, to znamena vést primku spojujici dva
body krivky, jejichz vzdalenost je nekonecné mald nebo téz prodlouzit stranu nekonecné

uhlového mnohovihelnika, ktery je pro nds s kiivkou totozny... “?

1.3.3 Srovnani pristupu Newtona a Leibnize

Oba tito matematikové dospéli k infinitezimalnimu pocétu nezavisle na sob¢, na jejich
ptistupech lze pozorovat rozdily. Naptiklad Leibniz se snazi vytvofit obecné metody a
algoritmy a snazi se sjednotit pfistupy k riznym problémtim, zatimco Newton fesi predevsim
ulohy praktického charakteru a soustiedi se na konkrétni vysledky. Leibniz se snazi vytvofit
jednotnou a vhodné zvolenou symboliku, kdezto Newton je k symbolice lhostejny. I pies
jejich rozséhlé vzajemné spory, vytvorili apardt moderni matematické analyzy. Ten byl
zakladem matematického uvazovani a béhem 18. stol. se bouflivé rozvijel. (Schwabik,

Sarmanové, 1996)

1.4 Matematicka analyza v 18. stoleti

Osmnacté stoleti se neslo ve znameni matematické ofenzivy v oblasti matematické
analyzy, které bychom dnes nazyvali aplikace matematiky. Matematikové 17. a 18. stoleti
byli zaroven fyziky a byla to pravé fyzika, ktera piichazela s potiebou rozsifit pojmy v oblasti
integralu. Problémem konce 17. stoleti bylo, Ze matematici pfijali infinitezimalni veli¢iny
jako skutecné a bez pochybnosti tuto védu vyuzivali pro praktické vypocty, proti cemuz se
vSak ozvaly i kritické ohlasy, jak v fadach odpurcti Newtona, tak v fadach odptrct Leibnize.
Tyto spory pokracovaly mezi matematiky celé 18. stoleti. Néktefi se tak snaZzili vyhybat
pouziti nekone¢né malych veli€in a pracovali jen s kone¢nymi ptirGstky. Mezi takové patfil
Newtonuv nasledovnik Brook Taylor, znamy pifedev§im publikaci o rozvoji funkci do

mocninnych fad, tzv. Taylorovou fadou:

" SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly priivodce historii integrdlu. Praha: Prometheus, 1996, s.
43

® Tamtéz, s. 44.
° Tamtéz, s. 44.
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fx) = f(x0) + f(xo) (x — x) + ! S!CO)

Dalsi vyznamnou osobnosti byl Jean Baptiste Le Rond d’Alembert, ktery se pokusil

(x = x0)2 + -+

definovat derivaci jako limitu poméru ptirtstkt veli¢in, coz bylo prvnim krokem k dnesni
definici derivace pomoci limity. Jeho myslenky by se daly zapsat vztahem:

dy . Ay

dx  txoe Ax
Mezi vyznamné osobnosti pielomu 17. a 18. stol. patii také bratfi Jakob a Johann
Bernoulliovi, ktefi se stali nasledovniky Leibnize. Spole¢né s vypocty integrali se vénovali
problematice nekonecnych tad, které vyuzivali pii vypoctu integrali slozitych algebraickych a

1
nn+1)’

transcendentnich funkci. Dokéazali najit sou¢ty mnoho fad, napt.: ), ) n21—1’ problémem

v v 1 .. v we ’ v v v
se vSak stala fada Z;, kterou se jim secist nepodafilo. Tento problém vyiesil az Leonhard

Euler. Johann Bernoulli nastupuje po smrti svého bratra Jakoba na jeho profesorské misto na
univezité Vv Basileji, kde vyucuje mladého markyze de I’Hospitala a pozd€ji mu predava své
vysledky. Markyz Guillaume Francois de I’Hospital publikuje prvni ucebnici
diferencialniho a integralniho poctu. Kniha je dnes zndma pifedevsim kvali Bernoulliho
vysledku, tzv. ,,I’Hospitalovu pravidlu®, pomoci kterého lze dospét k urCeni limity podilu
dvou funkci, v némz se jak Citatel, tak jmenovatel bliZi nule. Tim se dostavdme k nejvétSimu

matematikovi 18. stoleti, kterym byl Leonhard Euler. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.4.1 Leonhard Euler

1.4.1.1 Zivot
Euler zil v letech 1707-1783 a byl zakem Johanna Bernoulliho.

Cely sviyj zivot se vénoval matematice a jeho celkovy pocet d¢l a
praci dosahuje ¢isla 886. I pies Uplnou ztratu zraku pokracoval ve

své praci, své objevy diktoval. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.4.1.2 Matematicky ptinos

Euler jako prvni definoval logaritmus jako exponent a zavedl  Obrazek 9: Leonhard
‘o \r . , " , ) ., Euler 10, s. 511
znamé Eulerovo Cislo, jako zéklad ptirozeného logaritmu. Toto ¢islo
nasledné vycislil na 23 desetinnych mist pomoci nekone¢né fady. Zajimavé je predevsim jak
Euler derivuje nekonecné fady a funkce. Stejné jako matematikové 17. stoleti zanedbava

diferencialy vyssich rada (dx)?, (dx)?, .... (Schwabik, Sarmanova, 1996)
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Priklad 1. Derivace funkce y = x™:
1
dy = (x +dx)" —x" = (x“ + nx"1dx + En(n — 1Dx"2(dx)? + ) —xn

dy = nx""ldxaodtudy’' = d—z = nx""1,

Euler pfisel na plny vyznam Taylorova rozvoje, kdyz ho pouzil ve své knize o diferencialnim

poctu. Jednim z dikazl jeho skvélé manipulace s fadami, byl nepochybné soucet fady Zn—lz,

2 y
kdy jako prvni dochézi k vysledku 1 + ziz + 312 + 412 + = %. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.5 Ur¢city integral

Jak jiz bylo zminéno, 18. stoleti bylo obdobim velkého mnozstvi poznatkd, které vSak
nemély pevny zaklad. Nejasnosti vznikaly pfedev§$im kolem nekone¢né malych velicin,
konvergenci fad, vypocta limit, ale i kolem derivaci a integrald. V 18. stoleti bylo integrovani
povazovano za inverzni operaci k derivovani a funkce se integrovaly podle Newtonova
fundamentalniho vztahu. Eudoxova exhaustivni metoda se ob¢as pouzivala pro aproximaci
velikosti plochy pod kiivkou, avSak pouze v piipadé, ze k dané funkci nebylo mozné urcit
primitivni funkci. V 19. stoleti nastava zpfesnovani matematické analyzy. Byly rozliSeny
pojmy konvergence a absolutni konvergence fad, konvergence a stejnomérnd konvergence
posloupnosti funkci, spojitost a stejnomérnd spojitost funkci apod. V matematické analyze se
vénovalo zvySené pozornosti kvantifikatorim, které slouzily K objasnéni téchto pojmu
V definicich. Jednim z matematikt, ktefi se vénovali upfesnéni pojmu integral, byl A. - L.

Cauchy. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

1.5.1 Augustin-Louis Cauchy

Vyznam Cauchyho dila spociva predevSim v tom, Ze polozil
zaklady matematické analyzy v dnesni podobé. V roce 1823
formuloval novou definici integralu a zajimal se jeho existenci pro
Sirokou Skalu funkci. Snazil se urcit obsah plochy vymezené osou x,
ptfimkami x = a,x = b agrafem funkce f.

., Pro spojitou funkci f: [a, b] — R postupoval Cauchy takto:

Rozdeélil interval [a, b] na n ¢asti pomoci bodii

Obrazek 10: Augustin- a = X, X1, X2, ., Xn = b.
Louis Cauchy [10, s. 54 T PRV Ly, v
vi ] Tomuto déleni D intervalu [a, b priradil aproximujici soucet

1) S =X fli-) O — x-4),
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Kterym vyjadril soucet obsahii obdélnikii se zdkladnou [x;_q,x;] a vySkou, kterd je ddna
funkcéni hodnotou f(x;_1). Cauchyovym umyslem bylo definovat integral f; f(x)dx jako
limitu souctii tvaru (1), kdyz maximum délek ,,délicich* intervalii [x;_4, x;] bude konvergovat
K nule. Jde tedy o aproximaci integralu, tj. obsahu vyse vymezené plochy v roviné, pomoci
souctu ploch obdélnikii. Za pozornost stoji i ta skutecnost, ze pri vytvareni souctu S pouzil
Cauchy pro interval [x;_;,x;] funkcéni hodnoty funkce f vlevém bodé tohoto intervalu.
Podobné lze pouzit funkcni hodnoty f(x;) Vpravém koncovém bodé. Obdobné pojmy se
uzivaji dodnes pod ndazvem levy resp. pravy Cauchyuv integral. “ K tomuto poznamenal, ze
., ... kdyz délky délicich intervalu jsou velmi malé a jejich pocet n velmi velky, bude mit zpiisob

rozdéleni pouze neznatelny vliv na hodnotu S. «10

il

Il
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i
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|
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Obriazek 11: Cauchyho integralni soucet [10, . 54]

Cauchy se potom snazil o zjemnéni normy déleni D, kde kaZzdou ¢ast intervalu [x;_1, x;]
rozdélil dalsim délenim D¢, Takto rozdé€lil vSechny intervaly vzniklé délenim D a nésledné
konstatoval, ze hodnota S vypocitana za pomoci intervali vzniklych délenim D se znatelné
nezméni, kdyZ prejdeme k jinému zpisobu vypoétu, kde se kazdy interval [x;_q, x;] rozdéli
do mnoha dal$ich. Cauchy zde spravné usoudil, Ze pokud bude dé€leni D dost jemné, bude mit
jeho zjemnéni opravdu minimalni vliv na vyslednou hodnotu S. AvSak ptehlédl zde fakt, ze
toto tvrzeni plati pouze pro stejnomérné spojité funkce na daném intervalu, tj. Ze ke kazdému
€ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro x',x" € [a,b],|x" —x"| <& plati [f(x")—f(x")]| <e.
S timto nedostatkem se az v pozd¢jsich letech vyrovnal Bernhard Reimann. (Schwabik,

Sarmanova, 1996)

9 SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly privodce historii integralu. Praha: Prometheus, 1996, s.
55-56.
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1.5.2 Bernhard Riemann

1.5.2.1 Zivot

Bernhard Riemann se narodil 17. zafi 1826 ve vesnici
Breselenz, ktera se nachazi pobliz Dannenburgu v Némecku. Roku
1846 nastoupil na univerzitu v Gottingenu, kde studoval filologii a
teologii, k ¢emuz ho vedl jeho otec, ktery byl kazatel. Riemann ve
svém volném case chodil navstévovat matematické piednasky od

Sterna (numerické feSeni rovnic, uréité integraly), Goldschmidta

(zemsky magnetivismus) nebo Gausse (metoda nejmensich ¢tvercit).

Obrazek 12: Bernhard
Nakonec shledal, Zze jeho sklon k matematice je veliky a pozadal Riemann [10, s. 58]

otce, aby se ji mohl vénovat zcela. Od roku 1847 studoval v Berling, kde poslouchal naptiklad
Dirichleta (teorie Cisel, teorie urCitych integralii a parcialnich diferencialnich rovnic) nebo
Jacobiho (analytickd mechanika, vyss$i algebra). Riemann ziskal dokonce uznani v o¢ich
Gausse, kdyz ptednesl svou praci O hypotézach, které jsou zdkladem geometrie. Po Gaussové
smrti (22. tnora 1855), m¢l byt Riemann jmenovan mimotfadnym profesorem. Do Gottingenu
byl vsak povolan Peter Gustav Lejeune Dirichlet a tyto snahy byly bezvysledné. Profesorem

se tak stal az o ¢tyfi roky pozdé&ji, po Dirichletové smrti. (Bec¢var, Fuchs, 1996)

1.5.2.2 Riemanntv integral

Riemann v roce 1854 znovu nastoluje otazku, co je vlastné integral ff f(x). Pt se, jak
se ma chapat to, s ¢im se uZ vice nez jedno stoleti béZn¢ pracovalo ve fyzice. Riemannovy
slovy: ,, Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b serazenou dle velikosti Fadu hodnot x1, X,
.es, Xn-1 @ 0znacme kviili kratkosti x1-a znakem 1, Xo-X1 znakem J,, ...., b-Xn.1 znakem o, a bud’ ¢
kladny pravy zlomek. Potom hodnota souctu S = 8,f(a+ &,8;)+ &,f(x1 + &,6,) +
O3f (xy + €303) + -+ + 8, f (Xp—1 + €,6,) bude zaviset na volbé intervalii 6 a velicin ¢. Bude-
li nyni mit (ten soucet) tu vlastnost, zZe at jsou zvoleny ¢ a ¢ jakkoli, bude se nekonecné bliZit
k pevné hranici A jakmile budou vSechna o nekonecné mald, pak se tato hodnota (1. A)
nazyva f;f(x)dx.

v r r b 4 (53
Kdyz tuto vlastnost nemd, pak nemd fa f(x)dx vyznam. “*

1 SCHWABIK, Stefan a SARMANOVA, Petra. Maly privodce historii integralu. Praha: Prometheus, 1996, s.
59.
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Tato definice je velice podobna té, kterou zname znovodobych ucebnic. Je vSak

zajimavé ji srovnat s Cauchyovou definici. Riemann definuje integral takto:

b n
J, £eodx = Jim > e~ xe

kde 6 znamena maximum délek &; intervall [x;_,,x;] vV déleni D. Zde, je mozné usoudit, Ze
jednotlivé definice se lisi pouze tim, Ze Riemann voli libovolny bod &; = x;_; + €;6; Vi-tém
intervalu [x;_4,x;] v déleni D intervalu [a, b], kdezto Cauchy pocitd s levou, resp. pravou
funkéni hodnotou na i-tém intervalu. Riemann tedy jesté vice zobecnil Cauchyho integral tim,
Zze uz integrovany interval funkce nemusel splfiovat pozadavek stejnomérné Spojitosti.

(Schwabik, Sarmanova, 1996)

/ E
Sixprepe 1 Fgisd
‘\l‘
/ I
7
L
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'Tt_':?,i'f_.lr?ﬂ“"n'

Obrazek 13: Riemanniiv integralni soucet [10, s. 60]

1.5.3 Gaston Darboux

Pouze ve stru¢nosti zminim uvahy francouzského matematika Gastona Darbouxe, ktery
dal vznik hornimu a dolnimu integralnimu soutu. Pracuje s pojmy supremum™ a infimum®,
Potvrdil, ze pokud horni a dolni integral maji stejnou hodnotu, jedna se o Riemanniv integral
funkce f od a do b. Pokud se hodnoty dolniho a horniho integralu lisi, fikame, ze Riemanntv
integral funkce f neexistuje. Tato definice se stala zdkladem vykladu o Riemannov¢ integralu.

(Becvaft, Fuchs, 1996)

'2 Nejmensi horni zdvora (majorita), pokud mé mnoZina maximum, tak je zaroveii i supremem.
3 Nejveétsi dolni zavora (minorita), pokud ma mnoZina minimum, tak je zaroveti infimem.
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2 Neurcity integral

Tato prace se zabyva problematikou urc¢itého integralu, takze kapitola o neurCitém
integralu bude obsahové strucnd. Povazuji ale za podstatné se o neurcitém integralu alespon
zminit, uvést zakladni vzorce a pravidla pro vypocet, které se pouzivaji pii vypoc¢tu primitivni

funkce a tedy i Newtonova urcitého integralu.
2.1 Primitivni funkce

2.1.1 Definice
,Necht f(x) je funkce definovana vintervalu I Kazda funkce F (x), kterd je
diferencovatelnd (md derivaci) v intervalu I a splituje na nem rovnost
F'(x) = f(x),

Se nazyvd primitivai funkce k funkci f(x) Vv intervalu 1. “**

2.1.2 Integracni konstanta

Z definice je jasné, Ze hledani primitivni funkce je hledani inverzni funkce k derivovani.
Pokud vezmeme v potaz, Ze derivace konstanty je nula, musime s tim po¢itat i u integrovani.
Proto se zavadi tzv. integra¢ni konstanta, kterd se pii vypoctech Casto opomina nebo

vynechédva z diivodu uspory mista, avsak i pfes jeji absenci s ni pocitdme. PiSeme:

ff(x)dx =F(x)+C.

Z toho muzeme usoudit, Ze integrovani neni jednozna¢na operace jako derivovani. Neda se
jednoznaéné urcit graf funkce, protoze integracni konstanta C miize byt jakakoliv. Budeme
tedy znat tvar grafu, tzv. integralni kiivky, ale konstanta C tuto kfivku mize posunout ve

sméru osy Y. Vznika tak mnozina vSech primitivnich funkci. (Slavik, Dvorakova, 2007)
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Obrazek 14: Primitivni funkce k funkci f(x) = cos x [11, s. 6]

/

\
/
\
/
)

Y LAITOCHOVA, Jitka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.

Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 9.
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2.2 Neurdity integral

2.2.1 Definice
», Mnozinu vSech primitivnich funkci kdané funkci f(x) nazyvame neurcitym

integralem K dané funkci, kratce integralem, a znacime podle Leibnize symbolem

f fx)dx

a cteme integrdl f(x)dx.

Z této mnoziny primitivnich funkci si potom vybereme jednu, pokud pozadujeme, aby
ktivka prochazela danym bodem P,(xy, Yo). Tyto jednozna¢né funkce, napt.: F(x) — 2 nebo
F(x), nazyvame partikularni integraly a funkce nejednozna¢né F(x) + C nazyvame obecny

integral funkce f (x). (Laitochova, 2001)

"

Obrazek 15: Integralni k¥ivky [5, s. 10]

> LAITOCHOVA, litka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.

Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 9.
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2.3 Zakladni vzorce

Ze znamych vztahl pro derivace plynou tyto vzorce:

fkdxzkx+c

r+1
x"dx = +cpror # —1
f r+1 p

1
f;dxz In|x| +c;prox #0
fexdxz e*+c
ax
faxdx=—+c
Ina

fsinxdx= —cosx +c

fcosxdx =sinx+c¢

1
fcoszx dx =tgx +c

1
- dx = —cotgx + ¢
fsmzx &

1
sz 1 dx = arctgx + ¢ = —arccotgx + ¢

1
————dx =arcsinx +c = —arccosx + ¢
j\/1+x2
f'(x)
dx =In|f(x)| +c
70 f(x)

(Dosly, Zemanek, 2011)

Z praktického pouziti téchto vztahli — vypoctl, je tieba poukéazat na nejcastéjsi chyby.
Predevsim se chybuje v zapisovani integracni konstanty C, na kterou se lehce pozapomene.
Mezi dal3i nejcast&jsi chyby patii vypocet [ 0 dx, jehoz vysledek je pravé tato integradni
konstanta C. Jako tieti a posledni ¢astou chybu bych uvedl vypocet integralu [ dx = [ 1dx,
kdy ve zkraceném zapisu (jednicka se nepiSe) 14ka studenty pfedstava, Ze v integralu nic neni,

takZe si tam ptedstavi nulu. Dale bych rad uvedl né€kolik pravidel pro vypocet integralii.

2.4 Pravidla pro vypocet integralu

Nyni si uvedeme tii zakladni pravidla, ktera vyuzivame pii pocitani s integraly.
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[+ fedx = [ fiods + [ Hoodx

Slovy lze mUzeme zapsat: ,, Integral souctu dvou funkci se rovna souctu integralii téchto

Sfunkci

[ = fedx = [ fiodx - [ foodx

Slovy lze muzeme zapsat: ,, Integradl rozdilu dvou funkci se rovna rozdilu integralu téchto

Sfunkci

[afii=c [ fwax

Slovy lze muZeme zapsat: ,, Integral soucinu konstanty ¢, a funkce f;(x) se rovnd soucinu

konstanty ¢, a integralu funkce f;(x). (Laitochova, 2001)

2.5 Integrace per partes

vvvvvv

integralech, napt. kdyz se integral sklada ze soucinu dvou funkci, nebo se sklada zjedné

funkce, kterou nelze integrovat pomoci tabulky.

2.5.1 Véta

., Necht funkce u(x) a v(x) maji v intervalu I spojité derivace u' a v'. Potom plati
fuv’dx =uv — j u'v dx."16

Pii vypoctech se vyuziva pro prehlednost a efektivitu zapis:

o Ju=ulx) v =v(x)| _ :
fuvdx—|u,:u,(x) v = v(x) —uv—fuvdx.

2.5.2 Priklad

. u==x v’ =sinx
xsinxdx =|_, = x(—cosx) — | —cosxdx
u =1 v=-—cosx

Z ¢ehoz vyplyva, ze:

xsinxdx = —xcosx +sinx+ C.

1 LAITOCHOVA, Jitka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.
Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 16.
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2.6 Integrace substituci

V nasledujici vété je ukdzano, jak vypocitat integraly, kdyz zavedeme proménlivou
substituci x = @(t). Tuto substituci vyuzivame pii vypoCtu obtiznych piikladt, které jsou
velmi slozité pfi vyuziti tabulky integralti nebo podle ni nejsou fesitelné viibec. Obtiznost této

metody byva v nalezeni vhodné substituce.

2.6.1 Véta
., Necht' f(x) je spojita funkce v intervalu (a, b) a necht
ff(x) dx = F(x).

Necht' dale x = @(t) je spojita funkce vintervalu (a,B), kterd zde spliuje nerovnosti
a < @(t) < b a ma spojitou derivaci @'(t). Slozend funkce F[@(t)] md potom v intervalu

(a, B) derivaci

F'lo®] o' (t) = flo(®)] ' (D),
nebot F'(x) = f(x), takze

ffmunwuwt=Fman

Porovname-li tyto dva vztahy dostaneme

jf@Mx=ffm&HW@Ma

pricems x = @(t) atedy dx = @' (t)dt.“"’

2.6.2 Priklad

2x t=x2 42 jdt t=x%+2
dx = Substituce = | — =In|t| + C = Dosazeni
]x2+2 dt=2xdx| t It dt = 2x dx

=In|x?2+2|+C

2.7 Integrace racionalni (lomené) funkce

Tuto metodu vyuzivame pii integrovani racionalnich funkci. Vime, Ze kazda racionalni
funkce je podilem dvou polynomt, které mizeme rozlozit na soucet polynomu a kone¢ného
poctu parcialnich (¢asteénych) zlomkid. Potom uz jen sta¢i integrovat polynom a jednotlivé

parcialni zlomky.

Y LAITOCHOVA, Jitka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.
Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 18.
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2.7.1 Jednoduchy rozklad

Na piikladech ¢. 1 a ¢. 2 si ukazeme jednoduchy rozklad funkce, ktery zname ze
zékladni Skoly. Jednotlivé polynomy jednoduse vydélime a dostaneme polynom, ktery

budeme integrovat.

2.7.1.1 Priklad 1

Racionalni funkci upravime
=1 (P -DEP+1)
x2—1 x?—1 B

nyni uz sta¢i pravou stranu rovnice integrovat

x%+1,

2 _x
(x*+ 1)dx 3 +x+C.

2.7.1.2 Priklad 2

Racionalni funkeci upravime

x+1 x+1 1
x2—1 (x-Dx+1) x-1

nyni uz sta¢i pravou stranu rovnice integrovat

fx_ldx— dt = 1 do —jT—ln|t|+C—ln|x—1|+C.

2.7.2 Rozklad na parcialni zlomky
Vime, Ze raciondlni funkce, kde je stupen Citatele L(x) vétsi neZz stupent jmenovatele

M (x), rozlozime jednoduse tak, ze vyd€lime Citatel jmenovatelem a dostavame rozklad

L(x) Q)
oo - T Gy

kde P(x) je soucet mnohoclenu a je racionalni funkce, ve které Q (x) je niz§iho stupné

M (x)
neZ M(x). Tuto racionélni funkci miZeme rozloZit na jednoduché, neboli parcidlni zlomky.
Tyto parcialni zlomky mohou byt dvojiho typu

A .
(x—a)™’

(1)

Ax + B
(x2+px+ )"’

A,a€R; neEN,

(2) A,B,p,q ER; p*—49q<0; neN.

Podminka, Ze p? — 4q < 0 znamena, Ze polynom x? + px + q nema relny koten. Rozklad

racionalni funkce na sou€et polynomu a parcidlnich zlomkid je jednoznacna operace.
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Koeficienty v ¢itatelich polynomu urcujeme napiiklad sestavenim soustavy linearnich rovnic.

Ukazeme si na prikladu ¢. 1. (Tkadlec, 2004)

2.7.2.1 Priklad 1

Vypocitejte
j‘ x3—7x + 24 .
x2—-2x—8
Racionalni funkci nejprve ¢astecné vydélime
x3—7x+ 24 5x — 8
om-s it a—s
Nyni rozlozime jmenovatel na soucin kotfenovych Cinitela
itz —2x"8
(x+2)(x—4)
Tuto funkci rozepiSeme na soucet polynomu a parcidlnich zlomku
x+2+ b

(x+2)+(x—4)'
Porovndme rozklddanou ryze lomenou funkci s t€émito parcidlnimi zlomky
Alx—4)+B(x+2) 5x —8
(x—4)(x+2) (x+2)(x—4)

Znésobime ob¢ strany spole¢nym jmenovatelem a dostdvame
5 —8=Ax—-4A+ Bx + 2B
Porovname koeficienty a dostdvame soustavu
x:5=A+B
x%: —8=—4A+2B

Reseni této soustavy tedy je

A=3;B=2
Po dosazeni nam tedy vyjde
x%—7x+24 faa 3 N 2
x2—2x-8 (x+2) (x—4)

Nyni uz nezbyva nic jiného nez vypocitat integral tohoto polynomu a téchto parcialnich

zlomkt

2

3 2 b
2 dx =—+2 31 2|+ 2In[x — 4] + C.
f<x+ +(x+2)+(x—4)> x=—+2x+ nlx + 2| + 21In|x — 4] +
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2.7.2.2 Priklad 2

Postupujeme analogicky jako u prvniho pfikladu, proto budu, pro lepsi pichlednost,

vynechavat nékteré kroky.

Vypocitejte
f3x2—5x+12
x(x2 +1)
Reseni
3x*-5x+12 A Bx+C
G2+ x @A D
3x% — 5x + 12 = Ax? + A+ Bx? + Cx
x*>:A+B =3
x:C=-5
x%:A=12
A=12B=-9;C = -5
Tedy
f3x2_5x+12dx:j'<12 9x+5 x_lzf__gf dx—5f
TG D) x  x24+1 x2+1
]SXZ Xt L 12Mnjx| — 2In|x® + 1] — Sarc tgx + C.
x(x2 + 1) 2

2.7.2.3 Ptiklad 3

Vypocitejte
J‘5x3+2x2
(x—1)2°
Reseni
5x + 2 A B
G-12 -1 G172
S5x+2=Ax—-A+B
x:A=5
x%:B—A=2
A=5B=7
Tedy
= & [ i e
(x —1)? G-D (x—l)2 (x — (—1)2
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5x3 + 2x?
(x —1)?

=5In|x — 1| — +C.

7
x—-1)
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3 Urdcity integral
V této kapitole se budeme zabyvat Newtonovym a Riemannovym urcitym integralem a
zpuisoby jejich vypoctu. Abychom byli schopni definovat Riemanniiv urity integral, je tfeba

si také vysvétlit pojem integralni soucet.

3.1 Newtoniiv integral
Historicky nejstarsi definice Newtonova integrali velmi uzce souvisi s pojmem
primitivni funkce. Newtontv integral lze vyuzit, pokud pro kazdé x € (a, b) plati F'(x) =

f(x) a pokud je funkce F na tomto intervalu spojita. Potom mtizeme tvrdit, ze plati:

b
[ reoax =1Feot = F0) - F@.

Pokud tedy k dané funkci zname jeji primitivni funkci, Newtonlv integral miizeme snadno
spocitat podle této definice. Déle bych se rad vénoval Riemannovu integalu, nejdiive je ale

tieba definovat si integralni soucty. (Danécek, Dlouhy, Ptibyl, 2007)

3.2 Integralni soucty

Necht’ je funkce f(x) definovana a ohrani¢ena na uzavieném intervalu (a, b). Tento

interval {a, b) rozdélime délicimi body x4, x5, ..., X, _; tak, ze

Aa=xy <X <Xy << xp_1<XxX,=h.
Rozd€leni na tyto tzv. €asteéné intervaly Ax; = (x;_q,xx), kde k =1,2,..n, budeme
nazyvat déleni intervalu (a, b). Oznaceni Ax; soucasné vyuzijeme k oznaceni délky intervalu
(xp—1, X). Je tedy zfejmé, ze plati

n
Ax, = Axy + Ax, + -+ Ax, = b —a.

k=1
Délku nejvétsiho z intervali Axy, k = 1,2, ...,n, oznaCime §, a nazyvame norma déleni.
(Laitochova, 2001)

Necht’ m je infimum funkce na celém intervalu {(a,b) a M je supremum funkce na
celém intervalu (a, b). V kazdém z Caste¢nych intervald uréime infimum m, funkce f. A
Cislo my (x;, — x,—1) vyjadfuje obsah obdélnikd sestrojeného nad intervalem (xj_q,x;) O
vysce my, a Y= My (Xx — Xx_1) je tedy obsah mnohouhelniku, ktery je sjednocenim téchto
obdélniki. Podobné pokud M, je supremum funkce f na intervalu (x;_q, xx), je My (x; —
Xi_1) obsah obdélniku o zadkladné (x,_q,x;) a vySce M) a Yp—q My (xx — xx_1) je obsah

mnohouhelniku, ktery je sjednocenim vsech téchto obdélnikt. (Novak, 2005)
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Necht’ ¢, € Axy, k = 1,2, ...,n, je libovolné zvoleny bod tohoto ¢astecného intervalu.

Utvoiime nasledujici tfi soucty. (Laitochova, 2001)

3.2.1 Dolni soucet =N y=f(x)

Dolni soucet budeme znacit s,, a plati pro ngj

Sy = mAx; + myAx, + -+ m, Ax,. N S

a Xy Xz X3 X4 X5 X5 X b
Obriazek 16: Dolni soucet [9, s. 34]

3.2.2 Horni soucet

y=f(x)

Horni soucet budeme znacit S,, a plati pro n¢j

Sn = Mlel + MZsz + -+ MnAxn.

|:
il | e
a Xy Xz X3 Xy X5 Xz X% b

Obrazek 17: Horni souéet [9, s. 341

3.2.3 Integralni soucet t
y=f(x)

Integralni soucet budeme znacit a,, a plati pro n¢j

Op = f(cl)Axl + f(CZ)sz + ot f(cn)Axn-

s X7 b

Obriazek 18: Integralni soucet [9, s. 41]

mb—-a)<s,<0,<S,<M(b—a),

a X, X X3 X4 Xg

Pro jednotlivé tii soucty plati, ze

protoze
m<my < f(cx) < M < M.
Jednotlivé soucty tedy zavisi na volbé dé€licich bodi x4, x5, ..., X, a integralni soucet g,, navic

na volbé bodt ¢4, ¢, ..., ¢, (Laitochové, 2001)

3.3 Riemanniiv urdity integral

Uvazujeme posloupnost n = 1,2,.... Tato posloupnost se bude nazyvat normalni
posloupnost déleni intervalu (a, b), pokud bude lim,,_,,, §,, = 0. Toto tvrzeni fika, ze kdyz
se pocet dilkt, kterymi rozdélime interval (a, b), bude limitné blizit nekoneénu, bude se jejich

velikost limitné blizit nule. (Laitochova, 2001)
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3.3.1 Definice

wJestlize posloupnost {0, m=q prislusnd k libovolné normdalni posloupnosti déleni
intervalu (a, b) je konvergentni, a to vzdy k téze limité lim,,_,, 0, nezavisle na volbé délicich
bodii x), a bodii cy, pak tu limitu nazyvame Riemannovym uréitym integrdlem funkce f(x)

od a do b a znacime
b
lim g, = f f(x)dx.
n—->00 a

Znak | md pripominat scitani v souctu o, = Y., f (i) Axy. Existuje-li integrdl f;f(x)dx,
pak se funkce f(x) nazyva integrovatelna (integrabilni, integrace schopna) v intervalu {(a, b)
podle Riemanna. “*®

Z této definice je jasné, ze pocitat integral podle Riemanna by bylo velice pracné.
Riemanntv integral ve vét§iné ptipadi pocitame pomoci Newtonova, protoze pokud je funkce
f naintervalu {a, b) spojita, jsou si tyto integraly rovny. Pokud funkce f bude neohrani¢ena
na intervalu (a, b) se uzivaji tzv. nevlastni integraly, kdy se vyuziva vypocet pomoci limit.

Naptiklad integral

ja ",

kde a € R, funkce f je ohraniena a integrovatelna v kazdém bod¢ intervalu {a, b), ktery je

ale podintervalem (a, o0). Tento interval tedy budeme definovat jako

b
lim | f(x)dx.
b— oo a

Analogicky postup se zavadi i pro funkci neohrani¢enou v intervalu {a, b). Pokud je limita
konec¢na, fikame, Ze tento nevlastni integral konverguje. Pokud tato vlastni limita neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje. (Danécek, Dlouhy, Ptibyl, 2007)

3.3.2 Vlastnosti Riemannovych integrala
U poditani urcitych integraltl je teba opatrnosti vzhledem k mezim integralu. Uvedu
proto par pravidel pro meze integralu. V integralu f; f (x)dx nazyvame ¢islo a dolni mez a

¢islo b horni mez.

8 LAITOCHOVA, Jitka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.
Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 45.
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3.3.2.1 Pravidla pro meze integralu

Lbf(x)dx = —fbaf(x)dx

faf(x)dx =0

Je-li funkce f(x) integrovatelna a pokud a < ¢ < b v intervalu (a, b), potom

fbf(x)dx = fcf(x)dx+fbf(x) dx

3.3.2.2 Vlastnosti pro vypocet ur¢itych integrali

Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné v intervalu {a, b), potom plati:

1. Pocditani s konstantou

fbkf(x) dx = kfbf(x) dx,

kde k je libovolna konstanta.

2. Soucet a rozdil integrald

b b b
] [f(x) £ g(x)] dx=f f(x) dxif g(x) dx.

3. Je-li f(x) < g(x) proVx € (a, b), potom

fbf(x) dx < fbg(x) dx.

4. Protoze |f(x)]| je také integrovatelna na intervalu (a, b), je

b
< f F (0] dx.

fbf(x) dx

5. Je-lim < f(x) < M pro vsechna x € (a, b), potom
b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b — a).
a
(Laitochové, 2001)

3.3.3 Metody vypoctu Riemannova integralu

3.3.3.1 Zékladni véta integralniho poctu
., Necht' f(x) je spojitd funkce na intervalu {a,b) a F(x) je jeji primitivni funkce na

uvedeném intervalu. Pak je
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b
f f(x)dx = F(b) — F(a)."

a

Casto pouzivame zkraceny zapis

b
[ reax=treote

predevsim pro usporu mista a vétsi piehlednost.

Jedna se o Newtonuv urcity integral, ktery se definuje pro spojité funkce, protoze jediné
takto mizeme zajistit existenci primitivni funkce k dané funkci. Lze tedy usoudit, ze pokud je
funkce f(x) spojita a zname jeji primitivni funkci F(x), jsou si Riemanniv a Newtontv

integral rovny. (Laitochova, 2001)

Pt
jZZd_x32_23 1¥] 8-1 7
CCTE T B3] T T3
1

3.3.3.2 Integrace metodou per partes

,, Necht funkce u(x) a v(x) maji v intervalu {a, b) spojité derivace u‘(x) a v'(x). Potom plati

b b
j uv'dx = [uv]} —f u'vdx."20
a a

X

1 !
u=x v =e
fxexdx=|, x
0 u=1 v=e

1
[xex]%—f e*dx=e—[e—1] =

0
3.3.3.3 Integrace substituci
,, Necht funkce f(x) je spojita na mnoziné hodnot funkce x = Q(t), kterd je spojita a ma
spojitou derivaci na intervalu (a, 8). Necht a = @(a), b = @(B). Potom

b B
[ 0= [ re@io@ae s

Integrace substituci je u uréitého integralu podobna jako u neurcitého, ovSem nesmime
zapomenout, Ze pokud chceme pocitat pomoci substituce, musime také vypocitat nové meze.

Ukézeme si na ptikladu.

¥ LAITOCHOVA, Jitka. Matematické analyza 2: integrdlni pocet : (pro distancni studium). 1. vydani.
Olomouc: Univerzita Palackého, 2001, s. 59-60.

0 Tamtéz, s. 60.
! Tamtéz, s. 61.
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xAl x2+2x+3=dtt_ t,=1+2+3=6
J;)m X = supstituce (x+1)dx=7 = meze t,=0+0+3=3
1(%dt 1 1 1 6 1
== —==[Int]§==[In6—-1In3] ==-In-==In2
7). 7 =zlntls=7ln6~-In3] =7z =5In

Nové meze se spocitaji dosazenim ptvodnich mezi do funkce, kterou chceme nahradit — jedna

se 0 tzv. transformaci. (Laitochova, 2001)
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4 Aplikace urcitého integralu
V této kapitole se budeme zabyvat geometrickymi aplikacemi urcitého integralu. U

jednotlivych aplikaci najdeme ptiklady, na kterych jsou demonstrovany metody vypoctu.

4.1 Urceni obsahu rovinné oblasti

Z ptedchozich tvrzeni a uvah je ziejmé, Ze pokud je funkce f spojita na intervalu {(a, b)
a integrovatelna, hodnota Riemannova integralu udava velikost plochy mezi osou x a grafem
funkce f. Je vSak tieba jesté doplnit, ze pokud je graf funkce f nad osou x, pocitame jeho

integral s kladnym znaménkem a pokud je pod osou x, pocitame se znaménkem zapornym.

Obrazek 19: Znazornéni znamének funkéni hodnoty [2, s. 136]

Na obrazku ¢. 19 je znazornéno chéapani plochy vymezené funkci f pfi pocitani integrald.
Pokud bychom na tuto skute¢nost nebrali ohled a pocitali integral funkce na celém intervalu
(a, b), plochy vymezené funkci f, které by byly pod osou x, by se ode¢italy od ploch, které
jsou nad touto osou. U nekterych grafii funkei v této kapitole jsem vyuzil programu Maple.
(Dontova, 2001)

4.1.1 Rovinna oblast vymezena funkci f a osou x

4.1.1.1 Priklad L
Zadéni I .‘_
Vypoditejte obsah rovinné oblasti funkce f(x) = x? na EZ -
intervalu (0,1). z:

ez ran w el

Obriazek 20: Graf funkce f(x) = x2 [8,s. 72]
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ReSeni
oo e[ oo
LT E T T
0

4.1.2 Rovinna oblast vymezena vice funkcemi

Necht’ f a g jsou spojité funkce na intervalu (a, b) takové, ze g(x) < f(x) pro vSechna

x € {a, b) . Je-li navic g = 0 (je nad osou x), pak mizeme z piedchoziho tvrzeni vyvodit, Ze

velikost plochy, ktera je ohrani¢ena témito funkcemi a body a, b, lze zapsat jako

P=["f)dx— [ g(x)dx = ['[f(x) — g(x)] dx.

|
( N\ v = F()
N
{ ; \\qu _a-’f ’ w=glct

Obrazek 21: Oblast omezena dvéma funkcemi [2, s. 137]

4.1.2.1 Priklad 1

Zadani M
Vypocitejte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené funkcemi f(x) = g

2*¥ a g(x) = 8 naintervalu (0,3). o

Reseni o)
S=f03(8—2x)dx=[8x—%3=
0
24— o4 L =(24—L>. T ————a—
In 2 In2 In2 Graf 1: f(x) =2%ag(x) =8

Pokud se vSak zamyslime, zjistime, Ze i pokud funkce g < 0 (bude pod osou x), bude

predchozi tvrzeni platit. Také se cCasto setkdvame s piiklady, které jsou zadany dvéma

funkcemi, které plochu vymezuji jejich prinikem. Proto pokud chceme vypocitat celou

plochu, kterou vymezuji, je u nich mozné vypocitat meze tak, ze spocitdme jejich pruseciky.

4.1.2.2 Priklad 3

Zadani

Vypoditejte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené funkcemi f(x) =x?—4x—-5a g(x) =7 —

2x — x2.
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ReSeni
V grafu vidime, Ze jako prvni musime urcit pruniky téchto

funkci.

X2 —4x —5=7—2x — x?

2x%2—=2x—12=0

Pomoci kvadratické rovnice jsme zjistili kofeny

X =—2;x,=3 Graf2: f(x) =x*—-4x—5a

Proto budeme pocitat obsah v intervalu (—2,3). Staé¢i pouze () =7-2x -2
urCit, ktera funkce je vétsi. Vzhledem ke spojitosti obou zadanych funkci staci zjistit
jednotlivé funkcéni hodnoty pro jeden bod uvnitt intervalu a zjistime, ktera funkce je v tomto
intervalu vétsi. Proto

f(0)=0-0-5=-5

g0)=7-0-0=7
vidime, Ze
9(x) = f(x) na intervalu (—2,3)

z ¢ehoz vyplyva, zZe obsah plochy bude

3 3 3
S=f (g(x)—f(x))dx=f (7—2x—x2—x2+4x+5)dx=j (12 + 2x — 2x%) dx
—2 2 —2

12 _I_Zx2 2x31°
T T3

16 125
[36+9—18+24—4—?]=T

-2

4.2 Urceni délky krivky
V ptipadé, Ze je rovnice zadana parametricky, kde x = ¢(t),y = ¥(t),t € (a, b), je

délka kiivky dana vztahem

l

b
f VIp' (O + [¥'(O)]2 dt.

Ukézeme si na ptikladech.

(Danééek, Dlouhy, Piibyl, 2007)

4.2.1.1 Ptiklad 1

Zadani
Spocitejte obvod kruznice o poloméru r = 5 cm pomoci integralu, pokud je jeji rovnice
zadana parametricky:

x=@(t)=r*cost =>¢'(t) =r=(—sint)
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y=W¥(t) =r=*sint =>W¥(t) =r=*cost
O0<t<2m
Reseni

Dosadime do rovnice

b
= f VP OF+ P OR dt,

[ = fozn\/[r * (—sint)]? + [r * cost]?dt =

fozn JTr2(sin?t + cos?t)dt = r fozn\/(sinzt + cos?t)dt =

rfoznﬁdt = rfozn 1dt = r[x]3™ = 2nr. o
Pravé jsme si odvodili obecny vzorec pro obvod kruhu, do Graf 3: Kruznice
kterého uz nam sta¢i pouze dosadit
O0=1=2nr =2n+5=10m cm.
Ve specialnich ptipadech byva ktivka zadana i explicitng, kde y = f(x), x € (a,b) a
derivace f‘(x) je konecna na intervalu (a, b), pak pro vypocet délky kiivky plati

b
[ = f V14 [f'(x0)]?dx.

(Danécek, Dlouhy, Ptibyl, 2007)

4.2.1.2 Priklad 2

Zadani
Vypocitejte délku kiivky f(x) = x+v/x na intervalu (1,5).

Reseni :

Urc¢ime si derivaci

3
f(x) = E\E'

Dosadime do vzorce Graf 4: f(x) = xV/x

5 3 2 5 9
1=] 1+(—\/§> dx=j 1+—xdx =
1 2 1 4
5 |44 9x 1 (>
f dx=—f\/4+9xdx=
1 4 2 1

0 1 2 3 4 5 6

4 + 9x = t? 7
t; = V4 =13 1
substituce 2t = meze | * + = —f tvt2dt =
dx = dt t,=Va+45=7| 93
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~ 1f7 2 gy 1[1:3]7 343 -13V13
9) 93] 27

4.3 Urceni povrchu rota¢niho télesa
Povrch plasté rotacniho télesa zjistime tak, ze nechame rotovat kiivku kolem osy x.
Vyuzijeme pfi tom uvahy z predesié kapitoly. Pokud bude kiivka zadana parametricky tak, ze

x=@(t),y=%(),o'(t) #0,¥(t) =0,t € (a, B) potom pro vypocet povrchu plasté plati

b
S, =21 f w(OVTP OF + W OF dt.

Analogicky mizeme odvodit, ze pokud bude kiivka rotovat kolem 0Sy y a upravime

podminky tak, ze @(t) = 0, ¥'(t) # 0, tak bude platit

b
5, =21 f o OVIPOF + W OF dt.

(Laitochova, 2001)

4.3.1.1 Ptiklad 1

Zadani
Odvodte vzorec pro vypocet povrchu koule pomoci integralu — rotace kolem osy x. Povrch
koule spocitame tak, Ze nechame rotovat kruznici. Vime, Ze parametrické rovnice kruznice
jsou:
x =q@(t) =r*cost =>¢@'(t) =r*(—sint)
y=W¥(t)=r=xsint =>W¥(t) =r*cost
Reseni
Z podminek ¢'(t) # 0,¥(t) = 0,t € (@, B) uréime meze
o0<t<m

Dosadime do rovnice

b
S, =21 f w(OVTP OF + WO dt,

a

T
S, = an r*sint\/[r* (—sint)]? + [r x cost]? dt
0

Vi
= an 7 % sin t \/72(sin?t + cos?t) dt
0

T

V3
= 2mr? f sin t/ (sin?t + cos?t) dt = anzf sint dt = 2nr?[— cos t]§
0 0

= 2nr?[1 + 1] = 4nr?
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4.3.1.2 Ptiklad 2

Zadani
Odvodte vzorec pro vypocet povrchu koule pomoci integralu — rotace kolem osy y, pokud
vime, ze parametrické rovnice kruznice jsou:
x =q@(t) =r*cost =>¢@'(t) =r*(—sint)
y=W¥(t) =r=sint =>W¥(t) =r*cost
ReSeni
Z podminek @(t) = 0, ¥'(t) # 0 € {(a, B) ur¢ime meze

7T<t<7—[
2 2

Dosadime do rovnice

b
5, =21 | pOVTOF + WOF dt,

S

Sy = Zﬂf r*cost\/[r*(—sint)]2+[r*cost]zdt

NIE}

T

2
= annr % cos t\/T2(sin?t + cos?t) dt =

A

2
7 % cos t \/ (sin?t + cos?t) dt = 2mr? j T % cos tdt =

ST

= anzf

N

B

z=2nr?[1+ 1] = 4nr?

2

2nr?[sint]

Stejn€ jako u vypoctu délky kiivky, tak u vypoctu povrchu plasté, mize byt zadana
ktivka i explicitné tak, ze y = f(x), x € (a, b) a f(x) = 0. Potom pfi rotaci kiivky kolem osy
x plati

b
S, = 271] fOO)V1+[f'(0)]? dx.

(Laitochovéa, 2001)

4.3.1.3 Priklad 3

Zadani

Odvod’te vzorec pro vypocet povrchu valce o vysce v a poloméru 7.
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ReSeni
Nejprve si musime uvédomit, ze povrch plasté valce spoclitame tak, ze nechame rotovat

piimku rovnobéznou s osou rotace. Volime proto meze 0 < x < v a integrovana funkce bude

f(x)=r.

v v v
Sx=2nf r 1+r’2dx=2nf r\/1+0dx=2nrf 1dx = 2nr([x]§ = 2nrv.
0 0

0
Vidime, ze jsme spocitali povrch plasté, musime pouze piicist obsahy podstav, tento vzorec
uz znadme, tedy
S =2nrv+2nr? =2nr(v+7r).

Pti rotaci kolem osy y budeme muset nejdiive zmeénit oznaceni pro lepsi piehlednost,

tedy pokud x = g(¥), y € {c,d)a g(y) = 0, pak

d
s, =21 [ gONT+IGOIFdy,

(Laitochova, 2001)

4.3.1.4 Ptiklad 4
Zadani 2
Uréete pOVrch pohéru Sklenlce na Vino, kteréje Vysoké 10 Cm L e e e S

ReSeni

o

Prvni si musime uvédomit, Ze budeme pracovat s funkci

y=x*=>x=[y.

Urcime derivaci

1 0 1 2 ; 4 5 6

F'o= 2\[y Graf 5:x = \[y

10 1 2
oymae [ fr o[ o
y ﬂo \/; 2\/; Y

4y +1

10 1 10 10\/}
Zﬂj \/; 1+—dy=27rj \/; dy=7tf —J4y+1dy =
0 4y 0 0 \/y

4dy+1=t

10

_ _ ; - th=11_

_nfo V4y + 1dy = substituce dyz% =meze |, '_ 4q|=
m (M 2m s 1m 41V4in —

=— tdt =—|tvt| =—[41V4l -1| = ——F.
4]1 Vede =3[l =l | 6

Povrch poharu na vino o vysce 10 ¢m bude asi 137 cm?.
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4.4 Urceni objemu rotacniho télesa

Pokud chceme vypocitat objem rota¢niho télesa, sta¢i nechat rotovat rovinnou oblast.
Zvolime y = f(x),x € (a,b) a f(x) = 0, ktera je spojita na intervalu (a, b), pak pro vypocet

objemu télesa, které nechame rotovat kolem osy x plati

V, = nfbfz(x) dx.

(Laitochova, 2001)

4.4.1.1 Priklad 1

Zadani

Urcete objem télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢ené¢ho grafem funkce f(x) = sinx,
x € (0,m) a 0sou X. Na obrazku ¢. 22 je znazornén graf této funkce i téleso, které vznikne

jeho rotaci.

ReSeni
T T 1 ™1 — cos2x
Vznf sin xdxznf (1——(1+c032x)>dx=7tf ——dx
0 0 2 0 2
_n[ sian]”_n[ 0 O+O]—n2
—2F T2, T 2" — 2
¥ Y
,mzf{x}
£ b= -

Obrazek 22: Rotace funkce f(x) = sinx [11, s. 46]

Obdobn¢ pokud nechame rotovat kolem osy y spojitou funkci x = g(y) na intervalu

y € {(a, b) a pokud plati, ze g(y) = 0, pak

b
V, = ﬂf 9* () dy.
a

(Laitochov4,2001)
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4.4.1.2 Ptiklad 2

Zadani

Urcete objem poharu sklenice na vino, ktera je vysoka 10 cm.

ReSeni

Budeme pracovat s funkei y = x? => x = [y.

0 10 T
Vy=n.f \/;dyznf ydy=E[3/]0 = 50m.
0 0

Objem poharu na vino o vysce 10 cm bude asi 157 cm?3.
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5 Sbirka prikladi
V této kapitole je zpracovana sbirka ptikladii na aplikaci urcitého integralu. V prvni ¢asti

jsou zde piiklady feSené a ve druhé ¢asti jsou zde ptiklady nefeSené.

5.1 Re$ené piiklady

V této podkapitole jsem vybiral nefeSené piiklady na aplikaci urcitého integralu, které
jsem nasledné vyfesil. Piiklady jsem vybiral ze sbirky Cviceni z matematické analyzy:
Integralni pocet v R? od Jitiho Haska. U n&kterych piiklada jsou i grafy funkei, které jsem

vykresloval v programu Maple.
5.1.1 Priklady na vypocet obsahu rovinného obrazce

5.1.1.1 Priklad 1

Zadani
Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami:

y:=2x+Lx—-y—1=0

ReSeni
Priseciky: :
V2x+1=x-1
2x+1=x*-2x+1
x2—4x=0 A% :
x(x—4)=0
x,=0;x, =4 %

Urceni vétsi funkce: Graf7: y? =2x+1a
fi(2) =5 x—y-1=0
f(2)=1

fi(x) = fo(x)na intervalu(0,4)
Vypocet:
9
fmdx_fx-ldx:fﬁ@_lf_xrzlfl e
0 0 1 2 2 o 3 )
—9*3—1—8+4=27_1_24+12:E.
3 3 3 3

2 HAJEK, Jifi. Cviceni z matematické analyzy: integrdlni pocet v R. 1. vydani. Brno: Masarykova univerzita,

2000, 102 s. ISBN 80-210-2263-9.
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5.1.1.2 Priklad 2
Zadani
Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami:

y=x2+2x—-3;y=0

ReSeni
Priseciky:
x2+2x—-3=0
x1==-3x,=1 |
Urceni vétsi funkee: i
f1(0) = -3
f2(0)=0
fi(x) < fo(x)na intervalu(—3,1) Graf8:y = x? + 2x — 3
Vypocet: y=0
1 x3  2x 27 32
f_B(O—x —2x+3)dx—l—?——+3xl =[———1+3—?+9+9 =3

5.1.1.3 Priklad 3

Zadani

Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami:

fi(x) =In(x + 2); f(x) = 2Inx; f3(x) =0
ReSeni

Priiseciky:

x+2=1 Graf9: f;(x) =In(x + 2) a

Xpr = —1 fo(x) =2Inx
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Urceni vétsi funkce:

fi(x) a fo(x)
fi(1) =In3
f2(1) =1In1
f1(x) = fo(x)na intervalu(—1,2)
filx)a f3(x)
fi(1) =1In3
fz(1)=0
fi(x) = f3(x)na intervalu(—1, )
x)a fa(x
f>(0) = v bodé 0 ma asymptotu jdouci k —
f3(0) =0
fo(x) < fz(x)na intervalu(—1,1)
Vypocet:
Z vypocitanych hodnot a grafu vidime, Zze musime nejprve pocitat oblast, kterd vznikne mezi
funkcemi f; (x) a f5(x) na intervalu (—1,1) a nasledn¢ k ni pficist oblast, ktera vznikne mezi
funkcemi f; (x) a f,(x) naintervalu (1,2).
f1(x) a f;(x) na intervalu (—=1,1)

u=In(x+2) v =1

1 1
X
]ln(x+2)dx= , 1 =[xln(x+2)]11—J dx
1 u=x+2 V=X 1 x+2
Tx+2-2
= [xIn(x + D)2 _j Xxre-s
[xIn(x + 2)]%, L Txr2 dx
1 1 dx
= [x1 )1t —j 1d zf
[xIn(x + 2)]%, B X+ L xt2

= [xIn(x +2) —x + 2In(x + 2)]};
=[In3-1+2In3—-(-In1+1+2In1)] =
3In3 —2.

fi(x) a f,(x) na intervalu (1,2)

len(x +2)dx — JZ(Z Inx) dx
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len(x +2)dx = [xIn(x + 2) —x + 2In(x + 2)]}
1

=[2In4—-2+2In4—-(In3 -1+ 21In3)]
=[2In4-2+2In4—-In3+1-2In3]=4In4—-3In3 - 1.

u=lnx v =2

2 2
fl(Zlnx)dxz u,:% b= 2y =[2xlnx]§—2f1 1dx = [2xInx — 2x]?

=[4In2—-4—-2In1+2]=4In2—-2.
2 2
f 1n(x+2)dx—f (2Inx)dx =4In4—-3In3—-1—-4In2+2 =
1 1
4In2—3In3 + 1.
Nyni secteme ob¢ soucasti, které jsme pocitali zvIast

3In3-2+4In2-3In3+1=
4In2 — 1.

5.1.2 Priklady na vypocet objemu rotacnich téles

5.1.2.1 Priklad 1

Zadani

Vypoditejte objem télesa ohrani¢eného kiivkami y = x?%; x = y?, vytvoreného rotaci kolem

osy X.
ReSeni
Praseciky: ¥
x? =+/x
x(x3-1)=0

X1=O;XZ=1

Urceni vétsi funkce:

0,5) = 0,25 5

f1( ) Graf10:y =x?ax =y?
V2

f2(0)5) =7

fi(x) < fo(x)na intervalu(0,1)

1
nj \/Ezdx—nf
0 0

Vypocet:

1
2 X

x*“dx=m I— -
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5.1.2.2 Priklad 2

Zadani

Vypoditejte objem télesa ohrani¢eného kiivkami 2y = x?; 2x + 2y — 3 = 0, vytvoreného

rotaci kolem osy x.

ReSeni -
Priseciky:
x? _3-2x N
2 2
x2+2x—-3=0
x1==-3x,=1 A
Urceni vétsi funkee: . :
f1(0) =0 Graf11: 2y =x%a
f2(0)=% 2x+2y—3=0
fi(x) < fo(x)na intervalu(—3,1)
Vypocet:
13 —2x\° (x? 19— 12x + 4x? 1ot
n.f_3< 5 ) x—nf_3<7> dx=rtf3 2 dx—rrf_37dx
. l9x 12x%  4x3 xsr
4 8 12 20|
=ﬂ[g_E+i_i z+108+108_243 =272n.
4 8 12 20 4 8 12 20 15

5.1.2.3 Priklad 3

Zadani

Vypoditejte objem télesa ohrani¢eného kiivkami y = x;y = x + sin? x, vytvoreného rotaci

kolem osy x na intervalu (0, ).
Reseni

Urceni vétsi funkce:

HORS
N |
fz(§)=§+1 /

fi(x) < fo(x)na intervalu(0, )

NP

Grafl2:y=xay =x +sin’x
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Vypocet:

nf (x+sin2x)2dx—nf
0 0

s s

s
xzdx=nf (x2+2xsin2x+sin4x)dx—nf x? dx
0 0

T T
= nJ. (x% + 2xsin® x + sin*x — x?) dx = nf (2x sin? x + sin* x) dx
0 0

1
sin2x=—(1—c052x)’ =7l'f
2 0

” 1 1 1
=T[f (x—xc052x+———c052x+—c0522x)dx
. 472 4
1
= |c0522x = E(l + cos4x)|

= fn< 2+1 ! 2+1+1 4)d
—7'[0 X —xC0s2x + 7~ cos2x + g+ gcosdx |dx

2 2 4+8 4+32

. . . T
lxz xsin2x cos2x 3x sin2x sin 4xl
=1 -

4 8

8

3 Am3 + 3% —4An
- = _

5.1.3 Priklady na vypocet délky krivky

5.1.3.1 Priklad 1

Zadani
Vypocitejte délku oblouku kiivky:
yi=(x+13%x=4
fry=V&x+13%g:y=—J/(x+1)°
ReSeni
Urceni mezi:
x;=-—1

x2:4'

T 1
(x(l —cos2x) + 7 (1 — cos 2x)2> d

X

m? cos2m 3w cos 0 n? 1 3m 1
=m|5-0- F =040 (0—04+——+0-0+0|=m|—2+=—

4

|

Derivace funkce:

r 3
f:(\/(x+1)3) =3 (x+1) .
g:(~G+D?) = -2 /G+ D Graf 13:y? = (x + 17
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Vypocet:

e R

—2f7\/§tdt—2 t37_2[343—8]_670
9/, ~9)3], 9l 3 1

27"

5.1.3.2 Priklad 2
Zadani
Vypoctéte délku oblouku kiivky:

1 (e} V7
y=3 (3 — x)V/x, mezi prisetiky s osou x

ReSeni
Urceni mezi (praseéikii s 0S0U x): 1
0=(3—-x)Vx
x; =0
X, =3
Derivace funkce: :
, - .
x%_x_% :<L_£>:1—x Grafl4:y=@
3 2vx 2 24/x

Vypocet:
J l—x p J 1—2x+x2 J 1+2x+x2
X = dx =
2\/_
(1+x)2 31+ x 1 1 1
] dx=zj (x 2+x2)dx
0

=%l2ﬁ+2ml =[ﬁ+?] _[V3+v3-0-0] =243
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5.1.3.3 Priklad 3

Zadani
Vypoctéte délku oblouku kiivky:
(e +e™)

x € (—1,2
3 x € ( )

y
ReSeni

Derivace funkce:

Vypocet:

2 ex — e *1? 2 e2x — 2 4 2% 1 (2
j 1+[—] dx=] 1+ dx=—j \/ezx+2+e‘2xdx
» 2 ) 4 2)_,

1(? 1 (2 1
= E.f_l (e* + e *)%dx =§f_1(ex + e Mdx = 5 [e* —e™™]?%,

1
=E[e2+e—e‘2—e‘1]

5.1.4 Priklady na vypocet obsahu plasté rota¢nich téles

5.1.4.1 Priklad 1

Zadani

Vypocététe obsah plochy vytvofené otacenim funkce okolo osy x:
y2=4+x,x=2

ReSeni

Derivace funkce: /

/ 1
( ) LR | .
Urceni mezi: \ =

0=4+x i

x1 = —4‘ b

X, =2 Graf15:y2 =4 +x

2 , 2 7 T iv
2nf V4 + x 1+ﬁ dxznf l\/4+x%ldx=
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Vypocet:



- nfzx/17 ¥ 4x dx = %[\/(17 n 4x)3]24 %[125 _1]
_4 -

5.1.4.2 Priklad 2

Zadani
Vypocététe obsah plochy vytvoiené otacenim funkce okolo osy y:
3
2 =2y, y=—
x vy >
ReSeni

Derivace funkce:

(V) ==
y

&‘

621

Urceni mezi: .

0=2y

y1 =0 i 0
3

Y2 =73

Vypocet:
3
2 1

znfzmu
0

_ 14w

2 302
=SV = e-1=-—

5.1.4.3 Ptiklad 3

Zadani

Vypoctéte obsah plochy vytvorené otacenim funkce okolo osy x:

1

Graf 16: x% = 2y

3 3

2 J2y +1 JE
—|dy =2 J2y——|dy =2 J2y +1d
Zyy”“yp—yly"oy ’

1
fikx) =y= gﬁ(x — 12), mezi priseciky s osou x(f,(x))

ReSeni

Derivace funkce:

1 "ox 1
— - 12 =—-—
(- =(5-5)
UrCeni mezi:
y1=0
Yy, =12 i

Graf17:y =

56

Yx(x-12)
6



Urceni vétsi funkce:

3
f1(9) = )
fz(g) =0
fi(x) < f,(x)na intervalu(0,12)
Vypocet:
21xyx — 124/x x — 4\?
e [MRESIE |y (et

12—\/§x—12 x?2 —8x+ 16
:_an (—>j1+—
0

6 16x

) flz [Vx(x —12)Vx2 + 8x + 16] p
= —4T X
0 6 4/x

dx

12

=—%L :(x—12)\/(x+4)2]dx=—1n—2 [x? — 8x — 48] dx

0

m [x3 8x? (576 — 576 — 576)
= |- —48x| =- =

5.2 NeresSené priklady

12

481

V této podkapitole jsem vybral né¢kolik ptikladt k procviceni, ke kterym jsem pfilozil i

vysledek, aby si ¢tenat mohl ovéfit, zda problematiku aplikace urcitého integralu zvladnul.

K nékterym piikladim jsem ptilozil i graf, vypracovany v programu Maple.

5.2.1 Priklady na vypocet obsahu rovinného obrazce

5.2.1.1 Priklad 1

Zadani

Vypocitejte obsah mnozZiny K ohrani¢ené grafy funkei
g:y=x>+x-3af:y=—x%—2x+2.

ReSeni

[K _ 343
24
(Mayerova, Kuben, Rackova, 2006)
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5.2.1.2 Priklad 2

Zadani
Vypocitejte obsah kruhu K o poloméru r > 0. Rovnice kruznice se stiedem v pocatku je
r? = x% + y?. Nadrtnéte jeji graf.

ReSeni

(Mayerova, Kuben, Rackova, 2006)

5.2.1.3 Priklad 3

Zadani
Vypocitejte obsah obrazce K ohraniceného parabolou y = 4

x% + 2x apfimkou x —y + 2 = 0.

= 1-

(Héjek, 2000) / 3

Graf19:y =x?+2xa

ReSeni

5.2.2 Priklady na vypocet objemu rotacnich téles

x—y+2=0

5.2.2.1 Priklad 1

Zadani 16

Vypocitejte objem rota¢niho télesa V, které vznikne rotaci
1, . 13
funkee y = 1 + sin 3x na intervalu (g,T”), kolem osy x.

ReSeni

V_337T2 T
16 3

(Mayerova, Kuben, Rackova, 2006) L ]
Graf20:y =1+ %sin 3x

5.2.2.2 Ptiklad 2
Zadani
Vypocitejte objem rota¢niho télesa V, které vznikne rotaci
funkce y = 2|sin x| na intervalu (0, ), kolem osy x.
Reseni
[V = 4n?]
(Mayerova, Kuben, Rackova, 2006)

n
4 4 2 4

58 Graf 21: 3;= 2|sin x|



5.2.2.3 Priklad 3
Zadani

Vypocitejte objem koule V, které vznikne rotaci funkce y = vr? — x2 na intervalu (—r,r),
kolem osy x.

ReSeni

(Mayerova, Kuben, Rackova, 2006)
5.2.3 Priklady na vypocet délky krivky

5.2.3.1 Priklad 1

Zadani 501

Vypocitejte délku oblouku kiivky L funkce y = 7x na

intervalu (0,12). 601

ReSeni
[L = 60v2]

(Slezakova, 2001) 10

0 2 H 6 s 0 1 1

5.2.3.2 Piiklad 2 Graf 22: y = 7x

Zadani

Vypoditejte délku oblouku kiivky L funkce y? =x3 na

intervalu (0, §>- "

ReSeni -1 0
112 =+
-
27

(Slezakova, 2001) 5 :
Graf 23: y2 = x3

i

5.2.3.3 Priklad 3

Zadani

Vypocitejte délku asteroidy L na intervalu (0,2m). Pokud

mame zadanou parametrizaci této kiivky takto:

x'(t) = —3acos?tsint

y'(t) = 3asin®tcost

59 Obrazek 23: Asteroida [3, s. 120]



ReSeni

(Dosly, Zemanek, 2011)
5.2.4 Priklady na vypocet obsahu plasté rota¢nich téles

5.2.4.1 Priklad 1

Zadani

Vypocitejte povrch koule S, které vznikne rotaci kiivky y = Vr? — x2 na intervalu (—r, r),
okolo osy x.

ReSeni

[S = 4mr?]

5.2.4.2 Priklad 2
Zadani
Vypocitejte obsah plochy S, které vznikne rotaci kiivky
y = x3 naintervalu (0,2), okolo osy x.
ReSeni !
. 145V145 — 1
54

Graf24::y =x3
5.2.4.3 Priklad 3

Zadani

Vypocitejte obsah plochy S, které vznikne rotaci kiivky
x = 3y + 2 naintervalu (1,2), okolo osy y.

Reseni

_7V10
lS—T]

Graf 25: x =3y + 2
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Zavér

»A k ¢emu ndm to bude? Vzdyt' to v zivoté nepouziju!* Tohle je notoricky znama a
oblibena véta vétSiny studenti zakladnich a stiednich kol v hodinach matematiky. Cilem této
prace bylo pfedevsim vSem c¢tendiim ukdzat praktickou strdnku matematiky. Myslim si, ze
urCity integral je nadhernym znazornénim spojeni matematické piesnosti s praktickymi
potiebami lidstva v oblasti geometrie.

Dalsim cilem bylo také Ctenafe sezndmit s historii integralu. Historii jsem se snazil
vystihnout v co mozna nejvétsim rozsahu, protoze tato prace byla psana piedev§im jako
materidl pro studenty a ucitele, a je tedy dualezité, aby si ¢tenafi uvédomili, jak se postupem
¢asu matematika vyvijela, nez dospéla k integralu.

V prvni kapitole jsem tedy zminil historii. V kapitole druhé jsem pouze struéné nastinil
problematiku neurcitého integralu. Ve tieti kapitole jsem se jiz dostal k ur¢itému integralu a
ve ¢tvrté kapitole jsem zminil jeho aplikace v oblasti matematiky.

StéZejnim cilem mé bakalaiské prace bylo vytvofit sbirku piikladd, které jsem uvedl
Vv kapitole paté. Nékteré piiklady jsou feSené a nékteré nefeSené, aby si Ctenaif mohl

vyzkousSet, zda problematiku urcitého integralu zvladnul.
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