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Uvod

Cilem této prace je seznamit ctenare s krivkovymi integraly a ukézat jejich
praktické vyuziti ve fyzice. Potieby fyziky jsou totiz jednim z hlavnich dtavodi,
pro¢ viibec tyto integraly spattily svétlo svéta. S jejich pomoci mtizeme vypocitat
rizné fyzikalni veli¢iny jako je hmotnost, prace, apod. RozlisSujeme dva druhy
krikovych integralt - krivkovy integral proniho druhu a krivkovy integrdl druhého
druhu. PTi cteni této prace se s obéma variantami integrali seznamite a poznate
rozdily, kterymi se od sebe navzajem odlisuji.

Krivkové integraly nejsou ve ,svété matematiky” zadnym novackem. Jejich
historie sahd az do 18. stoleti, kdy se poprvé vyskytly v praci francouzského
matematika Alexise Claude Clairauta (1713 - 1765), jenz pomoci kiivkového in-
tegralu popsal tvar Zemé.

V prvni polovin€ prace se zamétime na tzv. neorientované krivkové integraly,
tedy na krivkové integraly prvniho druhu. Jak uz jejich nazev napovidé, nejsou
zévislé na orientaci kiivky. To je jeden z hlavnich rozdilt, kterymi se od sebe kfiv-
kové integraly prvniho a druhého druhu odlisuji. Druha polovina prace se vénuje
ortentovanym krivkovym integralim, pod kterymi se skryvaji kfivkové integraly
druhého druhu. Obé tyto kapitoly obsahuji nejprve teorii, jez je k pochopeni in-
tegrali nezbytna a také sady resenych prikladii, kterymi jsem se snazila priblizit
¢tenartum krivkové integraly v praxi.

Pii psani mé bakalaiské prace jsem se zameétila na Riemanniiv integral. Pro
nékteré pojmy ¢i definice to miize znamenat urcité omezeni, proto jsem do prace
zatadila také poznamky ve kterych naznacim, jak by se postupovalo v pripadé

Lebesgueova integralu.



1 Krivkovy integral prvniho druhu

1.1 Kiivkovy integral prvniho druhu v R?

Jako prvni se zamé&fime na kiivkové integraly prvniho druhu v R?. Prostorem
R? rozumime dvourozmérny vektorovy prostor redlnych ¢isel. U téchto integrald,
jak jiz bylo feceno, budeme integrovat po kiivce. Proto je jesté nutné si vyjasnit,

co budeme kiivkou rozumét.

Definice 1.1. Necht g = (i, %) je vektorovéa funkce z R do R?, jejimZ defini¢nim
oborem je uzavieny interval (a,b). Pfedpoklddejme, ze vektorova funkce g je na
intervalu (a,b) prostd a Ze pro kazdé ¢t € (a,b) je g'(t) # 0. Potom mnozinu
k= g((a,b)) C R? nazyvame hladkym obloukem (stru¢né obloukem) a body g(a),
g(b) jeho krajnimi body. Rovnice

kde t € (a, b), jsou parametrické rovnice hladkého oblouku k.

Vime-li, jakym zptisobem je hladky oblouk orientovan (tj. zndme-li jeho pocé-
tecni a koncovy bod), mizeme si tyto body oznacit. Napiiklad, je-li orientovan z
bodu a do bodu b, jeho pocate¢ni bod si ozna¢ime pb(k) = a a jeho koncovy bod
jako kb(k) = b.

Protoze jiz vime, co to hladky oblouk je a jak vypadaji jeho parametrické rovnice,

miizeme prejit k definici samotného kiivkového integralu prvniho druhu.

Definice 1.2. Necht & je hladky oblouk v R? popsany parametrickymi rovnicemi
x = p(t)ay = 1(t) anecht f je spojité funkce (dvou proménnych z, y) definovana

na mnoziné k. Potom integral



b
/k Flay)ds = / F((®), () VTR - 0P dt

nazyvame krivkovym integralem prvnitho druhu funkce f podél oblouku k a ozna-

¢ujeme jej symbolem [, f(z,y)ds.

Kfivkovy integral prvniho druhu mtzeme znacit vice zptisoby. Mezi nejrozsite-
néjsi potom patii fk f(x,y)ds, fk fds a fk f. Pro tento integral je typické, ze vzdy
existuje a to diky tomu, Ze integrované funkce je spojita na intervalu (a,b).
Dale plati, ze hodnota vysledného integralu je dana funkci f a hladkym obloukem

k, nezavisi tedy na jeho parametrizaci. [1, strana 288]

Jsou ovSem i pripady, kdy si nevystacime pouze s hladkym obloukem a proto
je zapotiebi pojem hladkého oblouku zobecnit. Z tohoto divodu si zavedeme

pojem po castech hladka krivka.

Definice 1.3. Mnozinu k& C R? nazveme po cdstech hladkou krivkou (struéné
krivkou), jestlize existuje konecéna posloupnost hladkych obloukii

(ki ko, ..., kn) v R? takova, 7e plati:
1. Kazdé dva oblouky k;, k;, kde i # j, maji spolecné nejvyse krajni body.

2. Jednotlivé oblouky k; lze orientovat tak, ze Vi € {1,2,...,m — 1} : kb(k;) =
pb(kit1)-
3. k=U" ki .
Jestlize kb(k,,) = pb(ky1), pak fikdme, Ze k je uzaviend kfivka. Pokud kazdy bod

prostoru R? je krajnim bodem nejvyse dvou oblouki k;, nazyvame k jednoduchou

(tj. ,meprotinajici se“) kiivkou. Zménu orientace kiivky k oznacime jako —k.

Pokud je ktivka £ slozena z vice hladkych oblouki, tak vyslednou hodnotu

k¥ivkového integralu vypocteme podle nasledujici definice.



Definice 1.4. Necht k je po ¢astech hladki kiivka v R? a f je spojita funkce
(dvou proménnych x, y) definovana na mnoziné k. Necht (kq, ko, ..., k) je roz-
klad kiivky & na hladké oblouky, kdy rozkladem kfivky rozumime konecnou po-
sloupnost obloukii v R2. Potom krivkovy integrdl proniho druhu funkce f podél

krivky k definujeme predpisem

/kf(l’,y)ds = Zil /kz f(z,y)ds.

Poznamka 1.1. Kromé uvedeného zpusobu zavedeni kiivkovych integralt jej
muzeme definovat také pomoci integralnich soucti. Krivkovy integral prvniho

druhu by byl v takovém ptipadé roven limité

ds = li i)Si| s
kf s = lim [;f(W)SI

kde m; nam predstavuje libovolny bod na kazdém z obloukt, na které je jedno-
duchd hladka kiivka rozdélené a s; je potom délka daného oblouku. [11, strana

4]

Hodnota vysledného integralu nezavisi na tom, jakym zptsobem si kiivku &
rozlozime na hladké oblouky. Tato vlastnost plyne z aditivity kiivkového integralu
uvedené v kapitole 1.2. Pokud mame totiz dva rizné rozklady kiivky, podél které
integrujeme, na hladké oblouky a provedeme-li jejich spolec¢né zjemnéni, tak toto

zjemnéni nebude mit na vyslednou hodnotu integralu zadny vliv.

Poznamka 1.2. Pii definovani pojmu kfivkovy integral prvniho druhu jsme se
omerzili pouze na spojité funkce. Tento fakt pro nas predstavuje vyrazné omezeni.
Proto zde uvedu, podle jakého vzorce by se kiikovy integral prvniho druhu fesil

v pripadé Lebesgueova integralu.



Predpokladejme tedy, ze k£ je hladky oblouk popsany parametrickymi rovnicemi
x =),y =1(t),t € {(a,b) aze f je funkce dvou proménnych = a y. Pak pro
kiivkovy integral prvniho druhu bude platit:

/k Flay)ds = / F((t), 6(0) VIFOF + [P,

pokud integral na pravé strané existuje jako vlastni Lebesgueiv integral. [7,

strana 138|

Pomoci krivkovych integralii je také mozné spocitat délku samotné kiivky,

podél které integrujeme. Pokud bychom chtéli tuto délku spocitat, tak pouzijeme

s:/lds
k

kde s nam bude znacit délku krivky a k& potom bude po ¢astech hladka kiivka.
2, strana 237|

jednoduchy vzorec:

1.2 Zakladni vlastnosti kfivkovych integralt prvniho druhu

P1i vypoctech krivkovych integralii je dobré mit na paméti tato zakladni pra-

vidla: [3, strana 31]

1. Mame-li orientovanou kiivku k, kterou si rozlozime na kiivky ki a ks, potom

plati
/f(fr, y)ds= [ f(z,y)ds+ | f(z,y)ds
k k1 ko

2. Mame-li na k definované funkce fi(z,y) a fao(x,y), tak potom pro libovolké
c1 € R, co € R bude platit

/[lel(xay)+c2f2(xvy)] ds:c1/fl(x,y)ds—i—cz/fz(x,y)ds
k k k



3. Pti zméné orientace kiivky z k£ na —k se znaménko u kiivkového integralu

prvniho druhu neméni, t;j.

/ f.y)ds = /k F(z, y)ds

1.3 Fyzikalni aplikace kiivkovych integralii 1. druhu v R?

Hlavnim dtvodem, pro¢ se viibec témito kiivkovymi integraly zabyvame, jsou

potteby fyziky. Diky kiivkovym integraliim mizeme spocitat nejen hmotnost ¢i

Vv

Vv

co znamenaji. Zbylé dva pojmy mohou byt problematické a proto by bylo dobré
naznacit, co nam vibec tyto veli¢iny udavaji.

Pod pojmem staticky moment hmotného bodu si predstavime soucin hmot-
nosti daného bodu a jeho vzdalenosti od pfimky (v trojrozmérném vektorovém
prostoru realnych ¢&isel R® od roviny). Momentem setrvac¢nosti potom rozumime

veli¢inu, kterda nam udava miru setrvacnosti télesa pti otacivém pohybu.

Definice 1.5. Necht % je po ¢astech hladka hmotnd kiivka v R?, jejiz (délkova)
hustota je popsana spojitou nezapornou funkci h definovanou na k. Potom hmot-

nost m(k) kiivky k je ddna vzorcem

m(k) = /k Wz, y)ds.

Pro vypocet statickych momentid S,(k), S, (k) vzhledem k soufadnicovym osam

hmotné krivky k£ pouzijeme vzorce

S (k) = /kyh(x,y)ds,



Sy(k) = /kxh(:p,y)ds.

Pokud tyto statické momenty S, (k) a S, (k) dosadime do vzorce

Vv

Momenty setrvacnosti I, (k), I,(k) vypocitame vzhledem k soufadnicovym osam

hmotné kiivky k& pomoci téchto vzorch

L(k) = / yh(z,y)ds,

k

I,(k) = /xzh(x,y)ds.

k

1.4 Kfivkovy integral prvniho druhu v R3

Nyni jsme se celou dobu zabyvali pouze kiivkovymi integraly v R?. MtiZeme
se setkat ale i s pripady, kdy nam pribude tfeti nezavisld proménna a tim se
dostaneme do prostoru R3. Teorie kiivkovych integrald prvniho druhu v R3 a
R? se lisi pouze pridanim tfeti nezdvislé proménné. Proto by bylo nerozumné
opisovat zde celou teorii kiivkovych integralt prvniho druhu, jen s miniméalnimi
zménami jesté jednou. Zamérim se tedy pouze na to hlavni a to jakym zptisobem
se zméni parametrické rovnice a vzorec, pomoci néhoz kiivkové integraly prvniho

druhu v R? poéitame.

Parametrické rovnice hladkého oblouku & C R? budeme nyni zapisovat ve

tvaru:

10



kde t € (a, b).

Stejné tak i vzorec pro vypocet kiivkového integralu prvniho druhu funkce f v

R3 rozsifime o jednu proménou. Dostaneme tedy

/kf(x, y,z)ds = / F(e(8), 0 (1), EO)VALPD)2 + [W(D)]2 + [€(t)]2}dt.

1.5 Fyzikalni aplikace ki¥ivkovych integralii 1. druhu v R?

Samoziejmé i v R? lze pocitat pomoci kiivkovych integraltt difve zminéné
fyzikalni veli¢iny. Opét je jediny rozdil v tom, ze do vzorci pridame tfeti nezavisle

proménnou.

Definice 1.6. Nechf % je po ¢astech hladkad hmotnd kiivka v R3, jejiz (délkova)
hustota je popsana spojitou nezapornou funkci i definovanou na k. Potom hmot-

nost m(k) kiivky k je ddna vzorcem

m(k) = /kh(:p,y,z)ds.

Pro statické momenty S,,(k), S..(k), Sy, (k) pouzijeme vzorce

Sy:(k) = /kxh(x,y,z)ds,

S..(k) = /kyh(x,y,z)ds,

Syy(k) = /kzh(:p,y,z)ds.

11



Vv

T(k) = <m(k) ) )>.
)

Vzorce pro momenty setrvacnosti I,,(k), 1,(k), I.(k) maji potom tvar

.MM=AW+%mm%aw
I

Amzlw+ﬁm@%aw

L(k) = /k(l'Q +y*)h(z,y, 2)ds.

Poznamka 1.3. Je patrné, ze R* neni poslednim prostorem, ve kterém se tyto

ktivkové integraly prvniho druhu a jejich fyzikalni aplikace daji pocitat. Timto

zpusobem rozsifovani, tedy pridavanim dalsich nezavisle proménnych, bychom

mohli pokracovat az do R", kde n je libovolné prirozené cislo.

1.6 Priklady ke kfivkovym integraliim 1. druhu

Piiklad 1 Urcete celkovou hmotnost oblouku paraboly y? = z, 0 < x < 1, kde

f(z,y) = |y| je hustota oblouku paraboly.

Reseni:

Plati:

Parametrizace:

12



ds = /(2t)2 4+ 12 = V42 + 1 dt

Dosadime do integralu, ktery fesime pomoci substituce:

u=4t> + 1

1 1 t=0—u=1
/|t| ds:/ |y|\/4t2+1dt:2/ VA +1dt=|t=1—u=5|=
¢ -1 0 du = 8t dt
sdu =t dt

5
51 g 1 |u? 17 s

Priklad 2 Vypocitejte momenty setrvacnosti vzhledem k soufadnicovym osam
jednoho zavitu homogenni Sroubovice s parametrizaci ¥ (t) = (cost,sint, 2t), t €

(0, 27). Predpokladéame, ze hustota h(z,y, z) = 1.

Reseni:

Plati:
r=cost — x = —sintdt
y=sint — y =costdt
z =2t — Z=2dt

ds = \/(—sint)2 + (cost)? +22 = \/Sin2t+(3052t+4 /5 dt

Dosazenim do vzorct, na vypocet momenti setrvacnosti, dostaneme:

13



27 27
I, = /(y2 + 2%) h(x,y, 2) ds = / (sin®t + 4t2)\/5 dt = \/5/ sin®t dt +
k 0 0

27
t 1
+4¢5/ t2dt:\/5{§—isin2t}
0

2 tg 27
+4V5 {—] =
3 0

=5 Kw_ ismzm) — (0— isin(])} + 4\3/5 [(27)® — 0] =

0

87344/5 3 + 3272
. WBWI@T%

2m
I, = /(x2 + 2%) h(x,y,2) ds = / (cos?t + 4t%)V/5 dt =
k 0

27 21 t 1 21 t3 27
:\/S/ cos%dt+4\/5/ 2dt =5 |-+ -sin2t| +4V5|—
0 0 2 ' 4 o 31,

-5 Kwrismzm) — (O+isin0>} +4V5 [@—0} =

8734+/5 3 + 3272
= Vb1 + T \/_:\/57r7+3 T

3

2 27
I, = /(x2 + %) h(x,y,2) ds = / (sin®t 4 cos? t)V/5 dt = \/5/ dt =
k 0 0
= V5[t = 2V5w

Postup vypoctu [sin’t¢ dt a [ cos?t dt je nasledujict:

1 1
/Sithdt:/—dt——/COSQtdt:
2 2

sin 2t + ¢

u =2t —E—l cosu du =
u=2dt| 2 4 -

N | =+

R

14



1 2t 1
/cosztdt:/—m% dt=§/(1+c052t) dt

1
+§ /coth dt =

1
s

u =2t _t+1 d—t—l—l' te=
w—2dt| =317 cos U u—2 4smu c=

=Ly Ynar s
—2 4sm C

Priklad 3 Vypocitejte staticky moment S, (vzhledem k ose y) kiivky C. Kfivka
C je slozena z oblouku A;(y = 22?) a z tsecky Ay(y = 4x), kde x € (0,2) a ma
hustotu f = 1.

ResSeni:

Parametrizace:

Ay p(t) = (,22) — @) = (1,4t), t€(0,2)
Ayt po(t) = (t,4t) — py = (1,4), t€(0,2)

dsy = /12 + (4t)2 = /1 + 162 dt
dsg =12+ 42 = \/1+ 16 = /17 dt

Staticky moment vypocitame dosazenim do nasledujiciho vzorce a spocitame jej

s vyuzitim substituce:

u=1+ 16t

2 2 u = 32t dt
Sy:/xds:/ tV1 + 16¢2 dt+/ tV17 dt = -
c 0 0

t=0—u=1
t=2—>u=2065

5
1 [ 2 1 |u 217 1 27 416

15



22 2
+VIT[5] =& (658 —1] + VT |5 — 0] = Y=L 4 2vTT

Priklad 4 Vypocitejte hmotnost kiivky C' s parametrizaci ¢ (t) = <1, t, %), kde

t € (0,1), jestlize jeji hustota v kazdém bodé je h(z,y, z) = v/2z.

ResSeni:

r=1 — 2 =0dt
y=t —y =1dt
Zz%—)?:,:tdt

ds=vV0+1+12=+V1+1t2dt

Pro hmotnost krivky C' bude platit:

1 t2 1
m:/h(x,y,z) dSI/ \/25\/14—?52 dt:/ tV14t? dt =
c 0

0

u=1+1t

u =2t dt 1 (% 1
= = — u2du:—
t=0—u=1 2 Jy 2

t=1—u=2

L e

Priklad 5 Po byté si chceme rozvést internet pomoci kabelu. Zjistili jsme, Ze
kabel bude leZet na kiivce s parametrizaci 1(t) = (3t%,2t3), kde t € (0,4) a cena
tohto kabelu je 27 K&/ 3 metry. Bude nam na jeho rozvedeni stacit 2000 K¢?

ResSeni:

r=315 =2 =92 dt
y =2t =y =6t dt

16



ds = \/(982)2 + (612)2 = V81t + 36t* = V117t* = 3131

Nyni vypocitame délku kiivky, na které bude kabel lezet:

4 374
t 64
/ 3V13t? dt = 3V13 {g} =3Vv13 {3] = V13 x64 = 230,76
0

0

Cenu kabelu vypocitame timto zpiisobem:
3m=2TKé=1m =9 K¢
230, 76 * 9 = 2077 K¢

Na nakup kabelu nam 2000 K¢ stacit nebude.
Piiklad 6 Najdéte hodnotu [,.(z* + 8zy) ds, kde K je obvod trojihelnika s
vrcholy Vi = (0,0), Vo = (0,2) a V3 = (1,0).

Reseni:

Parametrizace:

pl):ie=0  y=2 — da=VPF2=2d
wot) i =t y=2—2 — dsy=+/12+ (—2)2 =5 dt
p3(t)cx=1—t y=0 — dsg=+/(-1)?+02=1dt
te(0,1)

Hodnoty dosadime do integralu:

/1(02+8*0*2t) 2dt+/1(t2+8t(2—2t)) V5dt +
b [T s o) ar=os [ 615 Vaa+

1 t3 1
+/ (1—1)% dt = [8t* —5¢°], V5 + {t—t%ﬂ =
0 0

17



= (85)Vo+ (1—1+1) =35+ 1 =24

Vv

Priklad 7 Vypoditejte souradnice t&Zisté homogenni ptlkruznice (z —1)% +y? =
r2, y > 0. Hustota piilkruznice je konstantni a rovna jedné.

Reseni:

Parametrizace:

r=1+rcost — a2 = —rsint dt
y =rsint —y =rcostdt, te(0,n)

ds = \/(—r sint)? + (rcost)? = \/r2(sin2t—|— cos?t) = V2 =r dt

Vv

Znice m a jeji statické momenty Sm a Sy.

m:/ds:/ rdt=rltl]y=r(r—0)=rr
c 0
Sy —/yds—/ (rsint) r dt =r? / sint dt = r* [~ cost]; =

2(141)

Sy:/xds:/ (1+Tcost)rdt:/ rdt+/ rcost dt =
c 0 0 0

=r[t]g 4+ r’[sint]y =r(m —0) +r*(0—0) =rr

Nyni vypocitané hodnoty dosadime do vzorce T' = <& &>:

m’ m

18



Soutadnice tézisté jsou tedy ve tvaru 1" = (1, &)
™

Priklad 8 Vypocitejte obsah valcové plochy

3. .2 ?JQ_ 9 y?
(r,y,2) e R°: x +Z_1/\OSZS 4z +Z :

Reseni:
. Ve 2 2 /. ’ v 7 . v .
Pro elipsu plati: 73 + % = 1. Z toho vyplyvd, Ze pro ndmi uvazovanou elipsu

%+ y; = 1, kterou si oznac¢ime k, bude a =1 a b = 2.

Parametrizace elipsy k:

r=acost — x =cost — x = —sint dt
y=bsint — y=2sint — y = 2cost dt
t € (0,2m)

ds = /(—sint)? + (2cost)? = Vsin?t + 4 cos2 ¢ dt

Nyni dosadime do vzorce:

2 2 4 : 2t
/\/4x2—|—yzd3:/ \/4cos2t+ SZI \/sin2t+4(3052tdt:
k 0

27 2
= / \/(4 cos?t + sin?t)(sin? ¢ + 4 cos? t) dt = / sin?¢ dt +
0 0

2w

27 t 1 t 1 2
+4/ cos’tdt = |- ——sin2t| +4|-+4+=sin2t| =n+44r=5x
0 2 4 0 2 4 0

Vypoéty sin®t a cos?t jsou feseny stejnym zptisobem, jako tomu bylo u piikladu

2.
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2 Krivkovy integral druhého druhu

2.1 Kf¥ivkovy integral druhého druhu v R?

Dalsim typem kiivkovych integrali, se kterymi se seznamime, jsou kiivkové
integraly druhého druhu. Jeden z hlavnich rozdild mezi kifivkovym integralem
prvniho a druhého druhu je, Ze nasledujici ktivkovy integral je zavisly na orientaci
krivky. Jinymi slovy feCeno, je tzv. orientovany. Orientovanou kiivku k& budeme
znacit symbolem (k). Stejné tak, jako tomu bylo v pfedeslé ¢asti, je nutné si i zde
nejdiive ujasnit nekteré pojmy, které ke kifivkovym integraltim druhého druhu

patii. Prvnim z téchto pojmt je vektorove pole.

Definice 2.1. Necht M C R™ a necht f : M — R" je vektorova funkce. Tuto
vektorovou funkci f nékdy nazyvame wvektorovym polem na mnozinéeé M. Vekto-

rové pole f nazorné zobrazujeme tak, ze do kazdého bodu x € M umistime vektor

f(x).

Obrazek 1 - Vektorové pole

Kdyz nyni vime, co si pod vektorovym polem predstavit, mizeme si zavést

dalsi pojem a tim je prdce konstantniho vektorovéeho pole.
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Definice 2.2. Necht (k) je orientovand usecka v R* s podateénim bodem c a s
koncovym bodem d. Necht na mnoziné k je definovano konstantni vektorové pole
f(z) = f,, kde f, € R? je konstantni vektor. Prace W vektorového pole f podél

orientované tsecky (k) je ddna vzorcem:

W:fo(d—c).

Ktivkovy integral druhého druhu nam také umoznuje pocitat praci vykonanou

nekonstantnim vektorovym polem po kiivce, ktera nemusi byt tiseckou.

Stejné tak jako tomu bylo u kiivkovych integralt prvniho druhu, i zde budeme
nejprve uvazovat, ze (k) je orientovany hladky oblouk v R?, pro jehoz paramet-

rické rovnice plati:

kde t € (a, b).

Nyni zndme vSe potiebné k tomu, abychom si mohli k¥ivkovy integral druhého

druhu nadefinovat.

Definice 2.3. Necht (k) je orientovany hladky oblouk v R? popsany paramet-
rickymi rovnicemi x = @(t), y = 1 (t) a necht f = (f, g) je spojité vektorové pole

definované na mnoziné k. Potom integral

/

/ [fw(t% (1)@ () + gle(t), () (t)} dt

nazyvame krivkovym integralem druhého druhu vektoroveho pole f podél oriento-
vaného oblouku (k) a oznacujeme jej symbolem f(k) f(z,y) dz + g(z,y) dy nebo
strucné f(k)_f(x, y) ds. Piseme tedy
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’ /

L, ey ot otey dy = [ 1606018 0 + e, v @)

Z predpokladu definice kiivkového integralu druhého druhu vyplyva, Ze inte-
grovana funkce je spojitd na intervalu (a,b), proto tento integral vzdy existuje.
Také u kiivkového integralu druhého druhu plati, Zze vyslednd hodnota nezavisi
na parametrizaci orientovaného oblouku. [1, strana 298|
V literatufe se muzeme setkat s riznym znacenim téchto krivkovych integrali,

mezi nejrozsifenéjsi potom patii f(k) f(x) ds, f(k) fdx+g dy, f(k) f ds nebo také
f(k) f

Poznamka 2.1. Stejné tak, jako tomu bylo u kfivkovych integralti prvniho
druhu, tak i zde se zabyvame pouze Riemannovym integralem. Pro Lebesgu-
etiv integral by platilo nasledujici:

Predpokladejme, ze (k) je orientovany hladky oblouk popsany parametrickymi
rovnicemi x = ¢(t), y = ¢¥(t), t € (a,b) a f je vektorové pole definované na

mnoziné k. Pak kfivkovy integral druhého druhu definujeme predpisem:

/

b
L ey do oty dy = [5G0, 6006 O + o0, p0) 0]
k a
pokud integral na pravé strané existuje jako vlastni Lebesgueiv integral. [7,

strana 139

P1i vypoctech kiivkovych integraltt druhého druhu se mizeme dostat ale i do
situaci, kdy si nevystacime pouze s orientovanym hladkym obloukem. Napiiklad
kdyz se ve vektorovém poli pohybuje bod, ktery se stejnou cestou vraci i zpét. Z
tohoto divodu je nutné kiivku, podél které integrujeme, zobecnit. Zavedeme si

tedy novy pojem, orientovand cesta.
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Definice 2.4. Necht (k) je kone¢na posloupnost hladkych orientovanych obloukt
(K1), (k2), ..., (kn)) v R? takovd, Ze

Vi € 1,2, e, — 1: kb(kl) :pb(lirl)

Potom piseme

(k) = (k1) + (ko) + ... + (ki)

a (k) nazyvame orientovanou cestou v R*. Orientované oblouky (k;) jsou tzv.

useky cesty (k). Jestlize kb(k,,) = pb(k1) nazyvame cestu (k) uzavienou. Mnozinu

nazyvame trajektorii cesty (k).

Cestu

nazyvame opacnou cestou k cesté (k).

(k3)

(k1) (k2)

Obrézek 2 - Orientovana cesta

Definice kiivkového integralu podél orientované cesty bude mit nasledujici

znéni:
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Definice 2.5. Nechf (k) je orientovana cesta z def. 2.4 a f je spojité vektorové
pole definované na trajektorii cesty (k). Potom kiivkovy integral druhého druhu

vektorového pole f podél cesty (k) definujeme predpisem
f(z,y) ds = / f(z,y) ds.
/(k) ; (ki)

Vyslednd hodnota integralu neni zavisla na tom, jakym zptisobem rozlozime
(k) na jednotlivé tseky (k;). Toto tvrzeni plyne z aditivity kiivkového integralu,
viz. kapitola 2.3. Pokud je orientovana cesta (k) uzaviend, oznaCujeme nékdy

integral z def. 2.5 symbolem §¢. Pigeme potom tedy
]{ ) f(x.y) dz+ g(z,y) dy.
k

Takto znaceny integral nazyvame cirkulaci vektorového pole f= (f, g) podél uza-

viené (orientované) cesty (k).

2.2 Kiivkovy integral druhého druhu v R?

Také u kiivkovych integraléi druhého druhu plati, ze R? neni jedinym prosto-
rem, ve kterém miizeme vypocty provadét. Postupnym pridavanim dalsich neza-
vislych proménnych se miizeme dostat do prostoru R?, R* a samozfejmé mtizeme
dojit az k R", kde n je libovolné prirozené ¢islo. Pfitom teorie téchto kiivkovych
integralti se bude ligit pouze minimalné, v piipadé R? definice doplnime o tfeti
nezavisle proménnou z a stejnym zptisobem rozsitovani bychom pokracovali i v

dalsich prostorech.

Parametrické rovnice orientovaného hladkého oblouku (k) v R* budeme zapi-

sovat ve tvaru:

x = p(t),
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kde t € (a, b).
Pfi vypoctu kiivkového integtalu vektorového pole f = (f, g, h) podél orientova-

ného oblouku (k) pouzijeme vzorec:

f(@,y,2) de + g2y, 2) dy + h(z,y, 2) dz =
(k)

’

[ #6000 60) &' 0 + g(ot0).0001.0) o () + ho(0). wl0). ) € 0)] e

Stejné tak orientovany hladky oblouk (k) v R? bychom zobecnili na orientovanou

cestu v R?, apod.

2.3 Zakladni vlastnosti kifivkovych integrali druhého druhu

Tyto vlastnosti vychazi opét z vlastnosti Riemannova integralu. Pouze u
zmény orientace kiivky dochéazi také ke zméné znaménka ve vysledném integralu.

3, strana 46]

1. Vlastnosti kiivkového integralu druhého druhu vyplyvaji z Riemannova in-

tegralu, zejména pak jeho aditivita a linearita. Plati tedy

/(k)(f—l—g) ds:/(k)f ds—l—/(k)g ds,

/ cf ds=c f ds.
(k) (k)

za predpokladu, Ze funkce f, g a cf jsou integrovatelné na (k), kde ¢ € R.
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2. Mame-li dva orientované hladké oblouky (k1) a (ko) takové, ze kb(k;) =
pb(k2) a zéroven plati-li, ze k = ki U ko, tak potom pro kiivkovy integral
druhého druhu bude platit, ze

/ f(z,y) ds = f(z,y) ds + f(z,y) ds.
(k) (k1) (k2)

3. Zména orientace kiivky z (k) na (—k), se ndm odrazi také ve vysledné

hodnoté kiivkového integralu:

foy)ds = — / f(a,y) ds.

(=F) (k)

2.4 Fyzikalni aplikace kfivkovych integralti druhého druhu

Také kiivkové integraly druhého druhu mizeme vyuzit k vypoctu fyzikalnich

veli¢in. Zamérime se zde predevsim na mechanickou praci.

Necht (k) je orientovand cesta v R* a f = (f, g) spojité vektorové pole defino-
vané na trajektorii cesty (k). Ze zptisobu, jakym jsme definovali kiivkovy integral

je jasné, ze praci W vektorového pole f podél cesty (k) vypocteme pomoci vzorce

W= / f(y) dz+ g(x,y) dy.
(k)

Pridanim treti nezéavisle proménné z mizeme tuto definici rozsitit také pro
prostor R®. Zde budeme piedpoklddat, Ze (k) je orientovana cesta v R* a Ze
spojité vektorové pole je ve tvaru f = (f, g, h). Vyslednou praci tedy spocitame

pomoci vzorce

W= / (2,9, 2) do+ g(x,y,2) dy + h(z, y, =) d=.
(k)
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2.5 Greenova véta

Souvislost mezi dvojnym integralem na rovinné oblasti a kifivkovym integra-
lem druhého druhu podél jeji hranice nam vysvétluje Greenova véta. Predtim,
nez si znéni samotné véty uvedeme, je nutné zavést si novy pojem, a to orientaci

uzavren€ krivky.

Piedpokladejme, Ze k je jednoduchd, hladké a uzaviend kiivka v R?, jak jsme
si ji zavedli v Definici 1.3. Tato kiivka déli rovinu R? na dvé ¢asti- Int k a Ext k,
jak ukazuje nasledujici obrazek. Int k nam oznacCuje omezenou oblast roviny a
Ezxt k jeji neomezenou ¢ast. Tato vlastnost vyplyva ze znéni Jordanovy véty.

Dikaz tohoto tvrzeni najdeme v [8, strana 138].

//\
X

Ext k

Obrazek 3 - Omezena a neomezena oblast roviny

Pokud si na jakémkoliv oblouku ktivky k& zvolime jeho orientaci, urc¢ime tim
zaroven i orientaci kiivky k a tim tak mizeme vytvorit z k£ dvé rizné oriento-
vané cesty. Tyto orientace mohou byt bud kladné nebo zdporné. Orientaci kiivky
urc¢ime jednoduchym zptisobem. Pokud kiivka ,,probiha“ proti sméru hodinovych

rucicek, jedna se o kladnou orientaci, v opacném piipadé orientaci oznacime za
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zapornou. Jak je vidét z predeslého obrazku, kiivka na ném ma kladnou orientaci.

Greenova véta mé nasledujici znéni:

Véta 2.1. Necht M C R? je omezend uzaviend oblast, jejiz hranici je jedind jed-
noduchd uzaviend po édstech hladkd kiivka. Necht (hr M) je kladné orientovand
k¥ivka hr M. Necht f= (f,g) je vektorové pole, které je tridy C' na (oteviené)
oblasti G C R?, pricemz M C G. Potom plati tzv. Greeniiv vzorec:

//M (%(%y) N Z_g(x’y)) drdy = /(hr » f(z,y) dx + g(x,y) dy.

Dukaz: najdeme v [1, strana 304]

Greenovu vétu mizeme pouzit také pro mnohem rozmanitéjsi oblasti. I zde
pozadujeme, aby tyto oblasti byly uzaviené a jejich hranice tvorilo konecné mnoho
jednoduchych uzavienych po ¢astech hladkych kiivek. Prikladem takové oblasti

miize byt napiiklad oblast z nasledujiciho obrazku:

Obrazek 4 - Rozmanité oblast
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Pro vysledny integral oblasti M na obrazku 4 by napt. platilo:

[ [t e [ ]

Pomoci této veéty také pocitame obsahy rovinnych oblasti. Budeme pfedpo-
kladat, Ze M C R? je uzaviena oblast, kterd vyhovuje pfedpokladiim Greenovy

véty. Vezmeme-li si

//M (%(x’y) - %W) drdy = /(hr " f(zy) do+ g(w,y) dy

a polozime-li

1 1

f(x,y)z—iy a g(:v,y)=§x,

bude integral na levé strané ve tvaru ([, dzdy.

Vzhledem k tomu, Ze obsah méfitelné mnoziny M C R? se vypocitd pomoci
vzorce u(M) = |f 1 drdy, bude tomuto obsahu roven i kfivkovy integral na jeji
pravé strané.

Obsah P uzaviené oblasti M, kde hr M je kladné orientovana hranice M vypoc-

teme tedy podle vzorce:

1
P:—/ x dy —y dx.
2 hr M

Greenovu vétu muzeme také pouzit k dikazu Cauchyovy véty. Jeji znéni je

nasledujici:

Véta 2.2. [4, strana 76] Necht D je jednoduse souvisld oblast tridy C* neobsa-
hujici oo a mecht [ je holomorfni funkce v oblasti D. Pak pro kazdou Jordanovu

krivku o konecné délky, pro niZ [p] C D, plati
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L £(2) dz = 0.

Pod Jordanovou krivkou si predstavime uzavienou a jednoduchou krivku,
kterd rozdéluje rovinu na dvé oblasti. S takovou jsme se jiz setkali napf. u pred-
pokladit pro Greenovu vétu. Jednoduse souvisla oblast je takova oblast, ktera
je podmozinou R? a ve které mtizeme kazdou uzavienou jednoduchou spojitou

krivku ,spojité stahnout“ do bodu. Pojem holomorfni funkce mize byt proble-

vvvvvv

Definice 2.6. Necht G C C je oteviena mnozina. Rekneme, Ze komplexni funkce
f je holomorfni na G, jestlize f'(z) existuje ve viech bodech mnoziny G. [5, strana

2]

Nyni miizeme pfijit k samotnému dikazu Cauchyovy véty.

Dukaz: [4, strana 76] O f vime, Ze je holomorfni v D, z toho vyplyva, Ze pro
kazdy bod z C D existuje derivace f (z). Piedpokladame, Ze tato derivace je

spojita. Plati-li, ze f(z) = u(z,y) + iv(z,y), tak potom podle [4, strana 71] plati:
/f(z) dz:/udx—vdy—l—i/'u de+udy=1+1i I
¢ ¢ ¢

Z predpokladu, Ze f'(z) je spojitda nam vypljvé, ze také viechny prvni parcialni

derivace funkei u a v jsou spojité a podle [4, strana 34] pro né plati:

ou  Ov ou B ov

% = a_ya a_y - _%7
v kazdém bodé [z, y] C D.

Podle Greenovy véty ndm potom pro integraly I7 a I, vychéazi:

ov  Ou ou  Ov
I = — =~ )dady =0, I,= 2 dady =0,
! /[ntcp ( Ox ay) Y ’ //Intcp (ax ay) Y

a proto také [ f(z) dz = 0.
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2.6 Nezavislost krivkového integralu druhého druhu na
cesté

Dalsim zptisobem, jak vypocitat kiivkovy integral druhého druhu, je pomoci
jeho nezavislosti na integracni cesté. V takovémto ptipadé vysledné hodnota in-
tegralu zavisi pouze na pocateénim bodé pb(k) a koncovém bodé kb(k) kiivky
k, podél které integrujeme. Zaroven plati, Zze zminéna nezavislost je vlastnosti

integrované funkce, a ta musi splinovat urcité podminky.

Definice 2.7. Necht f = (f, g) je spojité vektorové pole definované na oblasti
G C R?. Rekneme, Ze krivkovy integrdl druhého druhu vektorového pole f nezdvisi
v oblasti G na cesté, jestlize pro libovolné dvé orientované cesty (k1 ), (k2) v oblasti

G o stejném pocatecnim a koncovém bodé plati

f(z,y) dv+g(z,y) dy = f(z,y) dv+ g(z,y) dy.
(k1) (k2)

Véta 2.3. Krivkovy integrdl druhého druhu vektoroveého pole f nezavisi na ceste
v oblasti G C R? prdvé tehdy, kdyZ cirkulace vektorového pole f podél libovolné

uzavrené cesty v G je rovna nule.

Dukaz: najdeme v [6, strana 309

Abychom mohli pochopit dalsi vétu spojenou s nezavislosti kfivkového inte-
gralu druhého druhu na jeho cesté, je potieba se nejdfive seznamit s potencidlem

a s potencidlnim vektorovym polem.

Definice 2.8. Nechf f je spojité vektorové pole na oblasti G C R". Rekneme,
ze vektorové pole f je potencidlni na G, jestlize existuje (redlnd) funkce V' defi-

novana na G takova, ze pro kazdé x € G plati
gradV (z) = f(x).
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Kazdou takovou funkci V' nazyvame potencidlem vektorového pole f na oblasti

G.

Poznamka 2.2. Pro kazdé potencialni vektorové pole plati, Ze ma nekonecné
mnoho potenciali. Ty ziskame tak, ze k libovolnému z nich pricteme vsSechny

mozné konstanty:.

Véta 2.4. [1, strana 308| Predpoklddejme, Ze mame vektorové pole f= (f,g) na
jednoduse souvislé oblasti G C R%. Potom toto vektorové pole je potencidlni na
G prdvé tehdy, kdyz pro kazdé (x,y) € G plati, Ze

0 0
a—g(x,y) = a—i(:v,y)-

Tvrzeni z véty 2.4 mizeme dokazat nasledujici vétou:

Véta 2.5. Predpokladejme, Ze definicnim oborem funkci M, N, %—]\;, %—];f je jedno-
duse souvisld oblast @ C R? a Ze viechny tyto funkce jsou na 0 spojité. Potom
diferencidlni rovnice M (z,y)x + N(x,y)y = 0 je exaktni na Q prdavé tehdy, kdyz
pro kazdé (x,y) € Q plati, Ze:

oM ON
a—y(x7y> = a—x(x7y>'

Rovnici nazyvame exaktni, jestlize existuje funkce V' definovand na €2 takova, ze
pro V(x,y) €  plati:

ov oV

%(;p,y) = M(z,y) a 8—y(x’y) = N(z,y).

Kdybychom uvazovali prostor R3, tak bychom méli vektorova pole f = (f, g, h),
které je tiidy C' definované na oblasti G C R3. budeme predpokladat, Ze existuje
funkce V' definovana na G takova, ze pro V(x,y, z) € G bude platit:
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ov
%(xayaz) - f(xayaz)a

oV
a—y(xayaz) - f(xayaz)a

S wy7) = Fw.2).

Za ptredpokladu platnosti véty o ,zaménnosti“ smisenych vyssich parcialnich de-
rivaci:

Véta 2.6. Necht [ je funkce n proménnych, kterd md na oteviené mmnoziné
M C R"™ spojité vsechny parcidlnt derivace aZ do k-teho radu. Potom tyto par-

cidlni derivace (na M) nezdvisi na poradi proménnych, podle nichZ derivujeme,

ale zavisi pouze na tom, kolikrat derivujeme podle jednotlivijch promeénngjch.

nam pak podle [1, strana 308] vyplyva, Ze pro V(x,y, z) € G plati:

af _ 9y
ay(l‘ayaz) - ax(xayaz)7

af oh
%(xaya Z) - %(xaya Z>7

dg oh
@(xaya 2) - a_y(xaya 2)

Nyni mtizeme prejit k samotnému znéni véty.

Vé&ta 2.7. Necht f = (f, g) je spojité vektorové pole definované na oblasti G C R?.
Potom krivkovy integral druhého druhu vektorového pole f nezavisi v oblasti G na
cesté pravé tehdy, kdyz vektorové pole f je na G potencidlni. Je-li pole f na G
potencidalni a je-li V' jeho potencidl, potom pro libovolnou orientovanou cestu (k)

v G plati

" f(x,y) dov + g(x,y) dy = V(kb(k)) — V(pb(k)).

Dukaz: najdeme v [6, strana 310]
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2.7 Priklady ke krivkovym integralim 2. druhu

Priklad 1 Stanovte préci rovinného vektorového pole F(z,y) = (%, —395) po

oblouku paraboly y = z? z bodu (0,0) do bodu (2, 2).

Reseni:

Pro parabolu y = 22 plati:

r=t — 1 =dt
y=t> =y =2tdt, tc(0,2)

Praci vektorového pole F' vypocitame nasledujicim zptisobem:

22) 2 /42 2 /42
/Fds:/ —dx—?)xydy:/ (——6t4) dt:/ (——6754) dt =
0,0 2 0o \2 0o \2

8 32 4 32 556
(5‘0)‘6(3‘0) T

Piiklad 2 Vypoditejte integral [,.(8xy —3y) dx+ (42% +6y) dy, kde K je kladné

orientovana kruznice se stfedem S(0,0) a polomérem r.

ResSeni:

Pti feseni tohoto integralu mizeme vyuzit Greenovu vétu, bude tedy platit:

P(z,y) =8xy — 3y — P, =8z —3
Qa,y) = 42° + 6y — Q, =8z

Obsah kruznice S je roven mr?.

A nyni dosadime do integralu:

//[890—(890—3)] dxdy://sdxdy:?,*szswr?
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Priklad 3 Vypocitejte kiivkovy integral druhého druhu f(k) (y — 1) dx + x dy,
kde k je ,ctvrtelipsa® dand parametrickymi rovnicemi x = 3cost,y = 2sint,

t € (0,7) orientované tak, ze pb(k) = (0,2), kb(k) = (3,0).

Reseni:
Parametrizace:
x=3cost — x = —3sint dt

y=2sint — y = 2cost dt,kde t € <O,g>

,Ctvrtelipsa® ma obracenou orientaci, proto pfed integrdl dame zadporné zna-

ménko:

—/ (y—1)de+xdy=
(k)

0

= — —6/251n2tdt—|—3/2sintdt—|—6/2(zos2tdt> =
0 0 0

t 1. ] z 1 _ 2
=—|—-6|-——sin2t| +3[—cost]; +6|=(t+sintcost) =
21 . 2 .

67 135146 47 om 4, 07 3
= — —0— % — %k — = — _— _— = —
1 2 %3 1 1

Regeni integraltt [sin*t dt a [ cos®t dt bude stejné, jako tomu bylo u pitkladu 2

S /Q(QSint—l)(—Bsint) dt—k/2 3COSt*2COStdt> —
0

v kapitole 1.6.

Priklad 4 S vyuzitim potencidlu spoctéte [ o T dy+y dz pres kiivku C' zacinajici
v bodé (—2,2) a konéici v bodé (3,5).
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ResSeni:
P1i feseni tohoto integralu vyuzijeme znalosti z nezavislosti kiivkového integralu
2. druhu na jeho cesté.

Pro tplny potencial plati:

d(xy) =z dy+y dx

Diky tomu bude vysledny integral roven hodnoté:
/x dy+y dr = [zy)(*), = (3%5) — (—2%2) = 15— (=4) = 19
C

Piiklad 5 Vypocitejte kiivkovy integralu 2. druhu v R?
| 0T dx+y dy+ (xz—vy) dz, kde (k) je orientovany oblouk dany parametrickymi

rovnicemi: x = t2, y = 2t, z = 4¢3, t € (0,1).

Reseni:
Plati:
r=t —a2 =2dt
y=2 —y =2dt
=42 — 2 =12t* dt
€ (0,1)

1 1 1 1 1
/t22tdt+/ 2t*2dt+/(2*4t3 21)12t% dt = /2t3dt+/ 4t dt +
0 0 0 0

! t ]!
+/ (48t" — 24¢*) dt:Z{—] { ] {48——24 ] =
0 4 41,

5
2



Priklad 6 V roviné R? je ddno vektorové pole f(z,y) = (—z + v, 2x),
(z,y) € R% Vypoditejte praci tohoto vektorového pole podél kladné orientované
(tj. proti smyslu pohybu hodinovych ruci¢ek) kruznice se stfedem v pocatku a

polomérem R > 0.

Reseni:

Pro kruznici plati:

= Rcost — 2’ = —Rsint dt
y = Rsint — 4 = Rcost dt, te(0,2r)

2m
W = / [(—Rcost+ Rsint) (—Rsint) + 2R costR cost] dt =
0
2m
= RQ/ (costsint — sin*t + 2 cos? t) dt =
0

Reseni integralu [ costsint di:

27 27 27
1 =92 1 d
/ sintcost dt:—/ sin 2t dt = x/ ¢ :—/ sin:p—x:
1 1
=1 [~ cos z]2" = 2 [cos 2t]2™ = 0

[cos?tdta [ sin? ¢ dt poéitame stejnym zptisobem, jako v kapitole 1.6 u piikladu
2. Hodnoty nyni dosadime do vypoctu W:

¢ 1 27 ¢ 1 27
= R? {0— {a—zsin%L + 2 {Q—I—Zsin%h }:

= R?(—7+271) = R’n
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Piiklad 7 S vyuzitim Greenovy véty vypoctéte S = [, (2 +y?) de+ (z+y)* dy
jestlize K je kladné orientovany obvod trojuhelnika ABC, kde A = (0,0), B =
(0,3) a C' = (3,3).

Reseni:

Pro Greenovu vétu plati:

P(z,y) =2 +y*> — P, =2y
Qa,y) = (x +y)* = Q, =2(z +y)

Nyni dosadime do vzorce:

S://(Q(x+y)—2y) drdy = 2 031:(/:@) dx 2/03x[y]2dx:

3 2 373
3 27 27
:2/(3x—x2)dx:2 ECE ) ) Ll -
; 2 3 2 3

0
81 —54 27
:—:9

6 3

=2

Priklad 8 Dostali jsme za kol spocitat, kolik bude stat uklizeni ¢asti mésta.
Uklid bude provadét zametaci viiz, u néjz 1 KJ prace stoji 15 K& Vime, 7Ze pii
své cesté zametaci viz pojede po lomené cafe, kterou urcuji body ABC, kde
A=(1,1), B=(1,3)aC = (3,3), pficemz vzhledem k rozmanitosti terénu bude

na povrch silnice ptisobit silou F= (%, x3y).

ResSeni:

Nejprve je nutné urcit si parametrizaci kiivek AB a BC"

AB:z=1—=2 =0dt
y=t =y =dt, te(l,3)
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BC :z=t -1 =dt
y=3—=y =0dt, te(l,3)

Integral dostaneme ve tvaru:

31 3t 3 3t
/—*Odt+13tdt+/ —dt+3t3*0dt:/ 13tdt+/ —dt =
1 2 1 2 1 1 2

_t23+1 21° (9 1 Loy _8 4 12 o
12, 2102), \2 2) 2\2 2/ 2 2 2

Vime, ze 1 KJ prace stoji 15 K¢. Celkovou cenu prace tedy spocitame jako 6x15 =
90 Ke.

Priklad 9 Dokazte, Ze kiivkovy integral druhého druhu vektorového pole f =

(2zy, 2% — 222, 3 — 4y2) nezdvisi v R® na cesté a vypoctéte

(—2,0,1)
/ 2zy dr + (v — 22%) dy + (3 — 4yz) dz.
(1,2,3)

Reseni:
Nejprve ovérime splnéni podminek pro nezavislost k¥ivkového integralu 2. druhu

na ceste.

OR(z,y,z) 0Q(z,y,2)

= = —4
dy 0z -
OP(z,y,z)  OR(x,y,2) 0
0z n ox a
0Q(x,y, z) _ OP(x,y, z) _ oy

ox dy
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Podle pfedpokladii plati Ze f(x,y,2) = (2xy, 2? — 22%,3 — 4yz).

Plati tedy:

oV (x,y, z)

o =2y = V(z,y,2) =2y + ¢1(y, 2)

Kde ¢; je integracni konstanta funkci y a z. Nyni funkci V' zderivujeme podle

proménné y:

8V(x,y,z) _ {L‘2 + agpl(yaz)

dy dy

Plati také ale tvrzeni, zZe:

oV (z,y, 2)

ay = Q(xa Y, Z) = xQ - 222

Odtud plyne:

o1y, 2)

9y =222 = oy, 2) = =222y + pa(2)

Kde p9(2) je integra¢ni konstanta funkce z a pro funkci V' dostaneme:

V(z,y, z) = 2%y — 22°y + ¢2(2)

Stejnym zptsobem budeme postupovat pti derivovani podle proménné z:

oV(x,y, z )
WEBE _ gyt i2)

oV (x,y, z)

o = R(x,y,z) =3 —4yz

Z toho vypljva, ze y(2) = 3z a pro funkci V' plati:
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Vz,y,z) = 2%y — 2%y + 3z

Nyni do funkce dosadime body A(1,2,3) a B(—2,0,1) a dostaneme vyslednou

hodnotu integralu:

V(=2,0,1) = V(1,2,3) = (0—0+3) — (2—36+9) = 28
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Zavér

Hlavnim tématem této prace bylo pojednat o kiivkovych integralech a o je-
jich vyuziti ve fyzice. Seznamili jsme se s kfivkovymi integraly prvniho i druhého
druhu, pochopili teorii k nim nezbytnou a ukazali si, jakym zptisobem je mtizeme
vyuzit pri pocitani riznych fyzikalnich veli¢in. A to jak teoreticky tak také prak-
ticky. Jak jsme vidéli, vyuziti kfivkovych integral je opravdu siroké a mohou
nam pii vypoctech zna¢né usnadnit praci. At uz se jedna o vypocty zminénych
fyzikalnich veli¢in, kde staci dosadit do uvedenych vzorci a mame hotovo a nebo
také, kdyz pri svych vypoctech vyuzijeme Greenovu vétu, ktera nam pocitany in-
tegral znacné zjednodusi a potom uz neni zadny problém jej vyfesit. Samoziejmé
abychom mohli tohoto zjednoduseni vyuzit, je nutné aby dany integral splnoval
urcité predpoklady, ale to uz po precteni této prace vime.

Aby vibec mohla tato prace vzniknout, musela jsem si i ja znacné prohloubit
své znalosti matematiky. Integral jako takovy jsem znala jiz diive, ale krivkové
integraly pro mé byly naprostou novinkou. Diky tomu jsem se snazila najit si
takovou literaturu, kde byla tato, pro mé nova teorie srozumitelné popsana a ze
které pochopim nejvice. Nejlepsi volbou se nakonec ukazala byt kniha Matematika
II; od B. Budinského a J. Charvata, jenz pro mé byla pii psani této prace velmi
inspirativni a za které jsem cerpala nejvice.

Matematika ale neni jedina oblast, ve které jsem si pfi psani své bakalarské
prace rozsitila znalosti. Obrazky, které jsou inspirovany vyse zminénou knihou,
jsou vytvorené v programu Word a cela prace je vysazena topologickym systémem
nazvanym TEX. Zejména seznameni se s timto programem povazuji za prinosné
a to i do budoucna, kdy znalost tohoto programu mohu vyuzit pii psani dalsich

odbornych praci.
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