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Uvod

Dnes jezdi autem skoro kazdy a silni¢ni sit je stale vytizenéjsi. V dnesni uspé-
chané dobé nema také nikdo ¢asu nazbyt a neplanované zdrzeni na cestach miize
mit neblahé dusledky. Proto se zabyvame tim, jak sit silnic vylepsit, aby nasledky
dopravni nehody, piirodni katastrofy ¢i zneprijezdnéni silnice v disledku praci
na silnici byly co nejmensi. Cilem této préace je aplikovat néstroje z teorie grafi
pro analyzu zranitelnosti silni¢ni sité. Toto téma jsem si vybrala také proto, ze
sama vlastnim fidi¢sky priikaz uz nékolik let.

Cilem této prace nazvané Zranitelnost silnicni sité je uvést metodu pro vypo-
¢et dulezitosti iiseku na siti a provést naslednou optimalizaci sité. Abychom mohli
s jakoukoli siti viibec pracovat, potifebujeme ji zjednodusit na néjaky model, a tim
jsou grafy. Z tohoto diivodu je prvni kapitola vénovéana teorii grafii. Uvedeme v
ni zakladni pojmy a vlastnosti potfebné pro préci se sitémi. Pro realizaci preprav
na siti je jednou ze zékladnich tloh nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma uzly v
siti. Rtzné obdoby tohoto problému nalezneme v mnoha aplikacich. Vyuzijeme
ho i pro silni¢ni sit, protoze kazdy, kdo na silnici vyjede, se chce do cile dostat co
mozna nejrychleji. Této problematice se proto vénuje druha kapitola. Ve treti ka-
pitole, které je stézejni kapitolou této prace, se dostaneme k otazce zranitelnosti
a dulezitosti. Uvedeme v ni ruzné indikatory dilezitosti tiseku, které v posledni
¢asti prace aplikujeme na ¢ast realné silniéni sité Ceské republiky a pomoci nich

ur¢ime nejvyhodnéjsi zlepSeni této ¢asti sité.



1. Uvod do teorie grafi

Teorie graft je ¢asti matematiky, jejiz puvod se datuje do 18. stoleti. Tehdy
fesil Leonhard Euler problém sedmi mostt mésta Kralovce. Méstem protéka reka,
ktera vytvari ve mésté ostrovy, a vede pres ni sedm mosti. Euler v roce 1736 pre-
myslel, zda-li 1ze pfes kazdy most piejit pravé jednou a vratit se do vychoziho
mista. Tedy jestli dand cesta jde nakreslit jednim tahem. Dokézal, ze v Kra-
lovci to mozné neni. Dalsi znamy historicky problém souvisejici s teorii graft je z
roku 1852, kdy Francis Guthrie predlozil ,,problém ¢tyt barev®. Poté, co obarvil
politickou mapu Anglie pouze ¢tyimi barvami, si kladl otdzku, zda jde libovolna
mapa obarvit s vyuzitim maximalné ¢tyt barev tak, aby kazdé dvé sousedici zemé
meéli jinou barvu. Kladnou odpovéd poskytli az o vice neZ sto let pozdéji americti
matematici pomoci poc¢itacového modelu.

Jelikoz grafem lze reprezentovat jakoukoli sit, je pole aplikaci grafi hodné
siroké. Nevyuzivaji se pouze v informatice, ale najdeme je tfeba i v chemii pfi
studiu molekul. Pomoci grafi lze také popsat napft. odkazy na webovych stran-
kéch, které odkazuji z jednoho ¢lanku na druhy. Pod pojmem sit si ¢tenaf mozna
predstavi néco jiného, a to sit dopravni. Tedy potrubi, Zeleznice, letecké linky
nebo silnice. A pravé silni¢ni siti se budeme zabyvat v této praci.

Silni¢n{ sit lze popsat pomoci grafu, tedy pomoci libovolné slozitého systému
uzli a hran, a to nasledujicim zptsobem. Pokud potfebujeme popsat pouze velmi
zevrubnou silniéni sit Ceské republiky, tfeba pouze sit dalnic, ktera je na obrazku
1, stac¢i za uzly povazovat jen velkd mésta, ke kterym vedou dalnice. Hrany grafu
poté predstavuji mozné cesty mezi témito mésty. Jak dalni¢ni sit zjednodusit na
graf je ukdzéno na obrazku 2. Tuto jednoduchou myslenku lze rozsirit na vSechny
silniéni komunikace. Abychom silni¢ni sit vystihli co mozné nejpfesnéji a graf se
dal prakticky pouzit, musime do grafu zanést spoustu informaci, jako naptiklad
délku silnice, jeji vytizenost nebo tfidu. Pokud pracujeme jen s grafem jednoho
mésta, kde uzly predstavuji kiizovatky a hrany ulice, je tfeba do grafu zahrnout

i jednosmeérné ulice. Proto v této kapitole zavedeme pojmy orientovaného a ne-



orientovaného grafu, ohodnoceni grafu, cesty a vzdalenosti. Déle potom co je to
komponenta souvislosti grafu a jak ji nalézt. V posledni ¢asti kapitoly je uvedeno,
jak lze graf rizné reprezentovat v programu.

Definice a véty v této kapitole jsou prevzaty z [§].

Obrazek 1: Dalni¢ni sift CR

\. Ustinzd Labem

Obréazek 2: Dalni¢ni sit CR - zjednodusenf na graf



1.1. Definice grafu

Definice 1.1. Graf je usporddand dvojice (V, E). MnoZina V je mnoZina vrcholi
(uzli), mnozinu E CV x V nazgvdme mnoZinou hran, kde hrana je definovand

pomoci dvojice koncovyjch uzli.

Graf lze proto zadat obrazkem nebo vyc¢tem vrcholu a hran. Prozatim hovo-
fime o neorientovaném grafu. Hrana {2,1} je tedy totozna s hranou {1,2}. Pfiklad

zadani grafu je na obrazku 3.
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Obrézek 3: V={1,2,3,4,5} E={{1,2},{2,3}.{3.4},{4,5}.{1,5} {2.,5}}

Nyni se podivejme, jak definovat intuitivné chapané prochazeni grafem.

Definice 1.2. Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholi a hran

Vg, €1, V1, €2, . . ., €n, Upn, Ve které ma hrana e; koncové vrcholy v;_1,v;.

Mezi specialni piipady grafu patii kruznice délky n (zna¢ime C,) — man > 3
vrcholt, z nichz kazdé dva jsou rizné s vyjimkou vrcholi vy a v,, tj. vg = v,,. Déle
uplny graf (znacime (K,)) — ma n vrchold, viechny navzajem pospojované, tedy
(;‘) hran. Déale cestou délky n nazyvame graf s n+1 vrcholy spojenych za sebou

n hranami. Ukazky téchto grafii jsou na obrazku 4.

Obrazek 4: Kruznice Cs, Cesta délky 4, Uplny graf K



Definice 1.3. Stupném vrcholu ,v“ v grafu G, rozumime pocet hran z nej vychd-

zejici. Znacime jej dg(v).

Napftiklad pro graf K5 z obrazku 4, by byl dg(v) = 4 pro kterykoli vrchol. U

kruznice je stupen vSech vrcholu dg(v) = 2.

Veéta 1.1. Soucet stupni vrcholid v grafu je vZdy sudy a je roven dvojndsobku

poctu hran.

Dikaz: 8], str. 3.

V aplikacich se muzeme setkat se situaci, ze mame k dispozici cely graf, ale my
pritom chceme pouzit jenom nékterou jeho ¢ast. Naptiklad pokud zname silni¢ni
sit Ceskeé republiky, ale jsme vyzvani k tomu, progetfit silnice pouze Olomouckého
kraje. Proto zavedeme definici podgrafu. Tato definice zarucuje, Ze nepirevezmeme

pouze hrany bez koncovych uzla.

Definice 1.4. Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vr-
choli V(H), kde V(H) C V(G), ktery md za hrany libovolnou podmnoZinu hran
grafu G magjicich oba vrcholy ve V(H). Indukovanym podgrafem je podgraf, ktery

obsahugje vSechny hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholi z V(H).

({51
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Obrézek 5: Priklad grafu, jeho podgrafu a indukovaného podgrafu

Dalsim dulezitym pojmem z teorie grafu je pojem izomorfismus. Podle néj

rozliSujeme dva navzijem opravdu ruzné grafy.



Definice 1.5. Izomorfismus grafi G a H je bijektivni zobrazeni f : V(G) —
V(H), pro které plati, Ze kazdd dvojice vrcholi u,v € V(G) je spojend hranou v
G pravé tehdy, kdyz je dvojice f(u), f(v) spojend hranou v H. Grafy G a H jsou

1zomorfni, pokud mezi nimi existuje izomorfismus.

in

]

Obrazek 6: Izomorfni grafy kruznice C

Grafy na obrazku 6 jsou izomorfni. Jedna se pouze o jiné nakresleni kruz-
nice C5. Zobrazeni uzlu je nasledujici 1 — 1,3 — 2,5 — 3,2 — 4, 4 — 5.
[zomorfni grafy musi mit stejny pocet vrcholi i hran, jejich vrcholy museji mit
stejné stupné a izomorfismus f musi zobrazovat na sebe vrcholy stejnych stupnt.
Toto jsou nutné kritéria pro nalezeni izomorfismu. Pokud nam existenci izomor-
fismu nevyloud¢i, neznamena to, ze by existoval, a nezbyva nic jiného, nez zkouset
vSechny moznosti zobrazeni.

Relace ,,byt izomorfni“ rozdéluje mnozinu grafi na t¥idy izomorfismu. Proto
kdyz mluvime o grafu, mluvime o celé tiidé izomorfismu, tj. nezélezi nam na

nakresleni grafu.

Nyni zavedeme pojem orientovaného grafu. Ne vzdy lze totiz v siti procha-
zet hranu v obou smérech, a potfebujeme tedy vyjadrit smér hrany. U silni¢ni
sité toto zavedeni potiebujeme pro vyjadreni, Ze ulice Ci cesta je jednosmérna. U

potrubni sité by orientované hrany znacily, kde kapalina vtéka a kde vytéka.

Definice 1.6. Orientovany graf je usporddand dvojice D=(V,E), kde E CV xV
a hrany jsou uspotddané dvojice vrcholi, znacime je (u,v), tj. hrana zacind ve

vrcholu uw a kond? ve vrcholu v.



Orientované grafy uz nemusi byt symetrické, tedy hrana (v, ) nemusi exis-
tovat. Mezi orientovanymi a neorientovanymi grafy existuje analogie. Na obou-

strannou hranu lze totiz nahlizet jako na dvé jednostranné s opa¢nymi sméry.

L)

Obrazek 7: Priklad orientovaného grafu

Na obrézku 7 je uveden pfiiklad orientovaného grafu, ktery by mohl znézor-

novat tfeba pldn malé vesnice se dvéma jednosmérnymi ulicemi.

V této praci budeme pracovat i s ohodnocenim hran, protoze neni silnice
jako silnice. To slouzi k blizsi specifikaci hrany a vyjadiuje néjakou jeji vlastnost.
Co ohodnoceni predstavuje musime vzdy specifikovat. Miize reprezentovat vzda-
lenost mezi uzly, kapacitu hrany a mnoho dalsiho. Piiklad ohodnoceného grafu

je na obrazku 8.

Definice 1.7. Ohodnoceny graf je graf G spolecné s ohodnocenim hran w, kde
w : E(G) — R. Pokud pro vSechny hrany plati, Ze w(e) > 0, hovoiime o kladné

ohodnoceném grafu.

Obrazek 8: Piiklad ohodnoceného grafu

10



1.2. Souvislost grafu, komponenty

Jestlize graf modeluje néjakou sit, a to nejen silnicni, ale tfeba pocitacovou
nebo potrubni, je jednou ze zékladnich otazek, zda mame moznost dostat se z
kazdého uzlu do libovolného jiného uzlu. Pravé uvedené sité by tuto vlastnost

mit mély, a proto graf, ktery je reprezentuje, nazyvame souvisly.

Definice 1.8. Graf G je souvisly, pokud je tvoteny nejvyse jednou komponentou

souvislosti, tedy pokud jsou kaZdé dva vrcholy spojené cestou.

Véta 1.2. Méjme relaci ~ na mnoziné vrcholi V(G) neorientovaného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy plati u ~ v, pravé kdyz existuje v G sled zacinagici v
u a koncici ve v. Pak ~ je relace ekvivalence. Tridy této ekvivalence se nazyjvaji

komponenty souvislosti grafu G.

Dikaz: [8], str. 14.

\ .

Obrazek 9: Komponenty souvislosti

Graf na obrazku 9 je tvofen dvéma komponentami souvislosti.
Protoze nas v aplikacich bude zajimat, zda je graf souvisly i po néjakém
lokalnim vypadku, tj. po odstranéni urcitého poc¢tu hran nebo vrcholi, uvedeme

definice k-souvislych grafu.

Definice 1.9. Graf G je hranové (vrcholové) k-souvisly, k > 1, pokud i po ode-

brani libovolnijch nejvyse k-1 hran (vrcholi) z G zustane vysledny graf souvislyj.

Vysoké hranové souvislost tedy znamena, Ze sit je velmi odolna vici vypadkiam

spojeni, tj. existuji alternativni cesty, jak se dostat do vSech vrcholi. Vrcholova

11



souvislost je silngjsim pojmem, protoze sit zustane dosazitelna i po odstranéni

ur¢itého poc¢tu vrchold (samoziejmé mimo téch odstranénych).

1.3. Reprezentace grafu v programu

Méjme graf G s n vrcholy, které jsou znaceny ¢isly 1,2,. .. ,n. Pro zadani grafu
do programu si uvedme dva zpisoby.

1. Matice sousednosti M —tento zptisob slouzi k zadani neohodnoceného grafu,
neorientovaného i orientovaného. Matice je typu n x n obsahujici pouze jednicky
a nuly, kde M (i,j) = 1 znamen4, Ze existuje hrana mezi vrcholy i a j, hodnota
M(i,7) = 0, Ze hrana mezi vrcholy neexistuje. Pokud je graf neorientovany, tato
matice je symetricka.

Obdobou matice sousednosti pro ohodnocené grafy je matice vzddlenosti. Je rov-
néz typu n x n a ukladaji se do ni ohodnoceni jednotlivych hran a znak toho, ze
hrana neexistuje. Pro graf s kladnym ohodnocenim hran se jako symbol neexis-
tujici hrany pouziva 0 nebo -1.

Reprezentace pomoci matice se hodi pro uplné grafy nebo grafy jim blizké. V
opacném piipadé by matice obsahovaly velké mnozstvi nul a vypocet by byl pa-
métove narocny.

2. Seznam sousedi jednotlivych vrcholu je uspornéjsi reprezentace grafu. V
grafu jsou vrcholy ¢islovany od 1 a vzestupné. Princip spociva v tom, Ze si ke
kazdému vrcholu pamatujeme c¢isla vrcholi, do kterych z néj vede hrana. Mit
ulozené nasledovniky kazdého vrcholu v samostatném poli by bylo pamétové na-
ro¢né, proto se pouzivaji pro ulozeni celého grafu pouze dvé pole: v poli A jsou
ulozena ¢isla vSech vrcholl, do kterych vedou hrany a v poli B jsou pouze uka-
zatelé, které urcuji, kde v poli A za¢inaji sousedé konkrétniho vrcholu, ktery
je reprezentovan indexem v poli B. Vrchol grafu s ¢islem u ma tedy své na-
sledovniky v poli A za¢inajici na pozici s indexem B(u). Na pozici B(u + 1)
uz zacinaji nasledovnici dalsiho vrcholu, a proto posledni nasledovnik vrcholu
u je na pozici B(u + 1) — 1. Nasledovnici vrcholu u jsou tedy vrcholy s ¢isly

A[B[u]], A[Blu] +1],..., A[Bu+1] — 1], viz pfiklad na obrazku 10. Velikost obou

12



poli se da lehce ur¢it predem. V poli A jsou potazmo vSechny hrany grafu. Hrany
obousmérné jsou zapocitany dvakrat. Na obrazku 10 je sedm obousmérnych hran,
proto je velikost pole A 14. Pole B by intuitivné mélo obsahovat pouze tolik prvkii,
kolik je vrcholi, v naSem konkrétnim piikladé 6. Jako posledni prvek pole B je
ale navic ukazatel na prvni volnou pozici pole A, proto je jeho hodnota o jedno

vétsi nez velikost pole A, tady konkrétné 15.

36,9

B=[1,3,6,9,11,14,15]

A=[2,31,3512435246 5]

Ll B B Rt B 2 Ak Rl b B R |

3 4

Obrazek 10: Zadani grafu pomoci seznamu sousedu

Jelikoz je zpusobtu zadani vice, dostavame se k problému, ktery z téchto zpu-
sobt je vyhodnéjsi. Jak bylo feceno, matice sousednosti je vhodna pro tplné grafy
nebo grafy jim blizké. To ale jakékoli silni¢ni sit neni. Cesty (neboli hrany grafu)
jsou po velmi kratké vzdalenosti preruseny meéstem nebo vesnici, coz znamené
dalsi vrchol do grafu, ze kterého ale mnohdy nebude vychézet mnoho hran. Po-
kud si predstavime néjakou odlehlejsi vesnici v horéch, vede do ni casto jenom
jedna nebo dveé silnice. Poc¢itame-li s ni ale do grafu napiiklad prislusného kraje,
bude v ném pfes 100 vrchold, i kdyz to bude ten v Ceské republice nejmensi.
Radek v matici sousednosti piislusny této vesnici by obsahoval pouze jedno nebo
dvé nenulova ¢isla a zbytek by byly samé nuly. Pokud bychom chtéli celorepubli-
kovou sit znazornit matici sousednosti, kde za uzly vezmeme jednotlivé obce, byla
by to matice ptiblizné typu 6251 x 6251 [4], v niZ by vétsina ¢leni byla nulova.
Kdybychom za uzly povazovaly jednotlivé kiizovatky, byla by matice podstatné
vétsi. Proto je pro silni¢ni sit vyhodnéjsi implementace pomoci seznamu sousedii,

kde jsou pouze hrany, které opravdu existuji.

13



1.4. Prochazeni grafu

Techniky prochéazeni lze aplikovat nejen na silni¢ni sit ale i v mnoha jinych
aplikacich, jako je napiiklad prichod bludistém. Dva zékladni postupy jsou pri-
chod do $itky a do hloubky. Oba tyto zpisoby dojdou ke stejnému cili, ale lisi
se poradim, v jakém jsou mista navstivena. Proto se kazdy z nich pouziva pro
feSeni jinych problému. Prochéazeni grafu je obdobné prochazeni stromi, ale pro-
toze u grafi nezndme pojem koren, musime zvolit uzel, ze kterého budeme graf
prochézet. Také musime zarucit, ze néktery uzel nenavstivime vicekrat. K tomu
pouzijeme nésledujici pojmenovani stavu uzli a hran. Uzel mtze mit stav ini-
ciacéni, ten pridélime vSem na zacatku. Poté, co najdeme néjakou hranu, ktera
do néj vede, prohlasime ho za nalezeny, a jakmile probereme vSechny hrany z
n¢j vychazejici, budeme mit stav zpracovany. U hran je to podobné. Na zac¢atku
algoritmu je jim pfidélen stav inicia¢ni a poté, co uz byla probrana od jednoho
ze svych uzli, zméni se jeji stav na zpracovany. Pro rozdil mezi algoritmy je
nejpodstatnéjsi pomocné datova mnozina, oznacovana jako tschovna U. Do ni
se ukladaji nalezené ale jesté nezpracované vrcholy. Podle toho jak je tschovna
U implementovana se rozlisuji dva zpusoby prochéazeni grafu. Jestlize z U vy-
bereme k dal$imu zpracovani vrchol, ktery byl nalezeny jako posledni, tj. U je
implementovana jako zasobnik, jedna se o prochazeni ,,do hloubky“. Kdyz dale
prohleddvame od prvnich nalezenych vrcholu, tj. U je fronta, jedna se o pro-
chazeni ,do sitky*. Pfepis algoritmu je uveden napiiklad v [8] na str. 16. Déle
popsany Dijkstruv algoritmus je urc¢itou obdobou prohledavani do sitky, kdy z

ischovny vybereme vrchol nejblizsi k pocateénimu.

1.5. Metrika v grafu

V predchéazejici kapitole jsme zavedli pojem souvislost grafu, ktery zarucuje
moznost dostat se z jednoho vrcholu grafu do druhého. Nyni nés bude zajimat
jaka je délka nejkratsi cesty. Stanoveni této délky se lisi pro neohodnoceny a
ohodnoceny graf. V neohodnoceném je to minimalni pocet hran, které musime

po cesté z jednoho vrcholu do druhého navstivit. V ohodnoceném grafu bereme
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v vahu ohodnoceni hran, tedy napt. délky cest.

Definice 1.10. Vzddlenost dg(u,v) dvou vrcholi u, v v neohodnoceném grafu G
je dana délkou nejkratsiho sledu mezi u a v. Pokud sled mezi nimi neexistuge, je
dg(u,v) = 0.

V ohodnoceném grafu (G,w) rozumime délkou sledu S = vy, €1, ..., v, soucet
dé(S) =wley) + -+ +wley).
Vzdalenosti mezi dvéma vrcholy u, v pak
dé(u,v) = min{d&(S) : S je sled s konci u,v}

Definice 1.11. Metrikou grafu rozumime soubor vzddlenosti mezi vSemi dvoji-
cemi vrcholi grafu. Je to tedy matice, ve které prvek D(i,j) uddvd vzddlenost mezi

vrcholy i a j.

2. Hledani nejkratsi cesty, Dijkstriv algoritmus

vvvvvv

ritmus. Proto nez prejdeme k samotnému principu algoritmu, zmifime par slov o

samotném E.W. Dijkstrovi.

2.1. Edsger Wybe Dijkstra

E.W.Dijkstra byl predni nizozemsky informatik. Narodil se v Rottterdamu 11.
kvétna 1930. Jeho matka byla matematicka a otec chemik. Po studiu na gymné-
zium se rozhodl vénovat matematice a teoretické fyzice na Leidenské univerzité,
na které promoval roku 1956. O tfi roky pozdéji ziskal také titul na Univerzité v
Amsterdamu. Uz béhem studii pracoval v Mathematical Centrum v Amsterdamu,
kde také potkal svou Zenu. S ni se pozdé&ji odstéhoval do Eindhoveru, kde se stal
profesorem na technické univerzité. V roce 1972 obdrzel Turingovu cenu (nejvy-

znamnéjsi cena v oboru informatiky) za p¥inos rozvoji programovacich jazyku.!

Lattp : | Jes.wikipedia.org/wiki/Turingova_cena
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Cast svého Zivota Dijkstra prozil také v americkém Austinu, kde pracoval az do
svého odchodu do dichodu na podzim roku 1999. Nemocny se v tinoru roku 2002
vratil do svého domu na okraji Eindhoveru, kde ptl roku poté, 6. srpna 2002, na
rakovinu umira.

I kdyz Dijkstra vystudoval fyziku, cely Zivot se zabyval programovanim. Vy-
voj a podobu soucasné informatiky ovlivnil jako nikdo jiny. Své rukopisy psal
po dobu asi 40 let a rozesilal je znamym, kteri je §irili dale. Malokdy jsou
delsi nez 15 stran a jsou postupné cislovany. Posledni z nich, ¢islo 1318, je z
brezna 2002. Jsou znamy pod oznac¢enim ,EWD* a vétsinu z nich vydala uni-
verzita v Austinu na CD v roce 2000 nebo jsou dostupné na webové strance
http://www.cs.utexas.edu/users/EWD/ . Mnohé tyto prace daly za vznik no-
vym oblastem vyzkumu. Stal napiiklad u vzniku programovaciho jazyka ALGOL
60, zavedeni Tidicich struktur a jako prvni zvefejnil mnohé programatorské pro-
blémy, které jsou dnes povazovany za standartni a feSitelné, a ¢ast z nich také

nese jeho jméno.

Obrazek 11: E.W.Dijkstra

Jedno z jeho nejznaméjsich dél je z roku 1959. Ve svém tiistrankovém ¢lanku
pod nazvem ,,A note on two problems in connexion with graphs® uvedl algoritmus
pro nalezeni nejkratsi cesty v grafu, nyni nazyvany Dijkstruv algoritmus. Na jeho

myslenku a prubéh se podivame blize.
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2.2. Hledani nejkratsi cesty

Problém nalezeni nejkratsi cesty miizeme v dnesni dobé nalézt v rtiznych ob-
ménéch ve spousté aplikaci. Naptiklad internetovy vyhledava¢ vlakovych spojeni
prohledava po zadani vychoziho a cilového mésta (neboli vrcholu) Zelezni¢ni sit
a snazi se uzivateli najit tu nejkratsi cestu. Pokud pridame pozadavek, aby hle-
dal pouze primé spojeni, neznamené to pro algoritmus nic jiného, nez ze musi
pracovat pouze s grafem, ktery obsahuje pfimé hrany z mésta (vrcholu) A do
mésta B. Také vSechny navigace pracuji na podobném principu. Ty nejenze umi
vypocitat nejkratsi cestu mezi dvéma mésty, ale protoze za ohodnoceni hran lze
pouzit nejen délku cesty v kilometrech, ale také nejvyssi povolenou rychlost na
této silnici, nenf vyraznéjsi problém spocitat i nejrychlejsi cestu.

Pro praktické priklady nemusime chodit az do svéta technologii. Ten nejin-
tuitivnéjsi vypocet nejkratsi cesty pouzivame skoro denné. Pokud se naptiklad
student potrebuje dostat v Praze od Narodniho divadla na Hlavni nadrazi, mé
hned nékolik moznosti, jak to provést. Dejme tomu, Ze je liny a chudy, a tedy
nechce jit ani pésky a ani nema auto. Okamzité se rozhodne pro metro, protoze
cestovat pres centrum Prahy autobusem je pouze pro otrlé. Nasedne tedy na Na-
rodni tf¥idé do metra. JenZe tady se mu naskytaji dalsi moznosti. Cesta totiz neni
jenom jedna (viz obrazek 12). MiuZe totiz hned na Miustku pfestoupit, jet jednu
zastavku k Muzeu a od néj zase jednu zastavku a je v cili. Vystupuje tedy uz
na treti zastavce. Muze ale také od divadla jet az na Florenc, tam pfestoupit a
opét jen jednou zastavkou k nadrazi. To znamena sice jenom jeden prestup, ale
zato bude vystupovat aZ na ¢tvrté zastavce. Pokud by nas tedy zajimal (tfeba
kvili jizdence) jen pocet zastavek, znamené to praci s neohodnocenym grafem a
vybereme si prvni trasu. Jestlize ale vime, jak jsou stanice od sebe vzdalené a
priblizny ¢as potiebny k pfestupu, pracujeme s ohodnocenym grafem, a pak bude
kratsi druha moznost. Tento problém ma kazdy cestujici vyTeSeny za par vtefin,
protoze tyto zékladni informace zna. Princip feSeni je jednoduchy. Pro nalezeni
té nejkratsi cesty si pfedem spocita vSechny moznosti a potom z nich vybere tu

nejlepsi. To je ten nejprimitivnéjsi algoritmus hledani nejkratsi cesty. Neni zcela
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nepouzitelny, ale pro grafy s vétsim poc¢tem hran a uzli uz optimalni urcité neni.
Naptiklad kdybychom jeli do New Yorku, kde ma metro pte 400 stanic a 26 li-
nek, mohli bychom s takovymto postupem ziistat na nasi startovni stanici celou

dovolenou.

.~ Florent

Hiami nédradi
L

(" TStk

-\'\\-‘I_  Mizeum
roadim bfida

-

Obrazek 12: Plan metra

2.3. Dijkstrav algoritmus

Dijkstrav algoritmus je urcen pro nalezeni nejkratsi cesty v nezaporné ohod-
noceném grafu. Pro stejny typ graft se pouziva i Floyd-Warshalluv algoritmus,
Dijkstruv je ale rychlejsi pro nalezeni nejkratsi cesty pouze mezi dvéma vrcholy.
Dijkstruv algoritmus je variantou prochazeni grafu a svym prubéhem pripomina
prohledavani do sitky. Pro kazdy nalezeny uzel si pamatuje i délku nejkratsi cesty,
po které jsme se do néj dostali, a k vySetfovani dalstho uzlu vybirame ten, ktery
mé nejmensi vzdalenost od startovniho uzlu. Do takového uzlu se uz totiz kratsi
cestou nelze dostat. Po proSetfeni celého grafu udavaji tyto vzdéalenosti nejkratsi
cestu ze startovniho uzlu do ostatnich.

Popis algoritmu: Vstupni data algoritmu jsou graf (zadany bud matici nebo
seznamem), délky hran a startovni a cilovy uzel (na obr. 13 vrcholy u, v oznac¢eny
¢ervené). ,Pred zahéajenim prichodu grafem bude mit startovni uzel pfifazenou
nulovou vzdélenost (cesta do ngj ma nulovou délku) a vSechny ostatni nekonec-
nou. Zatim jsme do nich totiz kratsi nez nekonecnou vzdélenost nenasli. Pro
kazdy uzel také rozlisujeme zda je vzdalenost docasna (tj. mize se jesté zlepsit)

nebo trvala (vysledna nejkratsi cesta do tohoto vrcholu).” [15] Algoritmus zac¢ne
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se startovnim vrcholem a najde vSechny hrany vedouci k jeho sousedim. Poté za-
¢ne porovnéavat vzdalenosti. Protoze jakakoli délka hrany je mensi nez nekonecno,
prepisi se nekone¢né vzdalenosti na kone¢né ¢islo a startovni vrchol prohlasime za
trvaly. Stejnym postupem pokracujeme u dalsich uzli, kdy vybirame vzdy uzel
s nejmensi vzdalenosti od startovniho uzlu. Jestlize je soucet vzdalenosti proset-
fovaného uzlu od startovniho uzlu a délky hrany vedouci do jeho souseda mensi
nez posledni znama vzdalenost od startu tohoto souseda, vzdalenost se prepise.
Vystupy Dijkstrova algoritmu mohou byt dva. Bud nam sta¢i vypsat pouze
nejkratsi cestu ze startu do cile, v tom pripadé algoritmus kon¢i, jakmile je pro-
Setfeny cilovy uzel. Ale pokud zaruc¢ime prosetieni vSech uzlu grafu, bude ve vy-
sledku u kazdého uzlu uvedena nejkratsi mozné vzdélenost od startovniho uzlu.
Priklad Dijkstrova algoritmu je na obréazcich 13 a 14. Dosud neposuzované
hrany jsou znaceny carkovanou, hrany, se kterymi uz algoritmus pocital, sou-
vislou ¢arou. Prosetfené vrcholy jsou v feSeni znaceny tu¢né a hodnoty u nich
uvedené udéavaji nejkratsi zndmou vzdalenost ze startovniho vrcholu. Na tomto
prikladu se pred prosetfenim cile prosettily vSechny ostatni uzly, proto po vypo-

¢tech zndme nejkratsi vzdalenosti ze startovniho uzlu do vSech ostatnich.
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Obrazek 13: Priklad
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Obrazek 14: Regent prikladu

Dijkstruv algoritmus nefunguje pro zaporné ohodnoceni hran z toho duvodu,
ze bychom mohli jit nejdiive do vzdalenéjsiho vrcholu a poté projitim hrany se

zapornym ohodnocenim celkovou délku cesty zase zkrétit.

e s
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Obrazek 15: Graf se zapornym cyklem
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2.4. Dalsi algoritmy pro nalezeni nejkratsi cesty

K algoritmtim nalezeni nejkratsi cesty patii také Floyd-Warshalluv algorit-
mus, ktery se uziva, pokud potiebujeme znat cesty mezi kazdou dvojici vrchola.
Jeho vystupem je totiz matice typu nxn pro n vrcholi v grafu, kde na pozici (i,j)
je vzdalenost mezi dvojici vrcholt i a j. Proto neni efektivni ho pouzivat, pokud
nas zajima jen cesta z jednoho vrcholu misto do vSech dvojic.

Jak bylo v predchozi kapitole Feceno, Dijkstriv algoritmus zarucuje sprav-
nost vysledku pouze pro nezaporné ohodnoceni hran. Patii k nejpouzivanéjsim,
protoze at uz ohodnoceni hran predstavuje cokoli, zpravidla nezaporné byvéa. Ne-
musi to byt pouze vzdalenost, ale také naklady na cestu, spotfeba a jiné. Pokud je
ohodnoceni hran obecné, lze i presto spocitat nejkratsi cestu. Ohodnoceni mize
reprezentovat tfeba cenu, kterou nas bude prijezd hranou stat. Zaporné ¢islo by
tedy znamenalo, ze nékdo zaplati za cestu nam. Pokud by takovy graf obsaho-
val zaporné cykly, nejkratsi cesta by podle Dijkstrova algoritmu byla -oco. Dosli
bychom totiz do vrcholu, kde cyklus za¢ina a s kazdym prichodem tohoto cyklu
by se cesta zkracovala, a tedy bychom stéale vydélavali.

Pro pripady s obecnym ohodnocenim hran proto existuji jiné algoritmy. Jako

tfeba Bellman-Forduv algoritmus.

3. Zranitelnost silni¢éni sité

V této kapitole nejprve zavedeme pojmy potiebné k vypoctu zranitelnosti sil-
nicni sité, a poté se podiviame na metodu E. Jeneliuse pro vypocet. Tu aplikujeme
dvéma zplisoby na realné silni¢ni sité. Nejprve na urceni dilezitosti jednotlivych

hran v siti, a potom na stanoveni nejefektivnéjsiho vylepSeni sité.

3.1. Definice pojmiu zranitelnost, spolehlivost a ditlezZitost
silni¢ni sité

Pojem zranitelnost doposud neméa vseobecné uznévanou definici. Presny vy-

znam tohoto pojmu vysvétluji rizni autofi jinak a jejich odlisnosti jsou dény
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riaznym kontextem, ve kterém je toto slovo pouzivano. Proto na uvod této kapi-
toly uvedeme rizné definice pojmu zranitelnost.

Naprtiklad A. Holmgren v [9] pouziva tuto definici: ,,Zranitelnost je citlivost na
hrozby a nebezpeci“. Jini autofi (jako napiiklad Laurentius v [13|) kladou duraz
na nizky vyskyt téchto udalosti a jako zranitelnost oznacuji citlivost sité na vazna
rizika nebo na néhlé nepredvidatelné udalosti. Abrahamsson v [1] konstatuje, ze
celkové zkoumani zranitelnosti shrnuje myslenka ,,Malé rény kaci velké stromy*.
Tedy relativné mala nehoda, pokud se stane na nestastném misté a v nevhodny
¢as, zpusobi zavazné skody nebo dokonce zkolabovéani celé sité. Podobny pristup
pouzila i Berdica v [2], kde definuje zranitelnost jako citlivost na selhani, ktera
mohou vyustit ve zna¢né snizeni provozuschopnosti dané sité. S touto definici se
ztotoZnime v této praci.

Silni¢ni sité uz se ve svém principu stavi odolné. Pokud selze né¢jaka hrana,
ve vétsiné pripadi existuje cesta, po které se v siti da prepravovat. Je to jedna z
jejich zékladnich myslenek. Jejich zranitelnost se projevi, kdyz je sit vytizena a
jeji kapacita dosahuje maxima. Pak stac¢i nepatrny zasah a cela sit se retézovou
reakci zhrouti.

Pouziti pojmu zranitelnost se v kontextu silni¢nich siti ob¢as zaménuje s po-
jmem spolehlivost sité. Ten ale predstavuje néco jiného. L. H. Immers v [10] po-
vazuje ukazatel spolehlivosti spiSe za uzivatelsky uziteény. Definuje ji totiz jako
miru jistoty, se kterou muze uzivatel odhadnout sviij cestovni ¢as. Ta zavisi na
dostupnych informacich, které méa, na piipadné alternativnich cestéch a také na
stalosti a vykyvu casii, které miizeme znéat ze zkuSenosti. Spolehlivost je tedy
nizka, pokud jsou nase odhady pravidelné chybné. Najdeme ale i jiné definice
spolehlivosti. Jako napriklad spolehlivost spojent, ktera se zaméruje na pravdépo-
dobnost, ze dva uzly zlstanou propojené, tj. existuje mezi nimi cesta i presto, ze
doslo k selhani jedné nebo vice hran. Na obrazku 16 muzete vidét piiklad v tomto
ohledu spolehlivé sité, protoze mezi kazdou dvojici uzlu existuje dostatecny pocet

alternativnich cest.
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Obrazek 16: Priklad spolehlivé sité

Uvedme nyni piiklad, na kterém bude patrny rozdil mezi konceptem zrani-
telnosti a spolehlivosti. D’Este a Taylor uvedli nazorny piiklad na australské siti.
Doslo k selhani nejvétsi dalnice Eyre Highway mezi Perthem a Adelaide, tieba
z duvodu zaplav. Cela sit zustane nadéle propojena a navic pravdépodobnost
zaplav je velice nizk4, proto by ukazatel spolehlivosti predem neukazoval zadny
vétsi problém. Nasledky tohoto vypadku jsou ale podstatné. Dalsi mozna cesta
totiz zahrnuje 5000 km dlouhou objizd’ku.

Jesté zavedeme pojem diuleZitost a stanovime, kterou slozku sité povazujeme
za kritickou. Nyni nebudeme rozliSovat, o které ¢éasti grafu mluvime, proto pod po-
jmem slozka budeme rozumét uzel, hranu, soubor hran nebo soubor uzli. Jestlize
je pravdépodobnost selhani slozky vysoka, nazyvame ji slabou a pokud jsou né-
sledky tohoto selhani velké, oznac¢ime ji za diulezitou. Jakmile je slozka slaba a
diilezitd soucasné, povazujeme ji za kritickou. Cim je slozka kritictéjsi, tim vaz-

N4

3.2. Vypocet dilezitosti iseku v dopravni siti

V této podkapitole si predvedeme metodu hodnoceni zranitelnosti silni¢ni sité,
kterou uvedl E. Jenelius v [11].
Necht V' je mnozina vSech uzli na uvazované dopravni siti a £ mnozina vSech
hran. Predpokladame, ze problémova situace je takova, kdyz hrana (nebo sou-

bor hran), obecné nazyvame usek, je prerusena nebo uzaviena, coz nuti vechny
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cestujici, kteff pres ni chtéli projet, pouzit jinou, alternativni cestu.? Dale pied-
pokladame, Ze cestujici se pii volbé cesty rozhoduji tak, aby pii cesté z vychoziho
bodu do cile minimalizovali svoje naklady. Cili predpokladame, Ze cestovni na-
klady mezi kaZdou dvojici start-cil (zna¢ime OD) 3 jsou znamé. Vychozi uzel
budeme znacit i, cilovy j a pferusSeny tusek k. Necht c?j predstavuje cestovni né-
klady na prepravu z uzlu ¢ do uzlu 5 v neporusené siti a cfj néklady pri preruseni

useku k. Zaklad pro vypocet dilezitosti tedy tvori nartst nakladi

k _ k 0
Acij = Cj; — Cij-

Za cestovni naklady budeme povazovat vzdéalenost mezi uzly. Kromé moz-
ného naristu nékladi musime pocitat i s horsim nasledkem selhani tseku k.
Vypadek miize zaptic¢init rozdéleni sité na nékolik vzajemné nedostupnych césti,
tedy komponent, a cestovni néklady mezi uzly v odlisnych ¢astech by narostly

na nekone¢no. Proto zavadime koncept neuspokojeného prepravniho proudu uf]

. x5, jestlize cfj = 00, (1)
u:. = . e
K 0, jestlize cfj < 00,

kde z;; je velikost piepravniho proudu mezi uzly ¢ a 7, tj. pocet jizd z ¢ do
J, které jsou neuskutecnitelné po selhani tseku k. PreruSeni tseku muze tedy
mit dva nésledky. Bud dojde pouze k navyseni nékladi (popf. zlstanou stejné,
pokud existuje stejné nékladna alternativni cesta) a kazda dvojice uzli ztistane
dostupné. Takovy tisek nazyvame nc-tisek*. Mnozinu viech takovychto tseki zna-
¢ime E™¢. Nebo vypadek zpiisobi rozpad na komponenty. Pocet takovych tseki
je dan vztahem E¢ = E\ E".

Dilezitost tiseku muzeme pocitat vzhledem k jednomu vrcholu, ke skupiné
vrcholt nebo pro celou sit. Uvazujme nc-tisek oznaceny k. V piipadé vypoctu pro
celou sit zjistime Acfj pro vSechny OD dvojice uzlu. Kazdé dvojici je také pti-

délena hodnota vdhové funkce w (zn. w;;). Tou muze byt napt. spotieba paliva,

2Selhani uzlu je ekvivalentni se selhanim viech hran do né&j vedoucich.
3v angli¢ting OD pair (origin-destination)
4z anglického non cut
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hustota dopravy na této hrané a jiné.

Dulezitost useku k s ohledem na celou sit je

_ > Zj;éi wij(cfj - ng)
> Zj;éi Wij

Lt (k) ke B (2)

pro k € E€ je I(k) = 0.

Ukazatel I,.;(k) je roven nekone¢nu pro hrany, které zapfic¢ini rozpad na ne-
souvisly graf. Proto jsme v tivodni kapitole definovali pojem m-souvislého grafu.
Pokud muzeme odebrat m — 1 hran a sit ztustava souvisla, ale pii odebrani m-té
hrany bude uz mit néjaka cesta mezi dvéma uzly délku nekonecno, je sit m-
souvisla.

Pokud bychom za vadhovou funkci pouzili velikost pfepravniho proudu z;;, zna-
mené to, ze rust cestovnich nakladi mezi dvéma uzly zavisi na hustoté dopravy
mezi nimi.

_ > Zj;éi xij(cfj - C?j)

Idem k
(k) i j#i Lij

net

k€ B (3)

Jestlize jsou vSechny hodnoty hodnoty w;; shodné (napf. w;; = z;; = 1, tj. z
kazdého uzlu i do kazdého uzlu j se uskuteéni pravé jedna preprava), lze globéalni

dilezitost tseku u vypocitat takto:

1
lob _ k 0 nc
Ly (k) = NINI—T) SN (k=) ke B (4)
i g
kde N? je pocet uzlu.
Dilezitost tseku k vzhledem k velikosti neuspokojeného piepravniho proudu

lze vypocitat takto:

k
et (k) = i iz kel (5)
> Zj;éi Lij
pro k € E™ je 175 (k) = 0.

Jak si miizete v§imnout, je ve tvaru zlomku, ve kterém délime celkovym mnoz-

stvim preprav. Vysledné ¢islo je tedy procentualni podil neuspokojenych preprav
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z celkového poctu preprav.

Ukazme si aplikaci vySe uvedenych vzorci na modelovém piikladeé.
Modelovy priklad

Modelova silni¢ni sit na obrazku 17 se sklada z jedenacti uzla. Skoro vSechny
useky této sité jsou neorientované a lze je tedy prochézet v obou smérech. Pouze
usek 4-7 je orientovany. Ohodnoceni hran znac¢i naklady na prichod hranou, a to
ve tvaru tam/zpét, kdy smér tam je cesta z uzlu s nizsim ¢islem k vyssimu a zpét
od vyssiho k nizs§imu. U orientované hrany jsou prirozené nastaveny naklady na

priuchod v jednom sméru na nekonec¢no.

/ / 11
1010 4 £ 1010
20/20 20/20 10/10 16/15
10/10
2 4 20/ 10
10/10 ¢
77 7T 1010
5 3 g
55 * 55 %

Obrézek 17: Modelova silni¢ni sit

Uvazujme za dvojici start-cil uzly s ¢isly 1 a 11. Do vztahi pro vypocty
budeme uvazovat pouze tuto dvojici. Mezi témito uzly existuji dvé stejné ndkladné
cesty s hodnotou 60, a to 1-3-4-7-11 a 1-2-4-7-11. Za vahovou funkci z;; budeme
povazovat pocet jizd, ktery zvolime x; 11 = 2111 = 10 a ostatni x;; = 0. Tedy
vsichni cestujici jezdi pouze mezi uzly 1 a 11, a v kazdém sméru je jich prave 10.

To muze nastat napiiklad v situaci, kdy vSechny ostatni uzly jsou kfizovatky.
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Obrézek 18: Hodnoty 194" (k)

net

Na obrazku 18 jsou u kazdé hrany uvedeny hodnoty dvou dil¢ich ¢lent ze
vztahu (3), ve kterych neni nulova vahova funkce. U kazdé hrany vyjadiuji hod-
notu tohoto ukazatele pti selhani této hrany k. Pro prehlednost jsou uvedeny v
nésledujicim tvaru: Pred lomitkem je hodnota pro prepravy z 1 do 11, za lomitkem
pro piepravy z 11 do 1. Hodnota 199" (k) by pak byla jejich sou¢tem. U jedno-
smérné je hodnota jenom jedna, protoze opacny smér neni mozny. Podivejme se
napiiklad, co se stane v piipadé, Ze hrana 4-7 nebude prujezdna. Tehdy totiz
musime graf obejit spodni ¢asti pfes uzly 5 a 8, coz je o 9 jednotek nakladné&jsi
cesta. Proto

iyl — ) 10x9 9

Idem(4 —7) = = =—. 6

Podobna situace nastava i pii vypadku hrany 7-8. Zde se navyseni nakladi projevi
pouze u preprav z uzlu 11 do 1, v opa¢ném sméru nema vypadek této hrany na
nejkratsi cestu vliv. Slozitéjsi je to s cestou z uzlu 11 ,,zpét* do 1. Uz ze zadani
sité je zfejmé, Ze na této cesté maji nejpodstatnéjsi roli hrany 8-5 a 5-4. Ty nelze
nijak obejit, protoze hrana 7-4 neexistuje, a tedy pfi jejich vypadku je cilovy
uzel nedosazitelny. Proto je u téchto hran na obrazku 18 znak oo. Nekonecna
se u hran vyskytly uz pri prerusovéani jednotlivych hran, proto je tato sit pouze

souvisla (1-souvisla).
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Obrézek 19: Hodnoty 17 (k)

net

Hodnoty, které jsou znazornény na obrézku 19, udavaji procento neuspokoje-
nych cestujicich, tj. podil téch, ktefi se pti vypadku konkrétni hrany nedostanou

do cile. Opét jsou hodnoty v obrazku rozdélené na dvé ¢asti a celkova hodnota

uns
] net

(k) je jejich souc¢tem. Napiiklad hrana 10-11 ma ohodnoceni 0/0, protoze pii
jejim selhani jesté existuje moznost, jak se dostat z uzlu 1 do 11 i zpét, coz je je-
dina dvojice uzli, s kterou v prikladu poc¢itame. Jedinou nenulovou hodnotu maji
hrany 5-4 a 8-5. Pfi selhani jedné hrany (popf. obou sou¢asné) uz neni moznost
jak se dostat z uzlu 11 do 1. Protoze pocet preprav z 11 do 1 je deset a pocet
viech preprav dvacet je ukazatel 1'% (5 — 4) = ['%5(8 — 5) = 32 = 0.5. Do cile se

v takovém pripadé tedy nemiize dostat 50 % cestujicich.

3.3. Vypocet dilezitosti iseku po pridani hrany

V predchozi kapitole jsme se zabyvali tim, co se stane se siti pii vypadku kte-
rékoli hrany. Zkoumani zranitelnosti sité se v takovém pfipadé zaméruje na na-
sledky selhani urcité hrany, a to bez ohledu na pravdépodobnost tohoto selhani.
Pravdépodobnost selhdni urcitého tiseku nebereme v tivahu z toho divodu, ze
existuji pripady selhéni, které 1ze jen tézko predpovidat. Tim myslim teroristicky
utok, zivelnou katastrofu ¢i valeény konflikt. Jak jsme uvedli, selhani urcité hrany
(nebo souboru hran) miZe mit za nasledek az aplné odfiznuti jednoho ¢i vice uzli

od zbytku sité.
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V této césti se zaméiime na zlepSeni sité po pridani néjaké dosud neexistujici
hrany. Ve stavajicim grafu silniéni sité budeme spojovat uzly, které zatim mezi
sebou silnici nemaji, zjistime, jaky vliv by nova silnice méla na celou sit, a tim
budeme moci stanovit, ktera mésta by se méla propojit novou silnici. Vratime-li
se k prikladu dalni¢ni sité CR, vidime, Ze mezi Prahou a celou Moravou je pouze
déalnice D1. Proto také, kdyz se na ni stane vétsi nehoda, tvofi se na ni dlouhé
zacpy. Bylo by tfeba vyhodné spojit pfimo Prahu s Ostravou, aby se dalnici na
Brno odleh¢ilo. Takovou stavbu silni¢diim ale nedoporu¢ime, protoze jsme do
grafu nezahrnuly ostatni velké silnice, po kterych se da délnici vyhnout.

Z teoretického hlediska lze tvorit hrany mezi kazdou dvojici uzla. Vzali bychom
konkrétni mésto a spojovali ho pfimo se vSemi ostatnimi, a to provedli pro vSechna
mésta v siti. V takovém pripadé bychom se ale nevyhnuli kiiZeni silnic. Coz sice
neni nefesitelny problém, cesty bychom mohli pfemostit, pokud ale zvazime re-
alné pouziti, neni to prilis praktické, pfedevsim z pohledu financi. Nikdo ndm
totiz z mésta, ze kterého uz na jednu ze svétovych stran vede nékolik silnic, ne-
zacne staveét dalsi. Uvedeme si to na modelovém prikladu, ke kterému vezmeme
silni¢ni sit z obrazku 16 minulé kapitoly. Nema smysl spojovat novou silnici tfeba
uzly 5 a 9, kdyz mezi nimi existuje cesta pres vrchol 8. Mohlo by byt vyhodné
spojit pfimo uzly 9-1, aby mezi ,pravou” a ,levou” ¢asti grafu neexistovala pouze
jedna obousmérna cesta. Pri stavbé takové silnice bychom museli pfemostit hned
tfi cesty. Proto nové hrany, které se nekiizi s ptivodnimi tseky a lze je realné

postavit, jsou na obrazku 20 znézornény prerusovanou carou.

.

5 -
W

Obrazek 20: Modelovy piiklad s moznymi pfidanymi hranami
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P1i vypoctu postupujeme néasledovné. Vybereme uzel a k nému budeme po-
stupné prirazovat dalsi uzly. Zjistime, jestli mezi nimi existuje hrana, pokud ano,
pristoupime k dalsimu uzlu, pokud ne, tak tyto dva uzly hranou pomyslné spojime
a vypocitame, jestli se nékde v grafu protina s jinou hranou. Jestlize zjistime, Ze
existuje prusecik, vime, ze takovou hranu postavit nejde. Timto zpisobem zjis-
time pripustné hrany. Jakmile na takovou hranu narazime, pridame ji do grafu.
Pro tento upraveny graf postupujeme stejné jako v predchozi kapitole a napo-
¢itame dulezitost jednotlivych hran. Protoze pridana hrana sit zlepsi, jsou tyto
hodnoty v porovnani s puvodnim grafem lepsi.

Po prosetieni v8ech novych hran zjistime, ktera nasi sit vylepsila nejvice, a tu
muzete doporucit k budouci vystavbé. Nejlepsi hranu urcéime tak, Ze spocitame
prumér z jednotlivych hodnot [, (k) pro nové vzniklé sité, a ¢im mensi tento
prumér bude, tim je hrana lepsi.

Analogicky muzeme pfidavat vSechny kombinace dvojici (trojici,...) hran, které

na sebe muzou nebo nemusi navazovat.

4. Aplikace na realné siti

V této zavérecné kapitole se podivame na aplikaci nami zavedenych ukazateli
na realnou silni¢ni sit. Mame k dispozici ¢asti silni¢ni sité Zlinského kraje, jejichz
znazornéni je na obrazku 21 a 23. Upozornuji, ze v téchto nakresech délky hran
nevystihuji skute¢nou vzdéalenost mezi uzly. Data jsou nactena z textovych sou-

bort, jejichz popis je uveden v priloze 4.

1. Prvni ¢ast sité

Z nactenych dat méme k dispozici pocet uzli spole¢né s hranami a vzdale-
nostmi mezi nimi. Pro vypocet dilezitosti jednotlivych tiseki potiebujeme jesté
znat vahovou funkci. My za ni zvolime velikost prepravniho proudu, jak je uve-
deno ve vztahu (3) na strané 25. Informace o hustoté provozu na jednotlivych

hranach je ale tézko dostupné. Mnohem dostupnéjsi je informace o po¢tu obyvatel

v jednotlivych uzlech. Proto skute¢nou hodnotu nahradime odhadem.
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Obréazek 21: Prvni c¢ast silni¢ni sité Zlinského kraje - zjednodusSeni na graf

Je rozumné domnivat se, Ze mezi velkymi mésty cestuje daleko vice lidi nez
mezi malymi vesnickami, a také Ze mezi bliz§imi mésty jezdi vice lidi nez mezi
vzdalenéjsimi. Hodnotu vahové funkce mezi uzly a a b tedy zjistime z nasledujici

rovnice:

1
p (Pa“‘Pb)E
237 3P+ Pi) g

kde P je pocet vSech obyvatel v siti, tj. P = > | P,. Hodnoty P,, P, udavaji

Lab =

(7)

pocet obyvatel v uzlech a, b a hodnota d,, délku nejkratsi cesty mezi uzly a,
b. Ve jmenovateli zlomku se tyto hodnoty sectou pres vSechny uzly v siti, kde
vyuzivame toho, ze jsou vSechny hrany neorientované.

Nez pristoupime k vylepSovani sité, podivejme se na jeji ptuvodni podobu.
Spusténim programu z piilohy 2 zjistime, ze nejdilezitéjsi je v ni hrana spojujici

uzly 18 a 31. Tato hrana je zvyraznéna na obrazku 21. Protoze jsme vypocet
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tato hrana, ktera je pomérné kratka a spojuje dva uzly s velkym poc¢tem obyvatel.

Po spusténi programu uvedeného v priloze 3 je vysledkem matice N typu
267x43, protoze pocet vSech hran, které je v nami zvolené siti mozné pridat, je
praveé 267. Pro vyhodnoceni vysledki jsme ji tedy prevedli na matici H, ktera mé
pouze tii sloupce. V prvnich dvou sloupcich jsou ¢isla uzli, mezi které se pridala
hrana, a ve tfetim je primérna dilezitost hrany, kterou spoc¢itame jednoduse jako
priumér sloupcii 3 az 43 (viz predchozi kapitola). Ze vSech moZnosti vybereme

pouze prvnich deset nejlepsich. Viz tabulka.

Uzel 1 Uzel 2 Prumérna dulezitost | Uzel 1 Uzel 2 Prumérna dulezitost
8 30 1448.5 10 30 1612.3
9 30 1465.7 8 31 1638.6
6 30 1471.3 6 31 1641.4
7 30 1556.1 11 30 1665.0
23 30 1556.3 5 30 1672.3

Za nejlepsi vylepSeni sité povazujeme tu hranu, ktera nejvice snizi dulezitost
jednotlivych hran, potazmo dava nejnizsi primér téchto dilezitosti. Proto pro
nejvétsi vylepseni sité mizeme ke stavbé navrhnout hrany 8-30 nebo 9-30. Uzel

30 mé totiz bezkonkurenc¢né nejvice obyvatel v celé siti.

1]

M,
3 Iy
= _:l T 3 S, 22

T >
I —

Obrazek 22: Nejpiinosnéjsi vylepseni prvni ¢ésti sité
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2. Druha c¢ast sité

Nyni se podivame na dalsi ¢ast silni¢éni sité. V jejim pivodnim stavu je nej-

Vel viv s

vvvvvv

huje vice hran nez v ¢asti 1, takze pii zjistovani, které hrany muzeme pridat, nam
moznosti ubyvaji rychleji. Ve vysledku je mozno ptidat 136 rtiznych hran, coz je
o vice nez 100 méné nez v ¢asti 1. VSech 136 moznosti uvadét nebudeme. Zminim
pouze prvnich 10, a nejlepsi zakreslime do sité ¢ervené. Z moznych vylepSeni je

nejlepsi hrana 20-37, protoze propoji dva velké uzly.

Obrézek 23: Druha ¢ast silni¢ni sité Zlinského kraje a jeji vylepseni
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V nasledujici tabulce je uvedeno 10 nejlepsich tprav sité.

Uzel 1 Ugzel 2 Pramérné dulezitost
20 37 430.6832

23 37 433.0419
20 34 442.0427
21 34 4477.5594
4 20 448.5099

Uzel 1 Uzel 2 Pramérné dalezitost

21 36 454.7311
4 21 454.8235
35 38 455.4361
23 34 469.0946
20 36 471.5060

Doposud jsme volili za vahovou funkci odhad hustoty prujezdu. Jak jsme

zminili v teoretické ¢asti prace, muzeme vahovou funkei volit i konstantni. Nebrali

bychom v potaz rozdil mezi silnicemi a w;; = 1,Vi,Vj, 5 # . V takovém piipadé

jsou vysledky jiné a jsou znazornény na obrazcich 24 a 25. Nejptfinosnéjsi vylepseni

je znaceno nejtucnéjsi carou.

Obrézek 24: Vylepseni pro prvni ¢ast sité s konstantni vahovou funkei
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Obrazek 25: Vylepseni pro druhou ¢ést sité s konstantni vahovou funkci
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Z.Avér

V této praci jsme uvedli konkrétni aplikaci teorie grafi v silni¢ni dopravé. K
volbé tématu nas vedla skutetnost, Ze silnicni sit Ceské republiky tvori jeden ze
zékladnich pilita prepravy lidi a zbozi, a s jejich vzristajicim poctem je stale
vytizenéjsi. Metoda uvedena v nasi praci miize pomoci ke zlepseni jakékoliv sité,
a to urcenim nejefektivnéjsiho tseku pro pripadnou budouci vystavbu. Stavéni
silnic neni zrovna levna zalezitost, a proto by nové postavena cesta mezi nékte-
rymi mésty nemusela mit velky vyznam a ptinos.

Protoze napsani této prace bylo inspirovano béznou praxi, chtéli jsme, aby
priklad v kapitole 4 byl opravdu redlny. Rozhodli jsme se ho tedy postavit na
zakladé skutecné silniéni sité Zlinského kraje.

Vysledky bakalarské prace jsou aplikovatelné a vyuzitelné nejen v optimalizaci
silni¢ni sité, 1ze je vyuzit k efektivnimu vylepSeni obdobnych siti. Jejim zpraco-
vanim jsem ziskala mnoho zkuSenosti a zaroven si vyrazné prohloubila znalosti
prace v programu Matlab, které jisté vyuziji v dalsim studiu a poptipadé v bu-
douci praxi.

Programy pro vypocet, které jsme pouzili, nejsou aplné a z pohledu progra-
maéatora je lze urcité optimalizovat tak, aby vypocet pro velké sité nebyl zbytecné

¢asové naro¢ny. Optimalizace vyuzitych programii ale nebyla cilem nasi prace.
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Priloha 1

Program vypoctu nejkratsi cesty v programu Matlab.

function [d,hranynaceste,uzly]=cesta2(n,ukaz,nasled,hrany,delky,...
...,start,cil)

J#Program vraci délku nejkratS$i cesty mezi uzly start a cil a pfipadné po
/odpoznamkovani od fadku c.53 i nejkratSi cestu ve formé uzlu a hran.

%n je polet vrchold v grafu

%pole ukaz a nasled slouzi k zadani grafu pomoci seznamu sousedu

%pole hrany obsahuje ¢isla hran

Jpole delky obsahuje délky hran

hstart a cil jsou ¢isla startovniho a cilového uzlu

%stav[i]...zpracovanost vrcholu
%vzdal[i] ...zatim nalezend nejkratSi cesta

vzdal=ones(1l,n)*inf; YvSem vrcholim prifadime nekoneénou vzdalenost...

stav=zeros(1,n); %...a neproSetreny stav
vzdal (start)=0; hvzdalenost vychoziho vrcholu zménime na nulu
j=start;

nejpred=zeros(1l,n); %pole nejpred bude na i-té pozici obsahovat ¢islo uzlu,
Jktery navStivime na nejkratSi cesté tésné pred uzlem i
hstejnou roli bude mit i pole "nejpredhrana", které
hpouze misto Cisel uzld bude obsahovat ¢isla hran

nejpredhrana=zeros(1l,n);

Jbudeme hledat nejkrat$i cestu, dokud neproSetfime cil

while stav(cil)==0 %any(stav==0) dokud neproSetrime vSechny vrcholy

stav(j)=1; %nalezeni nejbliZSiho nezpracovaného vrcholu

k=ukaz(j); %odeltenim Cisel k a 1 ziskame stupei proSetfovaného vrcholu,
1=ukaz(j+1); %neboli polet jeho nasledovniki
%pro kazdého neproSetfeného ndsledovnika pravé proSetfovaného vrcholu,
hzjistime nejkrat8i cestu do néj vedouci
for r=1:(1-k) %r=stupen vrcholu
if stav(nasled(ukaz(j)+r-1))==0;
if (vzdal(j)+ delky((ukaz(j)+r-1)))<vzdal(nasled(ukaz(j)+r-1));
Jporovnavani délek novych cest uZ s nalezenymi vzdalenostmi
vzdal (nasled(ukaz(j)+r-1))=vzdal(j)+delky((ukaz(j)+r-1));
nejpred(nasled(ukaz(j)+r-1))=j;
nejpredhrana(nasled(ukaz(j)+r-1))=hrany(ukaz(j)+r-1);
end;
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end;
end;
min=0;
Jnalezeni dalSiho nejbliZ8iho nezpracovaného vrcholu
for i=1:n
if stav(i)==0 && vzdal(i)>0;
if (min==0)
min=i;
elseif (vzdal(i)<vzdal(min))
min=i;
end
end
end
j=min;
end;
%pokud chceme znat i konkrétni cestu do cile, odpoznamkujeme nasledujici
%cest=zeros(1,n);
Jpom=n;
%hs=cil;
%hcest (pom)=s; %hcest=(0 0 O ... cil)
%while nejpred(s)~=0;
% s=nejpred(s);
% pom=pom-1;
% cest(pom)=s;
Y%end ;
d=vzdal(cil);
Y%vzdalenosti=vzdal;
Juzly=nonzeros(cest);
hfor t=2:length(uzly)
%hranynaceste(t-1)=nejpredhrana(uzly(t));
Y%end;
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Priloha 2

Program vypoctu dilezitosti tiseku v programu Matlab.

function[I]=dleprujezdu_opr(n,ukaz,nasled,hrany,delky,pocet_obyv)
% po¢itani zranitelnosti jednotlivych hran podle rovnice (2) str.25, kdy za
% vahovou funkci volime odhad prijezdu uvedeny ve vztahu (6) na str.32
delkya=delky; %naltené délky si uloZime, nebot u nich bude dochdzet ke zméné
I=zeros(1l,max(hrany)); %vektor I bude na j-té pozici obsahovat hodnotu
%dilezitosti j-té hrany
s=0;
%v nasledujicich dvou cyklech napolitame hodnoty vahové funkce vSech
hdvojici vrchold, dle prijezdu
for i=1:n
for j=i+l:n
[r]=cesta2_opr(n,ukaz,nasled,hrany,delky,i,j);
s=s+((pocet_obyv(i)+pocet_obyv(j))/r);
end

end;
for a=1:n

for b=a+l:n;

[r]=cesta2_opr(n,ukaz,nasled,hrany,delky,a,b);

w(a,b)=(sum(pocet_obyv))*(((pocet_obyv(a)+pocet_obyv(b))/r)/(2*s));

w(b,a)=w(a,b);

end;
end;
%Pokud bereme vSechny vahy rovny 1, odpoznamkujeme ndsledujici a
%hzapoznamkujeme predchozi cykly
Y%w=ones(n,n);

%hovéreni, Ze soulet matice se rovna soultu vSech obyvatel
%sum(pocet_obyv) ;
Y%P=sum(sum(w)) ;

hvypoCet dileZitosti vSech hran
for j=1:length(hrany)
i=hrany(j); %ocislovani hrany
V=0;
F=0;
for start=1:n
for cil=1:n
if start™=cil;
[d]=cesta2_opr(n,ukaz,nasled,hrany,delky,start,cil);
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delky(j)=inf;
[c]=cesta2_opr(n,ukaz,nasled,hrany,delky,start,cil);
V=V+w(start,cil);
F=F+(w(start,cil)*(c-d));
delky(j)=delkya(j);
end;
end;
end;
I(1)=I(i)+F/V;
end;
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Priloha 3

Program, ktery do grafu priddva mozné hrany a pocita dilezitosti tsekia v
novém (vylepSeném) grafu.

function [H]=finale_opr(ukaz,nasled,hrany,souradnice,vzdal,pocet_obyv)
%Program findle je zavérelnjym programem pro vypolet dileZitosti tsekid ve
hvylepSené siti. Ze zadané sité zjisti, které hrany uZ existuji a bude
hpridavat dosud neexistujici hrany. Z téch postupné pridd pouze ty, které se
Jneprotinaji s néjakou stavajici, a spocita dileZitosti hran.
%Vystupem programu je matice, kterd v prvnich dvou sloupcich udava c¢isla
%uzlld, mezi kterymi se pridala hrana, a v dalSich sloupcich hodnoty
%hdileZitosti jednotlivych hran.
ukaza=ukaz; %nactend data si ulozime, nebot pridavanim hrany u nich bude
dochézet ke zméné
nasleda=nasled;
hranya=hrany;
vzdala=vzdal;
n=length(ukaz)-1; %polet uzld
M=zeros (max (hrany),2) ;%matice, ktera na j-tém radku bude udavat,
které dva vrcholy hrana j spojuje

%v nasledujicim cyklu napolitame matici M
for i=1:length(ukaz)-1

for j=0:(ukaz(i+1)-1)-(ukaz(i));

k=nasled(ukaz(i)+j);

if i<k

M(hrany(ukaz(i)+j),:)=[1,k];

end;

end;
end;

pom=1;
%budeme prochdzet vSechny dvojice vrchold a pridavat hrany
for a=1:n;
for b=a+l:n;
a
b
%hzjistime nasledovniky uzlu a
for j=1:(ukaz(a+1))-(ukaz(a));
k(j)=nasled(ukaz(a)+j-1); % seznam nasledovniki uzlu a
end;
%Zjistime, zda mezi uzly a a b existuje hrana. Pokud ne, tak
%testujeme, zda nova hrana mezi témito uzly neprotne uZz existujici hranu.
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if (any(k==b)==0);
P=0; ’%poclet priseliku
for h=1:max(hrany); %pocitani priseliku se stavajicimi hranami
e=M(h,1); %krajni body hrany
f=M(h,2);
A=[souradnice(a,l1)-souradnice(b,1),souradnice(f,1)-souradnice(e,1);
souradnice(a,2)-souradnice(b,?2),souradnice(f,2)-souradnice(e,2)];
g=[souradnice(f,1)-souradnice(b,1) ;souradnice(f,2)-souradnice(b,2)];
hovéfime podminky pro existenci priseliku
if rank (A)~=1;
if rank(A)==rank([A g]) %existuje priselik
1=A\g; %hodnoty parametru lambda, gama
if (any(l<=le-14) || any(1>=1-(le-14)))==1;
P=P+0; Yprisecik lezi mimo graf
else P=P+1;
end;
end;
end;
end;
if P==0 Yneexistuje prusecik
Jpridani hrany mezi a b, tedy prepsani pGvodnich poli dat
for i=1:length(ukaz)-a
ukaza(a+i)=ukaz(a+i)+1;
end;
for 1=1:length(ukaz)-b
ukaza(b+l)=ukaza(b+1l)+1;
end;
for j=0:(length(nasled)-(ukaz(a+1)-1))
if j==
nasleda(ukaz(a+1))=b;
hranya(ukaz(a+1))=max (hrany)+1;
vzdala(ukaz(a+1))=sqrt(((souradnice(a, 1) -souradnice(b,1))"2)+
+((souradnice(a,2)-souradnice(b,2))"2));
else nasleda(ukaz(a+l)+j)=nasled(ukaz(a+1)+j-1);
hranya(ukaz(a+1)+j)=hrany(ukaz(a+1)+j-1);
vzdala(ukaz(a+1)+j)=vzdal (ukaz(a+1)+j-1);
end;
end;
for m=0: (length(nasled) - (ukaz(b+1)-1))
if m==0
nasleda(ukaza(b+1)-1)=a;
hranya(ukaza(b+1)-1)=max (hrany)+1;
vzdala(ukaza(b+1)-1)=sqrt (((souradnice(a,1)-souradnice(b,1))~2)+
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+((souradnice(a,2)-souradnice(b,2))"2));
else nasleda(ukaza(b+1)-1+m)=nasled(ukaz(b+1)+m-1);
hranya(ukaza(b+1) -1+m)=hrany (ukaz (b+1)+m-1) ;
vzdala(ukaza(b+1)-1+m)=vzdal (ukaz(b+1)+m-1) ;
end;
end;’%je pridanad obousmérnd hrana a b
%v novém grafu spolitame dileZitosti jednotlivjch hran pomoci
%funkce dleprujezdu_opr
[I]=dleprujezdu_opr(n,ukaza,nasleda,hranya,vzdala,pocet_obyv);
hvysledna matice N bude na radcich obsahovat nejprve Cisla
%huzlG, mezi kterymi se vytvorila hrana, a poté hodnoty
hvektoru I
N(pom, :)=[a,b,I];
pom=pom+1;
end;
%prepsani na pivodni graf
ukaza=ukaz; nasleda=nasled; hranya=hrany; vzdala=vzdal;
end;
end;
end;
%pro porovnani jednotlivych vylepSeni hodnoty I zprimérujeme
for i=1:size(N,1)
H(i,:)=[mean(N(i,3:size(N,2)-1)) N(i,1) N(i,2)];
end
%pro prehlednost matici sett¥idime
H=sortrows(H);
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Priloha 4

Nez piistoupime ke spusténi programu, uvedme jak vypadaji jeho vstupy. Pro
malé, testovaci sité miizeme potiebna pole ukazateli, nasledovniki, hran, sourad-
nic, vzdalenosti a poc¢tu obyvatel zadat rucné. Pri realnych aplikacich se takto
ovSem nepostupuje. Data do programu Matlab nacitame z jednoduchych texto-
vych soubort, ve kterych jsou zakédované vsechny informace. Ukazka jednoho
radku takového souboru je nésledujici.

2514A037;327 2514A038;102;2514A037 2514A038;118;9
2514A036;217;2514A036 2514A037;140;8
2514A092;561;2514A037 2514A092;2230;162

Radek zacina kédem uzlu a poctem obyvatel v tomto uzlu. Nasleduji vichni jeho
nasledovnici s poc¢ty obyvatel a vzdalenosti uvedenou nejdiive v metrech a poté
v sekundéch. Soufadnice uzli mame v dalsim textovém souboru, ktery na radku
obsahuje kod uzlu a jeho soutfadnice. Napt. 2514A037 -497929.610 -1145678.360.
Pro dekédovéani takovych soubori pouzijeme jednoduchy program v Matlabu,
ktery tento soubor bude prochéazet jako textovy fetézec a vyhodnocovat a ukladat
informaci, kterou zjistil, pokud narazil na mezeru.
Nejprve tedy nac¢teme data nasledujicim zptisobem:

sit=importdata(’misto, kde méme soubor uloZen\zlin_castl_trb.txt’,’\n’);
[deko_uzly deko_hrany uk nasl vzdal hrany pocet_obyv]=NACTIDATA4(sit);
sit=importdata(’misto, kde mame soubor uloZen\castl_uzly_trb.txt’,’\n’);
souradnice=NACTISOURADNICE(sit,deko_uzly);

vzdalenosti_km=vzdal(l,:);

Program z prilohy 3 spustime timto prikazem:
[H]=final_opr(uk,nasl,hrany,souradnice,vzdalenosti_km,pocet_obyv)

Predchozi prikazy pro spusténi jsou obsazeny v prilozeném m-souboru pod
nazvem prikazy pro spusteni.m.

Soucasti prace jsou i programy NACTISOURADNICE, NACTIDATA4 a TEST-
POLE, které slouzi k dekédovéani textovych soubort, a které mi poskytl RNDr.
Rostislav Vodak, Ph.D.
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