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Uvod

Zkoumani granulati je uziteCné nejen z toho hlediska, Ze ndm poskytuje analo-
gie pro jiné obory z fyziky pevnych latek a fazovych ptrechodu, ale ma i své uplatnéni
Vv technické praxi.

Proto doufame, ze Ctenaie nékteré oblasti zaujmou a inspiruji i Vv jinych oborech.
Pokusime se popsat dynamiku granulati méné tradi¢nim zptisobem. Za¢neme ale kla-
sicky.

Prace se zabyva fyzikalnimi vlastnostmi granulatd, zejména tfenim mezi Casti-
cemi.

V teoretické Casti se zabyvame tfenim a jeho vlivem na stabilitu uspotddani zrn.

V experimentalni ¢asti provadime méfeni thli stability svahu pro jednoslozkové
granulaty, a poté pro dvouslozkové granulaty v polouzaviené sklenéné bunce. Zkou-
mame vznik HS buniky v zavislosti na typu granulatt, které ji tvofi.

Vysledky méfeni HS buniky interpretujeme riiznou stabilitou granulati a proce-
sem sypani smiSené¢ho granulatu. Zavadime fraktdlni dimenzi k srovnani riznych typl
HS bunék.

Ptikladame 1 videa, na kterych je zachyceno sypani granulatu a vytvareni svahu.



1 Granulaty

Materialy slozené ze souboru mnoha zrn jsou bézné zndmé z denniho zivota.
Casto se s nimi setkavame a vyuzivame je — jako potraviny — cukr, sil, nebo jako sta-
vebni material — pisek, $térk. Nicméné, popis jejich vlastnosti pomoci dynamiky
a statiky neni z fundamentélniho hlediska trivialni. Nasypavani hromady pisku mizeme
povazovat za fazovy piechod souboru mnoha zrn ztekutého stavu (nasypavani)
na pevny. Jak takovy ,,fazovy piechod* popsat? Muzeme pouzit rovnovaznou termody-
namiku? B&Zzna zrna granulatu jsou vsak piili§ velka nato, aby jejich pohyb mohl byt
ovliviiovan tepelnymi fluktuacemi za normalni teploty. Vnéjsi sily ptisobici na granulat
rychle disipuji v disledku tfeni a dalSich silovych interakci mezi ¢asticemi. Nicméné,
existuji ianalogie ztermodynamiky, které se hodi k popisu granulati. Muze jit
napi. 0 amorfni latky za pokojové teploty: Granulaty i amorfni latky jsou do uré¢ité miry
odolné k smykovému napéti, fazovy piechod amorfni latky z tekutého do pevného stavu
se podoba vytvareni blokovaného stavu pfi sypani pisku [2]. Granulaty i amorfni latky
jsou popsatelné pomoci nékolika makroskopickych parametrd, jejichz dusledky
Ize snadno pozorovat. V ptipad¢ granulatu to mize byt mérny sypny objem, jehoz zme-
ny jsme opakované zaznamenali pii pfesypavani smési balotiny a mouky.

Zkoumani granulatl je uzite¢né nejen z toho hlediska, ze nam poskytuje analo-
gie pro jiné obory z fyziky pevnych latek a fazovych piechodl, ale ma i své uplatnéni
Vv technické praxi.

Proto doufame, Ze ¢tenafe nékteré oblasti zaujmou a inspiruji i V jinych oborech.
Pokusime se popsat dynamiku granulati méné tradicnim zplsobem. Zacneme

ale klasicky.

1.1 Pisobici sily

Budeme wuvazovat idedlni material slozeny zmnoha zrn, pfikterém
se neuplatiuji kohézni sily tzn. material je idealné¢ suchy. Silova interakce mezi zrny
probiha na zakladé¢ tfeni a zakonu akce a reakce.

Silu ptsobici kolmo k dotykové ploSe a zaroven K tfeci sile nazveme normalo-

vou silou.



Mechanické podminky rovnovahy mizeme shrnout do rovnic:
N
M; =0 (1)

L

...
1l
[y

F.=0 (2)

l

N
=1
Kde N je pocet zrn v souboru. Dalsi podminky silového pisobeni mezi ¢asticemi

zahrnuji rovnice

Kde i je i-ta castice puisobici normalovou silou na j-tou sousedni ¢astici. Tteci si-
ly mezi sousednimi ¢asticemi jsou popsany vztahem

Kde F;, je tetnd slozka normalove sily vyvolavajici tfeci silu na j-tou &astici.
Vztah (4) je dan jako nerovnice a figuruji v ném pouze velikosti sil, protoze ve vztahu
(4) jde o maximalni velikost tieci sily, které nemusi byt nutné¢ dosazeno. ZaleZi
I na pohybovém stavu zrn.

U popisu tfecich sil na chvili ziistaneme.

Velikost tfeni zavisi makroskopicky na velikosti normalové sily, kterd pasobi
kolmo na podlozku, a na koeficientu smykového tfeni. Normalova sila je urCena veli-
kosti ¢astic a hustotou latky, z kterych jsou ¢astice tvoteny.

Na mikroskopické Urovni tieci sily vznikaji v disledku geometrie Ccastic
a mezimolekularniho plsobeni elektrickych sil na sty¢nych plochach [14]. Mezimoleku-
larni ptsobeni elektrickych sil na sty¢nych plochach ale nebudeme v nasem méfeni
uvazovat.

Podminky, na kterych tfeni zavisi, navzajem porovname, protoze ovliviluji stabi-
litu svahu zrn pii sypani, a tim i vzhled Hele — Shawovy buriky, kterou se budeme poz-

déji podrobnéji zabyvat.



Description sphericity roundness smoothness
{as opposed to) fellipticity or platiness) (angularity) {roughness)
wavelength bmmdi2 }~d/'10 h~d/100

alignment interlocking surface 1
Effect on group S S
response S T

Obrazek 1: Tvar ¢astice a jeho efekt v souboru zrn. Parametr d je primér zrna. Dostupné
Z: https://egel.kaust.edu.sa/Documents/Papers/Santamarina_2009ttt.pdf

Zdroj: vilastni zpracovani

V naSich pokusech pouzijeme zrna mouky, maku, cukru a balotiny.

- [y
g ¢

Obrazek 2: Velikost ¢astic a jejich tvar. Smés je tvofend z mouky (nejdrobnéjsi bilé ¢astice s velkym
rozptylem priimeéru), cukru (pruhledné krystaly) a maku (svetle modra elipsoidni zrna). Stupnice délky
je rozdélena po milimetrech.

Zdroj: vlastni zpracovani




Obrazek 3: Balotina. Stupnice délky je rozdélena po milimetrech.

Zdroj: vilastni zpracovani

Tvar zrn pro jednotlivé druhy granuldtu podle tabulky na Obrazku
1 je definovan:

= Balotina: ptivodni tvar kulovy, skupinovy efekt neuveden;

=  Maik: elipsoidni tvar, zvinény kulovy, skupinovy efekt — klouzani vrstev, zarov-
navani do fad, ztrata stupniii volnosti rotace;

* Mouka: Nepravidelny elipsoidni tvar, skupinovy efekt — klouzani vrstev, zarov-
navani do tad;

= Cukr: krystal, vlastnosti nejblize elipsoidnimu tvaru, skupinovy efekt — klouzani

vrstev, zarovnavani do fad.

Balotina ma primér kuli¢ek 0,315-0,400 mm (ze 70 % v souboru) a mérny syp-
ny objem 2360 kg/m>. Data jsou uvedeny vyrobcem [6], z porovnani se stupnici na Ob-
razku 3 vidime, Ze uvedena data odpovidaji naSemu vzorku. Pro potfeby naseho méteni
se spokojime s tim, ze primér zrn jsou fadoveé desetiny milimetru.

Mak ma podle stupnice primér zrn fddové milimetry a mérny sypny objem lezi
v intervalu 560 kg/m® az 620 kg/m? [10]. Pro podrobné&jsi informace, napi. ziskani roz-
dé€leni, 1ze pouzit analyzu vétsiho vzorku v programu ImagelJ. Pro potieby naSeho méte-

ni podrobnéjsi analyza neni nutna.



Mouka mé podle stupnice prumér zrn fadoveé desetinu milimetru, mérny sypny
objem je 600 kg/m? [10].

Cukr ma podle stupnice primér zrn fadové milimetry, mérny sypny objem je
900 kg/m3 [10].

Porovnani tfeni mezi jednotlivymi slozkami granuldtu provedeme podle Tabulky
1 a 2 nize.

Efekt tieni [15] ukazeme na fenomenologickém modelu hranolu na naklonéné
roviné na mikroskopické urovni mezi zrny granulatu.

V piipadé¢, ze tfeci sily budou v rovnovaze s pohybovou slozkou tihové sily, hra-
nol zustava v klidu.

V tomto modelu ozna¢ime normalovou silu N.

Tteci sily pfedstavuji tangencidlni slozku sily N pusobici kolmo na podlozku,
ktera se tak pfenasi do sméru pohybu.

Stanovit rovnovahu systému neni slozité.

Vezméme naklonénou rovinu, ktera svird Svodorovnou rovinou uhela.
Na naklon&né rovin& lezi hranol 0 hmotnosti m, na ktery ptisobi tihové sila F, = m - §.
Pohybovou slozku tihové sily vyjadiime jako F=m- g - sin(a). Odporova sila piso-
bici proti sméru pohybové slozky tihové sily je rovna F_T> =f- N = f-m-g-cos(q).
Zménime-li thel a naklonéné roviny, zméni se smér sily F pfimo umérné uhlu a. Sta-
novit nejistotu ve sméru pisobeni pohybové slozky sily F je jednoduché — ta je rovna
nejistoté ve stanoveni thlu a. Uloha rozkladu sil na naklonéné roving ma jeden stupeti

volnosti.



Obrazek 4: Rovnovaha sil na naklonéné roving.

Zdroj: viastni zpracovani

Nyni si vezméme mikroskopicky systém. Predstavme si tii idealné kulata zrna,
ktera se vzajemné dotykaji. Nechdme-li ptsobit sily, které nebudou samotné zrna nijak
deformovat, miizeme sledovat smér jejich plsobeni. Na systém, stejné jako V pripadé
hranolu, nechame pisobit sily. Sily v tomto pfipadé mohou nabyvat rtiznych hodnot
po povrchu kouli, a v ptipad€ plisobeni vnéjsi sily se zméni vzajemna poloha tézist jed-

notlivych kouli, aby se ustavila rovnovaha.

Obrazek 5: Rovnovaha sil pusobicich pfi dotyku tfi idealné kulatych zrn. Normalové sily vytvaii dvojice
vzajemné opaéné orientovanych stejné velkych sil s pisobistém v bodech dotyku.

Zdroj: vilastni zpracovani

Pii pfenosu sily si mizeme povSimnout znacné nejistoty ohledné sméru,
ve kterém miiZou byt plisobici sily orientovany. V redlném granulatu nejsou naklonéné
roviny jako na obrazku 4, ale sousedni zrna, ktera jsou rizné stabilni a jejichZ pozice
se miize menit. Je to tedy ,,zobecnéna* naklon€éna rovina, kterd Se mize pohybovat
I vzhledem k ¢asticim, jejichz stupné volnosti v nasem piikladu zamyka, ale mize
je i vytvaret. To predstavuje dalsi stupné volnosti v souboru a dalsi konfigurace uspora-

dani zrn.



Ttect sily ptisobi proti pohybové sile a zpomaluji jakykoliv pohyb. Predstavuji

tedy stabiliza¢ni faktor granulatu. V souboru zrn je obtizné stanovit pribéh sily.

1.2 Podminky rovnovahy granulatu

Granulat je tvofen ze souboru mnoha zrn. Dynamika tohoto systému je dana
Newtonovymi pohybovymi zakony. K popisu systému je pouzivana statistika. Soubor
zrn muzeme popsat i z hlediska jeho usporadani (konfigurace) daného geometrii zrn
a omezenimi V prostoru.

Existuje konfigurace, pii které soubor Castic zaujima minimalni objem c¢astic,
dany vztahem

17— 7| = 2R (5)

Kde 7}, 75 jsou polohové vektory sousednich zrn a R jejich polomér [2].

Ze vztahii (1) az (4) vyplyva konfigurace zrn, ve které jsou cCastice vzajemné
v klidu a nepohybuji se — stav souboru v takové konfiguraci oznacime za stabilni bloko-
vany stav.

Stabilni blokovany stav oznacujeme za metastabilni, pokud je stacionarni
a je ruzny od optimalniho uspotadani. Stav (konfiguraci zrn) nazveme optimalni, pokud
je jeho (jeji) zobrazeni ve fazovém prostoru optimalni.

Metastabilni blokovany stav granulati vznikd v disledku geometrickych a me-

chanickych omezeni souboru [2].



Konfigurace souboru péti zrn
whvarejici metastabilnl
blokowvany stav.
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zrn wytvarejci nowy metastabilnl
blokowvany stav.

Obrazek 6: Pfechod z jedné konfigurace do druhé, kdy se méni hustota obsazeni zrn v prostoru & (pac-
king density). Hustota obsazeni zrn v prostoru je vyjadiena podilem objemu zrn(a) a minimalniho objemu
krychle, kterd mize zrna (zrno) pojmout.

Zdroj: https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.90.015006 (upraveno).

Soubor zrn se mize nachazet v nékteré z moznych konfiguraci, které vytvaii me-
tastabilni (obecné stabilni) blokovany stav. Danéd konfigurace zavisi na poc¢tu riznych
pozic Castic, které dohromady tvoii dany objem, zavisly na uspofadani zrn. Pfenos sily
Vv granuldtu se méni podle uspotradani souboru zrn, které se méni v disledku sil vyvola-
nych ¢asticemi ménicimi svij pohybovy stav.

Zména silové sité a konfigurace zrn je znazornéna na Obrazku 7.

Obrazek 7: Zména silové sité vyjmutim j-tého zrna z piivodniho souboru 13 zrn. Pti pohybu zrn dojde
k posunuti puisobist’ sil mezi ¢asticemi, a tim ke zméné tvaru silové sité.

Zdroj: https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.90.015006

Pohyb j-té ¢astice na Obrazku vyvolava zménu usporadani Castic.



2 Hele Shawova burka

Hele Shawova bunka (dale HS busika) je jev, znamy z mechaniky kapalin. Jeji
obdobu vsak nalezneme i ve fyzice granulati. HS bunka mize vzniknout pii miseni
dvou granulatt sypanim do tzkého prostoru mezi dvé pevné desky.

Pro jednodussi oznaceni zavedeme termin HS bunék podle slozek granulati:

= HS bunku sloZzenou ze smési maku a mouky oznac¢ime jako HS buiika I;
= HS bunku sloZzenou ze smési mouky a balotiny oznacime jako HS burika 2;

= HS bunku slozenou ze smési maku a cukru oznac¢ime jako HS buiika 3.

Uvazujme dva granulaty smichané do stejnorodé smési V piiblizné stejném po-

méru. Granulaty vybirame podle veli¢in v Tabulce 1.

Tabulka 1: Kombinace veli¢in, ovliviiujici vysledny vzhled HS butiky

Potadi | Veli€iny, kterymi se li§i granuldty HS buiky

Tvar zrna (kulaté hladké

1 Primér zrna Hustota e,
nebo jing)
nebo jiné)

Tvar zrna (kulaté hladké

Hustota Primér zrna e,
nebo jiné)

Zdroj: vlastni zpracovani

Bile zabarvené pole znamend, Ze danou veli¢inu povaZujeme za fidici parametr
pro tfeni pro danou kombinaci latek v Tabulce 2. To znamena, Ze latka s vétsi hodnotou
veli¢iny v Tabulce 1 bude pii vytvareni HS buiiky stabilngjsi a ma tedy vyssi hodnotu
tteni. Na§ odhad potvrdi (nebo vyvrati) srovnani s Tabulkou 3, ve které jsou uvedeny
uhly svahu (pfepony) s vodorovnou podlozkou (nebo také tihly stability) pro jednotlivé
slozky zvl1ast i jejich vybrané kombinace po dvou v HS buiice.

V tabulce 2 jsou uvedeny odpovidajici kombinace granulati vytvarejici smés.

Kazda kombinace latek zastupuje veli¢inu v bilém poli tabulky 1.
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Tabulka 2: Pouzité slozky granulatu pro vytvoieni kombinaci z Tabulky 1.

HS bunka Pouzité slozky granulatu

1 Mak, mouka
2 \ Mouka, balotina
3 ‘ Mak, cukr

Zdroj: viastni zpracovani

Mezi dvé sklenéné desky postupné nasypeme jednotlivé latky a pro kazdou

zvlast zméfime jeji uhel stability. Vysledky ukazuje tabulka 3.

Tabulka 3: Uhel stability svahu latek

Granulat Uhel

Mak 41°
Mouka 32°
Balotina 31°
Cukr 39°

Zdroj: vlastni zpracovani

Ponékud piekvapivé vidime, Ze balotina je 0 néco méné stabilni nez mouka.
Ostatni kombinace spliiuji nase ocekavani.

Jak bude vypadat stejnorodé zamichana smés z kombinaci podle Tabulky
2 pii presypavani? Jaky bude jeji uhel stability? Na tyto otdzky najdeme odpoveéd’ expe-
rimentalné. Vytvotime HS buniku.

Burnku vytvotime tak, Ze nechame sypat smichany granulat mezi dvé prihledné
desky umisténé vedle sebe. Ptiklouzani dojde k Castenému prostorovému oddéleni
smiSené¢ho granulatu mezi jeho dvé pivodni slozky. Vytvoii se tak zajimavy obrazec
tvofeny pruhy sklonéné pod thlem stability.

Samotny proces vzniku HS bunky mizeme rozdé€lit nadve casti—sypani
a sklouzani. Ve fazi sypani zrna padaji volnym padem po nejdelsi trajektorii a nevytvaii
zadny svah. Tato faze trva kratce, brzy dojde ke vzniku svahu. Sypani muzeme
u granulatd rozlisovat podle rychlosti toku a spojitosti.

Srovnejte video vzniku HS bunky 3 (ViIdHS3) avideo vzniku HS bunky
2 (vidHS2).

Dalsi fazi miizeme nazvat sypani a sklouzani. Zrna padaji volnym padem
na vrchol svahu, ze svahu strhavaji jina zrna a vytvati lavinu. Upati svahu se viak po-

souva smérem 0d vrcholu a vrchol se pfiblizuje k nasypce. Sklouzani laviny po svahu
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ma charakter $itfici se vilny, kterd se zastavi na upati svahu 0 spodni nebo boc¢ni sténu
bunky.

Srovnejte video vzniku HS bunky 2 (VidHS2 nebo vidHS2sesuv) se sypdnim
a sklouzanim samotné balotiny (VIdBAL). V pripadeé vzniku HS burnky 2 jsou viny sloZe-
né s promennou amplitudou. V pripadé balotiny e vina jednoducha.

Dalsi vilny sezastavi v dilu predchazejici viny bliz vrcholu. V této fazi
je pro strukturu vznikajici HS bunky dulezity rozdil Ghla stability jednotlivych slozek.

Shiédneéte video vzniku HS bunky 1 (VidHSL).

Proces ptiblizovani se svahu s pfiblizujicimi se dily vin k nasypce pokracuje.
Zkracuje se trajektorie, po které zrna padaji volnym padem.

V kone¢né fazi je dominantni sklouzavani. Po svahu sklouzavaji malé skupiny
zrn. Nakonec néktera zvin zablokuje otvor asypani granulatu se zastavi, dokud
se nasypka neposune Ve sméru klesani svahu.

Sypani se mize zastavit |samovolné kvuli vytvofeni blokovaného stavu
Vv nasypce (viz vidHS3).

Piesny matematicky popis podle této analyzy by byl dost slozity a piesahuje ra-
mec této prace. Omezime Sse na morfologicky popis vznikajicich struktur a jejich kvali-
fikaci podle fraktalni dimenze, kterou zavedeme pozdéji.

Nyni pferuSime teoreticky vyklad a uvedeme technické detaily pokusu.

2.1.1 Usporadani pokusu

K sestaveni pokusu byly pouzity dvé sklenéné desky 0 rozméru (25 X 30 X 0,4)
cm, 3 listy formatu A4, trychtyi (nasypka), izolepa a nahravaci zafizeni (v nasem ptipa-
dé mobil Geotel Al se systémem Android 7.0). Nékteré pomiicky Ize obménit, jiné byly
pouzity ke zlepseni méteni, ale k provedeni pokusu nebyly nutné.

Levy a pravy okraj buiiky je vytvofeny z né€kolikrat ohnutého papiru A4. Papiry
jsou ke sklu pfilepeny izolepou. Skla jsou od sebe vzdalena 4 mm. Spodni okraj bunky
je otevieny, pod nim je voln¢ umistény dalsi papir formatu A4, ktery usnadiuje manipu-

laci s bunkou a zabranuje rozsypavani granulatu mimo HS bunku.
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Obrazek 8: Pred nasypanim.

Zdroj: vilastni zpracovani

Vytvoteni HS buniky provedeme nasypanim smichaného granuléatu ptes trychtyt

r~r

do sklenéné bunky. Praimér mensiho otvoru trychtyte se blizi 4 mm zprava.

Obrazek 9: Po nasypani.

Zdroj: vlastni zpracovani

Na obrazku vyse si mizeme vSimnout rozsypané¢ho granulatu tvofeného smési
méku, mouky, balotiny a cukru. Objem rozsypaného granulatu je 5,2 cm3 po vytvoieni

15 HS bungk.
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2.1.2 Vytvoreni HS buniky

Buiku vytvofime tak, Ze mezi dvé sklenéné desky sypeme granulat ze dvou slo-
zek (viz Tabulka 1) rozmichany ve stejnorodou smés. Pfi sypani nasypku postupné po-

souvame tak, aby se granulat nesypal vné sklenénych desek. Podle tabulky 1 vytvoiime

Obrazek 10: HS butika ze zrn maku a hrubozrnné mouky (dale HS burika 1.0). Za fidici parametr thlu
stability je zde povazovan rozdilny pramér zrn.

Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 11: HS butika z balotiny a hrubozrnné mouky (dale HS buiika 2.0). Za tidici parametr tieni
je zde podle Tabulky 1 povazovana rozdilna hustota zrn. Ohyb piku je zptisobeny piechodem na tésnéjsi
usporadani zrn (viz video vidHS2sesuv).

Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 12: HS bunka z maku a krystalického cukru (dale HS burika 3.0). Za fidici parametr tieni
je zde podle Tabulky 1 povaZovan rozdilny tvar zrn.

Zdroj: vilastni zpracovani

2.2 Vlastnosti HS buiiky

Na obrazcich 10 az 12 vidime ukazku granulati tvofenych kombinaci rtiznych

dvojic slozek. Na obrazku tak vznika charakteristicky obrazec.

2.2.1 Vysledky méfeni a jejich interpretace

Nejvyraznéjsi charakteristika pfi vzniku HS bunky sypanim granulatu, ktera
ma Vliv na jeji vzhled, je thel slozek s vodorovnou podlozkou.

Uhel s vodorovnou podlozkou charakterizuje tieni mezi zrny v granulatu. Cim
je svah strmé&jsi, tim jsou zrna stabiln&jsi, a tim je vyssi tfeni.

Tabulka 3 zachycuje naméfené hodnoty uhld stability (Ghly granulatu
s vodorovnou podlozkou) pro jednotlivé slozky méfené samostatné a jejich vybrané

kombinace po dvou.
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Tabulka 4: Uhel riznych slozek granulatu s vodorovnou podlozkou

Granulat Uhel

Mak, mouka 42 °
Mouka, balotina 35°
Mak, cukr 39°

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 3 nam ukazuje vysledky méteni thlu stability pro kombinace dvou slo-
zek v HS burice, jak jsme si je zvolili v Tabulce 2.

Vysledky pro HS buiiku 1 a 3 jsou predpokladané a neptekvapivé. V HS buiice
1 je stabilngjsi slozka mak, ktery ma uhel stability 41°. Zrna méku jsou vétsi a tézsi.
méné sklouzava jako cukr s hladkymi sténami.

Piekvapivy je vysledek HS buriky 2, kde je stabilngjsi prvek mouka, | kdyz zrna
balotiny maji vétsi hmotnost nez zrna mouky. Usuzujeme, Ze v tomto pfipadé byl roz-
hodujicim parametr tfeni tvar zrna.

Dalsi prekvapivy vysledek je, Ze kombinace dvou slozek miZe mit v HS burice
vétsi thel stability, nez je ihel stability samotné stabilngjsi slozky. To znamena, Ze mak
je stabilngjsi na méné stabilni vrstvé mouky nez na vrstvé maku. Vysledek s jesté vét-
§im rozdilem jsme zaznamenali i pro HS buiku 2.

Poné¢kud neintuitivni je pozorovani, ze stabilnéjsi slozka s vyssim tienim vypl-
nuje nizsi ¢ast HS bunky. Vysvétleni nabizime z pozorovani HS bunky 1 (viz video
vidHS1). Stabilngjsi zrna se zastavuji na svahu blize k vrcholu. Jakmile na né narazi
vetsi pocCet méné stabilnich zrn, strhne je pii sklouzavani pod sebe a rozprostie
je po svahu. Méng¢ stabilni zrna tim ztraci ¢ast své kinetické energie, proto se muzou
stabilizovat pod strm¢&jsim thlem stability. Shrnuti provedeme na obrazku nize pro HS
bunku 1.2.
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Oblast buriky Oblast buriky s
s dominanci sypanf rostouci dominanci sklouzénf

Obrazek 13: Rozdé€leni HS buitiky podle procesu, které ji vytvati. Patrny je i diivod, pro¢ se stiidaji piky
podobné velikosti, ale v bilém piku ptedpokladame vice zrn, protoze musela ,,pretlacit™ stabilngjsi zrna
V tmavém piku.

Zdroj: viastni zpracovani

Srovnanim velikosti thli jednotlivych slozek a granulatu s dvéma slozkami zjis-
time, ze vétsi rozdily uhli mezi jednotlivymi slozkami znamenaji méné nejasnych pre-
chodli mezi postupné nasypanymi vrstvami v HS bufice. To znamend, ze HS buika
je spi$ rozdélena na piky, kde jsou obé slozky oddéleny a stiidaji se. Naopak, jsou-li
rozdily thli podobné, HS burika je tvotfena z vice oblasti, kde jsou obé sloZky smiseny.

Podle rozdilu thlu stability svahu jednotlivych slozek vznikaji stfidajici se piky
nebo oblasti, kde jsou ob¢ slozky rovnomérné smichany.

Miuzeme Si v§imnout, Zze ¢im je dany pik bliz thlopticce HS buriky, tim je vétsi
pravdépodobnost, ze bude delsi.

Pozorovanim obrazki HS bunc¢k vytvofenych pokusem mutzeme usoudit,
ze délka piku je zavisla napocatku piku. Pozice piku je dana jeho pocatkem
na vodorovné podlozce HS buriky a jeji levé svislé stény ve sméru sypani.

Proces sypani mizeme simulovat. Simulaci provedeme pro jednoslozkovy gra-

nulat, Budeme se zabyvat uspotaddnim zrn a stabilitou systému.
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2.2.2 Stabilita jednoslozkového granulatu

K simulaci sypani jednoslozkového granuldtu bylo pouzito 91 kulatych zrn
0 jednotkové hmotnosti a jednotkovém primeéru.

Nepruzné srazky byly vytvoreny tak, Ze prubéh simulace byl pferusen a byla mi-
nimalizovana kineticka energie ¢astic po srazce. Program [7] nesimuluje disipaci ener-
gie pii srazkach. Disipaci je mozné ,,simulovat® ru¢né snizovanim parametri v modelu
po srazce Castic. Bylo by vhodné odpovidajici rovnice do programu implementovat.

Simulace dobfe popisuje vytvaieni svahu v granulatu. Byly patrné i sesuvy ce-
lych fad kvili konfiguraci zrn a naraziim dalSich zrn z nasypky na hromadu. Dochézelo
I k pfechodim konfigurace zrn znazornéné na Obrazku 6.

Rozdilnd konfigurace je vidét iV riznych c&astech simulované HS burky
na Obrazku 14. Pfi dostate¢né pomalém sypani za nepruznych srazek doslo k vytvoreni
nejtésnéjStho mozného usporadani zrn ve dvourozmérném prostoru. HS buika
je tvotena také piechodnou vrstvou s volnéj§im uspofadanim kolem piimky p. Piimka q
znazoriuje ptiblizny sklon svahu granulatu. Jeho minimalni stabilita v pribéhu simula-

ce je dana absenci tfeni a kulatym tvarem zrn.

Obrazek 14: Simulace programu Step — uspotadani jednoslozkového granulatu z 91 zrn. Lze stanovit
ptiblizny sklon svahu, ve kterém je granulat stabilni. Uhel pfimky q S vodorovnou podlozkou je 26,5 °.

Zdroj: vlastni zpracovani

K simulaci stability souboru a nékteré z moznych konfiguraci podle rovnic (5)
az (8) byl pouzit program Step [7].
Program Step je vzdélavaci program vyvinuty k fyzikalnim simulacim Vladimi-

rem Kuznetsovem. Je tvofeny jednoduchym grafickym rozhranim. Simulace probiha

19



tak, Zze umistime vybrané fyzikalni objekty na,,scénu“ (mize se jednat o plyn, nabité
Castice, pruznd tclesa, pevna télesa 0 daném tvaru). Dale vybereme pusobici sily
a spustime simulaci. Pohybovy stav fyzikalnich objektt v simulaci je feSeny metodami
knihovny StepCore, ktera zahrnuje i GSL library.

Fyzikalni simulace jsou feSeny pro klasickou fyziku. Nejsou zahrnuty nepruzné
srazky ani pusobeni tiecich sil.

Klasicky pohled fyziky na vytvoieni struktur v riznych dvouslozkovych systé-
mech je omezeny, protoze se jedna 0 soubory tvorené fadové 108 zrn. Proto i simulace
programu Step zahrnujici desitky ¢astic nam sice pomize vytvofit pfedstavu 0 stabilité
systému, zndzornéni nékterych konfiguraci, a z toho vyplyvajici Sifeni sily v granulatu,
ale nebude uz dostate¢na k znazornéni riznych struktur, vznikajici diky riznym kombi-
nacim jednotlivych slozek v granulatu.

Proto se pokusime popsat struktury vznikajici v HS bufice pomoci nového pii-
stupu. Ve dvacatém stoleti Se z algebry komplexnich ¢isel zasluhou B. Mandelbrota stal
nastroj pro znazornovani a modelovani Siroké $kaly jevi v piirodé€. Jde o fraktalni geo-

metrii.
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3 Fraktaly

Ve své knize ,,The fractal geometry of Nature® B. B. Mandelbrot [8] poukazal
na skutecnost, ze fraktalni vzory se v ptirod¢ ¢asto opakuji. Proto jsou vhodnym néstro-
jem Kk znazornéni struktur v pfirodé.

Fraktaly piedstavuji opaény pfistup ke zkoumani tvari, nez na jaky jsme zvykly
Z klasické geometrie.

V klasické geometrii, kdyz chceme vytvofit néjaky tvar, vezmeme jednoduché
tvary, které pomoci slozitych pravidel poskladame do né&jakého utvaru.

Vytvatime-li n&jaky tvar z fraktalu, vezmeme slozity tvar a pomoci jednodu-
chych pravidel jej ,,pfetvofime* na jiny tvar.

Idedlni fraktal ma nekonecnou slozitost, fraktaly v ptfirodé maji samoziejmé ko-
ne¢nou slozitost, protoze jakykoliv tvar v pfirodé¢ je z kone¢nych ¢asti.

Fraktdly nam mohou pomoci také pii zkoumani dynamickych systémi. My
se omezime pouze na pozorovani a klasifikaci struktur z pohledu fraktalni geometrie.

Odkud se vlastné vzaly fraktaly? Jako odpovéd” uvedeme slavny vyrok zaklada-
tele fraktalni geometrie Benoita B. Mandelbrota z neméné slavného dila ,, The Fractal
Geometry of Nature* [8]:

“Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles,
and bark is not smooth, nor does lightning travel in a straight line.”

A pravé fraktaly nam pomahaji popsat tvary, jaké maji oblaka, hory, pobiezi, kii-
ra stromt nebo blesk. Popis takovychto tvari pomoci klasické geometrie je piilis slozity

a idealizovany.

3.1.1 Vlastnosti fraktalu

Prvni vlastnost fraktalt, o které se zminime, je sobépodobnost, neboli invariance
objektu ke zméné méfitka. Jinymi slovy, sobépodobnost znamena, ze pokud zménime
méfitko telesa, jeho vzhled se nezméni.

Sobépodobnost je vyznamna vlastnost fraktalu, k definovani fraktalu ale nestaci

(viz obrazek).
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Obrazek 15: Sobépodobnost utvart v riznych méfitkach (ptivodni délka (modra) je dvojnasobna oproti

délce pfi "piiblizeni" (fialova)).

Zdroj: vilastni zpracovani

O fraktalu (respektive 0 jeho kone¢ném zobrazeni) bychom mluvili az v piipadé
posledniho utvaru zleva. Zbylé objekty jsou sobépodobné, ale jedna se 0 obycejné tvary
v klasické geometrii.

Usecka po rozdéleni na poloviny je zase tsecka (s poloviéni délkou), &tverec
0 poloviéni délce strany je zase Ctverec (S ¢étvrtinovym obsahem jak ¢tverec pivodni),
krychle o polovi¢ni délce strany je zase krychle (s osminovym objemem puivodni krych-
le), trojuhelnik S polovi¢ni délkou ptivodnich stran (fialovy) je zase trojuhelnik
(s tfetinovym obvodem pivodniho trojuhelniku (fialova a modra)).

Pti definici fraktdlu musime pouzit jemnéjSi vymezeni. Vymezeni fraktalu pro-

vedeme pomoci dimenze.

3.1.2 Fraktalni dimenze

V bézném slova smyslu chapeme pod pojmem dimenze néco, CO popisuje pro-
stor. TakZe téleso ma tii rozméry — vySku, délku, hloubku, plocha mé dva rozméry —
vysku a délku, tsecka jeden rozmér — délku a bod nemé zadny rozmér.

Dimenze v bézném pojeti nabyva celoc¢iselnych hodnot, fraktalni dimenze muze
nabyvat hodnot z celého oboru kladnych realnych ¢isel.

Co tedy maji spolu dimenze a fraktalni dimenze spole¢ného?

Na tuto otdzku se pokusime zodpovédét porovnanim klasickych geometrickych
tvaru s fraktalem [13].

U kazdého tvaru budeme pfedpokladat néjakou hmotnost (takZe po fadé pljde
0 drat, desku, blok, fraktal). Pii zkoumani sobépodobnosti zvolime n¢jaké meétitko, kte-

ré bude predstavovat konstantu stupnice pii pomyslném ,,ptiblizovani“. Potom vypoci-
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tame méfitko pro hmotnost. Pjde 0 stejny postup, kdy jsme zkoumali sobépodobnost
ruznych tvard na obrazku 15.

Hmotnost pifed vyndsobenim hmotnostnim méfitkem oznac¢ime Mo, hmotnost
po vynasobeni hmotnostnim méfitkem ozna¢ime M. Pivodni délku oznacime lo, délku

po vynasobeni délkovym méfitkem oznacime .

Obrézek 16: M = =M, 1 = ~1o; My > M, 1y > I

1

2
Obrézek 17: M = (3)" Mo, 1 = 21 Mo > M, Iy > L

il

1

d
Obrézek 19: M = (5) Mo, L =21g; My > M,1y > 1

, 1\3 1
Obrizek 18: M = (5) Mo, 1 =31o; My > M,1o > |
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Z obrazkti 15-18 jde snadno vidét zavislost mezi délkovym métitkem
I/loa hmotnostnim méfitkem M/Mo. Abychom ziskali hmotnostni métitko, sta¢i umocnit
délkové meétitko na néjaké Cislo. Toto ,,né&jaké ¢islo™ je praveé dimenze.
Necht d je dimenze. Ze zobecnéni postupu vyse budeme pozadovat
NG
e ()
lo
Rovnici (6) zlogaritmujeme avyjadiime d, polozime d = dp, ziskame
tak rovnici

M
dp = long0 (ﬁo) (7

Na fraktalni dimenzi dr se mizeme divat jako na zobecnéni celociselné dimen-
ze. Podle rovnice (7) si uz snadno poradime i s fraktalem (resp. jeho koneénym zobra-

zenim) na Obrazku 15:
M
d = logy, (ﬁ") — log,(3) ~ 1,585 (8)
L

Ziskali jsme vyjadieni dimenze dr fraktalu z Obrazku 18 — fraktalni dimenzi.
Znéazornény fraktal se nazyva Sierpinského trojuhelnik.
Existuje vice definici zobecnénych dimenzi. Nékteré jsou vyhodnéjsi, protoZze je-

jich vypocet lze algoritmizovat.

3.1.3 Fraktalni dimenze z pokryti

Metoda pokryti [4] usnadiiuje vypocet fraktalni dimenze a umoznuje jeji algo-

ritmizaci. Timto zptisobem analyzuje tvary i program Fractalyse, ktery slouzi k analyze

vvvvvv
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Zacneme piikladem. Vypoctéme fraktalni dimenzi Kochovy kiivky.

Obrazek 20: Jak urcit fraktalni dimenzi Kochovy kiivky?

Zdroj: viastni zpracovani

V ptikladu urceni fraktdlni dimenze Sierpinského trojuhelniku bylo ,,puleni
stran“ i odebrani ,,tfetiny hmotnosti“ zfejmé z obrazku. U Kochovy kiivky nam puleni
stran nepomtize. Mame tedy hledat jiny nasobek?

Mizeme si pomoci pocitanim dimenze pokrytim. Fraktal rozdélime na ramecky,

které maji ob¢ strany shodné. Pokrytim ur¢ime fraktdlni dimenzi.

Obrazek 21: V kazdém ramecku je ¢ast Kochovy vloc¢ky. Ramecky se mohou prekryva

Zdroj: vlastni zpracovani

Udgélali jsme prvni krok. Z délky rameckti miizeme uz usuzovat, ze vhodné dél-
kové méfitko je é = % Z rameckd mizeme urcit i hmotnostni méfitko vlocky. VSimné-
me si, ze i kdyz mame spravné délkové méfitko (usuzujeme z toho, ze kazdy ramecek
neponechava zadnou ¢ast fraktalu nepokrytou), nepokryvaji rdmecky cely fraktal rov-
nomérn¢. Abychom zjistili métitko hmotnosti, mély by ramecky pfi nezménéném dél-
kovém méftitku pokryvat cely fraktdl rovnomérné. Na obrazku 22 jsme zmensSili fialové
ramecky 0 1/3, asoucasné je pootocCili tak, ze pokryvaji fraktal rovnomémé. | kdyz

se ramecky prekryvaji, zadny ramecek nepokryva cast fraktalu ze sousedniho ramecku.
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Obrazek 22: Urceni fraktalni dimenze z pokryti.
Zdroj: viastni zpracovani

Fraktalni dimenzi ziskame po dosazeni dovztahu (7) pro métitka

I 1. M 1,
—=-a— ==
lo, 3 M, 4

M,
dr = logy, (WO) = log3(4) =~ 1,262 9)
L

3.14 Pokryti

Pokud popsany postup obratime, ziskdme fraktalni dimenzi z pokryti. Analyza
spoc¢iva v tom, ze mame néjakou strukturu se znamymi detaily a snazime se ziskat mén¢

detailngjsi strukturu. Ziskavame zjednoduseny vzor s méné detaily.

Obrazek 20: Urceni fraktalni dimenze metodou pokryti, pivodni obrazek.

Zdroj: vilastni zpracovani
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Obrazek 21: Urceni fraktalni dimenze metodou pokryti, prvni pokryti pfi zmenSeném méfitku.

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 22: Urceni fraktalni dimenze metodou pokryti, druhé pokryti pfi zmenseném méftitku.

Zdroj: viastni zpracovani

Kazdy obsazeny bod je obklopeny c¢tvercem 0 délce strany X, cely utvar
tak ma jistou velikost povrchu. Délka strany ¢tverce X se postupné zvétSuje, V kazdém
kroku métime celkovy povrch utvaru. S kazdym zvétSenim pokryvajiciho ¢tverce zane-
dbavame detaily mensi neZ délka strany X a postupné obdrZime aproximaci ptivodniho
tvaru. S nartstajicim poctem krokd, nasledujici ¢tverce piekryvaji predchozi. Podélenim
celkového povrchu povrchem x? testovaciho &tverce i-tého kroku iterace ziskame pfi-

blizny pocet ¢tvercti N nutnych K pokryti atvaru.

3.1.5 Sc¢itani obsazenych bodii v m¥iZce

Dalsi metodou, kterou lze stanovit fraktalni dimenzi, je scitani obsazenych bodii
v mrizce. Touto metodou budeme provadét stanoveni fraktalni dimenze kviili jeji vypo-

Cetni Gispornosti. Jedna se v podstaté 0 zjednoduSenou metodu pokryti.
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Obrazky 25-27 ilustruji jeji pouziti.
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Obrazek 23: Prvni pokryti obrazce miizkou 0 dané velikosti ramecku. Dostupné
Z: https://imagej.nih.gov/ij/plugins/fraclac/FLHelp/BoxCounting.htm#gridimage (upraveno).
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Zdroj: vilastni zpracovani
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Obrazek 24: Druhé pokryti obrazce miizkou 0 dané velikosti ramecku. Dostupné
z: https://imagej.nih.gov/ij/plugins/fraclac/FLHelp/BoxCounting.htm#gridimage (upraveno).
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Obrazek 25: Tteti pokryti obrazce mtizkou 0 dané velikosti ramecku. Dostupné
z: https://imagej.nih.gov/ij/plugins/fraclac/FLHelp/BoxCounting.htm#gridimage (upraveno).

Zdroj: vilastni zpracovani

S¢itani obsazenych bodu v miizce je nejpouzivanéjsi metoda k odhadu fraktalni
dimenze. Obrazek je pokryty dvourozmérnou miizkou a méni se velikost jednotkové
bunky X. Pro kazdou hodnotu X se¢teme mnozstvi ¢tverci N obsahujici néjaky obsazeny
bod (Cerny pixel).

Obvykle mnozina velikosti X roste s druhou mocninou.

Velikost ¢tverce (ramecku) definuje také mnozinu hodnot X, naptiklad velikost
16 odpovidd mnozin¢ (1, 2, 4, 8), velikost 72 odpovidd mnozin¢ (1, 3, 9, 18, 36)
a velikost 216 odpovida mnoziné (1, 3, 9, 27, 54, 108). Mnoziny hodnot jsou

Z miSenych hodnot druhych a tfetich mocnin.
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4 Analyza HS bunky

HS buitku mzeme popsat pomoci grafickych utvart, které vytvaii jeji slozky
granulatu. Vidime, ze piky jsou rtizné dlouhé a jejich délka se riizné stiidd. Dochazi
ke vzniku charakteristickych utvard, které mizeme mezi sebou porovnavat. Pro analyzu
opakujicich se vzord v riznych méfitkach je vhodny popis pomoci fraktalni dimenze.
K analyze opakujicich se vzoru vyuzijeme program Fractalyse. Aplikujeme poznatky

0 matematice fraktali k analyze jevu z oblasti fyziky sypkych materialt.

4.1 Analyza HS bunék v programu Fractalyse

Fractalyse byl vyvinut za t¢elem analyzy zastavénych ploch v krajin€ pomoci
fraktalni dimenze. Jeho vyuziti je rozsahlejsi, mize byt pouzity k analyze jakéhokoliv
obrazku V odpovidajicim formatu (*.bmp, *.tif). Obrazek je v bitovém formatu.
Pro uzivatele grafického editoru GIMP mulzeme pfiblizit, Ze Se jednd 0 obrazek
v indexovaném rezimu uloZzeny bez alfa kanalu (tj. Zadna informace 0 prithlednosti)
exportovany jako *.tif komprimovany metodou CCITT Group 3 fax.

Kratce zminime moznosti a pouzitelné metody, které nabizi program Fractalyse
[4].

Fractalyse zahrnuje rizné metody K uréeni fraktalni dimenze podle riznych de-
finic (Hausdorffova, Minkowského, korelace, ...). Proces méfeni fraktalni dimenze
je rozdélen na dvé casti:

* metoda s¢itani (the counting method);

= vytvofeni pfiblizného modelu (the estimation module).

4.1.1 Metoda sCitani

Metoda s¢itani spociva v itera¢nim principu. V kazdém kroku iterace je spocitan
podet Gernych pixeltl v ramecku 0 dané velikosti. Cerny pixel obrazku nazveme obsaze-
nym bodem.

V dalsim kroku je zvétSena velikost ramecku.

Timto zptisobem analyzujeme obrazek.
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Pti pouziti této metody figuruji dvé proménné:
=  Mnozstvi seCtenych prvkil (odpovidd mnozstvi obsazenych bodl Vv aktudlnim
ramecku 0 dané velikosti), N;

= Velikost ramecku nebo néjakého referenéniho prvku, x.

Tyto dvé proménné mizeme pokladat za uspotfddanou dvojici, kterou mizeme
reprezentovat kartézskym grafem. Obor hodnot odpovidd mnozstvi s¢itanych prvka N
a defini¢ni obor odpovida velikosti ramecku nebo néjakého referenéniho prvku x. Veli-

kost x roste s poc¢tem krokd iterace.

4.1.2 Priblizny model

Matematicky miizeme fadu boda prolozit (empirickou) kiivkou, kterd prochazi
vSemi danymi body. V dalSim kroku fitujeme empirickou kfivku aproximacni kiivkou.

Jestlize empirickd kiivka vyjadifuje sobépodobnost (sobépiibuznost),
Ize aproximacni kiivku vyjadfit pomoci mocninného zékona a fraktalni dimenzi (d)

ve tvaru:

N = x4 (10)

4.1.3 Typy séitacich metod

Program Fractalyse obsahuje rizné metody séitani K ur¢eni fraktalni dimenze.
= Scitani obsazenych bodii miizky (grid);
= Scitani obsazenych bodil soustiednych kruht (radius mass);
= Pokryti (dilation);
= Kaorelace (correlation);
= Gaussovska konvoluce (gaussian convolution);
= Scitani obsazenych bodil Vv prekryvajicich se rameccich podle lokalni hustoty

(box-counting (testing)).

Z vySe jmenovanych metod pouzijeme S¢itani obsazenych bodl v miiZce (grid).
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4.2 Analyza fraktalni dimenzi

Fraktalni dimenzi pouzijeme k analyze HS bunék 1-3. Analyza ndm poslouzi
k srovnani jednotlivych bunék.

K analyze mereni HS bunék 1-3 vyuzijeme predpis ve tvaru [4]

log(N) = dlog(x) + c, (11)

Kde d je fraktalni dimenze ac opravny koeficient (tzv. prefaktor tvaru). N
je pocet Ctverct v miizce, Ve kterych se nachazi ¢ast analyzovaného utvaru. Velikost
strany ¢tverce (Vv pixelech) se postupné zvétsuje, obvykle s druhou mocninou, v pribéhu
vypoctu. Pro ideédlni sobépodobny fraktal vychéazi hodnota ¢ = 0.

Ukéazeme si, ze vztah (11) mizeme povazovat za analogii fraktalni dimenze dr
zavedenou ve vztahu (7).

Vztah (7) upravime do stejného tvaru analogicky ke vztahu (10):

o) @
log (ZTO)
oo (3) - ()

.. M ! vy , .
Polozime HO =N aTO = x. Ke vztahu pfipoéteme opravny koeficient tvaru ¢

a ziskame rovnici

log(N) = dplog(x) + c, (14)

Ktera je pro dp = d totozna s rovnici (11).
Fraktalni dimenze ukazuje na uspotddani slozek granuldtu HS bunky. Predve-

deme to na prikladu méreni HS burnky 1.0.
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Obrazek 26: Méfeni délky jednotlivych piktt HS buiiky 1.0. Pocatky piki rozdéluji svislou a vodorovnou
sténu HS bunky 1.0 na setiny jejich ptivodni normované délky.

Zdroj: viastni zpracovani

Na obrazku 29 je zménéné potadi pikti z obrazku 28. Pofadi pikii je nahodné.
Hodnoty na ose x ay (vodorovné a svislé stény HS bunky) fadime zvlast. Vystup zna-

zoriiuje Obrazek 29.
|

1.5

Obrazek 27: Nahodna konfigurace z méfeni HS bunky 1.0.

Zdroj: viastni zpracovani

33



Riizné poradi pikd predstavuji rizné konfigurace HS buiiky. Kazda konfigurace
0 daném stalém podilu slozky granulatu ma vSak riznou fraktalni dimenzi. Blizka faze-
ni, tj. fazeni 0 podobné fraktalni dimenzi, reprezentuji dané mereni HS buriky 1.0.

Casti piki, které piesahuji interval (0,1), nejsou zahrnuty pii vypodtu fraktalni
analyzy. Zmenseni obrazku nebo vytiznuti jeho ¢asti nema na teoreticky vypocet frak-
tdlni dimenze vliv, protoze mlzeme uvazovat libovoln¢ jemné rozliSeni. Nuance
ve tvaru fraktalu by se v takovém piipadé rychle vytratily ana vypoctenou hodnotu
fraktalni dimenze by nemély vliv.

V praxi je ovSsem rozliSeni obrazku limitujici, protoze fraktalni dimenze
je stanovena prolozenim kiivky v logaritmickém grafu. Je-li rozliSeni obrazku malé,
kiivka prochazi méné body a stanoveni fraktdlni dimenze nebude Upln€ spolehlivé.
V naSem ptipadé ale pujde o srovnani dvou fraktalnich dimenzi pro obrazky

S podobnym (limitujicim) rozliSenim.

Tabulka 5: Métfeni HS buriky 1.0

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N Skalovani

1 19 724 33702,93 0,682

2 12 293 11 422,23 1,194

4 5372 3871,10 1,692

8 1663 1311,95 1,694
16 514 444,63 1,639
32 165 150,69 1,752
64 49 51,07 1,708
128 15 17,31 1,585
256 5 5,87 1,322
512 2 1,99 0,000

Zdroj: vilastni zpracovani
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Méreni HS Bunky 1.0
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Obrazek 28: Mé&feni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 6: Nahodna permutace pozic pik. Méteni HS buiiky 1.0

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N Skalovani

1 16 505 31 986,85 0,675

2 10 341 11 041,49 1,021

4 5095 3 811,40 1,383

8 1953 1 315,65 1,625
16 633 454,15 1,669
32 199 156,77 1,804
64 57 54,11 1,926
128 15 18,68 1,585
256 5 6,448 1,3219
512 2 2,2258 0

Zdroj: vilastni zpracovani
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Permutace pikd z méreni HS Bunky 1.0
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Obrazek 29: Urceni fraktalni dimenze z logaritmické kiivky.

Zdroj: vilastni zpracovani
Jde vidét, ze k vytvoteni HS buiiky nesta¢i pouze vybirat piky spravné velikosti.

Vyplyva to i z analyzy pomoci fraktalni dimenze.

Fraktalni dimenze dygp,, nahodne permutace z méreni HS busiky 1.0 vychazi
dpsmp = 1,535 (17)
S koeficientem ¢ = 0,20148. Fraktalni dimenzi srovnavame s hodnotou méreni
HS bunky 1.0
dysm = 1,561 (18)
S koeficientem ¢ = 0,23267.

Nyni provedeme méteni pro HS buiiky 1-3, stanovime fraktalni dimenze a jejich

interval spolehlivosti a porovname hodnoty.

4.2.1 HS burka 1

Pro HS buiiku 1zezrn maku amouky jsou typické jasné hranice piki
S minimalnim Sumem v levém dolnim rohu. Piky se téméf pravidelné stiidaji

az k uhlopficc, kde lezi maxima zrn maku stfidajici Se s maximy zrn mouky.
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HS buiika 1, 1. méFeni

Obrazek 30: Méfeni HS bunky 1.1

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 7: Hodnoty ziskané metodou s¢itani tverct a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 3850514 3355 402,62 1,927
2 1012 338 956 903,63 1,892
4 272 798 272 892,61 1,879
8 74 163 77 824,32 1,863
16 20 384 22 194,17 1,808
32 5820 6 329,40 1,773
64 1703 1 805,04 1,794
128 491 514,77 1,800
256 141 146,80 1,747
512 42 41,87 1,807
1024 12 11,94 1,585
2048 4 3,40 0,000

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS bunka 1, 1. méreni
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Obrazek 31: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: viastni zpracovani

HS buiika 1, 2. méreni

Obrazek 32: Méfeni HS bunky 1.2

Zdroj: vlastni zpracovani

38



Tabulka 8: Hodnoty ziskané metodou s¢itani étvercii a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N skalovani
1 3732681 3339 843,14 1,914
2 990 843 956 206,96 1,874
4 270 344 273 764,88 1,863
8 74 318 78 379,69 1,842
16 20730 22 440,34 1,777
32 6 050 6 424,74 1,731
64 1822 1 839,42 1,790
128 527 526,63 1,803
256 151 150,78 1,846
512 42 43,17 1,807
1024 12 12,36 1,585
2048 4 3,54 0,000
Zdroj: viastni zpracovani
HS bunka 1, 2. méreni
10 000 000
1000 000 ‘\.
100 000 n
— 10000 '\'\\.
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Obrazek 33: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS buiika 1, 3. méreni

Tabulka 9: Hodnoty ziskané metodou s¢itani tverct a jejich aproximace.

Obrazek 34: Méteni HS bunky 1.3

Zdroj: vilastni zpracovani

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skalovani
1 3233777 2797 239,61 1,916
2 856 828 813 434,29 1,876
4 233 425 236 545,82 1,854
8 64 587 68 787,27 1,821
16 18 280 20 003,27 1,776
32 5339 5 816,93 1,712
64 1630 1 691,56 1,813
128 464 491,90 1,668
256 146 143,04 1,798
512 42 41,60 1,807
1024 12 12,10 1,585
2048 4 3,52 0,000
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HS bunka 1, 3. méreni
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Obrazek 35: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

HS buiika 1, 4. méreni

Obrazek 36: Méfeni HS bunky 1.4

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 10: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverct a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N skalovani
1 3700 023 3136 328,99 1,936
2 967 232 897 027,16 1,901
4 258 974 256 560,37 1,881
8 70 290 73 379,30 1,870
16 19 227 20 987,35 1,846
32 5 347 6 002,63 1,785
64 1552 1716,82 1,796
128 447 491,03 1,771
256 131 140,44 1,676
512 41 40,17 1,773
1024 12 11,49 1,585
2048 4 3,29 0,000
Zdroj: viastni zpracovani
HS burnka 1, 4. méreni
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Obrazek 37: ProloZeni hodnot kiivkou, uréeni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS buiika 1, 5. méreni

Tabulka 11: Hodnoty ziskané metodou s¢itani étverct a jejich aproximace.

Obrazek 38: Méfeni HS bunky 1.5

Zdroj: vilastni zpracovani

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 3333897 2 819 948,28 1,931
2 874518 815 476,47 1,892
4 235630 235 820,59 1,872
8 64 362 68 194,92 1,843
16 17 944 19 720,70 1,822
32 5077 5702,86 1,730
64 1530 1 649,16 1,762
128 451 476,91 1,762
256 133 137,91 1,770
512 39 39,88 1,700
1024 12 11,53 1,585
2048 4 3,34 0,000
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Zdroj: vlastni zpracovani




HS bunka 1, 5. méreni
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Obrazek 39: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

4.2.2 HS burka 2

Pro HS buiiku 2 ze zrn balotiny a mouky jsou typické uzké piky S nejasnymi
hranicemi. Piky se oproti ptipadu HS bunky 1 tvofi pozd¢ji. Pti nasypavani dochazi
k sesuvu granulatu, jak prozrazuje prohluben v horni ¢asti buiky a zaktiveni pikt. HS
burika 2.1 ptedstavuje vyjimku, naproti tomu je HS bunka 2.2 typicky ptiklad.

HS burika 2, 1. méfeni

Obrazek 40: Méteni HS bunky 2.1

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 12: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverci a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N skalovani
1 8 046 813 7474 403,19 1,959
2 2 069 762 1 964 332,56 1,953
4 534 751 516 242,21 1,960
8 137 464 135 672,56 1,974
16 35001 35 655,83 1,980
32 8 872 9 370,63 1,964
64 2274 2 462,68 1,961
128 584 647,21 1,942
256 152 170,09 1,890
512 41 44,70 1,773
1024 12 11,75 1,585
2048 4 3,09 0,000
Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 41: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS buiika 2, 2. méreni

Obrazek 42: Méteni HS bunky 2.2

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 13: Hodnoty ziskané metodou s¢itani tvercd a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 6 581 408 6 078 146,30 1,944
2 1710773 1 624 644,74 1,928
4 449 672 434 255,84 1,937
8 117 451 116 073,46 1,955
16 30 300 31 025,60 1,968
32 7746 8 292,92 1,938
64 2021 2 216,64 1,888
128 546 592,49 1,903
256 146 158,37 1,904
512 39 42,33 1,826
1024 11 11,31 1,459
2048 4 3,02 0,000

Zdroj: viastni zpracovani
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HS bunka 2, 2. méreni
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Obrazek 43: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani
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HS burika 2, 3. méreni

Obrazek 44: Méteni HS bunky 2.3

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 14: Hodnoty ziskané metodou s¢itani tvercd a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 7614 744 6 862 440,04 1,968
2 1946 864 1817 318,07 1,966
4 498 299 481 263,95 1,974
8 126 827 127 448,79 1,972
16 32 334 3375111 1,970
32 8 253 8 938,00 1,949
64 2137 2 366,97 1,930
128 561 626,82 1,884
256 152 166,00 1,890
512 41 43,96 1,773
1024 12 11,64 1,585
2048 4 3,08 0,000

Zdroj: viastni zpracovani
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HS bunka 2, 3. méreni
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Obrazek 45: ProloZeni hodnot kiivkou, ur¢eni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

HS buiika 2, 4. méieni

Obrazek 46: Méteni HS bunky 2.4

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 15: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverci a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani

1 7165742 6 392 729,85 1,966
2 1 834 497 1702 744,37 1,964
4 470371 453 536,82 1,971
8 120 015 120 802,42 1,968
16 30 681 32 176,50 1,970
32 7834 8 570,42 1,942
64 2039 2 282,78 1,920
128 539 608,03 1,855
256 149 161,95 1,897
512 40 43,14 1,737
1024 12 11,49 1,585
2048 4 3,06 0,000

Zdroj: viastni zpracovani

HS bunka 2, 4. méreni
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Obrazek 47: ProloZzeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS burnika 2, 5. méreni

Obrazek 48: Méteni HS bunky 2.5

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 16: Hodnoty ziskané metodou s¢itani tverct a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 6 826 129 6 223 779,82 1,949
2 1768 537 1 659 338,89 1,939
4 461 121 442 400,86 1,957
8 118 738 117 949,70 1,972
16 30271 31 446,89 1,972
32 7716 8 384,14 1,949
64 1999 2 235,32 1,891
128 539 595,96 1,865
256 148 158,89 1,888
512 40 42,36 1,863
1024 11 11,29 1,459
2048 4 3,01 0,000

Zdroj: viastni zpracovani
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HS bunka 2, 5. méreni
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Obrazek 49: ProloZeni hodnot kfivkou, ureni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

4.2.3 HS burka 3

HS buika 3 pfedstavuje stabilni konfiguraci, ukteré pftisypani nedochézi
k dodatecnym sesuviim v disledku zmény konfigurace zrn do stabilngj$iho blokované-
ho stavu. Ve velké oblasti jsou rovnomérné smiSeny ob¢ slozky granulatu. Tok zrn na-

sypkou byl v tomto ptipadé nejméné spojity, granulat se ¢asto zablokoval v nasypce.

HS burika 3, 1. méfreni

Obrazek 50: Méteni HS bunky 3.1

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 17: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverci a jejich aproximace.

Empiricka ktivka Aproximacni kiivka
x (pixel) N N skalovani
1 4 850 281 4 435 003,55 1,937
2 1266 914 1 233 563,60 1,902
4 339 053 343 106,64 1,875
8 92 445 95 432,59 1,846
16 25721 26 543,87 1,837
32 7200 7 382,98 1,846
64 2003 2 053,52 1,881
128 544 571,17 1,811
256 155 158,87 1,884
512 42 44,19 1,807
1024 12 12,29 1,585
2048 4 3,42 0,000
Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 51: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.
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HS buiika 3, 2. méreni

Obrazek 52: Méteni HS bunky 3.2

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 18: Hodnoty ziskané metodou s¢itani étverct a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 5242 786 4940 315,93 1,933
2 1373 328 1 361 164,83 1,897
4 368 754 375 030,61 1,869
8 100 944 103 329,12 1,842
16 28 151 28 469,43 1,824
32 7949 7 843,95 1,859
64 2191 2161,18 1,922
128 578 595,45 1,899
256 155 164,06 1,884
512 42 45,20 1,807
1024 12 12,45 1,585
2048 4 3,43 0,000

Zdroj: vlastni zpracovani
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HS burka 3, 2. méreni
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Obrazek 53: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

HS buiika 3, 3. méreni

Obrazek 54: Méteni HS bunky 3.3

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 19: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverci a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka
X (pixel) N N skalovani
1 5376 636 5101 374,38 1,925
2 1416 230 1399 199,16 1,887
4 382 979 383 770,75 1,865
8 105 115 105 260,21 1,860
16 28 950 28 870,65 1,861
32 7 968 7 918,61 1,907
64 2124 217191 1,936
128 555 595,71 1,850
256 154 163,39 1,875
512 42 44 81 1,807
1024 12 12,29 1,585
2048 4 3,37 0,000
Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 55: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani

56




HS buiika 3, 4. méreni

Obrazek 56: Méteni HS bunky 3.4

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 20: Hodnoty ziskané metodou s¢itani étverct a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani
1 5408 654 5120 368,19 1,932
2 1417 424 1405 777,66 1,896
4 380 814 385 950,92 1,872
8 104 052 105 961,36 1,850
16 28 855 29 091,29 1,835
32 8 090 7 986,90 1,873
64 2208 219277 1,914
128 586 602,02 1,909
256 156 165,28 1,893
512 42 45,38 1,807
1024 12 12,46 1,585
2048 4 3,42 0,000

Zdroj: vlastni zpracovani
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Obrazek 57: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vilastni zpracovani

HS buiika 3, 5. méreni

Obrazek 58: Méteni HS bunky 3.5

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 21: Hodnoty ziskané metodou s¢itani ¢tverci a jejich aproximace.

Empiricka kiivka Aproximacni kiivka

X (pixel) N N Skélovani

1 4 891 571 4673 011,21 1,914
2 1298 210 1295 150,44 1,870
4 355 133 358 957,98 1,849
8 98 580 99 487,15 1,843
16 27 484 2757341 1,829
32 7737 7642,12 1,854
64 2141 2 118,05 1,922
128 565 587,03 1,857
256 156 162,70 1,893
512 42 45,09 1,807
1024 12 12,50 1,585
2048 4 3,46 0,000

Zdroj: vlastni zpracovani

HS burka 3, 5. méreni
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Obrazek 59: ProloZeni hodnot kiivkou, urceni fraktalni dimenze.

Zdroj: vlastni zpracovani

4.2.4 Porovnani fraktalnich dimenzi HS bunék

Z méfeni ur¢ime primérné hodnoty a smerodatné odchylky fraktalni dimenze d

HS buné¢k 1-3.

59




Tabulka 22: Fraktalni dimenze HS buiiky 1

méfeni Fraktalni dimenze d odchylka kvadrat odchylky
1 1,81 -0,012 0,00013456
2 1,804 -0,006 3,136E-05
3 1,782 0,016 0,00026896
4 1,806 -0,008 5,776E-05
5 1,79 0,008 7,056E-05
primér 1,798 soucet 0,0005632

smérodatnd odchylka

0,005

Zdroj: viastni zpracovani

Primérna hodnota fraktalni dimenze HS buniky 1 vychazi

dys1 = 1,798 + 0,005 (19)
Tabulka 23: Fraktalni dimenze HS buiiky 2
méfeni Fraktalni dimenze d odchylka kvadrat odchylky
1 1,928 -0,015 0,000225
2 1,904 0,009 8,1E-05
3 1,917 -0,004 1,6E-05
4 1,909 0,004 1,6E-05
5 1,907 0,006 3,6E-05
pramer 1,913 soucet 0,000374
smérodatnd odchylka 0,004

Zdroj: viastni zpracovani

Primérnd hodnota fraktalni dimenze HS bunky 2 vychazi

dys, = 1,913 + 0,004 (20)
Tabulka 24: Fraktalni dimenze HS buiiky 3
méteni Fraktalni dimenze d odchylka kvadrat odchylky
1 1,846 0,0116 0,00013456
2 1,86 -0,0024 5,76E-06
3 1,866 -0,0084 7,056E-05
4 1,865 -0,0074 5,476E-05
5 1,851 0,0066 4,356E-05
primér 1,858 | soucet 0,0003092
smérodatnd odchylka 0,004
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Primérna hodnota fraktalni dimenze HS bunky 3 vychézi

dyss = 1,858 + 0,004 (21)

Pro hodnoty prefaktoru tvaru ¢ vychazi intervaly spolehlivosti

cys1 = —0,063 £ 0,004 (22)
cysz = —0,040 £ 0,003 (23)
cys3 = —0,026 £ 0,003 (24)

Kde dolni index oznacuje pislusnou HS buiku.

Analyza pomoci fraktalni dimenze dokaze rozlisit rizné vysledky pokusu. Limi-
tujici faktor jsou obrazky a jejich pozadavky na komprimaci a kvalitu provedeni, které

Kvalitni analyzu Fractalyse proved| pro HS bunku 1 a HS buiku 3. Kvili kom-
primaci obrazku HS bunky 2 bylo ztraceno dost dat 0 jejim vzoru kvili svétlé barvé
obou slozek a ¢asto se stfidajicimi uzkymi pruhy s nejasnou hranici. Kvalitu zpracovani
také snizuje odraz svétla od skla.

Reseni Dby predstavovalo pouziti jiného programu, napi. Fraclac. Fraclac
ma men$i pozadavky na apravu a komprimaci obrazku, proto je vhodnéjsi k analyze
Sir$i tiidy HS bunék. Umoziluje také klasickou interpretaci fraktalni dimenze jako cha-
rakteristiku sloZitosti utvaru a vyplnénosti prostoru pro Sir$i skalu HS bunék. Dalsi jeho
vyhodou je kvalitni dokumentace. Na druhou stranu, pfijeho pouziti jsme se museli
potykat se zna¢nymi technickymi problémy a nestabilitou programu, proto jsme od jeho
pouziti museli upustit.

Pro dalsi zkoumani HS buriky by byla zajimava videoanalyza. Teoreticka vyzva
(mysleno jako vyzva pro teoretiky) by bylo ptedpovédét vzhled HS bunky nebo
ji nasimulovat podle thlu stability svahu jejich samostatnych slozek. Zajimavy by byl
pokus o vytvofeni programu, ktery by generoval HS buiiku pomoci pravdépodobnosti

ziskané z nékolika méteni a Sumu (napt. Perlin noise).
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Zavér

V praci jsme se zabyvali vznikem HS buiikky sypanim smési dvouslozkového
granulatu. Analyzu a pfedpoklady méfeni jsme provedli na teoretickych zakladech sta-
tické rovnovahy a tfeni.

Vyslovili jsme piedpoklad, Ze tieni zdsadné ovlivituje vznik HS bunky a ze Ctyf
latek (mak, mouka, balotina, cukr) jsme vytvoftili tfi typy HS bunék. U kazdé bunky
byla zvolena jina veli¢ina, o které¢ jsme predpokladali, Ze bude zasadné odliSovat veli-
kost tfeni jedné slozky granulatu od druhé.

Porovnali jsme tfeni mezi zrny granulatu ze sklonu svahu kazdé¢ slozky zvlast a
porovnali je se sklonem svahu HS buiiky, tvofené z vybrané dvojice granulata.

Provedli jsme opakované méteni s jednoduchymi pomutckami. Nastinili jsme vysvétleni
vzhledu HS buriky a relativniho oddé€leni obou slozek smési z procesu sypani a sesou-

vani. Proces sypani a sesouvani jsme zaznamenali. Videa jsou k dispozici na prilozeném

CD.

Navrhli a provedli jsme analyzu méfeni pomoci fraktalni dimenze. Ukazali jsme,
ze fraktalni dimenze je vhodnd ke kvalifikaci struktury v HS bunice a zhodnotili jeji li-

mity.
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