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Uvod

Téma mé diplomové priace — Pravdépodobnost a diskrétni systémy — muze
znit zpocatku zahadné a ¢tenari muze pripadat jako velkd neznama. Co jsou to
diskrétni systémy? A jak souvisi s pravdépodobnosti? Pokud se ¢tenar nenechd
odradit tajuplnym nazvem, dozvi se, ze problematika neni tak nejasna, jak mozna
na prvni pohled vypada.

Diskrétnim systémem, jak ho chapeme v této praci, muze byt v podstaté coko-
liv, co se skldada z néjakych ¢dsti nebo objektu. Nemame tedy na mysli diskrétnost
z hlediska ¢asu, ale z hlediska prostoru. Diskrétni systém si lze napriklad predsta-
vit jako graf slozeny z bodu, kdy jednotlivé body predstavuji ony diskrétni ob-
jekty, a spolecné se spojnicemi téchto bodu tvoii uceleny systém. Prerusenim
nékterych spojnic v tomto systému, kdy se systém rozpadne na nékolik casti a
nékteré body tak ztrati propojeni s jinymi, ziskdme opét diskrétni systém, slozeny
z téchto jednotlivych ¢asti.

Souvislost s pravdépodobnosti se tedy rovnou nabizi: na pravdépodobnosti
muze zaviset, zda se prerusi to ¢i ono propojeni, jaky bude celkovy pocet preru-
senych spoju, na jaky pocet ¢asti se systém rozpadne, mezi kolika body ztratime
spojeni, atd.

Aplikace téchto tivah je pomeérné siroka — na sitich vSseho druhu, jez nas den-
nodenné obklopuji. Zivot si nedovedeme piedstavit bez elektrické energie, kterd je
k nam dodavana prostiednictvim sité elektrického vedeni, bez sité silnic a zeleznic,
po kterych se dopravujeme do zaméstnani a do skol, bez internetu, ktery je pro
nékoho neodmyslitelnym zdrojem informaci ¢i zabavy.

V této praci se zaméiime pravé na sité silniéni. Nasim cilem bude mérit a
zlepsovat robustnost redlnych silni¢nich siti, tedy to, jak jsou sité odolné proti
nahodnym udalostem, které mohou vést k prodlouzeni spojeni mezi jednotlivymi
uzly nebo ptimo k rozpadu sité na vzajemné nepropojené ¢asti. K méreni robust-
nosti siti pouzijeme tii ruzné metody a zvySovat ji budeme priddavanim novych

propojeni mezi dopravnimi uzly, tedy stavénim novych silnic. VSechny pouzité



metody lze aplikovat i na jiné druhy siti.

Téma jsem si vybrala pravé z duvodu jeho zajimavé a praktické aplikace a
moznosti pracovat s realnymi daty opravdovych silni¢nich siti.

Prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole se ¢tenar seznami se
zakladnimi pojmy teorie grafi, které jsou nezbytné k pochopeni celého textu.
Vysvétlime, co presné rozumime pojmem graf, jaké jsou druhy grafu a jaké vlast-
nosti a charakteristiky muzeme u grafu zkoumat.

Druha kapitola je vénovana zakladnim metodam a algoritmum, které budeme
pro vypocty potiebovat. Jelikoz vypocty budou probihat na pocitaci, fekneme
si, jak graf do pocitace zadat. Nasledné popiseme nékteré zakladni algoritmy na
grafech, jako je urceni komponent souvislosti a vypocet délky nejkratsi cesty.
Vyuzijeme rovnéz metodu Monte Carlo, ktera je zalozena na teorii pravdépodob-
nosti a matematické statistiky.

Ve treti kapitole predstavime metody, kterymi budeme mérit robustnost siti.
Jedna z metod je zalozend na komponentach souvislosti, druhd na propojenosti
grafu a treti na délkach nejkratsich cest. Ukazeme, jak k vypoctu mér robustnosti
vyuzit metodu Monte Carlo.

Ve ¢tvrté kapitole blize vysvétlime souvislost grafu a silni¢nich siti. Jsou zde
predstavena realna data silni¢nich siti, na kterych provadime vypocty. Podkapi-
tola s nazvem ,Robustnost silni¢ni sité a jeji zlepseni® podava detailnéjsi popisy
jednotlivych metod a algoritmu.

Vysledky vypoctu jsou prezentovany v posledni, paté kapitole.

Vsechny algoritmy jsou naprogramovéany v programu MathWorks MATLAB
R2010b a ve starsich verzich tohoto programu nemusi fungovat. Programy jsou
k praci ptilozeny na CD, véetné pouzitych dat silni¢nich siti. Zakladni popis vSech

pouzitych programu je k nalezeni v piiloze této prace.



1 Zakladni pojmy z teorie grafi

V prvni kapitole se sezndamime se zakladnimi pojmy z teorie grafti. Vyslovime
definici grafu, jak jej chapeme v této praci, ukazeme si ruzné druhy grafu a
vysvétlime jejich vlastnosti. Vysvétlované pojmy budeme pro lepsi nazornost a

snadnéjsi pochopeni demonstrovat na obrazcich. Cerpat budeme z knih [1] — [3].

1.1 Graf a druhy grafa

Grafem G rozumime usporadanou dvojici (V, E), kde V' je néjaka neprazdnd
mnozina prvki a F je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Prvky
mnoziny V' se nazyvaji vrcholy nebo také uzly gratfu G a prvky mnoziny E hrany
grafu G. Piseme G = (V, E). Mnozinu vrcholu néjakého znamého grafu G muzeme
oznacit V(G), mnozinu hran E(G). Pro mnozinu hran plati £ C (‘2/), kde kom-
bina¢ni ¢islo (‘2/) zna¢i mnozinu vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

Rozlisujeme nékolik zakladnich druhu grafu. Jestlize je pocet vrcholu grafu
koneény, mluvime o konecném grafu. V opacném piipadé hovorime o nekoneéném
grafu. Pro uplnost pripoustéji néktei autoti i prazdny graf, u néhoz je prazdna
jak mmnozina vrcholu, tak mnozina hran. Protoze V = () a E = (), oznacime
prazdny graf G = (0, ) nebo téz G = ). Definovén je také nulovy graf, ktery ma
neprazdnou mnozinu vrcholu, ale prazdnou mnozinu hran, G = (V,0). Nekterf

autofi pouzivaji nazev diskrétni graf, viz obrazek 1.
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Obr. 1: Diskrétni graf



Dosud jsme hovotili o obycejném nebo také neorientovaném grafu, protoze
jsme hrandm nepfiradili zadny smeér a lze je tedy chapat jako obousmérné. Jsou-
-li hrany v grafu predstavovany usporadanymi dvojicemi vrcholu, jinak fec¢eno
zalezi-li na poradi, ve kterém jsou vrcholy uvedeny, pak hovoiime o orientovaném
grafu. Hrany v takovém grafu maji prirazenu orientaci, tedy z kterého do kterého
vrcholu vedou, coz lze graficky vyznacit Sipkou u kazdé hrany. Neorientovany
graf lze v ptripadé potfeby nahradit orientovanym grafem se stejnou mnozinou
vrcholu, v némz kazdou neorientovanou hranu nahradime dvéma orientovanymi
hranami s opa¢nou orientaci. Rozdil mezi neorientovanym a orientovanym grafem

je patrny na nasledujicim obrazku.

© (s) 2) (®)
a) b)
Obr. 2: a) Neorienovany graf, b) Orientovany graf

Existuje-1i v grafu G mezi dvéma vrcholy v; a v; vice nez jedna neorientovand
hrana, nazveme ho multigrafem. Hranam (v, v) se tikd smycky a grafy obsahujici
smycky pak nazyvame pseudografy. S pseudografy ani multigrafy se sice v této

praci nesetkame, ukazme si ale jejich priklady na obrazku 3.

v SR

a) b)
Obr. 3: a) Multigraf, b) Pseudograf




Dulezité jsou pro nas grafy hranové ohodnocené, v nichz je kazdé hrané prira-
zeno tzv. ohodnocent, coz muze byt nejjednoduseji celé ¢islo, ale také cislo realné,
dvojice ¢isel apod. Pokud nemuze dojit k omylu, nazyvame takovy graf nékdy
pouze ohodnocenym grafem, viz obrazek 4. Na graf, ktery neni ohodnoceny, se da
pohlizet jako na ohodnoceny graf, ve kterém mé kazda hrana ohodnoceni rovno
jedné. Naptriklad v modelu silni¢ni sité je nejcastéjsim ohodnocenim hran délka
silnice v metrech nebo kilometrech. V piipadé autobusovych spoju nés vsak bude
zajimat spise ohodnoceni v podobé dvojice ¢isel udavajicich dobu jizdy autobusu
v minutich a cenu jizdného v korunach.

Jestlize jsou urcité hodnoty prifazovany vrcholum grafu, nazyvame takovy
graf vrcholové ohodnoceny. Ptrikladem ohodnoceni vrcholu muze byt cas, ktery
stravi vlak ve stanici, v minutach, nebo pocet obyvatel mést silni¢ni sité. Setkat
se muzeme i s grafy, které maji ohodnocené jak hrany, tak vrcholy. Muze jim
byt naptiklad mapka pési tury, kde vrcholy, predstavujici ruzné zajimavosti, jsou
ohodnoceny svou nadmotskou vyskou a hrany, znacici turistické trasy mezi nimi,

maji za ohodnoceni svoji délku.

Obr. 4: Hranové ohodnoceny graf

1.2 Podgraf, cesta, souvislost

Vynechdanim nékterych vrcholu a hran z grafu G = (V| E) ziskdme jeho

podgraf. Pro takto vytvoreny graf G; = (V4, Ey) musi platit V(G;) C V(G)



a E(G)) € E(G). Rekneme, ze graf Gy je indukovangm podgrafem grafu G,
jestlize plati V(G1) C V(G) a E(Gy) = E(G)N (‘gl) Tedy indukovany podgraf
vznikne vynechanim nékterych vrcholu G a vSech hran, které do nich vedou. Pro
vytvoreni podgrafu muzeme navic vynechat nékteré dalsi hrany, aniz bychom vy-
nechali néktery z jejich koncovych vrcholi. Na obrazku 5 je indukovany podgraf

a podgraf ke grafu z obrazku 4 bez hranového ohodnoceni.

O 0
O—E O
b)

a)
Obr. 5: a) Indukovany podgraf, b) Podgraf

Vynechame-li z daného grafu G pouze nékteré hrany, pficemz mnozinu vrcholu
ponechdme beze zmény, pak takto vznikly graf G5 nazyvame faktor nebo také
castecny graf, pripadné hranovy podgraf puvodniho grafu. Plati tedy V(Gs) =
= V(G) a E(Gy) € E(G). Nasledujici obrézek je prikladem faktoru ke grafu

7 obrazku 4 bez hranového ohodnoceni.

Obr. 6: Faktor



Konec¢nou posloupnost vrcholu a hran
S = {’UO7 hl, (% hg, V2,...,Un_1, hn, Un} s

kdev; € V(G)proi=0,1,...,nah; € E(G) proi = 1,2,...,n, nazveme sledem
mezi vrcholy vy a v,. Vrcholy vy a v, jsou krajnimi vrcholy sledu, ptricemz v, je
pocatecnim a v, koncovym vrcholem. Vnitrnimi vrcholy sledu jsou vy, va, ..., v, 1.
Cislo n, které udéva pocet hran tvoiicich dany sled, se nazyva délka sledu. Jestlize
vy = Uy, hovorime o uzavreném sledu, v opacném piipadeé se jedna o sled otevieny.
Cestou v grafu nazveme otevieny sled, ve kterém se neopakuje zadny vrchol, t;j.
v; # vj, kdyz @ # j. Napfiklad v modelu silniéni sité odpovida cesté v grafu cesta
z jednoho mésta do druhého po existujicich silnicich.

Délka cesty mezi dvéma vrcholy o', v” v souvislém, hranové ohodnoceném
grafu je definovana jako soucet ohodnoceni hran cesty. V neohodnoceném grafu
je délka cesty vyjadiena jako pocet hran obsazenych v této cesté. Oznacme C'
mnozinu vsech cest ¢(v’,v”) z vrcholu v do vrcholu v” v nezdporné ohodnoceném
grafu G = (V, E) s ohodnocenim hran d(h). Nejkratsi cesta nebo také minimdlni
cesta mezi vrcholy v" a v” v grafu G = (V, E) je cesta ¢*(v',0v") € C, pro kterou

plati

heer (v ') hec(v’ ')

V neohodnoceném grafu je nejkratsi cesta z vrcholu v’ do vrcholu v” takova,
na niz je pocet hran minimalni.

Rekneme, 7e graf je souvisly, jestlize pro kazdé dva jeho vrcholy v, v/ v ném
existuje alespon jedna cesta z v do v'. Z obréazku pozname souvisly graf jednoduse
podle toho, ze jsou v ném vsechny vrcholy ”pospojovany”. Neni-li graf souvisly,
budou néas zajimat jeho komponenty souvislosti, coz jsou nejvétsi souvislé casti
grafu. Presnéji jsou to podgrafy G;,7 = 1,...,k, grafu G, které jsou souvislé a
plati pro né Ule G, = G,G;NG; = 0,i # j. Graf o N vrcholech muze mit
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nejvyse N komponent souvislosti. Mezi libovolnymi dvéma vrcholy z téze kom-
ponenty souvislosti existuje cesta, mezi vrcholy z ruznych komponent souvislosti

cesta neexistuje. Nesouvisly graf vidime na obrazku 7.

Obr. 7: Graf se dvéma komponentami souvislosti
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2 Pouzité metody a algoritmy

V této kapitole si povime o tom, jak pracovat s grafy na pocitaci. Zminime
nékteré metody pro ,prepis* grafu do programu, aby s nim slo dale pracovat,
metodu pouzivanou v této praci podrobné popiseme. Déle popiSeme zakladni al-
goritmy, které budeme pouzivat, a principy, jak funguji. Vychazet budeme z knih

[1] a [4] - [7].

2.1 Zadani grafu do pocitace

Zasadni otazkou pii feseni jakékoli ulohy s grafy na pocitaci je, jakou datovou
strukturu zvolit pro reprezentaci grafu v programu. Bézné se pouziva nékolik
ruznych reprezentaci a obecné nelze tict, ktera je lepsi a ktera horsi. Vzdy zalezi
na tom, jaké informace o grafu mame, a co s nim budeme chtit provadét. Kazda
reprezentace ma pak svoje vyhody a nevyhody.

Nejcastéji pouzivanymi reprezentacemi grafu v programu jsou:
1. Matice sousednosti

2. Matice vzdalenosti

3. Matice incidence

4. Seznam nasledniku

5. Seznam hran

V této praci budeme pouzivat zadani grafu pomoci seznamu naslednikt, ktery
si proto podrobnéji popiseme. Kromé vyhod popsanych v nésledujicim odstavci
je to podle [4] asi nejvyhodnéjsi reprezentace pro potieby Dijkstrova algoritmu
(viz kapitola 2.3).

Seznam nasledniku jednotlivych vrcholu ptedstavuje velmi jednoduchou a
uspornou reprezentaci grafu. Lze jej pouzit pro grafy neorientované i oriento-

vané. Zakladni podobu, slouzici pro grafy neohodnocené, lze snadno modifikovat
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a vyuzit i pro grafy ohodnocené. Tato pro mnohé algoritmy velmi vyhodna repre-
zentace spociva v tom, ze si ke kazdému vrcholu grafu pamatujeme ¢isla vrcholu,
do kterych z né¢j vede hrana. K ulozeni grafu postaci pouze dvé jednorozmérna
pole, coz je paméfové mnohem uspornéjsi, nez kdybychom méli pro kazdy vrchol
samostatné pole nasledniku.

Rozeberme si nyni toto ulozeni podrobnéji. Predpokladejme, ze chceme ulozit
graf o N vrcholech, oznacenych ¢isly od 1 do N, a M hranéch s ¢isly 1 az M.
Me¢jme dvé pole, ktera si pojmenujeme uk a nasl. Do pole nasl o velikosti M u
orientovanych grafu, 2M u neorientovanych, ulozime za sebe vSechny nasledniky
jednotlivych vrcholu grafu. Pole uk ma velikost N + 1, jeho prvnich N pozic od-
povida vrcholum grafu a na ¢-té pozici je ulozen index pozice z pole nasl, na které
zaCind seznam nasledniku i-tého vrcholu. Posledni pozice v poli uk ukazuje na
prvni volny index v poli nasl. Tato pozice je v poli uk z technickych duvodu
proto, aby §lo pracovat i s ndsledniky posledniho vrcholu stejnym zpusobem
jako s nasledniky ostatnich vrcholt. Chceme-li zjistit nasledniky ¢-tého vrcholu,
piikazem uk(i) se odkdzeme na odpovidajici pozici v poli nasl. Jelikoz néslednici
vrcholu s éislem i+ 1 zacinaji na pozici uk(i+ 1), néslednici vrcholu i konéi v poli
nasl na pozici uk(i + 1) — 1. Pokud néktery vrchol i nemé zadného naslednika,
zapise se jednoduse uk(i) = uk(i + 1).

Piedved'me si tento zapis na nasledujicim jednoduchém grafu

Obr. 8: Vzorovy graf
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jehoz zapis podle vyse uvedeného systému vypada takto:

1 23 45
uk | 1[3[6][8]9]

1 23456 78
nasl[2[3|1[3[4]1]2]2]

2.2 Komponenty souvislosti

Urceni komponent souvislosti souvisi s tim, zda se dostaneme z kteréhokoli
vrcholu grafu do kteréhokoli jiného vrcholu. Pokud toto mozné neni, chceme vr-
choly rozdélit do co nejveétsich skupin tak, aby v kazdé skupiné existovalo spojeni
mezi kazdou dvojici vrcholt.

Ohodnoceni grafu s uré¢ovanim jeho souvislosti obecné nesouvisi, a proto
nezalezi na tom, zda je graf, jehoz souvislost ur¢ujeme, ohodnoceny, ¢i nikoliv.
Vyjimku tvoii ptipad, kdy z grafu odebereme néjakou hranu. To se totiz vétsinou
dela tak, ze hrana v grafu ve skutecnosti zustane, ale jeji ohodnoceni se nastavi
na nekonecno.

Pro testovani souvislosti grafu a urcovani jeho komponent souvislosti vyuzi-
jeme libovolny algoritmus na prochézeni danym grafem. Muzeme pouzit procha-
zeni do sitky, do hloubky, nebo v jakémkoli jiném potradi. Prubéh vsech téchto
algoritmu vypada takto: zvolime vychozi vrchol, nabizi se tfeba vrchol s ¢islem 1.
7. vychoziho vrcholu zacneme prochazet graf, pricemz postupné navstivime a
oznacCime vSechny dostupné vrcholy. Pokud jsme takto oznacili vSechny vrcholy
grafu, je zkoumany graf souvisly. V opacném ptipadé graf souvisly neni a urcili
jsme pravé jednu jeho komponentu souvislosti, nebot do zbyvajicich vrcholu grafu
z jiz oznacenych vrcholu nevede cesta. Stejnym zpusobem tedy urc¢ime ostatni
komponenty souvislosti. Zvolime jeden libovolny neoznaceny vrchol, tieba opét
ten s nejmensim ¢islem. Z néj budeme graf prochazet a oznacovat navstivené vr-

choly jinou znackou, abychom od sebe komponenty odlisili. Postup opakujeme
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tak dlouho, dokud nebudou oznaceny vsechny vrcholy grafu a tim padem urceny
jednotlivé komponenty souvislosti. Pracujeme-li s ohodnocenym grafem, z néhoz
byly odebrany néjaké hrany, je nutné do algoritmu ptfidat podminku, kterd bude
kontrolovat ohodnoceni hran. Na hrany s ohodnocenim nekonec¢no bude algorit-
mus nahlizet jako na neexistujici hrany.

Popsany algoritmus mé kvadratickou ¢asovou slozitost vzhledem k poctu vr-
cholu grafu. Postupné je nutno oznacit vsech N vrcholi, po oznaceni kazdého
z nich pak musime zkoumat vSechny jeho nasledniky, kterych muze byt az N.
Provede se tedy celkem a7z N? elementdrnich operaci. Piesnéjsi odhad ¢asové
slozitosti lze ziskat, pouzijeme-li k jejimu vyjadieni vice parametru. Je-li graf
tvofen N vrcholy a M hranami, celkovy pocet provedenych elementarnich ope-

raci pak lze odhadnout vyrazem O(N + M).

2.3 Hledani nejkratsi cesty

Najit nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy je jednou ze zékladnich algorit-
mickych tloh v teorii grafu. S timto pozadavkem se setkame v mnoha praktickych
aplikacich, v nasem piipadé pti hledani nejkratsitho spojeni mezi mésty po silnici.
Algoritmy vétsinou fesi o néco obecnéjsi lohu — z vychoziho vrcholu nalézt nej-
kratsi cesty do vSech ostatnich vrcholu grafu. Vétsinou algoritmy pracuji stejnym
zpusobem pro grafy neorientované i orientované.

Jednim z nejznaméjsich a nejrychlejsich algoritmt pro urceni nejkratsi cesty
je Digkstruv algoritmus, jehoz autorem je nizozemsky informatik Edsger Wybe
Dijkstra. Tento algoritmus lze pouzit pro vSechny grafy s nezapornym ohodno-
cenim hran a pro neohodnocené grafy tak, ze vSem hranam pritadime ohodno-
ceni 1. Kromé délky nejkratsi cesty algoritmem snadno zjistime i to, kudy nej-
kratsi cesta vede. Pokud v grafu existuje vice cest minimalni délky, algoritmus
zobrazi tu, kterou nalezne jako prvni.

Dijsktruv algoritmus postupné prochazi dostupné vrcholy grafu, pocinaje zvo-

lenym vychozim vrcholem, ze kterého chceme pocitat cesty. Prubézné pocitané
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hodnoty, prifazované jednotlivym vrcholum, fidi dalsi zpusob prochazeni. Tyto
hodnoty se rovnaji délkam nejkratsich cest, které jsme pro dané vrcholy dosud
nasli. RozlisSujeme, zda jsou pro kazdy vrchol doc¢asné a mohou se jesté zmeénit, tj.
zlepsit, zmensit, nebo se jedna jiz o hodnoty trvalé, urcujici vyslednou hodnotu
nejkratsi cesty. Vychozimu vrcholu na zacatku priradime doc¢asnou hodnotu 0, je-
likoz cesta do néj ma nulovou délku, a ostatnim vrcholum, do nichz jesté nezname
zadnou cestu, prifadime docasnou hodnotu co. Vypocet pak bude probihat tak
dlouho, dokud nebude stanovena trvala hodnota vsech dostupnych vrcholi, nebo
pripadné jen cilového vrcholu. Vypocet probiha po krocich, pficemz v kazdém

kroku:

1. Vybereme vrchol s nejmensi docasnou hodnotou (necht je to vrchol v).
2. Hodnotu tohoto vrcholu prohlasime za trvalou.

3. Vsem jeho néslednikum s docasnou hodnotou prepocitame jejich hodnoty
podle predpisu
hi = mm(hl, hv + dm'),

kde h, je trvald hodnota vrcholu v a d,; je ohodnoceni hrany vedouci z vrcholu v
do vrcholu 7. Snizime tak ty docasné hodnoty vrcholu, které lze snizit diky cesté
vedouci pres vrchol v. Pro koneéné grafy s N vrcholy je algoritmus koneény a
skonéi nejvyse po N krocich, nebot v kazdém kroku je jednomu vrcholu pfifazena
trvala hodnota.

V kazdém kroku se musi vyhledat vrchol s nejmensi do¢asnou hodnotou, coz je
vybér z N vrcholu, a provede se tedy N elementarnich operaci. Prepoc¢itavanych
docasnych hodnot nasledniku vybraného vrcholu muze byt také nejvyse V. Al-
goritmus ma tedy kvadratickou ¢asovou slozitost.

Spravnost algoritmu plyne z toho, jakym zpusobem je vybiran vrchol, jehoz
hodnotu prohlasujeme za trvalou. Je to vrchol s momentalné nejmensi docasnou
hodnotou, pricemz tato hodnota udava délku takové nejkratsi cesty do vrcholu,

jez vede pouze ptes vrcholy s jiz trvalou hodnotou. Jelikoz vSechny ostatni vrcholy
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grafu maji docasnou hodnotu vyssi (nebo stejnou) a graf ma nezaporné ohodno-
cené hrany, nepujde uz hodnotu vybraného vrcholu vylepsit. Jakakoli jina cesta
do néj by byla delsi, popt. stejné dlouha. Prohlasit hodnotu vybraného vrcholu

za trvalou je tedy korektni.

Ukazme si, jak bude probihat hledani nejkratsi cesty z vrcholu 1 do ostatnich
vrcholu na grafu z obrazku 4. Vysledky budeme zapisovat do tabulky o tfech
fadcich a Sesti sloupcich, které odpovidaji jednotlivym vrcholum v grafu. Do
prvniho fadku zapisujeme znamé délky nejkratsich cest, druhy tadek tika, zda je
délka cesty docasna (hodnota 0), ¢i trvald (hodnota 1). Do tretiho rddku zazna-
menavame predchozi vrchol na cesté do daného vrcholu. Cestu potom ¢teme od
konce — zacneme u cilového vrcholu a pokracujeme tak dlouho, dokud nedojdeme

do vrcholu vychoziho.

Pred zahajenim vypoctu je potieba zadat tabulku takto:

O | Inf | Inf | Inf | Inf | Inf
0| 0 0 0 0 0
0| 0 0 0 0 0

Takto se bude tabulka ménit po jednotlivych krocich vypoctu:

0| 10 | 12 | Inf | Inf | Inf
0 0 0
1 1 0 0 0

| =

010 |12 | 25| 43 | Inf
01010
o1 ]12]2]0

—_
—_

010 |12 | 25| 32 | Inf
11, 1(0107]0
o1 ]12]3]0

0] 10|12 25| 32|40
1111110710
o 1|1 ,2|3]4
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10 1 12 | 25| 32 | 40

—_
—_
—_
—_
—_
o

10 1 12 | 25| 32 | 40

—_
—_
—_
—_
—_
—_

Napft. nejkratsi cesta z 1 do 6 je dlouha 40j a vede pres vrcholy: 1 -2 -4 - 6.

2.4 Metoda Monte Carlo

O v dnesni dobé hojné vyuzivanych metodach Monte Carlo pojednava mnoho

publikaci. V této kapitole ¢erpam z [6] — [8].

Metodami Monte Carlo se nazyvaji numerické simulacni metody feseni ma-
tematickych tloh pomoci modelovani nahodnych velicin a statistického odhadu
jejich charakteristik. Pomoci této metody, jez dostala néazev podle vyhlaseného
monackého mésta plného heren, lze tesit prakticky libovolné matematické tlohy.
Ma velmi Siroké uplatnéni v ruznych oblastech, napi. ve fyzice, technice, eko-
nomii, v teorii her, v teorii hromadné obsluhy, teorii zasob, pti optimalizac¢nich
vypoctech, v Tizeni dopravy aj. Piestoze metoda vychazi z teorie pravdépodob-
nosti a matematické statistiky, lze ji pohodlné vyuzit i k feseni deterministickych
problému, které s nadhodou nemaji nic spolecného. Metoda je schopna matema-
ticky modelovat a poté simulovat jevy, procesy ¢i vypocty cestami, které s feSenim
puvodniho problému zdéanlivé viibec nesouvisi, a casto dospét k vysledku mnohem
rychleji a ,,takika bezpracné® oproti tradi¢nimu ptistupu. Piikladem netradi¢niho
vyuziti metody muze byt vypocet urcitého integralu, vypocet sumy nebo reseni
soustavy linearnich rovnic.

Zakladem a historicky prvnim uzitim metody Monte Carlo je tzv. Buffonova
tloha o jehle, kdy se opakovanim nahodného pokusu héazeni jehly na rovinu po-

krytou rovnobézkami urcoval odhad cisla 7. Rozvoj metody Monte Carlo byl ve
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znacné mite podminén rozvojem moderni vypocetni techniky. Pouziti poéitacu
je v dnesni dobé neodmyslitelné, nebot k dosaZen{ potfebné pfesnosti je potieba
mnohonasobné opakovani simulaci.

Nejcastéjsi pouziti metody Monte Carlo spoc¢iva v modelovani takové nahodné
veliciny X, ze jeji sttedni hodnota F(X) je rovna hledané hodnoté a. Pak muzeme
odhadnout a z n nezavislych realizaci x1,xs,..., 2, pomoci aritmetického pru-

meéru

1
GIE(JH—F.Z'Q—'——F%”)

Musime tedy znat vlastnosti modelovaného nahodného procesu nebo nahodné
velic¢iny. V praxi to znamenda znat jejich rozdéleni pravdépodobnosti. Ta se ¢asto
urcuji empiricky (napf. v tlohdch z teorie hromadné obsluhy), v nékterych tlo-
hach (napf. ve fyzice elementarnich ¢éstic) jsou odvozovéna teoreticky. Neéekdy
neni rozdéleni pravdépodobnosti urceno jednoznacéné a vybira se pak vhodné
rozdéleni z jisté tiidy, v takovém piipadé se snazime prihlédnout k dalsim poza-
davkum, jako je snadnost vypoctu, efektivita vysledného algoritmu apod.

Déle musime umét ziskat nezavislé realizace libovolné nahodné veli¢iny. To ob-
vykle probiha ve dvou krocich, kdy nejprve generujeme realizace ndhodné veli¢iny
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1), a ty se pak transformuji na rea-
lizace ndhodnych veli¢in s pozadovanym rozdélenim. Pomoci téchto nahodnych
¢isel se potom bud piimo pocitaji odhady charakteristik ndhodné veliciny X,
nebo se pomoci vhodného algoritmu pocitaji hodnoty x; a odhady charakteris-
tik ndhodné veliciny. Vysledek méa casto tvar intervalu, ve kterém hledand hod-
nota s jistou pravdépodobnosti lezi. Meze tohoto intervalu byvaji urceny pomoci
disperze nebo jinych momentu nahodné veli¢iny.

Uspéch celého vypoctu metodou Monte Carlo pak zavisi zejména na kvalité
generatoru nahodnych, resp. pseudonahodnych ¢isel a vybéru racionalniho algo-

ritmu vypoctu.
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3 Miry robustnosti sité

Protoze v redlném svété existuje nespocet dulezitych siti, na kterych je mo-
derni spolecnost zavisld, jako napiiklad silniéni sit, sit elektrického vedeni, po-
trubni sit pro distribuci plynu apod., je nutné zkoumat jejich citlivost na rtizné
udalosti. Rozlisujeme mezi dvéma zakladnimi pojmy, a to robustnost a zrani-
telnost sité. Robustnost sité znamend jeji odolnost vici ndhodnym udalostem,
zatimco zranitelnost spociva v identifikaci hran, jejichz preruseni bude mit pro
sit v jistém smyslu nejveétsi nasledky (viz [8]). V této kapitole predstavime miru
robustnosti sité zalozenou na komponentach souvislosti grafu. Dale budeme pre-
zentovat dvé miry robustnosti sité dle [9] a priblizime si postup jejich vypoctu.
Kazdou sit 1ze totiz vyjadiit jako graf a jako s grafem s nf také miuZeme pracovat

a provadeét vypocty.

3.1 Metoda komponent souvislosti

Nejjednodussi metoda, pomoci které budeme robustnost sité posuzovat, je
zalozena na komponentach souvislosti. V silni¢ni siti pomoci komponent souvis-
losti zjistujeme, zda se da dojet po silnicich z kteréhokoli mésta do kteréhokoli
jiného meésta. Pokud toto mozné neni, chceme mésta rozdélit do co nejvétsich
skupin tak, aby v kazdé skupiné existovalo silniéni spojeni mezi kazdou dvojici
mest.

Moznosti by bylo ndhodné prerusit nékteré hrany a zkoumat, na kolik kompo-
nent souvislosti se sit rozpadne. My vSak zvolime opacény postup. Pfi zvoleném
poctu komponent souvislosti budeme zjistovat primérny pocet hran, k jejichz
preruseni muselo dojit, aby se sit rozpadla na tento pocet komponent.

K vypoctu pouzijeme metodu Monte Carlo, kdy v kazdé iteraci budeme na-
hodné odebirat hrany z grafu az do dosazeni pozadovaného poc¢tu komponent sou-
vislosti. Poté ze vSech poctu odebranych hran ze vsech iteraci spocitame aritme-
ticky prumeér, jakozto aproximaci sttedni hodnoty poc¢tu odebranych hran. Pokud

bychom totiz chtéli zjisfovat véechny kombinace hran, jejichZ odebrani z grafu
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vede k jeho rozpadu na zadany pocet komponent, takovych kombinaci by mohlo
byt velmi mnoho a uré¢it vsechny by bylo prakticky nemozné. Z tohoto duvodu je

vhodna aproximace metodou Monte Carlo.

3.2 Propojenost grafu a rozdéleni délek nejkratsich cest

Definujme nyni dvé miry robustnosti siti v souvislosti s ruznym poc¢tem ode-
branych hran z grafu. Méjme dén obyc¢ejny neorientovany graf G = (V, E), kde
V| = N a|E| = M, symbol ,|-|* zna¢i mohutnost piislusné mnoziny, tedy pocet
jejich prvku. Existuje-li cesta mezi vrcholy u a v, fekneme, ze u a v jsou propojené
a oznacime u ~ v. Predpokladame, ze vsechny dvojice vrcholu v G jsou propo-
jené, tedy graf je souvisly. Oznacéme d,,,, nejkratsi cestu z u do v. Dédle uvazujme
mnozinu podgrafu Gy, ziskanou tak, ze z grafu G odstranime pravé k hran. Exis-

tuje (A]f) zpusobu, jak v grafu G vybrat k hran z M hran, proto |Gx| = (]\g) Po
odebrani k hran uz graf G,(f),i =1,..., (A]f), nemusi byt nutné souvisly. Nejsou-li

vrcholy u a v v G,(j) propojeny, polozime |d,,| = occ.

Predstavme si nyni veli¢iny, podle kterych budeme posuzovat robustnost grafu.
Pro graf s k neprujezdnymi hranami GS) definujeme koeficient propojeni Gl(j)

takto:

u,v):uNUvG,(f)H
N(N—-1)/2 k=

5 (0) = {

Jedna se tedy o pomér propojenych dvojic vrcholt ku vsem dvojicim vrcholi
v grafu G,(f). Zkréacené lze mluvit o propojenosti. Sk(G,(f)) muzeme také interpre-
tovat jako pravdépodobnost, ze jeden ndhodné vybrany péar vrcholu je v grafu
G,gi) propojen. Miru robustnosti grafu G pro dané k pak spocitame jako stifedni

hodnotu:
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Druhou veli¢inou, kterd je pro G,(j) definovana, je rozdéleni délek nejkratsich

cest:

A0 M) de| <z} o o
Fk<x,Gk>— N(N—-1)/2 ,k‘—l,...,M,Z—l,...,( )

Fy, udava relativni ¢etnost dvojic vrcholu v Gl(j), jejichz nejkratsi cesta je
mensi nez x. Spocita se tedy jako podil poc¢tu téchto dvojic vrcholu a poétu vsech
dvojic vrcholu v grafu, (u,v) a (v,u) bereme v obou vyse uvedenych definicich
jako jednu dvojici. Jelikoz pro ruznd i se F(x; Gg)) lisi, vyjadiime robustnost

grafu G pomoci tohoto rozdéleni stiedni hodnotou Fj (x; Gy) jako:
]L
R (0
(r) = Q_ Z (x; G, ) .

Na celou tuto problematiku lze pohlizet také stochasticky. Ziskani grafu G,(f)
odstranénim k nahodnych hran z G je ekvivalentni s nahodnym vybérem prvku
z mnoziny Gy, kde kazdy prvek muze byt vybran se stejnou pravdépodobnosti.

Sk(G,(f)) muzeme povazovat za ndhodnou velicinu na pravdépodobnostnim

prostoru nad Gy, kde kazdy G,(j) € G je vybran se stejnou pravdépodobnosti.
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V pripadé Fk(x,G,(f)) se jedna vlastné o néco podobného, jako je diskrétni
rozdéleni pravdépodobnosti vzdalenosti mezi dvéma nadhodné zvolenymi vrcholy
\ G,(j). Jinymi slovy, necht X}, je nejkratsi cesta mezi dvéma ruznymi ndhodné zvo-
lenymi vrcholy, U a V', pak X, = |dyv| a Fi.(z, G,(f)) je rozdéleni pravdépodobnosti
veliciny X.

Nutno podotknout, ze Fy(x; GS)) neni rozdéleni pravdépodobnosti v pravém
slova smyslu, ale tato terminologie je pouzivana ke zduraznéni podobnosti s ob-
vyklym rozdélenim pravdépodobnosti. Jelikoz bylo v grafu G,(f) odebrano k hran,

nemusi byt propojené vSechny vrcholy, a tedy

lim £ <x; G,@) = S (G’,@) #1,

T—00

protoze pro dostateéné velké = vyjadiuje Fj(x; G,(f)) pomér propojenych dvojic

vrchol.

Cilem metody je zkoumat zmény Sy a F} (x) pro rostouci k. Porovnanim
s hodnotami z puvodniho grafu bez odebranych hran ziskdme informace o struk-
tute site.

Plati, ze ¢im vétsi jsou hodnoty Sy a F'j, (x) pro dand k, tim véts je robustnost

sité.

3.3 Vyuziti metody Monte Carlo

Stochasticky pohled na vySe definované veliciny je vhodny z vypocetnich
divodii. Ke spoéitani presnych hodnot S, a F, (x), na néz mizeme nahlizet jako
na sttedni hodnoty, by bylo zapotiebi vsech hodnot Si(-) a Fj(z,-) pro vsechny

G,(f) 7z Gi. V praxi u redlnych siti je vsak mohutnost G, obrovska — |Gy | = (A,f) a

M je obvykle v tadu stovek. Uz v siti se 30 hranami lze vybrat 435 dvojic hran
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k vypusténi, 4060 trojic, 27405 ¢tvetic a robustnost chceme pocitat pro rostouci k.
Proto je prakticky nemozné spocitat tyto hodnoty presné. Vhodnou alternativou
je odhadnuti zminénych hodnot s pouzitim metody Monte Carlo.

Pomoci metody Monte Carlo budeme generovat podgrafy G,(;),i =1,..., R,
tak, ze z grafu G ndhodné odebereme £ hran, a nasledné spocitame Sk(G,(f)) nebo

Fy(z; G,(j)). Po obdrzeni R hodnot spocitame prosté aritmetické prumeéry:

. 1 E 4
S=p s (),
i=1

. 1 E 4
Fy(z) = EZF’“ <.CE;G,(;)> ,
i1

jako odhady Sy a F(z). Chyby |Sp — Si| a sups|Fi(z) — Fi(x)| Klesaji v fadu
O(1/VR).

Pokud jde o Fi(z), je navic tieba spocitat hodné Fj(a; G,(f)), coz je rozdéleni
pravdépodobnosti délek nejkratsich cest mezi vsemi pary vrcholu v G,(j). K tomu
pouzijeme Dijkstruv algoritmus, jehoz casova slozitost pro spocitani nejkratsich
cest z jednoho vrcholu do vsech ostatnich je, jak uz bylo feceno, O(N?). Pro
spocitani vsech Fy(z; Gg)) je nutné algoritmus spustit N-krat, z ¢ehoz plyne, ze
¢as potrebny ke spocitani vSech nejkratsich cest v G,(f) je O(N3). Uz vypocet pro
jeden podgraf G,(f) by trval dlouho, ale my potiebujeme spoc¢itat hodné Fj,(z; G,(f))
pro ruzné G,(j). Abychom se témto nepiijemnostem vyhnuli, pouzije se misto

presného Fy(x; G,(f)) odhad pomoci metody Monte Carlo. To je vSak vyhodné
jen pii vétsim poctu vrcholu v grafu. Pro malé pocty vrcholu v grafu lze pocitat

nejkratsi cesty ze vsech vrcholu.
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Postup metody Monte Carlo bude vypadat nasledovneé:

Proj=1,...,m

1. ndhodné se zvoli vrchol v € V
2. spocitaji se nejkratsi cesty d,, z v do u takové, ze u ~ v

3. spocita se 7 (23 G\ = |{ (v, u)| |dva| < 2} /(N —1) &
B (@G = 5 B @ G

Ve zminéném algoritmu se délky nejkratsich cest z nékolika ndhodné zvo-
lenych vrcholu do vSech ostatnich vrcholu pouziji k odhadu distribuce délek nej-
kratsich cest v G,(f). Tento postup zkrat{ vypocetni ¢as z O(N?3) v hor§im pifpadée
na O(mN?), v pruméru muzeme ocekavat jesté vétsi tsporu casu. Soucasné
vSak zpusobi chybu o velikosti O(1/4y/m), vyslednd chyba celého procesu pak
je O(1/y/m) + O(1/v/R). Nicméné v praktickych vypoctech se pii dostatecné

velkém R a m takovato chyba odhadu F k() jevi velmi mal4.
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4 Modelovani robustnosti silni¢éni sité

Uvedenou teorii budeme nyni aplikovat na silnicnich sitich, protoze dnesni
spole¢nost se neobejde bez dopravovani ruznych komodit, a spolehlivé fungovani
silni¢éni sité je proto nutnosti. Funkénost silnicéni sité vsak muze byt neptiznive
ovlivnéna ndhodnymi udéalostmi, zejména prirodnimi katastrofami. V jejich du-
sledku muze byt preruseno i nékolik tseku komunikaci najednou a muze se stat,
ze nékteré ¢asti zustanou izolovany od zbytku sité.

Silni¢ni sit pro nds piedstavuje graf, ktery je konecny, souvisly a bez smycek.
Vrcholy grafu nejcastéji znazornuji obce a kfizovatky a hrany znac¢i useky cest
mezi nimi. Graf je ohodnoceny hranoveé i vrcholové. Ohodnoceni hran vyjadiuje
vzdalenost vrcholu v jednotkach délky nebo ¢asu. Je-li ohodnoceni vrcholu vétsi
nez nula, znamena to, ze cesty se kiizi v obci, a ohodnocenim je pak pocet oby-
neobydleny vrchol.

Pomoci zminénych metod budeme modelovat robustnost silni¢ni sité celého
Karlovarského hraje, celého Zlinského kraje a také jeho dvou ¢ésti, které oznac¢ime
scast 1 a ,cast 2“. Graf sité celého Zlinského kraje ¢ita 753 vrcholu a 1021 hran.
Sit Karlovarského kraje je o néco mensi s poctem 727 vrcholi a 984 hran. Obé
¢asti Zlinského kraje maji shodné 38 vrcholu a i pfiblizné stejny pocet hran, ¢ast
1 méa 41 a c¢ast 2 obsahuje 49 hran, pfesto jsou obé naprosto odlisné. Vsechny
tyto sité si muzete prohlédnout na prilozenych obrézcich. Obrazek 9 znazornuje
celou silniéni sit Zlinského kraje s barevné vyznacenymi ¢dstmi 1 a 2. Na obrazku
10 muzete vidét jednotlivé casti Zlinského kraje samostatné. Na obrazku 11 je

zobrazena silni¢ni sit Karlovarského kraje.
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Obr. 9: Silnién{ sit Zlinského kraje s vyznacenymi ¢astmi

Obr. 10: Césti silniéni sité Zlinského kraje: ¢dst 1 vlevo, ¢dst 2 vpravo
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Obr. 11: Silni¢éni sit Karlovarského kraje

4.1 Popis dat

Data silni¢nich siti, véetné jejich grafickych podob, jsem obdrzela od Centra
dopravniho vyzkumu, v. v. i (zkrdcené CDV) v textovych souborech. Data kazdé

sité jsou ulozena ve 2 souborech, ptricemz ,zdkladni“ soubor obsahuje data ve

formétu:

¢islo_vrcholu;pocet_obyvatel  ¢islo_naslednika;pocet_obyvatel_v_nasledniku;

¢islo_hrany_do_naslednika;délka_hrany_v_metrech;délka_hrany_v_sekundach

v Tadcich pro kazdy vrchol sité. Vrchol s jednim néslednikem je zapsan napf.

takto:
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2541A011;899 2541A012;364;2541A011 2541A012;125;10

Vrcholy a hrany nejsou oznaceny pouze ¢isly ale jako fetézce ¢islic a pismen,
a proto je pro pouziti téchto dat v algoritmech nutné pouzit nacitaci program,

kterym je precislujeme na celd cisla.

Druhy soubor data doplnuje o soutadnice jednotlivych vrcholu. Informace jsou

ulozeny v tfadcich ve tvaru:

¢islo_vrcholu souradnice souradnice

a pro jejich spravné nacten{ je opét potieba pouZit program, nebot vrcholy jsou

i zde oznaceny tetézci. Piiklad jednoho radku v souboru:

2541A018 -478857.71870 -1154886.37500

4.2 Robustnost silni¢éni sité a jeji zlepSeni

Nasim cilem je ohodnotit a porovnat robustnost silni¢nich siti a nasledné
zvysit jejich robustnost pridanim jedné hrany, tzn. postavenim silnice tak, aby
zvyseni robustnosti bylo co nejvétsi. Hrany pridavame jen mezi stavajicimi vr-
choly sité, takze nevzniknou zadné nové krizovatky, které by zvysovaly nédklady
na realizaci vylepseni. Z duvodu finan¢ni naroc¢nosti vystavby budeme ptripoustét
jen takové nové hrany, které nebudou stavajici hrany v siti kiizit. Ze stejnych
duvodu je logickym pozadavkem stavét nové useky silnic jen do urcité délky.

Budeme pracovat s délkami hran v sekundach, protoze ridice spiSe nez vzda-
lenost zajima, jak dlouho bude cesta trvat. Omezeni délek novych silnic je vSak
prirozenéjsi zadat v metrech. Uzivatel zadd také prumérnou rychlost prujezdu
hranou, coz souvisi se tfidou nové silnice, a tedy i tim, kolik bude nova silnice

stat. My pouzijeme ve vsech vypoctech rychlost 20 m/s.
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Popisme si algoritmus pridavani hran podrobnéji. Postupujeme tak, ze po-
stupné prochdzime vrcholy grafu a zjistujeme jejich nasledniky. Tim zjistime
rovnéz cisla téch vrcholu, do kterych hrana z daného vrcholu nevede. Z tohoto
seznamu ,,potencialnich nasledniku® pak jesté vyradime vrcholy s niz§im cislem,
nez ma vychozi vrchol, abychom kazdou priddavanou hranu testovali pouze jed-
nou. Testované hrany tak sice vedou z vrcholu s nizsim ¢islem do vrcholu s vyssim
¢islem, to ale neznamend, ze hrana po pridani do grafu nepujde pouzit obéma
Smery.

Vybereme jednoho potencidlniho néslednika a hranu mezi nim a vychozim
vrcholem nejprve testujeme z hlediska jeji délky. Splnuje-li délka nové hrany za-
dané omezeni, pristoupime k testovani, zda by se tato hrana nekfizila s néjakou
vétsinou brzy narazime na krizici hranu a testovat prestavame. Naopak pokud
na zadnou kiizici hranu nenarazime, jsou obé podminky splnény a hranu pridame
do grafu upravenim prislusnych poli reprezentace grafu. Ziskame tak v podstateée
snovy graf, ktery pak zkouméame z hlediska robustnosti sité pomoci vyse po-
psanych metod. Vysledky zapiseme do tabulky.

Postup opakujeme tak dlouho, dokud nevycerpame vsechny vrcholy grafu a je-
jich potencialni nasledniky a neotestujeme tak vSechny mozné nové hrany. Ziskané
hodnoty mezi sebou porovname a zjistime tak, propojenim kterych vrcholu ro-

bustnost sité zvysime nejvice.

Nyni si podrobnéji popisme algoritmy na zminéné metody urceni robustnosti
siti. Nejjednodussi a nejrychlejsi prubéh mé algoritmus na metodu komponent.
Hrany k preruseni budeme generovat ndhodné a po preruseni kazdé dalsi hrany
zjistime pocet komponent souvislosti. Jakmile dosahneme pozadovaného poctu
komponent souvislosti, zaznamename si pocet prerusenych hran. Uzivatel zvoli
pevny pocet iteraci a chybu a nasledné se postup opakuje tak dlouho, dokud neni
splnén zadany pocet iteraci, a pak jesté tak dlouho, dokud chyba mezi poslednimi

dvéma iteracemi neni v absolutni hodnoté mensi nez zadana chyba. Pro vzajemné
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porovnani ruznych siti pouzijeme normovanou hodnotu, kdy pocet neprujezdnych
hran vydélime celkovym poctem hran v grafu.

grafu se ndhodné prerusi k-tice hran pro zadané k. Nésledné urc¢ime komponenty
souvislosti grafu. V kazdé komponenté spocitame pocet propojenych dvojic vr-
cholu a tyto hodnoty sec¢teme, ¢imz ziskame pocet propojenych dvojic vrcholu
v celém grafu. Hodnoty Sy pak spocitame dle definice. Postup opakujeme v na-
staveném poctu iteraci metody Monte Carlo. Odhady Sy pro zadané k-tice hran
pak vypocitame jako aritmeticky prumér hodnot z metody Monte Carlo. Tyto
pak porovname s hodnotami Sy puvodni sité. Hodnoty k volime podle potieby a
vlastnosti grafu. V grafech s malym poc¢tem hran lze pocitat pro vsechna k£ od 0
az po pocet hran v grafu, ale uz po odebrani zhruba poloviny hran se hodnoty
Sk vétsinou blizi nule. V grafech s velkym poctem hran staci volit £ po néjakych
nasobcich.

této metody, v jejim prubéhu je potieba opakované pocitat délky nejkratsich cest
ze zvoleného vrcholu do vsech ostatnich vrcholu. Z ¢asovych diavodu se k tomu
vyuziva metoda Monte Carlo, kdy je vychozi vrchol volen nahodné a pocet iteraci
mensi nez pocet vrcholu v grafu. V grafech s malym poctem vrcholu by vsak toto
nemélo smysl, nebot piesny vypocet nezabere oproti metodé Monte Carlo aZ
tolik ¢asu. Rozhodli jsme se proto, ze pro grafy s poc¢tem vrcholu nejvyse sto
budeme pocitat délky nejkratsich cest presné a Monte Carlo zavedeme az pro
grafy s vétsim poctem vrcholu. V presném vypoctu jsou jako vychozi vrcholy
voleny postupné vsechny vrcholy grafu. Dale je v programu nutné zadat néjakou
skalu hodnot x, pro které budeme distribuci pocitat. Tu jsme zvolili tak, aby
zachytila i extrémni piipad, kdy by po odebrani nékterych hran nejkratsi cesta
vedla vSemi ostatnimi hranami sité. Je nezbytné si uvédomit, ze pro kazdou k-tici
odebranych hran je vysledné Fj, mnozinou diskrétnich hodnot a presnost vysledku
zavisi na jemnosti zadané skaly. Algoritmus tedy probihd tak, ze pro kazdou

zadanou k-tici se v kazdé iteraci metody Monte Carlo ndhodné odebere k& hran.

31



Dle poctu vrcholu v grafu ze zvoli metoda pro dalsi vypocty — presny vypocet
pro maly pocet vrcholt a Monte Carlo pro velky pocet vrcholu v grafu. Spocitaji
se délky nejkratsich cest z vychozich vrcholi do vsech ostatnich vrcholu v grafu
a urci se ¢etnosti délek cest dle zvolené skaly. Dil¢i hodnoty Fj se spocitaji dle
definice a poté na né aplikujeme aritmeticky prumeér, abychom ziskali konecné
hodnoty. Vzhledem k tomu, ze pro kazdé zvolené k je vysledkem ﬁk(x) vektor
hodnot pro hodnoty x ze zvolené skély, a vzhledem k ¢asové naroc¢nosti algoritmu
je vhodné volit k po néjakych nasobcich tak, abychom pocitali pro ne moc velkou
mnozinu hodnot k. Nabizi se tteba ndsobky 5 % nebo 10 % celkového poctu hran

v grafu, pricemz opét nemé moc smysl odebirat vice nez 50 % hran.

Vyslednou hodnotu zlepseni urc¢ime v zavislosti na zvolené metodé. V ptipadé
komponent souvislosti ndm sta¢i porovnat vysledné pocty neprujezdnych hran
nebo jejich normované hodnoty, porovnavame-li ruzné sité s ruznym poctem
hran. V piipadé propojenosti grafu, resp. distribuce nejkratsich cest vypocitame
vyslednou hodnotu jako soucet ¢tvercu rozdilu §k, resp. ﬁk puvodni sité a §k,
resp. ﬁk sité s pridanou hranou pro vSechna zadana k. U F\k jesté secteme hod-
noty z celého vektoru, abychom obdrzeli jako vyslednou hodnotu jedno cislo.
Pak plati, ze ¢im je vypocitand odchylka vétsi, tim je vétsi zlepseni. Toto plyne

7 definice §k a ﬁk.
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5 Vysledky

V této kapitole budeme prezentovat vysledky jednotlivych metod. Nejdrive
porovname robustnosti jednotlivych siti a poté budeme robustnost nékterych siti
zvysovat.

Hrany do siti budeme ptidavat nejprve bez omezeni délky, ¢imz ziskdme nej-
lepsi mozna vylepseni dané sité. Potom omezime délku pridavanych hran na 5 km
a zjistime tak finantné méné narocna vylepseni siti.

Kvuli struénosti budeme v celé kapitole vynechdavat symbol ,,~ “, piestoze se

jedna o odhady metodou Monte Carlo.

Upozornéni: 7Z duvodu toho, jak je v programu pro vypocet Fj zadand Skala
hodnot x, nelze pro vypocet robustnosti metodou rozdéleni délky nejkratsich cest
zadat omezeni hrany piimo nekonecno. Je nutné zadat redlné ¢islo dostatecné
velké, aby omezeni pokrylo délky vSech hran, které je mozno ptidat. Délku nejdelsi
priddvané hrany zjistime bud'to z predchozich metod, nebo pouhym piiddvanim

hran bez pocitani robustnosti.

5.1 Porovnani robustnosti sité Karlovarského a Zlinského
kraje

Jak jiz bylo feceno, silni¢ni sit Karlovarského kraje se skldda ze 727 vrcholu
a 984 hran, silni¢ni sit Zlinského kraje ze 753 vrcholi a 1021 hran. Jejich ro-

bustnost porovname dle vsech ti{ predstavenych metod. Kazdd metoda urci jako

robustnéjsi tu sit, jejiz vysledné hodnoty dané metody budou vyssi.
Metodou komponent souvislosti jsme zjisfovali, kolik hran je priamérné po-

tfeba z grafu odebrat, aby se rozpadly na 4 komponenty souvislosti. Vysledky

jsou v nasledujici tabulce.
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Tabulka 1: Robustnost kraju metodou komponent souvislosti

kraj pocet odebranych hran | normovand hodnota
Karlovarsky 19,9640 0,0051
Zlinsky 18,5060 0,0045

Dle metody komponent je robustnéjsi silniéni sit Karlovarského kraje.

V ramci metody propojenosti jsme pocitali koeficienty propojeni Sy pro takové
k-tice vypusténych hran, které odpovidaji zhruba nasobkum 5 % hran az do 50 %
vypusténych hran. Pro Karlovarsky kraj jsme tedy vypoustéli 0,49,98,...,490
hran, pro Zlinsky kraj bylo vypousténo 0,51,102,...,510 hran. Vysledky jsou

v nasledujici tabulce a jejich grafické znazornéni na obrazku 12.

Tabulka 2: Hodnoty Sy Karlovarského a Zlinského kraje

0 % 5% | 10% | 15% | 20% | 25 %
KV 1 0,9698 | 0,9249 | 0,8517 | 0,7268 | 0,5161
ZL 1 0,9635 | 0,9089 | 0,8272 | 0,6915 | 0,4712
30% | 35% | 40% | 45% | 50 %
KV | 0,2674 | 0,1103 | 0,0468 | 0,0232 | 0,0131
ZL 10,2302 | 0,0933 | 0,0410 | 0,0212 | 0,0123

34




FParovnani =k Karlovarského a Zlinskeého kraje
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Obr. 12: Srovnani robustnosti Karlovar. a Zlin. kraje metodou propojenosti

Dle metody propojenosti je taktéz robustnéjsi sit Karlovarského kraje.

Pro zjisténi robustnosti metodou distribuce délek nejkratsich cest jsme vy-
poustéli k-tice hran, které odpovidaji zhruba nasobkum 10 % hran az do 50 %
vypusténych hran. Pro Karlovarsky kraj jsme tedy vypoustéli hrany v poctu
0,98,196,...,490, pro Zlinsky kraj bylo vypousténo 0,102,204, ...,510 hran.

Vysledné F}, znazornuji grafy na obréazcich 13 — 17.

35



Fk pro 10 % odebranych hran
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Obr. 13: Srovnéani F}, Karlovarského a Zlinského kraje pro 10 % vypusténych hran

Fk pro 20 % odebranych hran
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Obr. 14: Srovnéani I}, Karlovarského a Zlinského kraje pro 20 % vypusténych hran
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Fk pro 30 % odebranych hran
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Obr. 15: Srovnéani F}, Karlovarského a Zlinského kraje pro 30 % vypusténych hran

Fl pro 40 % odebranych hran
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Obr. 16: Srovnéani F}, Karlovarského a Zlinského kraje pro 40 % vypusténych hran
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Fk pro 50 % odebranych hran
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Obr. 17: Srovnéani F}, Karlovarského a Zlinského kraje pro 50 % vypusténych hran

Podle metody distribuce délek nejkratsich cest je opét robustnéjsi sitf Kar-
lovarského kraje. Na nésledujicich obrazcich porovname histogramy délek nej-
kratsich cest obou kraju a ukdzeme si, jak se zméni odebranim 20 % hran.
Odebirdnim hran se histogramy zplostuji a protahuji, nebot ubyva kratkych cest
mezi vrcholy a jsou nahrazovany delsimi. Cesty mezi nékterymi vrcholy zanikaji

uplné.
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Histogram Karlovarského kraje pro 0 % odebranych hran
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Obr. 18: Histogram nejkratsich cest v Karlovarském kraji

Histograrm Karlovarského kraje pro 20 % odebranich hran
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Obr. 19: Histogram nejkrat. cest v Karlovar. kraji pro 20 % vypusténych hran
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Histogram Zlinskéha kraje pro 0 % odebranych hran
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Obr. 20: Histogram nejkratsich cest ve Zlinském kraji

Histogram flinského kraje pro 20 % odebranych hran
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Obr. 21: Histogram nejkrat. cest ve Zlinském kraji pro 20 % vypusténych hran
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5.2 Porovnani robustnosti ¢asti sité Zlinského kraje

Obe ¢asti maji shodné 38 vrcholu, lisi se poctem hran, pricemz ¢ast 1 obsahuje
41 hran a ¢ast 2 se sklada z 49 hran. Jejich robustnost porovname dle vsech tii

predstavenych metod.

Nejdiive porovname pocty hran, které je prumérné potreba z grafi odebrat,

aby se rozpadly na 4 komponenty souvislosti. Vysledky jsou v nasledujici tabulce.

Tabulka 3: Robustnost ¢asti Zlinského kraje metodou komponent souvislosti

7))

sit pocet odebranych hran | normovand hodnota
cast 1 5,7773 0,1409
cast 2 11,602 0,23678

N

Koeficienty propojeni Sy jsme pocitali pro 0, 10, 20, ..., 50 % vypusténych
hran, coz odpovida ptiblizné 0, 4, 8, ..., 20 vypusténym hranam v casti 1 a
priblizné 0, 5, 10, ..., 25 vypusténym hranam v ¢asti 2. Vysledné hodnoty jsou

v tabulce 4 a na obrazku 22.

Tabulka 4: Hodnoty Sy ¢asti 1 a ¢ésti 2 Zlinského kraje

0% | 10% | 20% | 30% | 40% | 50 %
cast 1| 1 |0,6621 | 0,3410 | 0,1935 | 0,1166 | 0,0730
cast 2 | 1 10,9523 | 0,7495 | 0,4473 | 0,2314 | 0,1202
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Obr. 22: Srovnani robustnosti ¢asti Zlinského kraje metodou propojenosti

Z vysledku plyne, ze cast 2 je robustnéjsi.

Distribuce F}, jsme pocitali pro k-tice hran, které odpovidaji zhruba nasobkum
10 % hran az do 50 % vypusténych hran. V ¢asti 1 jsme tedy vypoustéli 0, 4,
8, ..., 20 hran a v ¢asti 2 bylo vypousténo 0, 5, 10, ..., 25 hran. Vysledné Fj

znazornuji grafy na obrazcich 23 — 27.
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Fk pro 10 % odebranych hran
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Obr. 23: Srovnani F, ¢asti Zlinského kraje pro 10 % vypusténych hran

Flk pro 20 % odebranych hran
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Obr. 24: Srovnani Fj, ¢asti Zlinského kraje pro 20 % vypusténych hran
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Fk pro 30 % odebranych hran
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Obr. 25: Srovnani F, ¢asti Zlinského kraje pro 30 % vypusténych hran

Fk pro 40 % odebranych hran
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Obr. 26: Srovnani [}, ¢asti Zlinského kraje pro 40 % vypusténych hran
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Fk pro 50 % odebranych hran
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Obr. 27: Srovnani F}, ¢asti Zlinského kraje pro 50 % vypusténych hran
Podle metody distribuce délek nejkratsich cest je robustnéjsi sit ¢asti 2 Zlin-

ského kraje. Podivejme se, jak vypadaji histogramy nejkratsich cest pro ptuvodni

sité a po odebrani 20 % hran.
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Histogram £asti 1 pro 0 % odebranych hran
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Obr. 28: Histogram nejkratsich cest v ¢asti 1

Histogram £asti 1 pro 20 % odebranych hran
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Obr. 29: Histogram nejkratsich cest v ¢dsti 1 pro 20 % vypusténych hran
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Histogram casti 2 pro O % odebranych hran
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Obr. 30: Histogram nejkratsich cest v ¢éasti 2

Histogram 2asti 2 pro 20 % odebranych hran
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Obr. 31: Histogram nejkratsich cest v ¢asti 2 pro 20 % vypusténych hran
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5.3 ZvySovani robustnosti ¢asti sité Zlinského kraje me-
todou komponent

5.3.1 Zlinsky kraj, cast 1

Nejdrive spocitame, které hrany je nejlepsi pridat, aniz bychom néjak omezili
jejich délku. Budeme pocitat prumérny pocet hran, které se musi prerusit, aby se
sit rozpadla na 4 komponenty souvislosti. Do tabulky 5 zapiSeme pét nejlepsich
vysledku, které také znazornime na obrazku 32. Porovnat je muzeme s hodnotami
pro puvodni sit, kdy bylo k rozpadu potieba primérné 5,7773 neprujezdnych

hran.

Tabulka 5: Nejlepsi vysledky v ¢ésti 1 metodou komponent bez omezeni délky

hrany

z do Délka hrany [m] | Pocet prerusenych hran
2541A004 | 2541A039 14706,89 6,8155
2541A044 | 2541A039 14896,32 6,8116
2541A002 | 2541A039 14965,59 6,807
2532A011 | 2541A039 15413,41 6,8056
2523A043 | 2541A039 14483,35 6,792

Obr. 32: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou komponent

bez omezeni délky hrany
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Vidime, ze vSechny hrany vedou do jednoho vrcholu (v tom misté jsou vr-
choly dva, tento je severnéji). Ctyfi z nich dokonce sméiuji do stejné oblasti do
sousednich vrcholu a jejich délka je priblizné stejna, v rozmezi 14,707 — 15,413
km. Pocty prerusenych hran pro tyto vysledky se moc nelisi a dalo by se tict,
7e propojeni téchto vrcholti bude mit na sit skoro stejny dopad. Pata hrana je
nejkratsi, méri 14,483 km. Vysledky se realizuji v fid¢eji propojené casti sité, kde

skoro ze vSech vrcholi vedou maximalné dvé hrany.

Omezime-li délku pridavanych hran na 5 km, dostaneme tyto nejlepsi vysledky,

viz tabulka 6.

Tabulka 6: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou komponent s omezenim délky

hrany 5 km.

z do Délka hrany [m] | Pocet prerusenych hran
2541A044 | 2541A009 4914,96 6,4289
2541A015 | 2541A039 3318,33 6,3295
2541A002 | 2541A009 4214,36 6,3281
2412A011 | 2541A008 4105,06 6,3267
2541A002 | 2532A011 3466,89 6,3256

Obr. 33: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou komponent

s omezenim délky hrany 5 km

49



Jak vidime na obrazku 33, vysledky se realizuji prevazné ve stejné oblasti,
jako v piipadé bez omezeni délky hrany. Propojujeme dokonce stejné vrcholy, jako
v predchozim pripadé, ale kvuli omezeni vzdalenosti jsme nuceni je propojovat
s vrcholy, které jsou bliz. Vrcholu je zde pomérné hodné a vychazi z nich jen
malo hran. Nové vzniklé hrany jsou ale témér paralelni s hranami puvodni siteé,
coz neni zadouci. Z vysledku vyplyva dulezitost rozumné volby omezeni délky

priddvanych hran, nebot délka hrany 5 km se zde jevi kratka.

5.3.2 Zlinsky kraj, cast 2

Nejdiive budeme pridavat hrany bez omezeni jejich délky. Pét nejlepsich vy-
sledkt je uvedeno v tabulce 7 a vyznaceno na obrazku 34. V puvodni siti je

k rozpadu na 4 komponenty souvislosti potieba zneprujezdnit 11,602 hran.

Tabulka 7: Nejlepsi vysledky v ¢dsti 2 metodou komponent bez omezeni délky

hrany

z do Délka hrany [m] | Pocet prerusenych hran
3512A014 | 2534A026 7544,06 12,6146
2534A002 | 2532A082 13752,90 12,6074
2534A020 | 2534A004 7253,30 12,5212
2534A020 | 2534A032 5481.,41 12,5156
2534A032 | 2534A021 5972,25 12,4815
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Obr. 34: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou komponent

bez omezeni délky hrany

Pfidanfm hran se dvéma nejlepsimi vysledky zlepsime sitf skoro stejné pii na-
prosto rozdilnych délkach téchto hran. Dulezity je také fakt, ze obé tyto hrany
vedou vné dané sité, a jelikoz zkouméame pouze danou cast sité celého kraje,
muze dochazet ke konfliktu s hranami v jinych castech kraje, k ¢emuz také doslo
v ptipadé naseho nejlepsiho vysledku. U nasledujicich vysledkt uvniti sité pozo-
rujeme tendenci propojovat vrcholy v téZe oblasti, nebot graf je tu ridsi a nachdzi

se zde na malém prostoru dost vrcholt, ze kterych vedou jen dvé hrany.

Tabulka 8: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou komponent s omezenim délky

hrany 5 km

z do Délka hrany [m] | Pocet prerusenych hran
2534A032 | 2534A025 429787 12,4679
3512A014 | 2534A024 4413,10 12,4537
2534A032 | 2534A024 424818 12,3916
2534A018 | 2534A032 4700,10 12,3362
2534A005 | 2534A025 785,43 12,3296
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Obr. 35: Nejlepst vysledky v ¢asti 2 metodou komponent

s omezenim délky hrany 5 km

Vysledky s maximéalni délkou hrany 5 km se opét realizuji priblizné ve stejné
oblasti, jako bez omezeni. Nékteré vrcholy, které jsme propojovali v pripadé bez
omezeni, ted propojujeme s vrcholy, které k nim jsou bliz. Dokonce piidanim
785 m dlouhé hrany z vysledku 5 v této oblasti dojde k jednomu z nejlepsich
zlepseni sité pti pomérné nizkych nakladech. Propojeni grafu je v této oblasti
ridké.

Pozor musime dat na kiizeni hrany z vysledku 2, kterd vede vné této casti

sité, s pripadnymi dalsimi hranami v sousedni c¢asti celé sité Zlinského kraje.

5.4 ZvySovani robustnosti ¢asti sité Zlinského kraje me-
todou propojenosti grafu

V této casti budeme robustnost siti posuzovat pomoci propojenosti grafu,
oznacené jako Si. Vysledné hodnoty zlepSeni vypocitame jako soucet ¢tvercu

rozdiliu S, puvodni sité a Sy, sité s pridanou hranou pro vSechna zadand k.
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5.4.1 Zlinsky kraj, cast 1

Sit ¢dst 1 se skladd ze 38 vrcholt a 41 hran. Hodnoty S, budeme poéitat pro
k-tice hran pro k od 0 do 20, coz odpovida zhruba poloviné neprujezdnych hran
v siti. Pravdépodobnost, ze by se ve stejnou dobu v silni¢ni siti prerusila vice nez
polovina usekt silnic, je velmi malé.

Nejprve budeme opét pocitat bez omezeni délky pridavanych hran a nejlepsi

vysledky zapiseme do tabulky 9.

Tabulka 9: Nejlepsi vysledky v ¢ésti 1 metodou propojenosti bez omezeni délky

hrany
z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepsent
2541A016 | 2523A043 14350,05 0,2188
2541A015 | 2523A043 13539,67 0,2179
2541A017 | 2523A043 14543,33 0,2146
2541A016 | 2523A034 14293,18 0,2138
2541A013 | 2523A043 13381,57 0,2117

Obr. 36: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou propojenosti

bez omezeni délky hrany

23




Robustnost sité se nejvice zvysi pridanim hran ,napfic* celou siti z oblasti
s velmi fidkym propojenim do oblasti, kde je propojeni o néco hustsi. Jejich
délka se pohybuje mezi 13,381 — 14,543 km. Jak je vidét na obrazku 36, ctyfti
z nejlepsich hran vedou do jednoho vrcholu. Pata z nich vede do vrcholu, ktery
se nachéazi v tésné blizkosti cilového vrcholu ostatnich ¢tyt hran, pficemz vychazi
ze stejného vrcholu jako hrana z nejlepsiho vysledku.

Ani jedna z hran se neshoduje s vysledky metody komponent, a¢ na prvni
pohled jedna hrana vypada shodné. V blizkosti vrcholu, ze kterého vychéazi hrana
ze tretiho vysledku, se totiz nachéazi jesté jeden vrchol, ale na obrazku oba témér
splyvaji v jeden. Skoro vSechny hrany z vysledku ziskanych touto metodou jsou

kratsi, nez hrany ziskané metodou komponent.

Graf na obrazku 37 znazornuje zlepseni koeficientu propojeni po pridani hrany

z nejlepsiho vysledku.
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Obr. 37: Porovnani Sj puvodni sité a nové sité casti 1

po pridani hrany s neomezenou délkou
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Omezme ted maximdlni délku pfiddvanych hran na 5 km. Vysledky jsou

v nasledujici tabulce a vykresleny jsou na obrazku 38.

Tabulka 10: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou propojenosti s omezenim délky

hrany 5 km.

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepseni
2541A044 | 2541A009 4914,96 0,0431
2541A002 | 2532A011 3466,89 0,0406
2541A007 | 2541A004 2984,11 0,0327
2541A044 | 2532A109 4965,91 0,0273
2541A044 | 2541A008 4827,67 0,0272

Obr. 38: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou propojenosti

s omezenim délky hrany 5 km

Mezi péti nejlepsimi vysledky v tabulce 10 se dva objevuji i mezi vysledky
metody komponent, pficemz obé metody vybraly shodny nejlepsi vysledek. Na
obrazku 38 také vidime, ze dvé hrany vychazi ze stejného vrcholu a vedou do

vrcholu tésné sousedicich. Rovnéz dvé hrany vedou vné této ¢ésti sité, kde by
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mohlo dojit ke kfizeni s jinymi hranami. Propojeni grafu v této casti je velmi
iidké, jen z jednoho vrcholu vychéazi vic nez dné hrany a pridani dalsi hrany by

meélo smysl.

Graf na obrazku 39 znazornuje zlepseni koeficientii propojeni po pridani hrany

z nejlepsiho vysledku.
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Obr. 39: Porovnani Sj puvodni sité a nové sité casti 1

po pridani hrany s max. délkou 5 km

5.4.2 Zlinsky kraj, ¢ast 2

Cést 2 obsahuje 38 vrcholu a 49 hran. Hrany budeme vypoustét v poctu od 0
do 25, coz je zhruba polovina hran v siti, a pro tyto k-tice budeme pocitat Sy a

hledat nejvyhodnéji pridanou hranu.
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Nebudeme-li uvazovat néjaké omezeni délky pridavanych hran, nejlepsi vysled-

ky dostaneme pridanim hran z tabulky 11, které jsou nakresleny na obrazku 40.

Tabulka 11: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou propojenosti bez omezeni délky

hrany
z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepsent
3512A014 | 2534A026 7544,06 0,0848
2534A032 | 2534A021 5972,25 0,0779
2534A004 | 2534A021 7112,15 0,0735
2534A032 | 2534A025 4297,87 0,0683
2534A020 | 2534A004 7253,30 0,0615

Obr. 40: Nejlepsi vysledky v casti 2 metodou propojenosti

bez omezeni délky hrany

Dvé hrany, navrzené k pridani, jsou totozné s hranami navrzenymi metodou

komponent. Obé metody se shodnou na Sesti vrcholech, které propojuji ruznymi
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hranami. Propojeni grafu je zde ridké — vétsi pocet vrcholu a hran pomérné maélo.
Nejlepsi vysledek, ktery se v obou metodach shoduje, doporucuje vést hranu vné

sité, tudiz muze ptijit do konfliktu s jinymi hranami v sousedni ¢ésti sité.

Graf na obrazku 41 znazornuje zlepseni koeficientii propojeni po pridéani hrany

z nejlepsiho vysledku.
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Obr. 41: Porovnani Sj puvodni sité a nové sité ¢asti 2

po pridani hrany s neomezenou délkou

Omezme ted délku pfiddvané hrany na 5 km. Hrany, které nejvice zvysi ro-

bustnost sité, jsou zapsany v tabulce 12.
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Tabulka 12: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou propojenosti s omezenim délky

hrany 5 km.

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepseni
2534A032 | 2534A025 4297,87 0,0693
2534A032 | 2534A024 424818 0,0356
2534A005 | 2534A025 785,43 0,0349
3512A014 | 2534A024 4413,10 0,0318
2534A002 | 2534A003 3929,58 0,0308

Obr. 42: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou propojenosti

s omezenim délky hrany 5 km

Ctyfi z pridanych hran jsou shodné s hranami z metody komponent, lis{ se
akorat jejich poradi pridavani. Pata hrana je témeér paralelni s hranami puvodni
sité, coz je nezadouci.

Zlepseni koeficientu propojeni po pridani hrany z nejlepsiho vysledku znazor-

nuje graf na obrazku 43.
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Obr. 43: Porovnani Sy puvodni sité a nové sité casti 2

po pridani hrany s max. délkou 5 km

5.5 ZvySovani robustnosti ¢asti sité Zlinského kraje me-
todou rozdéleni délek nejkratsich cest

Nakonec budeme posuzovat zlepSeni robustnosti siti podle rozdéleni délek

nejkratsich cest, oznaceného Fj.

5.5.1 Zlinsky kraj, cast 1

Stejné jako v kapitole 5.2, kde jsme pouze pocitali a porovnavali robustnost
této sité, budeme i pro zlepsovani robustnosti pocitat distribuce Fj pro takové
k-tice vypousténych hran, které odpovidaji zhruba ndsobkum 10 % hran az do

50 % vypusténych hran. V ¢dsti 1 to odpovidd vypousténi 0, 4, 8, ..., 20 hran.
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cest bez omezeni délky hrany.

Tabulka 13: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou distribuce délek nejkratsich

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepseni
2541A017 | 2523A043 14543,33 33,0542
2541A016 | 2523A034 14293,18 33,0042
2541A013 | 2523A043 13381,57 32,9992
2541A016 | 2523A043 14350,05 32,6517
2541A015 | 2523A034 13539,67 32,1021

Obr. 44: Nejlepsi vysledky v ¢édsti 1 metodou distribuce délek

nejkratsich cest bez omezeni délky hrany

Jak vidime v tabulce 13 a na obrazku 44, ctyfi z vyslednych hran se shoduji
s hranami pridanymi metodou propojenosti, vysledky jsou akorat v jiném poradi,
ale jejich hodnoty zlepseni se prilis nelisi. Pata hrana zménila cilovy vrchol na
vrchol, ktery se nachézi v tésné blizkosti cilového vrcholu z metody propojenosti.
Vsechny hrany vedou z oblasti s fidsim propojenim do oblasti s propojenim o

néco hustsim.
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cest s omezenim délky hrany 5 km.

Omezime-li délku pridavanych hran na 5 km, vysledky budou néasledujici:

Tabulka 14: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou distribuce délek nejkratsich

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepseni
2541A044 | 2541A009 4914,96 5,1684
2541A002 | 2532A011 3466,89 4,6858
2541A007 | 2541A004 2984,11 4,0747
2541A044 | 2541A008 4827,67 3,6019
2541A044 | 2532A109 4965,91 3,017

Obr. 45: Nejlepsi vysledky v ¢asti 1 metodou distribuce délek

nejkratsich cest s omezenim délky hrany 5 km

Obdrzeli jsme totozné vysledky, jako metodou propojenosti, jen vysledky 4 a 5

v opa¢ném poradi. Jejich zlepsSeni se ale v metodé propojenosti lisi o desetitisicinu.

Grafické znazornéni zlepseni casti 1 vypada v obou pripadech obdobné, ukaz-
me si tedy jako priklad nejlepsi vysledek s omezenim délky hrany. Nasledujici
obrazky ukazuji zlepSeni Fj pro 8 a 12 odebranych hran a histogramy délek
nejkratsich cest pro puvodni a vylepSenou sit bez odebranych hran a pro 8 ode-

branych hran.
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Obr. 46: Zlepseni F}, c¢asti 1 po pridani nejlepsi hrany pro 8 odebranych hran

Fk pro 12 odebranych hran
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Histogram plvodni sité pro 0 odebranfch hran
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Obr. 48: Histogram nejkrat. cest v puvodni siti ¢asti 1 bez vypusténych hran

Histogram sité s pfidanou hranou pro 0 odebranych hran
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Obr. 49: Histogram nejkrat. cest ve vylepsené siti ¢asti 1 bez vypusténych hran
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Histogram plvodni sité pro 8 odebranych hran
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Obr. 50: Histogram nejkrat. cest v puvodni siti ¢asti 1 pro 8 vypusténych hran

Histogram sité s pfidanou hranou pro 8 odebranych hran
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Obr. 51: Histogram nejkrat. cest ve vylepsené siti casti 1 pro 8 vypusténych hran
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5.5.2 Zlinsky kraj, cast 2

Distribuce F}, pocitame pro takové k-tice vypousténych hran, které odpovidaji
zhruba nasobkum 10 % hran az do 50 % vypusténych hran, coz odpovida poctum

0, 5, 10, ..., 25 hran.

Tabulka 15: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou distribuce délek nejkratsich

cest bez omezeni délky hrany.

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepseni
3512A014 | 2534A026 7544.06 14,7028
2534A032 | 2534A021 5972,25 13,8557
2534A004 | 2534A021 7112,15 13,1381
2534A032 | 2534A025 4297,87 11,6438
2534A020 | 2534A004 7253,30 11,6206

Obr. 52: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou distribuce délek

nejkratsich cest bez omezeni délky hrany
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Dostali jsme naprosto shodné vysledky, jako u metody propojenosti, a to i

véetné poradi pridavanych hran. I zavér tedy bude s touto metodou shodny.

Omezime-li délku pridavanych hran na 5 km, vysledky budou nasledujici:

Tabulka 16: Nejlepsi vysledky v ¢asti 2 metodou distribuce délek nejkratsich

cest s omezenim délky hrany 5 km.

z do Délka hrany [m] | Hodnota zlepsent
2534A032 | 2534A025 429787 9,0767
2534A005 | 2534A025 785,43 9,392
2534A032 | 2534A024 4248,18 95,1366
3512A014 | 2534A024 4413,10 4,4062
2534A024 | 2534A026 3191,48 4,0422

7 3}

Obr. 53: Nejlepsi vysledky v ¢ésti 2 metodou distribuce délek

nejkratsich cest s omezenim délky hrany 5 km

67



Kromé prvnich ¢tyt vysledku, které jsou az na poradi shodné s prvnimi ¢tyrmi
vysledky metody propojenosti, tato metoda navrhuje pridat hranu, kterd se jesté
neobjevila mezi vysledky zadné z predeslych metod. Nachézi se ve stejné oblasti
jako ostatni pridané hrany, ale stejné jako c¢tvrty nejlepsi vysledek vede vneé sité,
kde by mohla ktizit jiné hrany. Hodnota zlepSeni nejlepsiho vysledku, ktery se
shoduje s nejlepsim vysledkem metody propojenosti, je vyrazné vyssi nez hodnoty
zlepseni ostatnich vysledku. Pridat néjakou hranu do této oblasti a zvysit tak

pomér hran a vrcholu by uréité mélo smysl.

Grafickd podoba zlepseni ¢asti 2 vypada v obou piipadech obdobné. Jako
priklad si ukazeme nejlepsi vysledek s omezenim délky hrany. Nasledujici obrazky
znazornuji zlepseni F}, pro 10 a 15 odebranych hran a histogramy délek nejkratsich

cest pro puvodni a vylepSenou sit bez odebranych hran a pro 10 odebranych hran.
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Obr. 54: Zlepseni F}, ¢asti 2 po pridani nejlepsi hrany pro 10 odebranych hran

Fk pro 15 odebrangch hran
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Obr. 55: Zlepseni Fj, ¢asti 2 po pridani nejlepsi hrany pro 15 odebranych hran
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Histogram plvodni sit& pro O odebranych hran
I:|12 T T T T T T T T T T

[ R R T e

OOBF - - JREEE - .

D05 [ 4

Relativni cetnost

0.04 B DR T -

IR -

1 1 1 | | | 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Wzdalenost [s]

Obr. 56: Histogram nejkrat. cest v puvodni siti ¢asti 2 bez vypusténych hran

Histogram sité s pfidanou hranou pro 0 odebranych hran
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Obr. 57: Histogram nejkrat. cest ve vylepsSené siti casti 2 bez vypusténych hran
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Histogram plwadni sité pro 10 odebranich hran
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Obr. 58: Histogram nejkrat. cest v puvodni siti ¢dsti 2 pro 10 vypusténych hran

Histogram sité s pfidanou hranou pro 10 odebranych hran
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Obr. 59: Histogram nejkrat. cest ve vylepsené siti ¢asti 2 pro 10 vypusténych hran
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Zaver

V praci jsme se zabyvali aplikaci teorie grafu pfi modelovani robustnosti
silni¢nich siti, coz je odolnost proti ndhodnym udédlostem, které mohou mit na sit
v jistém smyslu negativni dopad. Pouzité postupy lze bez problému aplikovat i na
jiné sité. S ohledem na povahu siti a dusledku nahodnych udélosti jsme vlastné
pracovali se specialni verzi diskrétnich systému.

Prvni kapitola poskytuje pottebné teoretické zdklady nutné k porozumeéni celé
praci. Déle byly uvedeny zpusoby zadéani grafu do pocitace a zakladni algoritmy
na grafech. Predstavili jsme tfi metody urceni robustnosti sité a vyuziti metody
Monte Carlo pfi jejich vypoctu.

Predstavené metody byly pouzity jednak k vypoctu a porovnani robustnosti
silni¢nich siti a jednak ke zvySovani robustnosti silnic¢nich siti. Pracovali jsme
s realnymi daty celych silni¢nich siti Karlovarského a Zlinského kraje a také dvou
mensich ¢éasti sité Zlinského kraje. Data byla poskytnuta Centrem dopravniho
vyzkumu, v. v. i. v ramci projektu TRISK - VG20102015057.

Jednotlivé metody se lisi svoji slozitosti a hlavné ¢asovou nérocnosti vypoctu.
Vysledky jednotlivych metod zavisi na zadanych vstupnich parametrech.

Pti porovnavani robustnosti silniéni sité Karlovarského a Zlinského kraje
vSechny metody shodné oznacily sit Karlovarského kraje za robustnéjsi. V po-
rovnani ¢asti 1 a casti 2 Zlinského kraje rovnéz vSechny metody povazuji za
robustnéjsi ¢ast 2, coz se ovSsem vzhledem k rozdilné strukture téchto siti dalo
ocekavat.

Sitim casti 1 a casti 2 byla zvySovana robustnost pridavanim jedné hrany.
Vysledky jednotlivych metod se navzajem lisi, ¢asto vsak jen poradim nejlepsich
vysledki. Hodnoty zlepseni robustnosti u jednotlivych vysledku dané metody se
mnohdy navzajem moc nelisi a pridanim takovych hran do grafu by bylo dosazeno
srovnatelného efektu vylepseni sité. Navrzené hrany propojuji vrcholy v oblastech

grafu s fid$im propojenim a pridani hran ma tedy dobry smysl.
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Déle z vysledku plyne duraz na rozumné zadani vstupnich parametru, zejména
omezeni délky pridavanych hran. Toto omezeni zavadime z duvodu finanéni na-
rocnosti vystavby. V hustsi siti (¢dst 2) ma smysl priddavat i pomérné kratké hrany
(do 5 km), zatimco v Fidké siti (Cast 1), sice pridanim kratsich hran dosdhneme
urcitého zlepseni, ale pridané hrany jsou vétsinou paralelni s hranami ptuvodni
sité, coz neni zadouci.

Piinos této diplomové priace spociva zejména v aplikaci ruznych metod pfi
modelovani robustnosti siti, a to nejen silni¢nich. Popsané postupy je mozno
vyuZit v praxi v mnoha oblastech lidské ¢innosti, nebot riznych sit{ je v lidské

spolecnosti nespocet a jejich spolehlivé fungovani je nutnosti.
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Priloha 1
Seznam ptilozenych programu:
e cesty_ MC.m
e cesty_prime_pocitani.m
e komp_hrany.m
e komponenty.m
e krizeni.m
e NACTIDATA4.m
e NACTISOURADNICE.m
e nahoda_komp_hrany.m
e nejkratsi_cesta_vsude.m
e pridavani_hran.m
e robustness_Fk.m
e robustness_Sk.m
e START.m
e TESTPOLE.m

e vypousteni_hran.m
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Strucny popis prilozenych programu a funkei:

e START.m — tvodni program, ze kterého se spousti ostatni programy. Pro-
vede uzivatele celym procesem vypoctu, slouzi k volbé metody a zadani
potiebnych parametru. V uvodu zdrojového textu je tfeba nastavit cestu

k datum, chce-li uzivatel z programu nacist i graf.

Uzivatel zada tyto parametry:

— R — pocet iteraci metody Monte Carlo

— vyp — vektor poctu vypousténych hran — tvori se pomoci proménnych
maxx (maximdlni pocet vypusténych hran) a skok (ndsobky poctu

hran)

— opak — pocet iteraci m. Monte Carlo na vypocet délek nejkratsich cest

v algoritmu F}, v pripadé velkého poctu vrcholu v grafu

— chyba — ukoncovaci podminka v algoritmu metody komponent a v m.

Monte Carlo viz opak

— komponent — pozadovany pocet komponent souvislosti v metodé kom-

ponent
— rychlost — max. rychlost prujezdu pridavanymi hranami

— omezeni_vzdalenosti_m — omezeni délky pridavanych hran v metrech
Nenacte-li uzivatel graf z ivodniho programu, je navic potieba zadat:

— uk — ukazatel na nésledniky vrcholu *

— nasl — seznam ndsledniku jednotlivych vrcholu *
— hrany — seznam hran vedoucich do nasledniku *
— vzdal — délky hran vedoucich do néslednika *

— souradnice — soufadnice vrcholu grafu v R?

* dle reprezentace grafu seznamem néasledniku
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cesty_MC.m — tato funkce je soucasti funkce robustness_Fk.m a slouzi k vy-

poctu délek nejkratsich cest a diléich hodnot Fj, metodou Monte Carlo.

cesty_prime_pocitani.m — funkce je soucasti funkce robustness_Fk.m a slouzi
k presnému vypoctu délek nejkratsich cest a dil¢ich hodnot Fj, tedy po-
stupné voli vSechny vrcholy v grafu, z nichz poc¢ita cesty do vSech ostatnich

vrcholu.

komp_hrany.m — hlavni funkce pro metodu komponent, pocitd, kolik hran
je prumérné potieba odebrat, aby se sit rozpadla na pozadovany pocet

komponent souvislosti.

komponenty.m — funkce slouzici k urc¢eni komponent souvislosti grafu. Vy-
stupem je pole s ¢isly komponent jednotlivych vrcholu, pifimo doplnéné o

¢islo nejvyssi komponenty.

krizeni.m — funkce na zjisténi, jestli se dané hrany kiizi, na zdkladé vzajemné
polohy vektoru a pfimek v roviné. Vystupem je logickd proménna ,krizi“.

Je soucasti funkce pridavani_hran.m.

NACTIDATA4.m — funkce na nacteni a kodovani dat, pomoci které nacteme

data v pozadovaném formatu. Tuto funkci poskytl vedouci préce.

NACTISOURADNICE.m — funkce pro nac¢teni vrcholu a jejich soutradnic,
navazuje na funkci NACTIDATA4.m. Vystupem je matice soutadnic, kde
radek odpovida ¢islu vrcholu a dva sloupce jeho souradnicim ve 2D. Funkce

byla poskytnuta vedoucim préce.

nahoda_komp_hrany.m — funkce na vypousténi nahodnych hran tak dlouho,
dokud se sif nerozpadne na poZadovany pocet komponent souvislosti. Ke
zjisténi komponent vyuziva funkci komponenty.m a naopak je soucasti fun-

kce komp_hrany.m

nejkratsi_cesta_vsude.m — pomoci Dijkstrova algoritmu zjisti délky nejkrat-

sich cest ze zadaného vrcholu do vsech ostatnich vrcholu v grafu. Lze také
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zjistit, kterymi vrcholy cesta vede.

pridavani_hran.m — zdkladni funkce, ktera se jako prvni spousti z programu
START.m. Prochéazi nepropojené vrcholy grafu, kontroluje kiizeni hran
pomoci funkce krizeni.m, ptidava pripustné hrany do grafu a spousti se
z ni vybrand metoda pro posouzeni robustnosti sité, prostiednictvim pro-
gramu komp_hrany.m, robustness_Fk.m a robustness_Sk.m. Nakonec vypise
vysledky a vykresli grafy v poctu dle zvolené metody a poctu k-tic vy-
pousténych hran. V piipadé zvolené metody Fj. vykresli porovnani hodnot
F}. puvodni a nové sité a histogramy délek nejkratsich cest v obou sitich

pro kazdou zadanou k-tici hran.

robustness_Fk.m — program na vypocet rozdéleni délek nejkratsich cest.
Ze zadaného grafu vypusti pozadovany pocet hran spusténim funkce vy-
pousteni_hran.m, zjisti délky cest funkcemi cesty_MC.m nebo cesty_prime_-
_pocitani.m a spocita odhad Fj metodou Monte Carlo. Vystupem je ma-
tice distribuci, kde fadky odpovidaji zadanym poc¢tum vypusténych hran,
relativni cetnosti délek nejkratsich cest a proménnd definujici osu x v his-

togramu.

robustness_Sk.m — program na vypocet propojenosti grafu. Ze zadaného
grafu vypusti pozadovany pocet hran spusténim funkce vypousteni_hran.m,
zjisti komponenty souvislosti pomoci funkce komponenty.m a spoc¢ita odhad
Sy, metodou Monte Carlo. Vysledkem je vektor hodnot S) pro zadané pocty

vypusténych hran.

TESTPOLE.m — pomocna funkce, ktera testuje, zda a kde je v poli ,,pole*
ulozen znak. Je soucasti funkce NACTIDATA4.m a byla poskytnuta ve-

doucim préce.

vypousteni_hran.m — pomocna funkce pro vypusténi pozadovaného poctu
hran z grafu, coz se realizuje nastavenim jejich délek v poli vzdéalenosti na

Inf. Je soucdsti funkel robustness_Fk.m a robustness_Sk.m.
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Data od CDV, pouzita pii vypoctech:

kv_zaklad_v2.txt

e zlin zaklad v2.txt
e zlin_castl_trb.txt
e 7zlin_cast2_trb.txt
e castl uzly_trb.txt

e cast2_uzly_trb.txt
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