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Uvod

Lidé, nachazejici se na dvou-oborovém studiu, maji vzdy moznost vybéru oproti
jedno-oborovému, kde budou svou bakalaiskou, respektive diplomovou praci vypracovavat.
Je na kazdém z nas, jak se rozhodneme. VétSinou volime ten pfedmét, ktery je nam blizsi.
Vzhledem k tomu, Ze se nachazim na dvou-oborovém studiu, mél jsem moznost rozhodnout
se mezi matematikou a geografii. Néjakou dobu jsem se rozmyslel a zvolil tedy matematiku.
Vybér témat k zavére¢nym pracim na matematice bylo opravdu mnoho. Vybral jsem si téma,
které se zabyva vztahy mezi funkcemi whll, protoze se mi jevi jako zajimavé a vyuzitelné
Vv praktickém zivotg.

Cilem moji prace je shrnuti zakladnich a dilezitych poznatki v oblasti
goniometrickych funkci, vzorcd, trigonometrie s jeji historii a feSeni praktickych uloh ve
stavebnim oboru. Praci rozdé€lim do ¢tyt kapitol a budu ji vytvaret tak, aby mohla slouzit jako
ptirucka k feSeni danych problematik.

V prvni kapitole se budu zabyvat goniometrickymi funkcemi, jejich vlastnostmi, grafy
a pojmy, které s nimi souvisi. Zavérecnd c¢ast této kapitoly bude ndlezet prikladim
goniometrickych rovnic s nejvhodnéjsim feSenim a slovnim komentafem.

Dalsi kapitola bude obsahovat goniometrické vzorce, které rozdélim do trech skupin.
Ke kazdému vzorci se pokusim piifadit ukdzkovy priklad s feSenim a slovnim komentafem.

Trigonometrii pfidélim ptredposledni kapitolu moji prace. V uvodu se budu zabyvat
predevsim historii této matematické discipliny. Dalsi stranky budou naleZet trigonometrickym
vétam a vzorcim, kde bych chtél uvést ukazkové priklady s feSenim. Posledni ¢asti této
kapitoly ptifadim praktické tlohy, se kterymi by se mohli studenti gymnazii a stfednich skol,
setkat v nizsich ro¢nicich.

Praktické ulohy v oboru stavebnictvi budou obsazeny v posledni kapitole. Zde se
pokusim vytvofit takové situace, se kterymi by se lidé, nebo studenti v daném oboru, mohli
setkat. Pro lepsi pfedstavivost se pokusim vytvofit pro vétSinu tloh obrazky.

Navrhy jednotlivych tloh budou vyuzitelné pro vyuku dané tématiky v matematice

pfedevsim na stfednich Skoléch.



1. Goniometrické funkce

S goniometrickymi funkcemi maji studenti moznost se poprvé setkat na konci druhého
stupn¢ zakladnich Skol. Jednd se o matematickou tématiku, kterd se dale probira hloubé&ji v
nizsich roc¢nicich stfednich Skol a gymnazii. Goniometrické funkce predstavuji zaklad celé
goniometrie a vyuzivaji se pti zkoumani trojuhelnikii nebo periodickych jevi. V této kapitole
se nachazi goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens. Jsou zde uvedeny jejich

vlastnosti, grafy s prubéhy, tabulky a vyfeSeny piiklady souvisejici s touto tématikou.

1.1. Goniometrické funkce ostrého uhlu
Goniometrické funkce ostrého thlu lze uplatnit v pravothlém trojuhelniku. Ten ma

velikost jednoho uhlu %, proti némuz leZi piepona trojuhelniku. Dalsi dva thly jsou ostré a
protilehlé s rameny trojuhelniku. Ostrym thlem nazyvame thel a < % Goniometrické funkce

pro ostry uhel a se daji definovat pomoci pravouhlého trojuhelniku ABC, kde c je pfeponou,

nasledovné:

a protilehla odvésna

sinag =—= -
c prepona
b prilehla odvésna
cosq =—= =
c prepona
a protilehla odvésna
tana = - = — : <
b prilehla odvésna
b prilehla odvésna
cota =—= - : <
a protilehla odvésna

(Bartsch, H-J., str. 357)

B

a a

A b C

Obr. 1.1.1 — Pravouhly trojuhelnik

7



1.2. Velikost uhlu v stupriové a obloukové mire
Stupiiova a obloukova mira pifedstavuje dvé moznosti, jak velikosti Ghli méfit.

Nejprve nasleduje popis stupniové miry, pak miry obloukové a nakonec vztah mezi nimi.

1.2.1. Stupiiova mira
Ve stupnové mife se velikost uhlu predstavuje jako nezaporné cCislo vyjadiujici,

kolikrat je velikost uhlu vétsi nez jeden stupen. Zakladni jednotkou je jednotkovy thel

v , ; « ;g v v ; v 1 , , 1
stupfiové miry, zkracené se nazyva stupefi. Tento stupefi znazoriiuje —— plného ahlu, ——

w7 , 1 , , % s TI v
pfimého thlu, % pravého uhlu. Dalsi mensi jednotky se nazyvaji minuta a vtefina. Jedna

minuta predstavuje % stupné a jedna vtefina % minuty. Odtud tedy plati:
1°=60" = 3600".
(Odvarko, O., 2008, 24-25)

1.2.2. Obloukova mira
Pro obloukovou miru je nezbytné nutna jednotkova kruznice K, kde jeji polomér r = 1

a uhel o, ktery se nachazi ve stfedu této kruznice a sklada se ze dvou ramen s body A4, B.
Velikost thlu a je rovna délce oblouku. Arkus a ptedstavuje Ciselnou velikost pro tento
oblouk. Jeden radian ptedstavuje velikost takového thlu, ktery se sttedem ve vrcholu thlu na
jednotkové kruznici, vytina oblouk jednotkové délky. Radian je tedy uhlovou jednotkou

obloukové miry a lze zapsat nasledovné:

(o]

180 )
1lrad = = 57°17 45"

(Rektorys, K., 1995, str. 70-71)

arc a

Obr. 1.2.2.1 — Jednotkova kruZznice
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Znacka rad se pfi zapisech velikosti v obloukové mife vétSinou vynechava.

1.2.3. Vztah mezi stupiiovou a obloukovou mirou
Jak jiz bylo uvedeno, tak tihel se da méfit pomoci stupiiové a obloukové miry. Existuje

rovnéz vztah mezi témito dvéma mirami a jejich ptevod z jedné do druhé a naopak. Velikost
uhlu a nalezi stupniové mife a velikost thlu w je pfifazena obloukové mife. Plny uhel

a = 360° a plny uhel w = 2m. Plati tedy vztah:

~180°

)

a
w T

odkud Ize zjistit hodnotu uhlu « | w. Nasleduje tabulkovy pichled s pfevody stupniové

a obloukové miry.

a | 0°]30°|45° | 60°|90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

T n T T 27 5 7T 41 3 5t | 11w 5
6 | 4|3 |2 o | T

Tab. 1.2.3.1 - Pfevody mezi stupiiovou a obloukovou mirou

(Rektorys, K., 1995, str. 70-71)
V dnes$ni dobé& se pro pievody z obloukové miry do stupniové a obracen€, vyuzivaji

predevsim kalkulatory nebo pocitatové programy.

1.3. Orientovany uhel
Orientovany uhel je pojem, ktery je nezbytné nutny uvést Kk problematice

goniometrickych funkci. Predstavuje uspotadanou dvojici polopiimek, které maji pocatek ve
spole¢ném bod¢. Na obr. 1.3.1 jsou sestrojeny dvé polopiimky AP a BP, kde bod P
predstavuje pocatecni bod. Pokud byly polopiimky zapsany v potadi AP a BP, znamena to, Ze
AP je pocate¢nim ramenem a BP koncovym ramenem orientovaného thlu 2APB. Kdyby
polopiimky byly zapsany v obraceném potadi, tedy BP a AP, jednalo by se o thel 2BPA,
ktery je jinym whlem, neZ ten v predchazejicim piipads. (Smakal, S.; Budinsky, B., 1968, str.
5-14)




Obr. 1.3.1 — Orientovany uhel

Velikost whlu spoc¢iva v otaceni s rameny. Pokud se oto¢i koncové rameno
Vv protisméru hodinovych rucicek BP znamena to, Ze se velikost uhlu zvétsuje, kdyz se vSak
pooto¢i ve sméru hodinovych rucicek, tthel se zmenSuje. V piipad¢€, Ze se otoci pocatecnim

ramenem AP, tak se jedna o neorientovany, nikoliv o orientovany. Pro velikost ZAPB plati:
0 < £APB < 360°,
0 < £APB < 2m.

Pro velikost orientované¢ho uhlu se nejbéznéji uziva ndzev argument. (Smakal, S.;

Budinsky, B., 1968, str. 5-14)
1.4. Funkce sinus a cosinus
V této Casti se nachazi goniometrické funkce s jejich grafy, vlastnostmi a tabulkami.

1.4.1. Sinus a cosinus
Jestlize strana a je protéjsi pro uhel ¢, a strana c je pfepona, kde ¢ je libovolna

velikost orientovaného thlu, potom podil % se nazyva sinus ¢. Jestlize strana b je vedlejsi pro

uhel ¢ a strana c je ptepona, kde ¢ je libovolna velikost orientovaného tithlu, potom podil g

se nazyva kosinus ¢.

Zapisuje se tedy:

sing =—,

ol

cosp =—.

als
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Hodnoty goniometrickych funkci sin¢ a cos ¢ zéavisi pouze na velikosti tthlu .
(Smakal, S.; Budinsky, B., 1968, str. 14-20)
Pro obé goniometrické funkce plati stejny D(f) = R a také H (f) = (—1;1). Znacné

rozdily vSak jsou v mistech, kde funkce rostou a kde klesaji. Funkce sinx roste v kazdém

L ZIm). Funkce

intervalu (—% + 2k7l';% + 2kn) a klesa v kazdém intervalu (% + 2km; -

cosx je rostouci v kazdém intervalu (m + 2km; 2w + 2km) a klesajici v kazdém intervalu
(2km; m + 2km). Maximalni hodnota obou funkci je +1 avSak pro kazdou v jiném bodé.

Funkce sin x ma maximum v bodech x = %+ 2km, kdezto funkce cos x v bodech x = 2km.

Minimalni hodnota obou funkci je —1. Pro funkci sinx se minimum nachazi v bodech

X = —§+ 2km, a minimum funkce cos x nalezi v bodech x = m + 2km. Pro kazdy bod x € R

plati:

sin(—x) = —sinx,

cos(—x) = cosx .

Goniometrickd funkce sinx je tedy lichou funkci. Goniometrickd funkce cosx se
oznacuje funkci sudou. Vlastnosti téchto funkci lze vycist z grafli, které se nachazeji

V nasledujicim odstavci.

1.4.2. Grafy funkci sinus a cosinus
Graf, ktery se nachazi na prvnim obrazku, se nazyva sinusoida a je grafem funkce

y =sinx. Na druhém obrazku lze vidét graf funkce y = cosx, kterému se ptezdiva

kosinusoida. S pohledem na oba grafy lze fict, Ze jsou pomérné podobné. Nutno dodat, Ze graf

. . r _r ’ . . T v , r
kosinusoidy se da ziskat posunutim sinusoidy o - Ve sméru zaporné poloosy x.

'™
[
El
1
(¥
[\J|'-_-]
1
El
1
S[E]
1
—
(ST
El
¥
<
[Se)
A

Graf 1.4.2.1 — Prubéh funkce sinus
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Graf 1.4.2.2 — Prubé&h funkce kosinus

Krom¢ grafii funkci sinx a cos x je mozné setkat se s takovymi grafy funkci, kde je
amplituda nebo perioda zvySena ¢i zmenSend, sinusoida ¢i kosinusoida je posunutd vpravo
nebo vlevo na ose x ¢i na ose y, nebo hodnoty funkce jsou jiné nez +1.

Funkce, ktera je dana piedpisem f:y = 2sinx je na prvni pohled podobna jako
y = sinx, ale li8i se ¢islem 2, které zvySuje amplitudu. To znamena H (f) = (—2; 2)

V piipad¢ piedpisu funkce g: y = sin (x - g), lze fict, ze funkce je posunutd smérem

doprava o g na ose x. Pokud existuje funkce h:y = sin (x + %) znamena to, Ze funkce je
posunuta o % smérem vlevo na ose Xx.

Funkce, pro kterou plati piedpis j: y = sinx + 1, se lisi +1 od funkce y = sin x. Tato
hodnota +1 posouva funkci smérem nahoru na ose y. Pokud by k:y = sin x — 3, znamena to,
ze funkce je posunutd smérem dolii o hodnotu —3 na ose y.

Je dan predpis funkce [: y = sin4x, a to znamend, ze perioda funkce je ¢tyinasobné

v7r vr v 4 vr v . . .y v v, w7 .
mensi. V pfipadé¢ m:y = sin > 1ze fict, Ze perioda je dvojndsobné véEtsi u funkce y = sin x.

1.4.3. Tabulka funkci sinus a kosinus
Jak jiz bylo uvedeno, tak nejvyssi hodnota obou funkci je +1, ale kazdd ma tuto

hodnotu v jiném bodg. V bod¢ x = % + 2km se obé funkce shoduji a jejich hodnota je g

Radiany Stupné Sinus Kosinus
0 0° 0 1
A
™ 30° 1 V3
6 2 2
A
i 45° V2 V2
4 2 2
A
- 60° V3 1
3 2 2

12



90° 1 0

NS

Tab. 1.4.3.1 — Hodnoty funkci sinus a kosinus

1.5. Funkce tangens a kotangens

1.5.1. Tangens a kotangens

Podil :)nTZ , pokud ma smysl, nazyvame tangens ¢, podil % , pokud ma smysl,

nazyvame kotangens ¢. Plati tedy:

sin ¢
tang = ,
Cos ¢
Cos @
coty = —
sing

Plati v§ak dvé podminky. Zlomek :)HTZ ma smysl, pokud cos ¢ # 0. Zlomek —:;z ma

smysl, pokud sin ¢ # 0. (Smakal, S.; Budinsky, B., 1968, str. 20-22)
Goniometrické funkce tangens a kotangens se lisi od funkcei sinus a kosinus, které byly

uvedeny na piedchazejicich strankach. Odlisuji se defini¢nim oborem, oborem hodnot a také
tim, kde funkce rostou a klesaji. Funkce tanx ma D(f) = R — {g + kn}, pro funkci cotx je

D(f) = R — {km}. Obé funkce maji totozny obor hodnot a odtud tedy H (f) = (—o0; ),

Znac¢ny rozdil mezi funkcemi je v tom, Ze tan x pouze roste, kdezto cot x pouze klesa. Funkce
tan x je rostouci v kazdém intervalu (—% + kn;% + kT[) a funkce cot x je klesajici v kazdém

intervalu (0 + km;  + kmr). Funkce tan x a cot x jsou liché funkce, protoze plati:
tan(—x) = —tanx,
cot(—x) = —cotx.

1.5.2. Grafy funkci tangens a kotangens
Na prvni pohled, lze fici, Ze grafy funkci sinus a kosinus se zna¢né lisi od grafi funkci

tangens a kotangens. Jak jiz bylo uvedeno, tak obor hodnot tangens a kotangens je H (f) =
(—o0; ), kdezto sinus a kosinus maji ' (f) = (—1;1). To znamen4, Ze prvni dvé funkce
jsou neomezené, ale sinus a kosinus jsou omezené shora i zdola. Grafem funkce tanx je

tangentoida a graf funkce cot x se nazyva kotangentoida.

13
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Graf 1.5.2.1 — Prab¢h funkce tangens

|
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Graf 1.5.2.2 — Pribéh funkce kotangens

1.5.3. Tabulka funkci tangens a kotangens
Ob¢ funkce maji stejnou hodnotu +1 v bod¢ x = % + km. Naopak ob¢ funkce nejsou

definovany v jednom bod¢ a to tan x v bodé x = (g + kT[) a cotx vbodé x = (km).

Radiany Stupné Tangens | Kotangens
0 0° 0 -
Vs
- 30° V3 V3
6 3
T 45° 1 1
4
T
= 60° V3 V3
3 3
T 90° 0
y .

Tab. 1.5.3.1 — Hodnoty funkci tangens a kotangens

1.6. Goniometrické rovnice
Jsou to rovnice pro neznamou X tvaru

f(sinx,cosx,tanx,cotx,x) =0,

Zakladni goniometrickou rovnici s neznamou x nazyvame rovnici typu g(x) = k, kde

g je goniometricka funkce a k je realné Cislo. (Bartsch, H-J., str. 372)
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Goniometrickou rovnici lze feSit nékdy tak, Ze rovnici, v niz se vyskytuji rtizné
goniometrické funkce neznamé X, se upravi pomoci vhodnych vzorct tak, aby obsahovala jen
jednu goniometrickou funkci, podle té se pak rovnice da fesit. ( Rektorys, K., 1995, str. 78)

Nejcastéjsim zplisobem feSeni slozitéjSich goniometrickych rovnic je vyuziti zpétné
substituce. Ta se pouzije v pfipadé, kdy slozitéjsi vyraz je potfeba nahradit jednodussim.
snadngjsi.

Pro goniometrické funkce maji vyznam jejich znaménkové hodnoty pro jednotlivé
kvadranty. Znaménkové hodnoty je potieba znat, o cemz nas piesvéd¢i nasledujici piiklady

pod tabulkou.

Radiany (0 ; %) (g, 7T) (Tt ; 3;) (3;, 27T>
Stupné (0°90°) | (90° 180°) | (180°270°)| (270°; 360°)
Sinus + + - -
Kosinus + - - +
Tangens + - + -
Kotangens + - + -

Tab. 1.6.1 — Znaménkové hodnoty funkci v kvadrantech

1.6.1. Priklady
Pr. 1.6.1.1: Vyies§ goniometrickou rovnici sinx = —1, kde x € R.
Reseni: Dand rovnice je velmi snadna. Zjistujeme tedy hodnotu sinx = —1 na jednotkové

kruznici. Vime, ze funkce sinus je zaporna ve tfetim a ctvrtém kvadrantu. Hodnota —1 se zde

nachdzi pouze jednou, proto dostdvame pouze jeden koten x.

3
X = —+ 2km.
2
Pi. 1.6.1.2: Vyies§ goniometrickou rovnici tsz:/%l =1 —tanx, kde x € R.

ReSeni: Rovnici nejprve vynasobime jmenovatelem zlomku. Poté zavorky mezi sebou

vynasobime. Vyraz zjednodusime a funkci tangens si pfevedeme na levou stranu. Vytkneme

15



tanx. Nasledné celou rovnici vydélime (3 ++/3) a rozsitime o (3 —+/3). Dostavame se

L V3 Cw g .
K zavéru, kde tanx = ~ » COZ znamena, ze ziskavame kofen x.

tanx +1 =(1—tanx) - (2 +V3)
tanx+1=2++v3—2tanx —V3tanx
3tanx +V3tanx = 1+ 3

tanx (3+V3)=1++3

tanx:1+\/§_3—\/§
3+vV3 3-+3
tanx=§
3
T
x=g+kn

. v . . 2
Pi. 1.6.1.3: Vyies§ goniometrickou rovnici sin (Sx - g) = g, kde x € R.
ReSeni: Prvnim krokem je zavedeni substituce, kterou budeme znacit t. Zavorku v levé &ast
rovnice tedy polozime substituci, kde t = 3x — % V tuto chvili dosadime t na misto 3x — %

Dostavame tedy sint = \/2—— Funkce sinus je kladnd v prvnim a druhém kvadrantu na
jednotkové kruznici, proto tedy ziskavame dva kofeny ty,t,. Kofeny t;,t, uz zname,
; . . o ‘ . , 2 . o P .
dosadime je tedy do pravé strany piivodni rovnice misto \/2—— a vypocitame ptivodni nezndmou

x, tedy kofeny xq, x5.
) T
Substituce:t = 3x — 2

V2
Sin —2

T 3
t1=Z+2le’; t2=T+2k7T

3~ E = T 2k 3wy — = 2 4 o
Ty Tyt s Ty =Ty T

16



3m 2 Sm 2
X1=E+§kﬂf; X2=E+§kﬂ'.

P¥. 1.6.1.4: Vyfe$ goniometrickou rovnici v2 cos (2x + 4m) = —1, kde x € R.

ReSeni: Nejprve rovnici vydélime v/2 a pak zavedeme substituci t = 2x + 4m. Dostaneme
dva kofeny ty, t,, protoze funkce cosinus je zaporna ve druhém a tietim kvadrantu. Kotfeny
t1,t; dosadime do pravé Casti piivodni rovnice a pocitame s ptivodni neznamou x. Ziskame

tedy kotfeny xq, x;.

cos(2x + 4m) = —

Nl =

V2
cos(2x + 4m) = ey

Substituce:t = 2x + 4w

V2

cost =——
2

3T 5t

3n 5
2x1+4n=T+2kn; 2x2+4n=T+2kn

13 11
X1 =—§+kﬂ'} X2 =—?+kﬂ'

P¥. 1.6.1.5: Vyfes goniometrickou rovnici 2cos?x — 7 cosx + 3 = 0, kde x € R.

Reseni: Prvnim krokem zavedeme substituci t = cos x. Vyfe§ime kvadratickou rovnici pies
diskriminant, jehoZ hodnota je 25. Abychom mohli vypocitat kofeny ¢y, t,, musime zjistit
druhou odmocninu diskriminantu. Jeji hodnota je 5. Nasledné urcujeme hodnoty kotent,
pficemz hodnota kotfenu t; = 3 nelezi v oboru hodnot. Proto poc¢itame pouze s kofenem ¢t,.

Hodnotu kotene t, polozime rovnu funkci cos x, odkud dostdvame koteny x, x,.
Substituce t = cos x

2t2—7t+3=0
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D =b?—4ac=(-7)>-4-2-3=25

VD =5
. _~b+VvD _745  —b—-VD_7-5
Y™ 2a 7 4 77?7 24 T 4
t; =3 t-l
1_ ,2_2
COSX = —

T 5
x1=§+2kn; x2=?+2kn.
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2. Goniometrické vzorce

Existuje spousta fad goniometrickych vzorct. Tato ¢ast prace se tykd vzorcu, které
vyjadiuji vztahy mezi goniometrickymi funkcemi sinus, kosinus, tangens a kotangens. Je zde
popsano zjisStovani hodnot téchto funkci a upravy goniometrickych vyrazti pii feSeni
goniometrickych rovnic. K nékterym tfeSenym ptikladim jsou uvedeny podminky pro jejich

vypocet.

2.1. Zakladni vztahy mezi hodnotami goniometrickych funkei
2.1.1. Vztahy mezi funkcemi jednoho argumentu

S goniometrickymi rovnicemi je mozné se setkat v niz§ich ro€nicich stfednich Skol a
gymndzii. Pro tyto rovnice hraji podstatnou roli vzorce, které jsou potiebné pro jejich Gpravy
a zjednoduseni. Jeden ze zakladnich a nejznaméjSich vzorct je nazyvan jako goniometricka

jednicka, kde pro kazdé x € R, plati:
sin®x + cos?x = 1.

(Bartsch, H-J., str. 362)

Dal$im zdkladnim a zndmym vzorcem po goniometrické jednicce je soucin
goniometrickych funkci tangens a kotangens, ktery je roven jedné pro x € R — {k% ;keZ } a

tedy plati:
tanx - cotx = 1.

Tyto vzorce se daji pouzit v pfipad€, kdy goniometrickd rovnice obsahuje funkce

sinus, kosinus, tangens a kotangens. (Bartsch, H-J., str. 362)

PF. 2.1.1.1: Vyies goniometrickou rovnici 2sin®x — cos?x — 4sinx + 2 = 0, kde x € R.

Reseni: V rovnici se vyskytuji dvé goniometrické funkce. Pro snadn&jsi postup vyuZijeme
vzorec goniometrické jednicky, odkud dostaneme rovnici s jednou goniometrickou funkci
sinus. Dal$im krokem je zavedeni substituce a nasledny vypocet kvadratické rovnice pies

diskriminant. Po tomto kroku ziskdvame dva koteny ¢, t,, které mizeme dosadit zpatky do

. . . . y . : 1 ,
nami zavedené substituce, kde dostdvame dvé hodnoty sinx =1 a sinx = 3 Pro prvni

hodnotu ziskavame jeden kotfen x;, kdezto pro druhou hodnotu dva kotfeny x,, x3, které se

nachdzi v prvnim a druhém kvadrantu funkce sinus.
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2sin’x — (1 —sin®x) —4sinx+2=0
3sin’x —4sinx+1=0
Substituce t = sinx
3t2 —4t+1=0

D=b?>—4ac=(—-4)>—-4-3-1=4

VD =2
t_—b+\/5_4+2_t_—b—\/5_4—2
™" 2a 7 6 7?7 2a T 6

t—lt—1

1= ,2—3

1
inx =1: sinx ==
sin x sinx =7
x; = 90° 4 k360°; x, = 19°28 + k360° x3 = 160°32" + k360°.
Pi. 2.1.1.2: Vyie§ goniometrickou rovnici tan x + cotx — 2 = 0, kde x € R.

ReSeni: Rovnice obsahuje dvé goniometrické funkce a pro snadngjsi poéitani prevedeme
funkci kotangens na funkci tangens. Obdrzime vSak zlomek, jehoz jmenovatel obsahuje
funkci tangens. Zlomku se chceme zbavit, proto celou rovnici vynasobime jmenovatelem
zlomku a dostaneme kvadratickou rovnici. Pro nekomplikované pocitani zavedeme substituci.
Tu feSime pies diskriminant, ktery nam vyjde nulovy. Odmocninu diskriminantu mizeme
vynechat a kofen t, tak snadno vypocitat. Vysledek kofenu t pak vratime zpatky do zavedené

substituce a ziskavame koren x.

—2=0

tanx +
tanx

tan’x —2tanx +1 =0
Substituce t = tanx
t2—-2t+1=0

D=b*—4ac=(-2)>-4-1-1=0
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N )
===

tanx =1

Sy
x—4 TT.

Podminky:

tanx # 0

x # km.

3
w ’ , COS " X—COs x v v y ’ , . v
Pr. 2.1.1.3: Je dan vyraz —————. Ur¢i vSechna x, pro kterd méa vyraz smysl a zjednodus
sin3x—sin x ’

ho.

ReSeni: Jako prvni vytkneme v ¢itateli cosx a ve jmenovateli sinx. Nasledné cely vyraz
vynasobime —1. Mizeme si v§imnout, Ze v zdvorkach jsme dostali goniometrickou jednicku,
proto zéavorka v Gitateli je rovna sin®x a zdvorka ve jmenovateli cos?x v dalsim kroku. Cely

vyraz opét vyndsobime —1. Nyni mizeme vyraz zkratit a upravit, proto dostavame tan x.

cosx - (cos?x — 1)
sinx - (sin®x — 1)

—cosx - (1 — cos?x)
—sinx - (1 — sin%x)

2

—CcoS x - sin“x

—sinx - cos?x

2

CcoS x - sin“x

sinx - cos?x

sin x

= tanx
COoS x

Podminky:
sinx - (sin?x — 1) # 0

sinx #0; sinx—1+#0
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x # km; sinx—1#0

sinx = +1

T 3w
x¢5+2kn Ax¢7+2kn

£o+k
X ) A

xER—{kn;%+kn;kEZ}.

2.2. Souctové vzorce
Souctové vzorce predstavuji skupinu dalSich zakladnich goniometrickych vzorct.

2.2.1. Souctové vzorce goniometrickych funkci sinus a kosinus
Diky souctovym vzorciim lze odvodit dal§i vyznamné vzorce, které zjednodusi tpravy

vyrazu, kde se goniometrické funkce nachazi. Pro souétové vzorce funkci sinus a kosinus, kde

X,y € R, tedy plati:
sin(x + y) = sinx - cosy + cosx -siny,
sin(x —y) =sinx-cosy —cosx -siny,
cos(x +y) =cosx-cosy —sinx -siny,
cos(x —y) =cosx-cosy+sinx -siny.
(Bartsch, H-J., str. 362)

Pr. 2.2.1.1: Vyjadfti vyraz cos (g + x) — cosS (g - x) pomoci souctovych vzorcil a zjednodus

ho.

M v e v 7 12 T ’ roaM o ar v r ;.
ReSeni: Levou Cast vyrazu cos (§ + x) upravime pomoci tfetiho souctového vzorce, ktery je

v rowr s ’ v r v r ) v

vySe uveden. Prava ¢ast cos (§ - x) se upravi podle ctvrtého souctového vzorce. Nasledné
v M ’ 4 . 7 ro_r . T . v v .

pomérné dlouhy vyraz zjednoduSime a dostdvame —2 sin< - sinx, coz lze rovnéz upravit.

Koneény vyraz je tedy —v3 sin x.
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n . n . 7-[ . 7-[ .
cos§-cosx—sm§-smx— (cos§-cosx+sm§-smx)

. n .
-2 51n§ -sinx

3
—27- sinx = —/3sin x.
v s v ’ . 71' . 71' ’ v ’ o . v
Pf. 2.2.1.2: Vyjadii vyraz sin (Z + x) — sin (Z - x) pomoci souctovych vzorcl a zjednodus

ho.

Reseni: Tento ptiklad feSime podobnym zpisobem jako ten pfedchéazejici. Levou ¢ast vyrazu

. s ’ ’ v r v s . T ’
sin (Z + x) upravime podle prvniho souctového vzorce a pravou ¢ast sin (Z — x) pomoci
druhého souctového vzorce. Dlouhy vyraz pak tedy zjednoduSime a upravime. Na zavér se

dostavame k vysledku V2 sin x.
T T L T
sin—-cosx + cos—-sinx — (sm— * COSX — COS—* smx)
4 4 4 4

2 si n
sinx - cos—
4

V2
27-sinx =+/2sinx.

2.3. Dalsi goniometrické vzorce
Existuje opravdu mnoho goniometrickych vzorct. V piedchozich listech se nachazi

nejzékladngjsi a souctové vzorce, které jsou dulezité pro zjednoduSovani a upravy vyrazi a
odvozovani dalSich vzorcl. V této ¢asti jsou uvedeny vzorce, kde funkce maji dvojnasobny
nebo polovicni argument, pfipadné vztahy mezi souctem a rozdilem goniometrickych funkci

sinus a kosinus.

2.3.1. Vztahy mezi funkcemi dvojnasobného argumentu
Pro goniometrické funkce sinus a kosinus, které maji dvojnasobny argument x € R,

plati nasledujici tvrzeni:

sin 2x = 2sinx - cos x,

2 2

COS 2x = cos“x — sin“x.
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(Bartsch, H-J., str. 362)

~ vy . . .. s 2x . 1
P¥. 2.3.1.1: VyieS goniometrickou rovnici — =sinx —-.
cos x—sin x 2

ResSeni: Vidime, ze v levé stran€ rovnice se v Citateli nachazi vzorec cos 2x. Rozlozime jej a

nasledné upravime pomoci vzorce A% — B?. Nyni miizeme (cosx — sinx) V Citateli a

. . i . ; . 1 . y
jmenovateli vykratit. Rovnici upravime k zavéru cosx = — > odkud dostavame dva koteny
X1,X2.
cos’x —sin®x 1
——— =sinx — =
cosx — sinx 2
(cosx —sinx) - (cosx +sinx) 1
- =sinx — =
(cosx —sinx) 2
: : 1
cosx + sinx = sinx — 5
cosx = —=
2
21 41
X1 =?+2k7'[; X =?+2kﬂ

Podminky:
cosx —sinx # 0
COSXx # sinx
cos’x = 1 — cos®x

V2
cosx = +—
2
T 5w
x1¢1+2kﬂ'; X :/:T+2k77.'
T 5w
XER—{—-FZkT[; T+2kﬂ.’;kEZ}

4
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Pi. 2.3.1.2: Je dan sinx = 0,6. Zjisti hodnoty pro sin 2x, cos 2x, jestlize x € (g, n).

ReSeni: Nejprve zjistime hodnotu cos x pomoci goniometrické jedni¢ky. Dostaneme hodnotu

+0,8. Pocitat budeme pouze s hodnotou —0,8, protoze se nachazi ve druhém kvadrantu,
jelikoz mame dano x € (g ; 71). Nasledn¢ mtzeme dosazovat hodnoty sin x, cos x do vzorct
sin 2x, cos 2x a provést jejich vypocet.

cos’x = 1 — sin®x

cos’x =1 —0,6%
cosx = +0,8
sin2x = 2sinx - cosx
sin2x =2-0,6-(—0,8) =—-0,96

2 2

COS 2x = cos“x — sin“x

cos 2x = (—0,8)? — (0,6)% = 0,28.

2.3.2. Vztahy mezi funkcemi polovi¢niho argumentu
V minulém odstavci jsou uvedeny vztahy pro dvojnasobny argument funkci sinus a

kosinus. Pochopitelné je mozné se setkat I S niz§imi argumenty. V tomhle piipadé se jedna o

polovi¢ni argument x € R funkci sinus a kosinus, kde plati:

| ) x| 1—-cosx
sin=| = |————,
2 2
| xl 1+ cosx
cos—| = |[————
2 2

(Bartsch, H-J., str. 362)
P¥. 2.3.2.1: Vypocitej cos % bez vyuziti kalkulacky.

M v e vr v v X s r . ee e s s v
ReSeni: V ptipadé, Zze OS> = COS - bude nutné nejprve zjistit cos_—, pomoci vyse

r ’ . . v A ’
uveden¢ho vzorce. Po dosazeni do vzorce, jsme schopni lehce urcit hodnotu cos— a tim
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padem vypocitat cos— Hodnotu cosl ‘/—42"/—

uz tedy zname a muzeme ji dosadit do

+V2+

&

vypoctu |COS 2”—4| Odtud se tedy dostavame se k vysledku

|cos—| B ’1 + cos—2

T 1+cos6
|COSE = >
T 1+%\/§
|COSE = >
s _\/2+\/§
|COSE ——2
1. Y243
n T
COS—| =
| 24| 2

- 24+V2+3
24l = 2

|COS

. e D rew e 4, . 1
P¥. 2.3.2.2: Vypocite] sm% a cos g, jestlize je dano sinx = >

ReSeni: Jako prvni uréime hodnotu cosx, kterd je potiebna pro uréeni polovi¢nich

argumentu. Vyuzijeme vzorec goniometrické jednicky, odkud dostaneme hodnotu cos x = ?

Nyni jiZz mizeme pouZit vzorce pro poloviéni argumenty goniometrickych funkei sinus a

kosinus.

1 2
cosx =+ 1 —sin?x = 1—(—)

2

V3
COSX = —
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2.3.3. Vztahy mezi souctem a rozdilem goniometrickych funkei
Poslednimi vzorci v této kapitole jsou vztahy mezi soutem a rozdilem

goniometrickych funkei sinus a kosinus, kde pro kazdé x,y € R, plati:

x+y xX—=Yy
2 cos 2

sinx + siny = 2sin

x+y x-—y
2smz,

sinx —siny = 2 cos

x+y xX—y
cosx + cosy = 2 cos > * COS 5

x+y x—y
2 Sin ) .

coOsx — cosy = —2sin

(Bartsch, H-J., str. 364)

P¥. 2.3.3.1: Vyjadii vyraz sin 3y + siny pomoci vzorce sinx + siny

ReSeni: Tento typ piikladu je pomémé snadno fesitelny. Zaprvé dosadime do vzorce sin x +
siny, kde sin 3y predstavuje sinx ,a siny je dano samo sebou. Nasledn¢ provedeme pouze
soucet a rozdil v ¢itatelich zlomkl a vyuzijeme procesu kraceni, odkud dostavame vysledek

2sin2y-cosy.

x+y X—Yy
5 cos >

sinx + siny = 2sin

Y+ Y=Y
2 2

sin3y + siny = 2sin
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sin3y +siny = 2sin2y - cosy.

sin 50°+sin 40°
cos 45°+cos 35°

P¥. 2.3.3.2: Zjednodus vyraz

Reseni: Citatel vyrazu upravime pomoci vzorce sinx + siny. Pro jmenovatele vyuzijeme

vzorec cosx + cosy. Pak v ¢itateli a jmenovateli provedeme kraceni, odkud dostavame

vysledek 2212
cos 80°

. 50°+40° 50° — 40°

2 SIHT . COST

45° + 35° 45° — 35°

2 COST . COST

sin 90° - cos 5°

cos 80° - cos 5°

sin 90°
cos 80°°
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3. Trigonometrie

V této kapitole je popsana trigonometrie s historii, vétami a vzorci, se kterymi je
mozno se setkat 1 v praktickych tlohach.

Vyznam pojmu Trigonometrie je slozen z paru starovékych feckych slov trigon a
metro. Trigon piedstavuje trojihelnik a metro znamend méteni. Jedna se o védu, ktera nam
pomoci goniometrickych funkci pomdhd s feSenim uloh tykajici se trojuhelniki.

Trigonometrie se rozklada na dvé skupiny, na rovinnou a sférickou.

3.1. Historie trigonometrie
Pocatecni vyvoj trigonometrie byl spojeny s dal§imi poc¢atecnimi vyvoji dvou véd a to

astronomie a moieplavectvi. Zde bylo velmi podstatné stanovit spravnou cestu plavby lodi na
otevieném vodnim prostoru za pomoci polohy hvézd. Prvni zdkladni znalosti trigonometrie
jsou pfipojeny k Egyptanim a Babylofianim. Tyto védomosti se pomoci vyprav a cest
Alexandra Velikého rozsitily k Rekiim, a dale byly rozvijeny. Po¢atedni prace z matematiky,
které meély souvislost s oborem trigonometrie, se tykaly vypocétu délky tétiv kruznice
ptislusejicich k danému stfedovému uhlu. Kruznice s pevné stanovenym polomérem byla
roz€lenéna na 60 jednotek a musela se nalézt délka tétivy pro dany stiedovy thel.

(SMYKALOVA, R., 2009, str. 213-216)

3.1.1. Starovéké Recko
Hipparchos byl fecky matematik a astronom, ktery Zil ve druhém stol. pf. n. I. a

stanovil prvni znamé tabulky s délkami tétiv kruznice pro jeji riizné stiedové uhly o pevné
stalém poloméru. Ty nebyly dochovany, ale je dokazano, Ze béhem svého Zivota napsal
celkové dvanact knih tabulek tétiv.

Recky matematik Menelaus piiblizn& na pielomu druhého a prvniho stol. pf. n. 1.
sepsal dalsi tabulky. Napsal celkové Sest knih, které se také nedochovaly. Jeho préace
predstavovala obrovsky piinos pro sférickou trigonometrii. Menelaus objevil zavislosti pro
rovinny a sféricky trojuhelnik.

Klaudios Ptolemaios byl geografem, matematikem a astronomem, ktery Zil na pelomu
druhého a prvniho stol. pf. n. 1. Byl to zastance geocentrického systému a ve svych dilech
uvedl tabulky, které udéavaly délku tétiv v kruhu jako funkci stfedového uhlu, ktery ji
omezuje. (SMYKALOVA, R., 2009, str. 213-216)
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3.1.2. Stiredovéka trigonometrie
Na pocatku patého stoleti se zacala budovat trigonometrie diky Indm. Ti pfinesli

mnoho nového, kde nejvétsi vyznam pro né¢ mély dila od Ptolemaia. Kvuli zdlouhavym a
naroénym tabulkam, které jeho dila obsahovala, byli indicti ucenci nuceni zavést nové
trigonometrické veli¢iny. Piikladem bylo zalozeni terminu sinus i kosinus. Matematik
Arybhata vytvotil novou tabulku polovi¢nich tétiv, ktera je v podstaté tabulkou sinu uhlu.
Stejna tabulka byla pouzita v dile matematika Brahmagupty. Indové na rozdil od Rekd
nepracovali pifi trigonometrickych dilech s celou tétivou, ale jeji polovinou. V této dobé
mohly siny nabyvat hodnot vétsich neZ jedna. (SMYKALOVA, R., 2009, str. 213-216)

3.1.3. Arabska trigonometrie
I zde ptedstavovala trigonometrie svou podstatnost. Je spojena s matematikou a

astronomii, ale i1 s vypoctem kalendare a védou zabyvajici se slune¢nimi hodinami. Arabové
méli ve zvyku piekladat dila svych pfedchidci a to v pomémém velkém rozsahu. Pomoci
nich si pak sami vytvareli své vlastni prace. Z této doby je zavedeni Ctyf goniometrickych
funkei povazovéano jako nejpodstatnéjsi. Jednd se o funkce tangens, kotangens, sekans,
kosekans. Prvni dvé uvedené funkce byly znamé pii procesu meéfeni stinu tyce a také u
srovnani vSech stran pravouhlého trojiihelnika.

Ve tfinactém stoleti byla trigonometrie pfevedena na urovenl samostatné nauky a
zapadala tak do ¢asti geometrie. Byla tedy zafazena jako samostatnd matematicka disciplina a
vyclenéna z oblasti astronomie. Na tom ma zasluhu persky filozof Nasir ad-Din at-Tusi.

(SMYKALOVA, R., 2009, str. 213-216)

3.1.4. Evropska trigonometrie
Pteklady ztfeckého a arabského jazyka do latiny a reforma v zapisu cislic mély

obrovsky vyznam pro vyvoj matematiky na Evropském kontinentu. V osmém stoleti byla
Evropa seznamena s indo-arabskymi ¢islicemi. Pfijeti tohoto systému bylo uskute¢néno az
v roce 1202 pomoci vykladu téchto €islic v pisemném dilu od Leonarda Pisana. Desitkova
soustava tak tedy dostala podporu ve védeckych oblastech.

V poloving patnactého stoleti sestavil rakousky matematik a astronom Georg Peurbach
prvni trigonometrické tabulky, které vyuzily tento novy systém.

Dalsi velky piinos ucinil Johannes Miller, coz byl Perbachliv zdk. Napsal dilo, kde
sjednotil znalosti Ptolemaia, arabskych a indickych ucencii. V jeho dile je trigonometrie

pochopena jako samostatnd disciplina. Nalezneme v ni tabulky sint 0hld, které postupuji po
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minutdch a tabulku tangens uhli po stupnich. Navic tabulky byly psany jiz v desitkové
soustave, coz znamenalo obrovsky krok smérem doptedu.

V roce 1614 zavedl anglicky matematik John Napier logaritmy. Ty mély obrovsky
vyznam pro celou oblast matematiky vcetné trigonometrie. Objevil je pifi snaze prevodu
sou¢inu nebo podilu trigonometrickych veli¢in na jejich souéet nebo rozdil. (SMYKALOVA,
R., 2009, str. 201-212)

Leonhard Euler zil v osmnactém stoleti a predstavoval pro cely matematicky obor
velice dilezitou osobnost. Trigonometrii oznacil jako védu, ktera se zabyva goniometrickymi
funkcemi. Zkoumal hodnoty sin x a cos x jako C¢isla, nikoliv jako usecky. Pracoval
s goniometrickymi funkcemi pro plny uhel a ne pro interval. Pro urovani znamének zavedl
pravidla pro jednotlivé kvadranty. Pfipustil jak kladnd C¢isla, tak i zdpornid. Podoba
trigonometrie, kterou znadme v dneSni dob¢, je dana od tohoto védce. (SMYKALOVA, R.,
20009, str. 14-27)

K dal$im vyznamnym matematikim pro evropskou trigonometrii patii Mikula§

Kopernik, Wellebrord Snell, Francois Viete, Tycho Brahe a dalsi.

3.2 Sinova véta
Pro kazdy trojuihelnik ABC, jehoZ vnitini thly maji velikosti a, 8,y a strany délky

a,b,c, plati:
a b c

: = — = — =2r,
sina sinf siny

Kde r je polomér kruznice opsané trojuhelniku. Pomér délek stran trojuhelniku se
rovnd pomeéru sinl velikosti protilehlych Ghll. Sinova véta se miize pouzit, jestliZze je znama
délka dvou (resp. jednu) stran a velikost jednoho (resp. dvou) protéjsiho tihlu.

Zapis je mozny provest také nasledujicimi zplisoby:

a:b:c=sina:sinf :siny,

a sina b sinff c¢ siny

b sinﬁ; ¢ siny’a sina’
(Polak, J., 2008, str. 443)

Pr. 3.2.1: Je dan trojuhelnik ABC, délka strany a = 32mm, a velikost vnitfnich thli a =

64°,y = 45°. Zjisti délku stran b, ¢ a velikost vnitiniho thlu S.
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Reseni: VVzhledem k tomu, Ze zname vnitini Ghly a,y a stranu a, mizeme zjistit jak stranu c,
tak 1 thel S. Nejprve vypocitame délku strany ¢ pomoci Sinové véty. Velikost uhlu S zjistime,
kdyz od souctu vSech vnitinich thli odecteme thly «,y. Nésledné uz zbyva zjisténi délky

strany b s vyuzitim Sinové véty.

a Cc

sina  siny

a-siny 32-sin45°
cC=— = - = 28cm
sina sin 64°

p =180°—a —y = 180° — 64° — 45° = 71°

a b

sina  sinf

a-sinf 32-sin71°
b=— = - = 33,7cm.
sina sin 64°

Pi¥. 3.2.2: V trojihelniku ABC zname délku stran b = 7cm,c = 7,2cm a velikost vnitiniho

uhlu f = 48°. Jaka jsou velikosti vnitinich uhll «, y a délka strany a?

ReSeni: Prvnim krokem je zjiiténi velikosti Ghlu y, protoZe zname strany b, ¢ a velikost (thlu
B. Vzhledem k tomu, ze velikost v§ech vnitinich Ghla trojuhelniku je rovna 180°, tak umime
urcit velikost uhlu a, jelikoZz zbylé dva thly zndme. Ted’ zbyva pouze zjistit délku strany a,

coz neni obtizné vyfesit pomoci sinové véty.

b sinf
c_sin)/
sinf-c _ sin48°-7,2

siny = — —= 7

¥ = 49°50’
a =180°— B —y = 180° — 48° — 49°50" = 82°10’

a b

sina sinf
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b-sina _ 7 - sin 82°10'
sinf ~ sin48°

=9,3.

3.3 Kosinova véta
Pro kazdy trojihelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a jehoz vnitini thly maji

velikosti , 5, y, plati:
a? = b% +c% —2bccosa,
b?% = a? + ¢2 — 2accosf,
c>=a’+b%?—2abcosy.
Tuto vétu lze pouzit v piipadé, jestlize je znama velikost dvou stran a velikost
vnitiniho uhlu trojihelniku, ktery tyto strany svird. Pokud nastane ptipad, kdy vnitini thel

bude pravy, pak se jedna o Pythagorovu vétu. (Polék, J., 2008, str. 443)

Pr. 3.3.1: Je dan trojuhelnik ABC a velikosti stran a = 6,3cm,b = 57mm, c = 0,71dm.
Zjisti velikost thlu S.

ReSeni: Pro tento ptipad odvodime z druhého vyse uvedeného vzorce vypocet pro thel 8 a
nasledné budeme do né¢j dosazovat velikosti stran trojuhelniku. Musime vSak dat pozor na to,

Ze musime strany prevést na stejnou jednotku, napt. cm.
b?> = a®? + ¢? — 2accos

a? + c% — b? 3 6,32 + 7,12 — 5,72
2ac T 2-63-7,1

cosf =
B = 49°54 .

P¥. 3.3.2: U rovnobézniku KLMN zname strany |KL|=12cm, |LM|=5,6cm a|xKLM|=63°. Jak
dlouhé jsou jeho uhlopticky?

Reseni: Uhlopticku KM vypogitame snadno, jelikoz zname strany KL, LM a uhel, ktery tyto
strany svira. Vyuzijeme tedy kosinovu vétu. Abychom mohli vypocitat druhou uhlopticku, je

potieba znat vzorec thlopficky rovnobézniku pfes strany a jednu znamou uhlopfticku.
|KM|? = |KL|?> + |LM|? — 2|KL| - |LM| cos <KLM = 12? + 5,6> —2-12-5,6 - cos 63°

KM = /114,3424 = 10,7cm
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|ILN|? = 2|KL|?* + 2|LM|? — |[KM|?> = 2-12% + 2 - 5,6 — 10,7>
LN = /236,23 = 15,37cm.

3.4. Dalsi trigonometrické véty a vzorce
Existuje n¢kolik dalSich zptisobti vypocti pro trojuhelniky, kde je potieba znat jejich
velikosti vnitinich thld a délky stran. V téchto odstavcich je popsano nékolik zptsobt

vypoctu obsahu trojuhelniku, a vzorec pro polomér kruznice opsané trojuhelniku.

3.4.1. Véty a vzorce pro vypocty obsahu trojihelniku
Pomoci Heronova vzorce lze vypocitat obsah trojuhelniku ABC. Pokud jsou znamé

velikosti stran a, b, ¢ a da se urcit polovi¢ni obvod trojuhelniku s, pak plati:

S = \/s(s—a)(s—b)(s—c).

Dalsi tfi vzorce pro vypocet obsahu trojuhelniku:

_abc

4

S = ps,
S—lb' —1b' 1
=zabsiny =3 csma—zacsmﬁ,

kde r je polomérem opsané kruznice a p polomérem vepsané kruznice.

P¥. 3.4.1.1: Je dén trojuhelnik KLM, u kterého zname obvod o = 45,8cm a jeho dvé& strany
k = 12cm,m = 19,3cm. Zjisti obsah trojihelniku.

ReSeni: Abychom mohli aplikovat Heroniiv vzorec na tento ptiklad, musime zjistit velikost
strany [. Tu zjistime, kdyZ od obvodu trojuhelniku odecteme zbylé dvé strany. Nasledné
urcime polovicni obvod trojihelniku. Po zjisténi poloviéniho obvodu trojahelniku staci pouze

dosadit do Heronova vzorce, odkud dostaneme obsah.
l=0—k—m=458-12-19,3 = 14,5cm

_0_45,8
5—2—

=229cm
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S=+s(s—a)(s—b)(s —c) =+/22,9(22,9 — 12) - (22,9 — 14,5) - (22,9 — 19,3)

S =./7548,2064 = 86,88cm?.

P¥. 3.4.1.2: Mame zjistit vSechny délky stran a vnitini thly trojuhelniku ABC, jestlize je ndm
znamo b = 74cm,a = 60°, obvod trojuhelniku 0 = 162,2cm a polomér kruznice vepsané

trojuhelniku p = 8,89cm.

Reseni: Prvnim krokem je zjisténi obsahu trojuhelniku, ktery je pottebny k dalsim vypoétim.
Ten snadno zjistime, protoze jsme schopni urCit poloviéni obvod trojuhelniku a zndme
polomér kruznice jemu vepsané. Druhym krokem je vypocet strany C, protoze zndme obsah,
jeden vnitini thel a jednu stranu trojuhelniku. Snadné ur¢ime velikost strany a, kdyz zname
obvod a dvé strany trojuhelniku. Piedposlednim krokem je zjisténi vnitiniho Ghlu y pomoci
sinové véty. Na to nasleduje uz jen snadny vypocet tthlu .

162,2

=——-32811
> cm

_O
573

S =ps=28,_89-81,1=7209cm
S ==bc-si
5 be-sina

B 2S B 2+720,9
C_b-sina_74-sin60°

=22,5cm

o=a+b+c

a=0—b—c=162,2—74—22,5=65"7cm

a Cc

sina siny

c-sina _ 22,5 sin 60°
a 65,7

siny =

y = 17°15'

B =180°—a—y = 180°— 60° — 17°15 = 103°45 .
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3.4.2. Vzorec pro polomér kruZnice opsané trojihelniku
Pro zapis poloméru r kruznice opsané trojuhelniku ABC plati:

a b c

= = =71
2sina  2sinf 2siny
Aby se dal zjistit polomér kruznice r, je nutno znat velikost jednoho vnitiniho uhlu a

délku protéjsi strany trojuhelniku.

Pr. 3.4.2.1: Mame zjistit délku strany a, polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC a jeho

obsah, jestlize je nam znamo b = 74cm,c = 53cm,a = 60°.

ReSeni: Zname délku dvou stran a velikost uhlu, ktery je svira, tim padem budeme zjistovat
velikost strany a, pomoci kosinové véty. Po vypoctu strany a, jsme schopni ur€it polomér
kruZnice opsané trojuhelniku ABC. Vzhledem ke zjisténi poloméru, mizeme zjistit i obsah
trojuhelniku. Je pouze na naSem rozhodnuti, ktery vzorec pro vypocet obsahu trojiihelniku

pouzijeme.
a’? =b%+c?—2bc-cosa =74%> +53%2—-2-74-53-cos60°

a =+vV4363 = 66,05cm

__ @ _ 6605 _ ...,
"= 2sina 2-sin60° cmn
abc 66,05-74-53
S = = = 1698cm?.

4r 4-38,14

3.5. Vyuziti sinové, kosinové véty a vzorcii pro obsah trojuhelniku
v praktickych ulohach

V nasledujicich ulohach jsou vysvétlena teSeni s vysledky nékolika praktickych
ptikladt, kde bude potieba urcit délku strany, velikost vnitiniho uhlu, obsahu, obvodu nebo
poloméru opsané kruznice trojuhelniku. Pro pocitani nasledujicich tloh jsou vyuZity vzorce
z ptedeslych stran. S podobnym typem piikladl se lze bézné setkat v nizSich rocnicich

gymndzii nebo stfednich skol.

Uloha 3.5.1: Zahrada trojuhelnikového tvaru se nachazi mezi tfemi svételnymi sloupy. Ty

jsou od sebe vzdaleny 25m, 27m a 34m. Na kolika m? je tvotena plocha zahrady?
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ReSeni: Pro vypocet této tlohy vyuzijeme Heronv vzorec, protoze zname velikosti stran
zahrady. Nejdiiv vSak musime vypocitat poloviéni obvod zahrady a nésledné muizeme
dosazovat do Heronova vzorce. Po spravném pocetnim postupu mtzeme prohlasit, ze plocha
zahrady ¢ini 333,85m>

25+ 27+ 34
s=————
2
s =43m

S =./43(43 —25) - (43 — 27) - (43 — 34)

S =/43(18) - (16) - (9)
S = 333,85m?

Uloha 3.5.2: Vrchol véZe stojici na roviné vidime z uréitého mista A ve vyskovém thlu o =
34°30'". Pokud ptijdeme smérem k vézi, dostaneme se k mistu B, které je vzdaleno od mista A

14m. Z bodu B vidime vrchol véze ve vySkovém uhlu B = 41°. Jaké je vySka veéze?

Reseni: Pro zjisténi vyiky véZze bude potfeba udélat vice krokd. Jako prvni je potieba urit
velikosti vnitinich uhld, které jsem oznacil w a 7. Velikost thlu 1 zjistime tak, ze od pfimého
uhlu odecteme velikost Uhlu B. Soucet velikosti vnitfnich thlu trojihelniku ¢ini 180°, kdyz
tedy odecteme od tohoto souctu thly a a 7, dostaneme velikost vnitfniho thlu . Nyni
muzeme snadno ur€it délku strany a pomoci sinové véty, kdyZ zname velikosti thli a a f a
vzdalenost mezi body A a B. Konecné se dostavame k zjisténi vysky véze, tu vypocitdme opét
pomoci sinové véty, kde je potieba znat stranu a, velikost uhlu f a védét, Ze véz je kolma

k zemské pudé. MiZzeme tedy prohlasit, ze vyska véze je 45,9 metru.
T =180°—f = 180° — 41° = 139°
w =180°—a — 7 = 180° — 34°30" — 139° = 6°30’

|AB| _a

sinw sina

|AB| - sina 14 - sin 34°30'
a= - = - ; =70m
sin w sin 6° 30

a v

sin90°  sinfB
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_a-sinff70-sin41°

= = =459
sin 90° sin 90° >9m

Obr. 3.5.2.1 — Uloha 3.5.2

Uloha 3.5.3: Mame dvé mista 4, B a mezi nimi ptekazku takovou, Ze z mista B nejde misto A
vidét. Misto A lezi v roviné s dalsimi misty K a M, vzdalenost |AK|=50m, |[AM|=56m a
velikosti vnitinich Ghld k = 125° a p = 103°, kde k je vnitini uhel ramen AK,KB a p je

vnitini thel ramen AM, MB. Jaké je vzdalenost mist A, B?

Reseni: Pro zjisténi vzdalenosti mist A, B budeme muset nejdiive urcit velikosti thli § a k.
Velikost uhlu § vypocitame tak, ze od pfimého thlu odecteme velikost thlu k. Nasleduje
vypocet uhlu A, ktery lze ur¢it pomoci odeéteni tthlii § a p od celkového souctu vnitinich thla
trojihelniku. Predposlednim krokem je vypocet vzdéalenosti mist K, B pomoci sinové véty,
protoze zname velikosti vnitinich thli 4, § a vzdalenost mezi misty K, M. Samotnym zavérem

je pouziti kosinové véty pro vypocet 4, B, jelikoZ mame vSe potiebné pro dosazeni do vzorce.
6 =180° — x = 180° — 125° = 55°
A=180°—p—6 =180°—103° — 55° = 22°

|IKB| _|KM|
sinp  sinA
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|[KM|-sinp 6 -sin103°

KB| = =
| | sin A sin 22°

=156m

|AB|?> = |AK|* + |KB|* — 2|AK| - |KB| cosx = 502 + 15,62 — 2(50) - (15,6) cos 125°

|AB| = /3638,14 = 60,3m

A 50m ]%( 6m M

Obr. 3.5.3.1 — Uloha 3.5.3

Uloha 3.5.4: Marugka si chce v obchodé koupit triangl a na n&j koZeny obal. Hudebni nastroj

je rovnostranny a délka jedné jeho strany je 18cm. Kozeny obal je na prodej pouze

Vv kruhovitém tvaru. Jak musi byt velky primér obalu, aby Sel do ngj triangl uschovat?

Reseni: Pro zjisténi priméru obalu musime nejprve zjistit obsah trianglu. Zname délky vech

stran a polovi¢ni obvod neni obtizné vypocitat, proto pouzijeme Heroniiv vzorec. Nasledné

vyuzijeme jeden ze vzorcu pro obsah trojuhelniku, pomoci kterého zjistime polomér obalu.

Poslednim krokem je vynasobeni poloméru dvéma, protoZe chceme zjistit primér.

18+ 18 + 18
Ss=—— =27cm
2
S = J27(27 = 18)? = V19683 = 140,30cm?
_ abc
T 4r
_abc _ 183 1039
"T s Taqa03 M

d=2r=2-10,39 = 20,78cm
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Uloha 3.5.5: Z nadrazi vyjedou soucasné dva autobusy po piimych tratich, které svird uhel

1

w = 141°. Jeden autobus jede rychlosti 14m - s~ !, druhy je o 2m - s~ rychlejsi. Jaka bude

vzdus$na vzdalenost mezi nimi za 7 minut?

ReSeni: Rychlost autobustl je uvedena v m-s~!, tim padem musime 7 minut pfevést na
jednotku vtefin. Nyni zjistime, jakou vzdalenost ujel prvni a druhy autobus za 420 vtefin,
které jsou oznaceny d,d,. Abychom se vyhnuli obrovskym hodnotam v metrech, tak
ptevedeme vzdalenost na kilometry. Nyni staci aplikovat kosinovu vétu pro zjisténi vzdusné

vzdalenosti mezi autobusy.
7-60 =420
dy = 14-420 = 5880m = 5,88km
dy, = (14 + 2) - 420 = 6720m = 6,72km

x? =d?+d5 — 2d;d, - cosw = 5,88% + 6,722 — 25,88 6,72 - cos 141°
x = /141,15 = 11,88km

T ®
d;

Obr. 3.5.5.1 — Uloha 3.5.5
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4. Praktické ulohy ve stavebnictvi
V dnesni dobé predstavuje matematika zaklad pro existenci nékterych oborl, nebo

s nimi ma néjakou spojitost. S touto védou, jako aplikovanou, se muzeme setkat ve fyzice,
geodézii, chemii, informatice a také ve stavebnictvi. Do oboru stavebnictvi zapadaji rizné
druhy profesi, napt. elektrikar, instalatér, malif a natéra¢, stavebni inzenyr, stolaf, tesaf,
truhlaf a zednik. Kazdy, kdo pracuje v tomhle oboru, by si mél byt schopny néco vypocitat.
Tieba malit, jak velkou plochu v m? bude vymalovéavat, zednik, jaké mnozstvi dlazby je
potieba usadit mezi obrubniky, tesaf, kolik m? kfidlic je potfeba na pokryti stfechy apod.

Nasledujici ulohy jsou typické predevSim pro studenty stiednich stavebnich
primyslovych $kol. V ulohach se setkame s vypoCty obsahti, kde bude potiebné aplikovat

goniometrické funkce a trigonometrické véty se vzorci.

4.1. Ulohy
Uloha 4.1.1: Rodinny diim ma na délku 12m. Vyska stiechy je 4,1m. Jedna kiidlice je 40cm

dlouha a 25cm Siroka Kolik je potieba kiidlic pro pokryvace, jestlize svirajici tihel stiechy
pod hiebenem je 86°?

ReSeni: Délka stfechy je totozna s tou, kterou ma diim. Abychom mohli vypo&itat plochu
stitechy S1, musime zjistit druhy parametr sttechy, ktery je na obrazku oznacen n. Pro vypocet
parametru n, zjistime nejprve velikost thlu ®. Pak diky vyuziti sinové véty ziskame hodnotu
parametru n, ktery je potfebny pro urceni plochy stfechy S;. Tu snadno vypocitime pomoci
dvojnasobného obsahu obdélniku. Plocha kiidlice se zjisti diky obsahu obdélniku, kde
dosadime jeji délku a Sitku, které nejprve pievedeme na metry, jelikoz plochu stfechy mame
vm?. Nyni lze vypogitat kolik je potieba kidlic, kdyZ celkovy povrch stiechy vyd&lime
s povrchem jedné kiidlice.
_ 180° —86°

= T e
@ 2

n 4,1

sin90°  sin 47°

_ 4,1-sin90° 5 61
~ sin47° 7 m
S; = (5,61-12)2 = 134,64m?

S, =0,4-0,25 = 0,1m?

41



Sy 134,64
S, 01

X = 1346,4
12m

86°
n 4.1m

Obr. 4.1.1.1 - Uloha 4.1.1

Uloha 4.1.2: Na zahradé se nachazi betonova zed’, ktera se sklada ze dvou sloupci a &tyf

desek, pficemz horni z nich se od ostatnich odliSuje trojuhelnikovym tvarem. Vysky sloupci,
které jdou vidét nad zemskym povrchem, jsou 2m a 1,5m. Délka jedné desky je o % vEtst, nez

vyska vétSiho sloupce. Jaké jsou rozméry horni desky, jestlize délky a vysky vSech desek jsou

totozné?

ReSeni: Protoze vime, Ze délka desky je o jednu &tvrtinu vétsi, nez vyska dvoumetrového
sloupu, tak snadno zjistime jeji hodnotu. Vyssi sloupec drzi vSechny desky, kdezto ten mensi
vSak spodni tfi. Lehce tedy ur¢ime i vysku jedné desky. Vzhledem k tomu, Ze mame vSechny
rozméry pro spodni desky, musime urcit posledni parametr horni desky. Kosinovu vétu
vyuzijeme pro zjisténi posledniho rozméru. Vyska s délkou desky jsou na sebe kolmé, tim
tedy hodnota kosinu 90° je rovna 0. To znamena, Ze posledni rozmér horni desky urcujeme

Pythagorovou vétou.
d=2+4)+2=25m
v=2+4=05m
x? =d*+v*—2dv-cos90° = 0,52 + 2,52 —2-0,5- 2,5 cos 90°

X =\/§= 2,55m

Uloha 4.1.3: Malif na natieni plochy 6,8m? spotifebuje 1 kg barvy. Jakou hmotnost barvy

spotiebuje na natieni plochy na obrazku pod zadanim?
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Obr. 4.1.3.1 - Uloha4.1.3

Reseni: Pro snadngj$i postup budeme pocitat v metrech, abychom se vyhnuli vysokym
¢islim. Nejdiive zjistime n s vyuzitim goniometrické funkce sinus a t pomoci goniometrické
funkce kosinus. Nasledn€ vypocitame plochy, které jsou na obrazku vysrafovany jako Si, S; a
provedeme jejich soudet, ktery oznatime S. V poslednim kroku plochu S vyd&lime 6,8m?

odkud ziskavame potiebnou hmotnost barvy k natéru.

| 3

sin 75° =

N

,1

n =sin75°-2,1 =2,03m

t

75° =
cos )

—

t =cos75°-2,1=0,54m

G5—-n+G5—n—t)  (55-203)+ (55— 2,03 —0,54)
= n =

2,03 = 2
| > > ,03 = 6,5m

42+ (42—1t) 42+ (42—-054)
= n =

_ 2
2 5 > 2,03 =8m

S=5+S5,=65+8=14,5m?

)

6,8

X = = 2,13kg
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Uloha 4.1.4: Pani Mare3ova si jede ke stolaii pofidit stolek s trojithelnikovitou deskou do
rohu mistnosti na kvétina¢ o praiméru 30cm. Stolai ma na vybér dva stolky. Prvni ma velikost
horni desky 2x48cm a 67,9cm, ten druhy ma velikost horni desky 2x66cm a 93,3cm.

Vyhovuji oba stolky velikosti priméru kvétinace, tak aby pies né€ nepiesahoval?

Reseni: Jako prvni spoditime polovi¢ni obvod a plochu horni desky. Poloviéni obvod
zjistime souctem vSech tii stran a naslednym délenim dvéma. Plochu desky vyfesime pomoci
Heronova vzorce. Nasledné plochu desky vydé€lime jejim polovicnim obvodem, odkud
dostavame polomér kvétinace, ktery by se na desku vesel, aniz by piesahoval.

Tento postup aplikujeme pro ob¢ desky a zjistujeme, Ze prvni stolek je nevyhovujici,
kdezto druhy mize pani MareSova u stolafe koupit, protoze kvétina¢ nebude vycnivat.
0o 2-48+679

S1=—=—

= 81,9
> > 81,95cm

S;=+s(s—a)-(s—b)(s—c)=+81,95(33,95) - (33,95) - (14,05)

S, =+/1327103,637 = 1152cm?

_S_us2_ o
PL= TRr95 oM
2p; < 30cm

0, 2-66+93,3
52=—=—

=112
> > ,65cm

S, =+/s(s—a)-(s—h) (s —c) =+/112,65(46,65) - (46,65) - (19,35)

S, = +/4743680,84 = 2178cm?

S _ 2178 o
2=, T 11zes T
2p, > 30cm

Uloha 4.1.5: Zednici v podkrovi mistnosti nemohou zjistit dva rozméry stény kvili

vysokému nabytku, ktery se nachazi pii jeji nizsi vysce. Védi vSak, ze nejvyssi bod stény se
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nachazi v 3,2m a délka stropu je 4,8m. Jaké rozméry maji Sitka a niz$i vyska stény, jestlize

uhel, ktery svira strop s vétsi vySkou stény je 82°7

Reseni: Nejprve zjistime $itku stény, kterou ozna¢ime s. Tu zjistime pomoci goniometrické
funkce sinus, jelikoz zname délku stropu a thel, ktery svird nejvyssi bod stény se stropem.
Abychom mohli ur€it nizsi vysku stény, tak nejdiive uré¢ime vyskovy rozdil, ktery oznacime
d. Ten vypocitame pomoci goniometrické funkce kosinus. Nyni zbyva odecist vyskovy rozdil

d od vyssi vysky stény a ziskavame hodnotu pro niz$i vySku stény n.

|«

sin 82° =

S

,8

s =sin82°-4,8 =4,75m

cos 82° = —

d
4,

oo

d =co0s82°:-4,8=0,67m

n=32-d=32-0,67=253m

4.8m 800 ﬁ

n 3.2m

S

Obr. 4.1.5.1 - Uloha4.1.5

Uloha 4.1.6: Manzelé Kozakovi si chtéji vymalovat obyvaci sténu o délce 6m a vyice 2,6m
tfemi barvami a to bézovou, zlutou a zelenou. Bézova barva se bude nachazet v horni ¢asti
stény po celé jeji délce s vyskou 40cm. Zluta barva bude sténu pokryvat pravothlym
lichobéznikovym tvarem o délce horni zdkladny 2m a spodni 6m. Jak velké budou plochy

vSech barev, jestlize Zluta barva sahd v pravém rohu stény do vySky 80cm?
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ReSeni: Vzhledem k tomu, Ze zndme parametry pro bézovou a Zlutou barvy, tak mizeme
velmi snadno zjistit jejich plochu. Pod ozna¢enim S; se nachazi vypocet plochy bézové barvy
pomoci obsahu obdélniku. Vypocet s oznaCenim S, nalezi ploSe se Zlutou barvou, jedna se o
vzorec obsahu lichobézniku. Zbyva trojuhelnikovita plocha zelené barvy. Od vysky stény
odecteme 80cm a vysku pro béZzovou barvu, odkud dostavame t. Kdyz od celkové délky stény
odecteme 2m, tak ziskavame u. Nyni mdme vSe potiebné pro zjisténi plochy zelené barvy,

protoze vime, ze t a U se sviraji v pravém uhlu.
S;=6-0,4=24m?

6+ 2 )
S =——22=88m

t=26-08-04=14m

u=6—2=4m

1 1
S3=§ursm90°=§L44Psm90°=ZBmz

|40cm

u

2.6m \ {
I — : : ]8 Ocm

2m |

6m

Obr. 4.1.6.1 — Uloha 4.1.6

Uloha 4.1.7: Dalekohled méficiho piistroje je vysce 165¢cm nad vodorovnou rovinou vzdalen

150m od paty komina. Jak vysoky je komin, pokud vyskovy thel je 32°?

ReSeni: Nejdiive pouzijeme goniometrickou funkci tangens, kde zjistime &aste¢nou vysku
kominu, kterd je oznacena t. Musime vSak dat pozor na jednotky, proto prfevedeme velikost
méficiho pfistroje na metry. Celkovou vysku kominu, oznacenou X, zjistime, kdyZz velikost

méficiho pfistroje seCteme s ¢astecnou vyskou kominu t.

tan32° = ——
an 150
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t =tan32°-150 = 93,73m
165¢cm = 1,65m
x=t+1,65=93,73+ 1,65 =95,38m

Uloha 4.1.8: Domovni dvefe maji na vysku 200cm a na §itku 70cm. Jejich soudast
predstavuje sklenéna vypln kosodélnikového tvaru s rozméry 120cm a 18cm. Jakou velikost v
m? nalez pro plochu dvefi, jestlize zname velikost thlu, ktery sviraji strany sklenéné vyplné

30°?

Reseni: V prvni fadé mitizeme zcela snadno vypogitat plochu dvefi, oznatenou Si, jelikoz
zname jejich $itku a vysku. Abychom mohli uréit plochu sklenéné plochy, tak musime zjistit
vysku kosodélniku, oznacenou X. Jelikoz zname thel svirajici ob¢ strany kosodélniku a jejich
délky, vyuzijeme goniometrickou funkci sinus. Nyni vynasobime vysku kosodélniku X s jeho
delsi stranou, odkud ziskavame S,. V poslednich krocich zbyva ode¢ist mensi plochu od té
v&ti pro zjisténi obsahu dveii bez sklenéné vyplné. Uplné na zavér pievedeme plochu dveii

1 2
bez vyplné na m”.

S, =200-70 = 14000cm?

X
7,5

sin 30° =
x =sin30°-18 = 9cm
S, =120-x = 120 -9 = 1080cm?

S =S5, -5, =14000 — 1080 = 12920cm? = 1,292m?

Uloha 4.1.9: Vrchol budovy nadzemniho parkovisté vidime ze dvou stanovist A pod
vySkovym uhlem 52° a B pod vySkovym thlem 37°. Stanovisté¢ A je o 25m blize k budové
nez B. Jakd je vysSka budovy nadzemniho parkovisté, pokud se z obou stanovist' divame

dalekohledem ve vysce 1,6m?

ReSeni: Abychom mohli uréit vysku budovy nadzemniho parkoviité, musime vykonat vice
krokl. Zaprvé je potfeba urcit velikosti vnitinich uhla, které jsou oznaceny o a ¢ . Velikost

uhlu o zjistime, kdyZ od pfimého Uhlu odecteme velikost vySkového thlu u stanovisté A.
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Vime, ze soucet velikosti vnitfnich thlu trojihelniku je roven 180°, proto odecteme od 180°
vySkovy uhel u stanovisté B a thel o, odkud dostaneme velikost vnitiniho thlu ¢. DalSim
krokem je zjisténi délky strany, ktera je oznaCena e, pomoci sinové véty, jelikoz zname
velikosti dvou potiebnych thli a vzdalenost mezi stavisti. Nyni ur¢ime ¢aste¢nou velikost
budovy s vyuzitim sinové véty. Tato caste¢na velikost je oznacena p. Po jejim zjisténi musime
pri¢ist vysku, ve které se nachazi dalekohled, abychom méli Uplnou vysku budovy

nadzemného parkovisté, oznacenou X.
o = 180° —52° = 128°
@ = 180° — 37° — o = 180° — 37° — 128° = 15°

|AB| e
sing  sin37°

|AB| - sin37° 25-sin37°
e = =

= 58,13
sin @ sin 15° m
e p
sin90°  sin52°
e sinb52° 58,13 :sin52°
p = = = 45,8m

sin90°  sin90°

x=p+16=458+16=474m

37° 52¢°
B A .y

Obr. 4.1.9.1 - Uloha4.1.9

Uloha 4.1.10: Chodba v dole klesa do hloubky 153m. Vodorovna vzdalenost mezi jejim

pocatkem a koncem je 525m. Jaké je primérné stoupani a uhel sklonu chodby?
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ReSeni: Vypocet uhlu sklonu, ktery je oznaden a, provedeme podle goniometrické funkce
tangens. Do vzorce pro tuhle funkci staci pouze dosadit obé hodnoty ze zaddni a mdme jednu
¢ast ulohy splnénou. Primérné stoupani se udava v procentech, proto musime vodorovnou
vzdalenost chodby vyd¢lit jednim stem, odkud jedno procento je rovno hodnoté 5,25.

Hloubku chodby vydélime hodnotou 5,25 a ziskavame primérné stoupani.

153

tana :%

a = 16°15’
525 =100%
525=1%
153:5,25 = 29%

Uloha 4.1.11: Exteriér stanu ma podobu &tyfbokého jehlanu se Gtvercovou podstavou.
Sténova vyska stanu ma 235cm. Jaky je objem stanu v litrech, jestlize télesna vySka svird se

sténovou vysku stanu uhel 40°?

Reseni: Jelikoz mame za tkol uréit objem stanu v litrech, tak bude potieba znat vzorec pro
jeho objem. Abychom se vyhnuli vysokym hodnotam v cm, budeme pocitat v dm. Po¢ate¢nim
krokem zjistime délku strany podstavy stanu pomoci goniometrické funkce sinus. Nasledné
vypocitame plochu podstavy pomoci obsahu ctverce. Abychom urcili objem stanu, musime
zjistit jeho telesnou vysku. Tu zjistime pomoci goniometrické funkce kosinus. Ted’ uZ mame
v§e potiebné pro vypocet objemu stanu. Plochu podstavy vyndsobime télesnou vyskou stanu a

nasledn& vydélime tiemi. Vysledek dostavame v dm?, které pievedeme na jednotku litru.

SE

sin 40° =

)
L
U

a
— =sin40°- 235
2

a = 30,2dm

S, = a* = 30,2% = 912,04dm?
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cos40° =

23,5
v = cos40°-23,5 =18dm

‘v 912,04 18

- 3 = 5472,24dm3 = 5472,241

Obr. 4.1.11.1 - Uloha 4.1.11

Uloha 4.1.12: Garaz ma délku 6m a vysku 3m bez stiechy. Plocha stiechy ¢ini 38,16m?. Jaké
je Sitka a celkova vySka gardze, jestlize velikost uhlu mezi pravou a levou casti stiechy Cini

78°7

ReSeni: Jelikoz zname celkovou plochu stfechy, tak nebude obtizné zjistit jeji polovinu S,.
Nésleduje uréeni rozméru Sikmé Casti stfechy, oznacenou €. Tu vypocitame, kdyZ polovinu
plochy stfechy vyd¢lime jeji délkou. Kosinovu vétu vyuzijeme pro zjisténi Sitky garaze,
oznafené h. Piedposlednim krokem je pouziti goniometrické funkce tangens, odkud

dostaneme vysku stiechy n. Nyni pouze secteme vysky garaze a stiechy.

S 3816

S, ==—=——=19,08m?
25577 m
5226'6'
_52_19,08_318
CTe T e T O

h? =c%2+¢%2—2c%-cos78°=3,18%+3,18%2 —2-3,182% - cos 78°
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h =416,02 =4m

tan 39° =

SHINy

h
2

2
"= @n39°  w@n3oe 2,47m

x=3+n=3+247 =547m

Uloha 4.1.13: Kolik schodii se nachazi mezi prvnim a druhym patrem, jestlize je nutné

ptekonat vysku 3,9m se sklonem 28°, pokud jeden schod je 0,26m §iroky?

ReSeni: Tato uloha je pomérné¢ snadna a sklada se ze dvou krokl. Zaprvé musime urcit
vzdalenost mezi prvnim a poslednim schodem, oznacenou d. Zjistime ji pomoci
goniometrické funkce kosinus. Druhym a poslednim krokem je podil této vzdélenosti

se Sitkou jednoho schodu, odkud se dozvime, kolik schodl se nachdzi mezi prvnim a druhym

patrem.
280 = 3,9
COS = d
d= 39 __ 4,42
" cos28° m

X =442 + 0,26 = 17

Uloha 4.1.14: Namésti ma tvar obdélniku, jehoz tGhlopticka je dlouha 82m a svira s delsi
stranou ndmésti thel o velikosti 39°. V prostfedku ndmésti se nachazi vodni fontana

¢tvercovitého tvaru o délce strany Sm. Jaka je velikost plochy ndmésti bez fontany?

Reseni: Zcela snadné vypocitame plochu, kterou zabird fontdna na namésti pomoci obsahu
¢tverce. Ta je oznacena S;. Nyni zjistime pomoci goniometrickych funkci délky stran
obdélnikového namésti, které jsou oznacené a, b. Vyuzijeme vzorce pro obsah obdélniku, kde
obdrzime celkovou plochu ndmésti Sy. Na zavér odecteme plochu fontany od té, kterou zabira

nameésti.
S; = 5% = 25m?
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in39° = b
sin =82

b =sin39°-82 = 51,6m

39° = ¢
cos =82

a =cos39°-82 =63,7m
S, =a-b=63,7-51,6 =3286,92m?
Sy =S, —S, =3286,92 — 25 = 3261,92m?

Uloha 4.1.15: Do jaké vysky saha Zebiik, ktery s vodorovnym povrchem svira tihel 64° a jeho

dolni konec je od zdi vzdalen 1,1m?
Reseni: Pro vypodet této tlohy postadi vyuziti goniometrické funkce tangens, pomoci které

zjistime, do jaké vysky zebiik saha.

tan 64° = —
an 11

a=tan64°-1,1 = 2,26m

I‘ : |I [ 64°
1.1m

Obr. 4.1.15.1 — Uloha 4.1.15
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Zavér

Cilem moji prace bylo shrnuti zédkladnich a dulezitych pojmil z oblasti goniometrie a
trigonometrie. Vzorce a véty z oblasti goniometrie a trigonometrie jsem pouzil v praktickych
ulohach ve stavebnictvi. Prostudovanim této prace by mél kazdy ziskat pichled a informace o
goniometrickych funkcich, vzorcich a trigonometrii s vyuzitim v praktickych ulohach
pro denni Zivot.

V prvni kapitole moji bakalarské prace se zaobiram goniometrickymi funkcemi. Tuto
problematiku jsem se snazil co nejlépe popsat a vysvétlit. Nachazeji se zde goniometrické
funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens s jejich definicemi, vlastnostmi, grafy a tabulkami.
V této casti jsem uvedl popis orientované¢ho uhlu, jeho velikost a méfeni v obloukové a
stupiiové mife. Zavér prvni kapitoly ndlezi goniometrickym rovnicim a ptikladam.
K jednotlivym vypoctiim jsem piidal nejvhodnéjsi postup a slovni feseni.

V druhé kapitole jsem se vénoval goniometrickym vzorctim. Ty jsou déleny do skupin
na zakladni, souctové a dalsi. Témér ke kazdému goniometrickému vzorci, jsem se pokusil
prifadit nékolik ukazkovych ptikladi. K tém je opetovné uveden nejvhodnéjsi postup a slovni
komentat, ktery povazuji za nezbytny k t€émto vzorctim.

Ptedposledni kapitola moji bakalarské prace zasahuje do oblasti trigonometrie, kterd
je popsana v samém uvodu. Nasleduje pohled do historie trigonometrie. Dalsi stranky nalezi
trigonometrickym vétam a vzorcim o obecném trojuhelniku. Ke kazdé vété a vzorci jsem se
pokusil vybrat nejvhodnéjsi piiklad se slovnim feSenim a postupem. V zavéru kapitoly se
nachazi feSené praktické tlohy s obrazky.

Reseni praktickych uloh ve stavebnictvi je zahrnuto do posledni kapitoly. Ulohy
vychézeji z konkrétnich situaci pro obory zednictvi, malif'stvi, tesafstvi, truhlafstvi apod. Jsou
aplikovatelné pro vyuku dané tématiky v devatém rocniku zdékladnich Skol, ¢i nizSich

ro¢nicich stfednich $kol a gymnazii.
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Seznam pouzitych matematickych symbolii a znacek
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