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Agregačńı funkce a jejich klasifikace

Autor: Radek Talášek
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Prohlášeńı
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Poděkováńı
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Úvod

Tématem této závěrečné práce jsou klasifikace agregačńıch funkćı na r̊uzných

uspořádaných množinách. Pod pojmem agregace si lze představit proces, jak

z nějaké množiny hodnot źıskat jednu reprezentativńı hodnotu. Agregačńı

funkćı pak budeme rozumět nějakou numerickou funkci prováděj́ıćı daný

proces. Typickým př́ıkladem jednoduché agregačńı funkce je všem dobře

známý aritmetický pr̊uměr. Agregačńı funkce maj́ı velké využit́ı v r̊uzných

discipĺınách a odvětv́ıch. V aplikované matematice se využ́ıvá např́ıklad v

pravděpodobnosti a statistice, dále můžeme agregačńı funkce využ́ıvat ve

finančnictv́ı, ekonomice, v poč́ıtačových technologíıch a v mnoha daľśıch

odvětv́ıch. Pokud budeme cht́ıt využ́ıt nějakou agregačńı funkci k vyřešeńı

nějakého problému, tak nalezeńı vhodné agregačńı funkce může být docela

složité. Proto se množina všech agregačńıch funkćı klasifikuje do r̊uzných tř́ıd,

kde každá tř́ıda má nějaké specifické vlastnosti, které ji odlǐsuj́ı od ostatńıch

tř́ıd.

Ćılem této práce bude seznámit se s existuj́ıćı klasifikaćı agregačńıch

funkćı na r̊uzných uspořádaných množinách a poté sestavit př́ıklady daných

agregačńıch funkćı splňuj́ıćı určité vlastnosti, kterými jsou klasifikovány. V

úvodńı kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy z teorie uspořádaných

množin, které budeme využ́ıvat v daľśıch částech práce. Na začátku druhé ka-

pitoly ve stručnosti poṕı̌seme klasifikaci agregačńıch funkćı na reálném inter-

valu. Poté definujeme agregačńı funkce na uspořádané množině s nejmenš́ım

a největš́ım prvkem, abychom mohli uvést klasifikaci agregačńıch funkćı na

uspořádaných množinách. V daľśı podkapitole pak námi uvažovanou klasi-

fikaci rozš́ı̌ŕıme o klasifikaci na řetězćıch a svazech. V posledńı kapitole pak

námi uvedené definice klasifikaćı aplikujeme na př́ıklady agregačńıch funkćı

patř́ıćıch do r̊uzných tř́ıd. Nejprve ukážeme př́ıklady agregačńıch funkćı na

řetězćıch a svazech. Na závěr ukážeme př́ıklady agregačńıch funkćı na konečné

uspořádané množině, která neńı svazem, a poté uvedeme obecný postup

hledáńı agregačńıch funkćı na libovolné konečné uspořádané množině.
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1 Úvodńı definice

Necht’ A je neprázdná množina, na které definujeme relaci R ⊆ A × A. O

dané relaci R lze ř́ıct, že je

– reflexivńı, pokud ∀a ∈ A : 〈a, a〉 ∈ R

– symetrická, pokud ∀a, b ∈ A : 〈a, b〉 ∈ R⇒ 〈b, a〉 ∈ R

– antisymetrická, pokud ∀a, b ∈ A : 〈a, b〉 ∈ R a 〈b, a〉 ∈ R⇒ a = b

– tranzitivńı, pokud ∀a, b, c ∈ A : 〈a, b〉 ∈ R a 〈b, c〉 ∈ R⇒ 〈a, c〉 ∈ R

Definice 1.1. Pokud je relace R reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı,

budeme ji nazývat uspořádáńı. Relaci uspořádańı budeme značit symbolem

≤ a zápisem a ≤ b budeme rozumět, že 〈a, b〉 ∈ R.

Definice 1.2. Necht’ A je množina a necht’ ≤ je uspořádáńı na množině A.

Pak dvojice (A,≤) se nazývá uspořádaná množina. Je-li uspořádáńı na A

takové, že ∀x, y ∈ A je x ≤ y nebo y ≤ x, pak ≤ se nazývá úplné uspořádáńı

a A se nazývá řetězec.

Definice 1.3. Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina a X ⊆ A. Prvek a ∈ X
se nazývá

nejvěťśı prvek množiny X, jestliže ∀x ∈ X plat́ı x ≤ a,

nejmenš́ı prvek množiny X, jestliže ∀x ∈ X plat́ı x ≥ a.

Uvažujme nyńı uspořádanou množinu (A,≤) a libovolnou podmnožinu

X ⊆ A. Potom můžeme definovat množiny

U(X) = {x ∈ A; y ≤ x pro každé y ∈ X},

L(X) = {x ∈ A; y ≥ x pro každé y ∈ X}.

Definice 1.4. Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina a necht’ X ⊆ A. Množina

U(X) definována výše se nazývá horńı kužel množiny X. Množina L(X) de-

finována výše se nazývá dolńı kužel množiny X. Jestliže má množina U(X)

nejmenš́ı prvek, pak tento prvek budeme nazývat supremum množiny X a

budeme ho značit supX. Jestliže má množina L(X) největš́ı prvek, pak tento

prvek budeme nazývat infimum množiny X a budeme ho značit inf X.
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Definice 1.5. Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina. Jestliže ke každým

dvěma prvk̊um a, b ∈ A existuje supA{a, b} a infA{a, b}, tak uspořádanou

množinu (A,≤) nazveme svaz.

Poznámka. V literaturách se často vyskytuje i jiná definice svazu, která je s

tou naš́ı ekvivalentńı: Necht’ A je neprázdná množina a necht’ ∧,∨ jsou binárńı

operace splňuj́ıćı komutativitu, asociativitu, idempotenci a tzv. zákony ab-

sorbce:

a ∧ (a ∨ b) = a, a ∨ (a ∧ b) = a.

Pak se trojice (A,∨,∧) nazývá svaz.

Př́ıklad 1.6.

(1) Řetezce jsou svazy.

(2) Necht’ M je množina a necht’ P(M) je jej́ı potenčńı množina. Pak

uspořádaná množina (P(M),⊆), kde ⊆ je relace ”býti podmnožinou”,

je svaz.
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Obrázek 1: 4-prvkový řetězec a svaz (P(M),⊆)

Definice 1.7. Uspořádanou množinu (A,≤) nazveme úplný svaz, jestliže pro

každou X ⊆ A existuje inf X a supX v A.
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Př́ıklad 1.8.

(1) Konečné svazy jsou úplným svazem.

(2) Svaz (P(M),⊆), je úplný svaz.

(3) Svaz (N,≤) neńı úplný, protože neexistuje supremum množiny N.
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Obrázek 2: Př́ıklad uspořádaných množin, které nejsou svazem
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2 Agregačńı funkce a jejich klasifikace

V oblasti agregačńıch funkćı na reálných intervalech ([1]) lze uvádět Dubois-

Prade̊uv př́ıstup, kde jsou uvažovány tř́ıdy konjunktivńıch, disjunktivńıch,

pr̊uměrových a zbývaj́ıćıch agregačńıch funkćı, které jsou definovány d́ıky

jejich vztah̊um k funkćım Min a Max.

Tř́ıda C všech (n-árńıch) konjunktivńıch agregačńıch funkćı (prob́ıhaj́ıćıch

na reálném intervalu [a, b]) je charakterizována d́ıky nerovnosti A ≤ Min,

zat́ımco nerovnost A ≥ Max je charakteristická pro tř́ıdu disjunktivńıch

agregačńıch funkćı D. Pokud jde o pr̊uměrové agregačńı funkce, tak ty mo-

hou splňovat nerovnost Min ≤ A ≤ Max. Chceme-li vyloučit překrýváńı

konjunktivńıch a pr̊uměrových (disjunktivńıch a pr̊uměrových) agregačńıch

funkćı, označ́ıme P tř́ıdu ryźıch pr̊uměrových agregačńıch funkćı obsahuj́ıćı

všechny pr̊uměrové agregačńı funkce kromě Min a Max. Označ́ıme-li A tř́ıdu

všech agregačńıch funkćı (n-árńıch na reálném intervalu [a, b]), pak tř́ıda

R = A \ (C ∪ D ∪ P) obsahuje všechny zbývaj́ıćı agregačńı funkce, které

nejsou konjunktivńı, disjunktivńı ani pr̊uměrové. Tud́ıž standardńı klasifi-

kace (C,D,P ,R) tvoř́ı rozklad tř́ıdy A.

Agregačńı funkce nejsou definovány jen na reálných intervalech, ale lze

je definovat také na libovolné uspořádané struktuře s nejmenš́ım a největš́ım

prvkem (např. uspořádané množiny, řetězce, svazy). Na tyto struktury ve

všeobecnosti nemůžeme použ́ıt námi řečený Dubois-Prade̊uv př́ıstup, protože

na těchto strukturách nemuśı být definovány funkce Min a Max.

2.1 Agregačńı funkce na uspořádaných množinách

Definice 2.1 ([2], Definition 1). Necht’ (P,≤, 0, 1) je uspořádaná množina.

Necht’ je dáno n ∈ N. Zobrazeńı A : P n → P se nazývá (n-árńı) agregačńı

funkce na P, jestliže je neklesaj́ıćı,

x ≤ y (tj. x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn)⇒ A(x) ≤ A(y)

a splňuje mezńı podmı́nky

A(0, . . . , 0) = 0 a A(1, . . . , 1) = 1.
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Zobrazeńı B : ∪n∈NP n → P se nazývá rozš́ıřená agregačńı funkce na P ,

jestliže restrikce B|P n je n-árńı agregačńı funkce na P pro každé n ∈ N.

Všimněme si, že pokud si zvoĺıme P = [0, 1] spolu se standardńım uspo-

řádáńım reálných č́ısel, tak se Definice 2.1 shoduje s definićı agregačńıch

funkćı na č́ıselných intervalech ([1]).

Př́ıklad 2.2. Mějme uspořádanou množinu (P,≤), kde P = {0, a, b, 1}, zob-

razenou na obrázku ńıže .
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Obrázek 3: Uspořádaná množina

I. Zobrazeńı A : P → P je unárńı agregačńı funkćı na P tehdy a jen

tehdy, když A(0) = 0, A(1) = 1, hodnoty A(a) a A(b) mohou být

zvoleny libovolně.

II. Definujme zobrazeńı B : P 2 → P následovně (x, y ∈ P ):

B(x, y) =


0 jestliže x = 0 nebo y = 0,

1 jestliže x = 1 a y 6= 0 nebo x 6= 0 a y = 1

x jestliže x = y

0 v ostatńıch př́ıpadech.

Pak B je binárńı agregačńı funkce na P .

2.2 Konjunktivńı a disjunktivńı klasifikace

Necht’ je dáno n ∈ N a uspořádaná množina (P,≤, 0, 1). Pro danou agregačńı

funkci A : P n → P a x = (x1, . . . , xn) ∈ P n označme

gA(x) = card{i|xi ≥ A(x)}
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a

sA(x) = card{i|xi ≤ A(x)}.

Necht’ An = {A : P n → P ;A je agregačńı funkce}. Definujme dvě zobra-

zeńı γ, σ : An → {0, 1, . . . , n} vztahy

γ(A) = inf{gA(x)|x ∈ P n},

σ(A) = inf{sA(x)|x ∈ P n}.

Všimněme si, že sup{gA(x)|x ∈ P n} = sup{sA(x)|x ∈ P n} = n, což

vyplývá z hraničńıch podmı́nek

gA(0, . . . , 0) = gA(1, . . . , 1) = sA(0, . . . , 0) = sA(1, . . . , 1)) = n

nezávisle na A.

Obě funkce γ a σ nám umožň́ı zavést klasifikaci agregačńıch funkćı z A.

Tvrzeńı 2.3 ([2], Proposition 1). Cn = {Cn0 , . . . , Cnn} a Dn = {Dn
0 , . . . ,Dn

n},
které jsou dány vztahem Cni = γ−1(i) a Dn

i = σ−1(i), i = 0, 1, . . . , n, tvoř́ı

rozklad množiny An.

Definice 2.4. Agregačńı funkce A : P n → P je:

• silně konjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıdy Cnn , znač́ıme A ∈ Cs,

• slabě konjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıd ∪n−1i=1 Ci, znač́ıme A ∈ Cw,

• antikonjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıdy C0,

• silně disjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıdy Dn
n, znač́ıme A ∈ Ds,

• slabě disjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıd ∪n−1i=1Di, znač́ıme A ∈ Dw,

• antidisjunktivńı, jestliže patř́ı do tř́ıdy D0.

Poznámka. Na koncept konjunktivńı a disjunktivńı klasifikace lze nahĺıžet i

jiným zp̊usobem: mějme danou nějakou uspořádanou množinu (P,≤, 0, 1),

pro kterou můžeme duálně definovat uspořádanou množinu (Q,�, 0Q, 1Q),

kde Q = P, 0Q = 1, 1Q = 0 a pro x, y ∈ Q, x � y tehdy a jen tehdy,
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když x ≥ y. Evidentně každá agregačńı funkce A : P n → P může být

také uvažována jako agregačńı funkce na Q. Jenže potom ale pro všechna

x ∈ P n = Qn plat́ı gPA(x) = sQA(x), sPA(x) = gQA(x), a tud́ıž A ∈ CPi (DP
i ) v

př́ıpadě uspořádané množiny (P,≤, 0, 1) tehdy a jen tehdy, když A ∈ DQ
i (CQi )

v př́ıpadě uspořádané množiny (Q,�, 0Q, 1Q).

Tvrzeńı 2.5 ([2], Proposition 2). Necht’ A : P n → P je agregačńı funkce.

Potom plat́ı γ(A) + σ(A) ≤ n+ 1, a jestlǐze P neńı řetězec, potom γ(A) = n

implikuje σ(A) = 0 a σ(A) = n implikuje γ(A) = 0.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ P n je takové, že množina {x1, . . . , xn} má mohutnost n,

tj. všechny hodnoty x1, . . . , xn jsou navzájem r̊uzné. Dále označme eA(x) =

card{i|xi = A(x)} a inA(x) = card{i|xi ‖ A(x)}. Potom eA(x) ∈ {0, 1} a

plat́ı gA(x)+sA(x)+ inA(x) = n+eA(x). Tud́ıž γ(A)+σ(A) ≤ n+1. Jestliže

γ(A) = 0 nebo σ(A) = 0, potom také nezbytně eA(x) = 0 pro nějaké x ∈ P n

a evidentně γ(A) + σ(A) ≤ n.

Předpokládejme, že P neńı řetězec, tj. existuj́ı a, b ∈ P takové, že a ‖ b
a že plat́ı γ(A) = n. Z toho plyne, že pro libovolné x ∈ P n plat́ı gA(x) = n,

tedy i gA(a, b, . . . , b) = n, tj. A(a, b, . . . , b) ≤ a a A(a, b, . . . , b) ≤ b. Tud́ıž

A(a, b, . . . , b) = c nemůže splňovat c ≥ a a c ≥ b, tj. sA(a, b, . . . , b) = 0 =

σ(A). Zbytek d̊ukazu prob́ıhá obdobně.

Z daného tvrzeńı plyne d̊uležitý d̊usledek.

Důsledek 2.6 ([2], Corollary 1). Silně konjunktivńı (disjunktivńı) agregačńı

funkce A je nutně antidisjunktivńı (antikonjunktivńı).

Všimněme si, že tř́ıda A všech agregačńıch funkćı na uspořádané množině

P je sama o sobě ohraničená uspořádaná množina se zděděným uspořádáńım

≤; A1 ≤ A2 právě když A1(x) ≤ A2(x) pro všechna x ∈ P n. Největš́ı prvek

je zde funkce A∗ : P n → P , kde

A∗(x) =

0 jestliže x = (0, . . . , 0),

1 v ostatńıch př́ıpadech,

nejmenš́ı prvek je zde funkce A∗ : P n → P , kde

A∗(x) =

1 jestliže x = (1, . . . , 1),

0 v ostatńıch př́ıpadech.
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Evidentně A∗ ∈ Ds je silně disjunktivńı a A∗ ∈ Cs je silně konjunktivńı.

Nav́ıc zobrazeńı γ, σ : A → {0, 1, . . . , n} jsou monotónńı; γ je klesaj́ıćı,

A1 ≤ A2 implikuje γ(A1) ≥ γ(A2), zat́ımco σ je rostoućı, A1 ≤ A2 implikuje

σ(A1) ≤ σ(A2).

2.3 Obecná klasifikace

Definice 2.7 ([2], Definition 2). Necht’ A : P n → P je agregačńı funkce.

Potom

1. A se nazývá silně pr̊uměrová, jestliže je slabě konjunktivńı a současně

i slabě disjunktivńı, A ∈ As = Cw ∩ Dw;

2. A se nazývá slabě pr̊uměrová, jestliže je slabě konjunktivńı nebo slabě

disjunktivńı, A ∈ Aw = Cw ∪ Dw.

Na základě této definice jsme schopni představit dvě obecné klasifikace

agregačńıch funkćı na uspořádaných množinách.

Definice 2.8 ([2], Definition 3). Necht’ (P,≤, 0, 1) je uspořádaná množina.

1. Množina {Cs,Aw,Ds, C0∩D0} se nazývá slabá klasifikace tř́ıdy A všech

n-árńıch agregačńıch funkćı na dané uspořádané množině.

2. Množina {Cs,As,Ds, Cw\Dw,Dw\Cw, C0∩D0} se nazývá silná klasifikace

tř́ıdyA všech n-árńıch agregačńıch funkćı na dané uspořádané množině.

2.4 Klasifikace agregačńıch funkćı na řetězćıch a sva-

zech

Uvažujme př́ıpad (P,≤, 0, 1), kde ≤ je úplné uspořádáńı, tj. P je ohraničený

řetězec. Pak nerovnost A(x) ≥ xi pro některé i ∈ {1, . . . , n} je ekvivalentńı

nerovnosti A(x) ≥ Min(x). Obdobně jsou ekvivalentńı i A(x) ≤ Max(x) a

A(x) ≤ xi. Tud́ıž silná pr̊uměrová agregačńı funkce A je charakterizována

d́ıky nerovnosti Min ≤ A ≤ Max, která se shoduje s Dubois-Pradeovým

př́ıstupem k pr̊uměrovým agregačńım funkćım. Nav́ıc v tomto př́ıpadě je rov-

nost γ(A) = 0(σ(A) = 0) ekvivalentńı s rovnost́ı σ(A) = n(γ(A) = 0). Když
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to shrneme, dostáváme výsledek ověřuj́ıćı, že náš př́ıstup rozšǐruje originálńı

Dubois-Pradeovu klasifikaci.

Tvrzeńı 2.9 ([2], Proposition 3). Necht’ (P,≤, 0, 1) je řetězec. Pak se silná

a slabá klasifikace (n-árńıch) agregačńıch funkćı na P kryj́ı a obě odpov́ıdaj́ı

Dubois-Pradeově klasifikaćı (C,D,P ,R).

Pokud budeme uvažovat libovolný ohraničený svaz (S,≤, 0, 1), tak situace

bude úplně odlǐsná. Nejprve si uved’me tř́ıdu Al všech svazově pr̊uměrových

agregačńıch funkćı.

Definice 2.10. Agregačńı funkce A : Sn → S patř́ı do tř́ıdy Al tehdy a jen

tehdy, když Inf ≤ A ≤ Sup a A /∈ {Inf, Sup}.

Tvrzeńı 2.11 ([2], Proposition 4). Necht’ A : Ln → L je agregačńı funkce

na svazu (L,≤, 0, 1). Jestlǐze je A silně pr̊uměrová, pak je A také svazově

pr̊uměrová (tj. As ⊆ Al).

D̊ukaz. Také u svaz̊u plat́ı, jestliže xi ≤ A(x) pro nějaké i ∈ {1, . . . , n}, pak

A(x) ≥ Inf(x) (xi ≥ A(x) implikuje A(x) ≤ Sup(x)). Tud́ıž každá silně

pr̊uměrová agregačńı funkce A je nezbytně také svazově pr̊uměrová.

V př́ıpadě ohraničených svaz̊u, které nejsou řetězce, dostáváme s pomoćı

předchoźıho tvrzeńı tři r̊uzné obecné klasifikace agregačńıch funkćı.

Definice 2.12. Necht’ (S,≤, 0, 1) je ohraničený svaz, který neńı řetězcem.

Necht’ A je tř́ıda všech n-árńıch agregačńıch funkćı na daném svazu. Pak

1. množina {Cs,Ds,Aw, C0 ∩ D0} se bude nazývat slabá klasifikace všech

n-árńıch agregačńıch funkćı;

2. množina {Cs,Ds,As, Cw \ As,Dw \ As, C0 ∩ D0} se bude nazývat silná

klasifikace všech n-árńıch agregačńıch funkćı;

3. množina {Cs,Ds,Al,R}, kde R = A \ (Cs ∪ Ds ∪ Al) se bude nazývat

svazová klasifikace všech n-árńıch agregačńıch funkćı.

Všimněme si, že každá silně konjunktivńı agregačńı funkce A splňuje

A(x) ≤ xi (pro každé i a pro každé x), a tud́ıž A ≤ Inf . Z toho plyne,

že Cs ∩ Al = ∅. Podobně Ds ∩ Al = ∅.
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3 Př́ıklady klasifikaćı

V této části práce se budeme zabývat některými př́ıklady agregačńıch funkćı

na ohraničených uspořádaných množinách, které budou patřit do r̊uzných

tř́ıd. Nejprve se zaměř́ıme na agregačńı funkce na řetězćıch a později i na

svazech. Na závěr poté ukážeme př́ıklad na uspořádané množině s největš́ım

a nejmenš́ım prvkem, která neńı svazem.

Poznámka. Budeme uvádět př́ıklady agregačńıch funkćı na dané uspořádané

struktuře patř́ıćıch do tř́ıd Ck, kde k = 0, . . . ,m a m znač́ı počet proměnných

dané funkce. Agregačńı funkce, které patř́ı do tř́ıd Dk, se budou řešit po-

dobně jako u agregačńıch funkćı, které patř́ı do tř́ıd Ck, jen namı́sto použ́ıváńı

gA(x) = card{i|xi ≥ A(x)} bychom použ́ıvali sA(x) = card{i|xi ≤ A(x)},
kde A je nějaká m-árńı agregačńı funkce.

3.1 Klasifikace agregačńıch funkćı na řetězćıch

V této kapitole se nejprve zabýváme př́ıklady ternárńıch agregačńıch funkćı

na řetězćıch, které pak později zobecńıme na libovolné m-árńı agregačńı

funkce.

Necht’ Rn = {a1, . . . , an} je konečný n-prvkový řetězec, kde n ≥ 4, jenž

je vyobrazený na obrázku ńıže.

u
u

u
u

qqq

a1

a2

an−1

an

Obrázek 4: konečný n-prvkový řetězec
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Př́ıklad 3.1. Necht’ A3 : R3
n → Rn je funkce definována následovně:

A3(x, y, z) = inf{x, y, z}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C3.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce A3 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı trojic

(a1, a1, a1) a (an, an, an) do předpisu funkce dostáváme A3(a1, a1, a1) = a1

a A3(an, an, an) = an. Jelikož inf je svazová operace, která je monotónńı

(viz. [3]), je i naše funkce A3 monotónńı. Tedy dostáváme, že funkce A3 je

agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce A3 patř́ı do tř́ıdy C3. Agregačńı

funkce A3 patř́ı do C3, jestliže pro každou trojici (x, y, z), kde x, y, z ∈ Rn,

plat́ı gA3(x, y, z) = 3. Jinak řečeno, prvky x, y, z muśı být větš́ı nebo rovno

než A3(x, y, z). V našem př́ıpadě je podmı́nka splněna, nebot’ inf{x, y, z} je

menš́ı nebo rovno než prvky x, y, z.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce A3 silně konjunktivńı, tj. A3 ∈ Cs.
Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

A3 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že A3

je slabě pr̊uměrová, tj. A3 ∈ Aw. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

patř́ı do tř́ıdy Cs a Aw. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cs a Dw \ Cw.

Př́ıklad 3.2. Necht’ A2 : R3
n → Rn je funkce definována následovně:

A2(x, y, z) = inf{x, sup{y, z}}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C2.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce A2 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı trojic

(a1, a1, a1) a (an, an, an) do předpisu funkce dostáváme A2(a1, a1, a1) = a1

a A2(an, an, an) = an. Jelikož inf a sup jsou svazové operace, které jsou

monotónńı (viz. [3]), je i naše funkce A2 monotónńı. Dohromady dostáváme,

že funkce A2 je agregačńı funkce.
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Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce A2 patř́ı do tř́ıdy C2. Agregačńı

funkce A2 patř́ı do C2, jestliže pro každou trojici (x, y, z), kde x, y, z ∈ Rn,

plat́ı gA2(x, y, z) ≥ 2 a existuj́ı x0, y0, z0 ∈ Rn tak, že gA2(x0, y0, z0) = 2. U

naš́ı funkce plat́ı: pokud je x největš́ı prvek z trojice, tak výsledná hodnota

A2(x, y, z) bude rovna jednomu z prvk̊u y nebo z a gA2(x, y, z) ≥ 2. Pokud x

bude nejmenš́ı prvek z trojice, pak A2(x, y, z) = x a gA2(x, y, z) = 3. Posledńı

př́ıpad je, když bude platit y ≤ x ≤ z nebo z ≤ x ≤ y. V tomto př́ıpadě bude

výsledná hodnota rovna opět x, a tud́ıž bude opět platit, že gA2(x, y, z) ≥ 2.

Př́ıklad trojice, pro kterou plat́ı gA2(x, y, z) = 2 je např́ıklad (a3, a1, a5), pro

kterou plat́ı A2(a3, a1, a5) = a3 a tud́ıž gA2(a3, a1, a5) = 2.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce A2 slabě konjunktivńı, tj. A2 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

A2 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že A2

je silně pr̊uměrová, tj. A2 ∈ As. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Př́ıklad 3.3. Necht’ A1 : R3
n → Rn je funkce definována následovně:

A1(x, y, z) = z.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C1.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce A1 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı trojic

(a1, a1, a1) a (an, an, an) do předpisu funkce dostáváme A2(a1, a1, a1) = a1

a A2(an, an, an) = an. Jestliže plat́ı (x1, y1, z1) ≤ (x2, y2, z2), pak plat́ı i

A1(x1, y1, z1) = z1 ≤ A1(x2, y2, z2) = z2. Tud́ıž naše funkce je monotónńı

a dostáváme výsledek, že funkce A1 je agregačńı funkce.

Agregačńı funkce A1 patř́ı do C1, jestliže pro každou trojici (x, y, z),

kde x, y, z ∈ Rn, plat́ı gA1(x, y, z) ≥ 1 a existuj́ı x0, y0, z0 ∈ Rn tak, že

gA1(x0, y0, z0) = 1. To je ale splněno, nebot’ d́ıky podmı́nce A1(x, y, z) = z

bude vždy minimálně prvek z větš́ı nebo rovno než A1(x, y, z). Př́ıklad tro-

jice, pro kterou plat́ı gA1(x, y, z) = 1 je např́ıklad (a2, a2, a3), pro kterou plat́ı

A1(a2, a2, a3) = a3 a gA1(a2, a2, a3) = 1.
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Dle definice 2.4 je agregačńı funkce A1 slabě konjunktivńı, tj. A1 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

A1 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že A1

je silně pr̊uměrová, tj. A1 ∈ As. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Př́ıklad 3.4. Necht’ A0 : R3
n → Rn je funkce definována následovně:

A0(x, y, z) =



a1 jestliže (x, y, z) = (a1, a1, a1)

an jestliže (x, y, z) = (an, an, an)

ai+1 jestliže z = ai, kde i = 1, . . . , n− 2

a (x, y, z) 6= (a1, a1, a1)

an−1 v ostatńıch př́ıpadech.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C0.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce A0 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Hraničńı podmı́nky

jsou zadány př́ımo v předpisu funkce. U daľśıch podmı́nek záviśı funkčńı

hodnota funkce A0 na posledńım prvku trojice (x, y, z). Pokud je tedy z = ai

pro i = 1, . . . , n−2, pak A0(x, y, z) = ai+1. A pokud je z = an−1 nebo z = an,

pak A0(x, y, z) = an−1 (jediná výjimka je (x, y, z) = (an, an, an)). Z toho

plyne, že pokud (x1, y1, z1) ≤ (x2, y2, z2) pak i A0(x1, y1, z1) ≤ A0(x2, y2, z2).

Tud́ıž funkce A0 je monotónńı a dohromady dostáváme, že je to agregačńı

funkce.

Agregačńı funkce A0 bude patřit do tř́ıdy C0, jestliže najdeme trojici

(x, y, z), kde x, y, z ∈ Rn, takovou, pro kterou plat́ı gA0(x, y, z) = 0. Př́ıklad

takové trojice může být (a1, a1, an−2), pro kterou plat́ı A0(a1, a1, an−2) = an−1

a gA0(a1, a1, an−2) = 0.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce A0 antikonjunktivńı. Dále se dá zjistit,

že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj. A0 ∈ Dw. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že A0 je slabě pr̊uměrová,

tj. A0 ∈ Aw. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Aw. V

silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Dw \ Cw.

18



V předchoźıch př́ıkladech jsme ukázali př́ıklady ternárńıch agregačńıch

funkćı na n-prvkovém řetězci patř́ıćı do r̊uzných tř́ıd. Nyńı se pokuśıme dané

př́ıklady zobecnit na libovolné m-árńı agregačńı funkce, kde m ∈ N a m ≥ 4.

Př́ıklad 3.5. Necht’ Bm : Rm
n → Rn je funkce definována následovně:

Bm(x1, . . . , xm) = inf{x1, . . . , xm}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy Cm.

Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce Bm je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že funkce Bm splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosa-

zeńı (a1, . . . , a1) dostáváme Bm(a1, . . . , a1) = a1. Po dosazeńı (an, . . . , an)

dostáváme Bm(an, . . . , an) = an. Jelikož inf je svazová operace, která je mo-

notónńı (viz. [3]), je i naše funkce Bm monotónńı. Dohromady dostáváme, že

funkce Bm je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce Bm patř́ı do tř́ıdy Cm. Daná funkce

patř́ı do Cm, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Rn,

plat́ı gBm(x1, . . . , xm) = m. Jinak řečeno, všechny prvky dané m-tice muśı

být větš́ı nebo rovno než Bm(x1, . . . , xm). V našem př́ıpadě je podmı́nka

splněna, nebot’ inf{x1, . . . , xm} je menš́ı nebo rovno než všechny prvky dané

m-tice.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce Bm silně konjunktivńı, tj. Bm ∈ Cs.
Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

Bm ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, žeBm

je slabě pr̊uměrová, tj. Bm ∈ Aw. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

patř́ı do tř́ıd Cs a Aw. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cs a Dw \ Cw.

Př́ıklad 3.6. Necht’ Bk : Rm
n → Rn je funkce definována následovně:

Bk(x1, . . . , xm) = inf{x1, . . . , xk−1, sup{xk, . . . , xm}}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy Ck, kde k = 2, . . . ,m− 1.

Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce Bk je agregačńı funkce. To zna-

mená dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı
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(a1, . . . , a1) dostáváme Bk(a1, . . . , a1) = a1. Po dosazeńı (an, . . . , an) pak

dostáváme Bk(an, . . . , an) = an. Jelikož inf a sup jsou svazové operace, které

jsou monotónńı (viz. [3]), je i naše funkce Bk monotónńı. Dohromady tedy

dostáváme, že funkce Bk je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce Bk patř́ı do tř́ıdy Ck. Daná funkce

patř́ı do Ck, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Rn, plat́ı

gBk
(x1, . . . , xm) ≥ k a existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Rn, tak že gBk

(y1, . . . , ym) = k. Z

předpisu funkce je zřejmé, že výsledná funkčńı hodnota je rovna nejmenš́ımu

prvku z množiny {x1, . . . , xk−1, sup{xk, . . . , xm}}, tj. Bk(x1, . . . , xm) bude

menš́ı nebo rovno než všechny prvky z dané množiny. Z toho plyne, že

gBk
(x1, . . . , xm) ≥ k.

Př́ıklad nějaké m-tice, pro kterou plat́ı gBk
(x1, . . . , xm) = k, je např́ıklad

(a2, . . . , a2, a1, . . . , a1), kde a2 se zde vyskytuje k-krát. Z definice funkce plat́ı,

že Bk(a2, . . . , a2, a1, . . . , a1) = a2, a tedy gBk
(a2, . . . , a2, a1, . . . , a1) = k.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce Bk, pro k = 2, . . . ,m− 1, slabě kon-

junktivńı, tj. Bk ∈ Cw. Dále se dá zjistit, že je také slabě disjunktivńı, tj.

Bk ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že

Bk je silně pr̊uměrová, tj. Bk ∈ As. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Př́ıklad 3.7. Necht’ B1 : Rm
n → Rn je funkce definována následovně:

B1(x1, . . . , xm) = xm.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C1.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce B1 je agregačńı funkce. To zna-

mená dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı

(a1, . . . , a1) dostáváme B1(a1, . . . , a1) = a1. Po dosazeńı (an, . . . , an) pak

dostáváme B1(an, . . . , an) = an. Jestliže plat́ı (x1, . . . , xm) ≤ (y1, . . . , ym)

(tzn. x1 ≤ y1, . . . , xm ≤ ym), pak z předpisu funkce je vidět, že bude pla-

tit také B1(x1, . . . , xm) = x1 ≤ B1(y1, . . . , ym) = ym. A tedy naše funkce je

monotónńı a dohromady dostáváme, že naše funkce B1 je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce B1 patř́ı do tř́ıdy C1. Daná funkce

patř́ı do C1, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Rn,
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plat́ı gB1(x1, . . . , xm) ≥ 1 a existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Rn, že gB1(y1, . . . , ym) = 1.

Což plat́ı, protože d́ıky B1(x1, . . . , xm) = xm bude vždy minimálně prvek xm

větš́ı nebo rovno než B1(x1, . . . , xm).

Př́ıklad m-tice, pro kterou plat́ı gB1(x1, . . . , xm) = 1, může být např́ıklad

(a2, . . . , a2, a6). Plat́ı B1(a2, . . . , a2, a6) = a6, a tedy gB1(a2, . . . , a2, a6) = 1.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce B1 slabě konjunktivńı, tj. B1 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

B1 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že B1

je silně pr̊uměrová, tj. B1 ∈ As. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Př́ıklad 3.8. Necht’ B0 : Rm
n → Rn je funkce definována následovně:

B0(x1, . . . , xm) =



a1 jestliže (x1, . . . , xm) = (a1, . . . , a1)

an jestliže (x1, . . . , xm) = (an, . . . , an)

ai+1 jestliže xm = ai, kde i = 1, . . . , n− 2

a (x1, . . . , xm) 6= (a1, . . . a1)

an−1 v ostatńıch př́ıpadech.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na řetězci Rn, která patř́ı do

tř́ıdy C0.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce B0 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Z předpisu funkce

je zřejmé, že hraničńı podmı́nky jsou splněny. U zbylých podmı́nek záviśı

funkčńı hodnota funkce na posledńım prvku dané m-tice (x1, . . . , xm). Po-

kud je tedy xm = ai pro i = 1, . . . , n− 2, pak B0(x1, . . . , xm) = ai+1. Pokud

je xm = an−1 nebo xm = an, pak B0(x1, . . . , xm) = an−1 (jediná výjimka

nastává u (x1, . . . , xm) = (an, . . . , an)). Z toho nám tedy plyne, že pokud

(x1, . . . , xm) ≤ (y1, . . . , ym), pak také B0(x1, . . . , xm) ≤ B0(y1, . . . , ym). Do-

hromady tedy dostáváme, že funkce B0 je agregačńı funkce.

Agregačńı funkce B0 bude patřit do tř́ıdy C0, jestliže najdeme alespoň

jednu m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Rn, takovou, pro kterou plat́ı

gB0(x1, . . . , xm) = 0. To může být např́ıklad taková m-tice (x1, . . . , xm), kde

x1, . . . , xm−1 je menš́ı nebo rovno než xm a nav́ıc xm ∈ {a1, . . . , an−2}. Pak
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budeme mı́t zaručeno, že bude platit gB0(x1, . . . , xm) = 0. Na konkrétńım

př́ıpadě to může být např́ıklad m-tice (a1, . . . , a1, an−2), pro kterou plat́ı

B0(a1, . . . , a1, an−2) = an−1, a tud́ıž gB0(a1, . . . , a1, an−2) = 0.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce B0 antikonjunktivńı. Dále se dá zjistit,

že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj. B0 ∈ Dw. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, žeB0 je slabě pr̊uměrová,

tj. B0 ∈ Aw. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Aw. V

silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Dw \ Cw.

3.2 Klasifikace agregačńıch funkćı na svazech

V této sekci si ukážeme př́ıklady m-árńıch agregačńıch funkćı na svazech. Ne-

cht’ tedy Sn je libovolný n-prvkový svaz takový, že v něm existuj́ı minimálně

dva prvky a, b ∈ Sn takové, že a ‖ b (tj. a a b jsou nesrovnatelné).

Př́ıklad 3.9. Necht’ Fm : Sm
n → Sn je funkce definována následovně:

Fm(x1, . . . , xm) = inf{x1, . . . , xm}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na svazu Sn, která patř́ı do

tř́ıdy Cm.

Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce Fm je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı

(0, . . . , 0) dostáváme Fm(0, . . . , 0) = 0. Po dosazeńı (1, . . . , 1) dostaneme

Fm(1, . . . , 1) = 1. Jelikož inf je svazová operace, která je monotónńı (viz.

[3]), je i naše funkce Fm monotónńı. Dohromady dostáváme, že funkce Fm je

agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce Fm patř́ı do tř́ıdy Cm. Daná funkce

patř́ı do Cm, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Sn,

plat́ı gFm(x1, . . . , xm) = m. Tato podmı́nka je splněna pro všechny m-tice,

nebot’ inf{x1, . . . , xm} je menš́ı nebo rovno než všechny prvky dané m-tice.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce Fm silně konjunktivńı, tj. Fm ∈ Cs.
Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D0 a je tedy antidisjunktivńı. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že Fm neńı ani slabě

ani silně pr̊uměrová. Z definice 2.10 zjǐst’ujeme, že agregačńı funkce Fm neńı

22



svazově pr̊uměrová. Z definice 2.12 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Cs. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cs. Ve svazové klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Cs.

Př́ıklad 3.10. Necht’ Fm−1 : Sm
n → Sn je funkce definována následovně:

Fm−1(x1, . . . , xm) = inf{x1, . . . , xm−1}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na svazu Sn, která patř́ı do

tř́ıdy Cm−1.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce Fm−1 je agregačńı funkce. To zna-

mená dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po do-

sazeńı (0, . . . , 0) dostáváme Fm−1(0, . . . , 0) = 0. Po dosazeńı (1, . . . , 1) dosta-

neme Fm−1(1, . . . , 1) = 1. Jelikož inf je svazová operace, která je monotónńı

(viz. [3]), je i naše funkce Fm−1 monotónńı. Dohromady dostáváme, že funkce

Fm−1 je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce Fm−1 patř́ı do tř́ıdy Cm−1. Funkce

patř́ı do Cm−1, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈
Sn, plat́ı gFm−1(x1, . . . , xm) ≥ m − 1 a existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Sn takové, že

gFm−1(y1, . . . , ym) = m − 1. Jelikož dle předpisu funkce hledáme nejmenš́ı

prvek z m− 1 prvk̊u, tak nerovnost bude vždy splněna. Př́ıklad m-tice, pro

kterou bude platit rovnost, je např́ıklad (a, . . . , a, 0), kde a ∈ Sn, a 6= 0. Plat́ı

Fm−1(a, . . . , a, 0) = a, a tedy gFm−1(a, . . . , a, 0) = m− 1.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce Fm−1 slabě konjunktivńı, tj. Fm−1 ∈
Cw. Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D0 a je tedy antidisjunktivńı. Z

těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že Fm−1 je slabě

pr̊uměrová, tj. Fm−1 ∈ Aw. Z definice 2.10 zjǐst’ujeme, že agregačńı funkce

Fm−1 je svazově pr̊uměrová. Z definice 2.12 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı

do tř́ıdy Aw. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cw \ As. Ve svazové klasifikaci

patř́ı do tř́ıdy Al.

Př́ıklad 3.11. Necht’ Fk : Sm
n → Sn je funkce definována následovně:

Fk(x1, . . . , xm) = inf{x1, . . . , xk, sup{xk+1, . . . , xm}}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na svazu Sn, která patř́ı

do tř́ıdy Ck, kde k = 2, . . . ,m− 2.
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Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce Fk je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı (0, . . . , 0)

dostáváme Fk(0, . . . , 0) = 0. Podobně je to u (1, . . . , 1), kde Fk(1, . . . , 1) = 1.

Jelikož inf a sup jsou svazové operace, které jsou monotónńı (viz. [3]), je i

naše funkce Fk monotónńı. A tedy je to agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce Fk patř́ı do tř́ıdy Ck. Daná funkce

patř́ı do tř́ıdy Ck, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈
Sn, plat́ı gFk

(x1, . . . , xm) ≥ k a existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Sn takové, že plat́ı

gFk
(y1, . . . , ym) = k. Z předpisu funkce je zřejmé, že výsledná hodnota bude

nejmenš́ı prvek z k+1 prvkové množiny, takže vždy bude minimálně k prvk̊u

větš́ı nebo rovno než agregovaná hodnota. Zbývá tedy naj́ıt aspoň jednu

m-tici, pro kterou gFk
(x1, . . . , xm) = k. Př́ıklad takové m-tice je např́ıklad

(a∨b, . . . , a∨b, a, . . . , a, b), kde a, b ∈ Sn jsou takové, že a ‖ b a prvek a∨b se

zde vyskytuje právě k-krát. Pak bude Fk(a∨ b, . . . , a∨ b, a, . . . , a, b) = a∨ b,
a tedy rovnost bude splněna.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce Fk slabě konjunktivńı, tj. Fk ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D0 a je tedy antidisjunktivńı. Z

těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že Fk je slabě

pr̊uměrová, tj. Fk ∈ Aw. Z definice 2.10 zjǐst’ujeme, že agregačńı funkce Fk

je svazově pr̊uměrová. Z definice 2.12 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do

tř́ıdy Aw. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cw\As. Ve svazové klasifikaci patř́ı

do tř́ıdy Al.

Př́ıklad 3.12. Necht’ F1 : Sm
n → Sn je funkce definována následovně:

F1(x1, . . . , xm) = xm.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na svazu Sn, která patř́ı do

tř́ıdy C1.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce F1 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı (0, . . . , 0)

a (1, . . . , 1) dostaneme F1(0, . . . , 0) = 0 a F1(1, . . . , 1) = 1. Jestliže plat́ı

(x1, . . . , xm) ≤ (y1, . . . , ym) (tzn. x1 ≤ y1, . . . , xm ≤ ym), pak bude určitě

platit také F1(x1, . . . , xm) = xm ≤ F1(y1, . . . , ym) = ym. Tedy naše funkce je

monotónńı a dostáváme, že funkce F1 je agregačńı funkce.
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Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce F1 patř́ı do tř́ıdy C1. Daná funkce

patř́ı do C1, jestliže pro každou m-tici (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Sn,

plat́ı gF1(x1, . . . , xm) ≥ 1 a existuj́ı y1, . . . , ym ∈ Sn, že gF1(y1, . . . , ym) = 1.

Což plat́ı, protože d́ıky F1(x1, . . . , xm) = xm bude vždy minimálně prvek

xm větš́ı nebo rovno než F1(x1, . . . , xm). Př́ıklad m-tice, pro kterou plat́ı

gF1(x1, . . . , xm) = 1 je např́ıklad (0, . . . , 0, a) kde a 6= 0.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce F1 slabě konjunktivńı, tj. F1 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

F1 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že

F1 je silně pr̊uměrová, tj. F1 ∈ As. Z tvrzeńı 2.9 (na straně 14) plyne, že

funkce F1 je svazově pr̊uměrová, tj. F1 ∈ Al. Z definice 2.12 plyne, že ve

slabé klasifikaci nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Ve svazové klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Al.

Př́ıklad 3.13. Necht’ F0 : Sm
n → Sn je funkce definována následovně:

F0(x1, . . . , xm) = sup{x1, . . . , xm}.

Dokážeme, že daná funkce je agregačńı funkce na svazu Sn, která patř́ı do

tř́ıdy C0.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce F0 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po dosazeńı

(0, . . . , 0) a (1, . . . , 1) dostaneme F1(0, . . . , 0) = 0 a F1(1, . . . , 1) = 1. Jelikož

sup je svazová operace, která je monotónńı (viz. [3]), je i naše funkce F0

monotónńı. Dostáváme tedy, že funkce F0 je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce F0 patř́ı do tř́ıdy C0. Funkce patř́ı

do tř́ıdy C0, jestliže existuje m-tice (x1, . . . , xm), kde x1, . . . , xm ∈ Sn, pro

kterou plat́ı gF0(x1, . . . , xm) = 0. Jako př́ıklad takové m-tice je např́ıklad

(a, . . . , a, b), kde a, b ∈ Sn, pro které plat́ı, že a ‖ b (tzn. že jsou nesrovna-

telné). Výsledná hodnota F0(a, . . . , a, b) pak bude rovna prvku větš́ımu než

jsou prvky a a b a tud́ıž bude platit, že gF0(a, . . . , a, b) = 0.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce F0 antikonjunktivńı. Dále se dá zjistit,

že patř́ı též do tř́ıdy Dm a je tedy silně disjunktivńı, tj. F0 ∈ Ds. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že F0 neńı ani silně a
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ani slabě pr̊uměrová. Z definice 2.10 zjǐst’ujeme, že agregačńı funkce Fm neńı

svazově pr̊uměrová. Z definice 2.12 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Ds. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Ds. Ve svazové klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Ds.

3.3 Př́ıklad agregačńıch funkćı na uspořádané množině

Nyńı si ukážeme př́ıklady agregačńıch funkćı na uspořádané množině, která

neńı svazem, patř́ıćıch do r̊uzných tř́ıd. Hlavńı rozd́ıl bude v tom, že v

předpisech funkćı nebudeme moci použ́ıt svazové operace inf a sup.
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Obrázek 5: Uspořádaná množina, která neńı svazem

Necht’ tedy máme uspořádanou množinu U , která je zobrazena na obrázku

výše. Na této uspořádané množině definujeme ternárńı agregačńı funkce,

které patř́ı do r̊uzných tř́ıd.

Př́ıklad 3.14. Necht’ H3 : U3 → U je funkce definována následovně:

H3(x1, x2, x3) =

1 jestliže (x1, x2, x3) = (1, 1, 1)

0 v ostatńıch př́ıpadech.

Dokážeme, že funkce H3 je agregačńı funkce patř́ıćı do tř́ıdy C3.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce H3 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Už z předpisu

funkce je zřejmé, že splňuje obě podmı́nky, tud́ıž je to agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce H3 patř́ı do tř́ıdy C3. Daná funkce

patř́ı do C3, jestliže pro každou trojici prvk̊u (x1, x2, x3), kde x1, x2, x3 ∈ U ,
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plat́ı gH3(x1, x2, x3) = 3. Z předpisu naš́ı funkce je zřejmé, že tato podmı́nka

je splněna pro každou trojici (x1, x2, x3).

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce H3 silně konjunktivńı, tj. H3 ∈ Cs.
Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D0 a je tedy antidisjunktivńı. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že H3 neńı ani slabě a

ani silně pr̊uměrová. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Cs. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cs.

Př́ıklad 3.15. Necht’ H2 : U3 → U je funkce definována následovně:

H2(x1, x2, x3) =



p jestliže (x1, x2, x3) = (p, p, p), kde p ∈ U,

q jestliže se v trojici dvakrát objev́ı q, kde q ∈ U,

r jestliže se v trojici objev́ı právě prvky 0, r a w,

kde r ∈ {a, b} a w ∈ {c, d, 1},

s jestliže se v trojici vyskytuj́ı právě prvky x, s, 1,

kde x ∈ {0, a, b}, s ∈ {c, d},

0 jestliže se v trojici vyskytuj́ı právě prvky a, b, 0,

b jestliže se v trojici vyskytuj́ı právě prvky a, b, y,

kde y ∈ {c, d, 1},

b jestliže se v trojici vyskytuj́ı právě prvky z, c, d,

kde z ∈ {0, a, b},

c jestliže se v trojici vyskytuj́ı právě prvky c, d, 1.

Dokážeme, že funkce H2 je agregačńı funkce patř́ıćı do tř́ıdy C2.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce H2 je agregačńı funkce. To zna-

mená dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po do-

sazeńı (0, 0, 0) a (1, 1, 1) do předpisu funkce dostáváme H2(0, 0, 0) = 0 a

H2(1, 1, 1) = 1. Po porovnáńı všech trojic mezi sebou jsme došli k závěru,

že funkce H2 je monotónńı a dohromady tedy dostáváme, že je agregačńı

funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce H2 patř́ı do tř́ıdy C2. Daná funkce

patř́ı do tř́ıdy C2, jestliže pro každou trojici (x1, x2, x3), kde x1, x2, x3 ∈ U ,

plat́ı gH2(x1, x2, x3) ≥ 2 a existuj́ı prvky y1, y2, y3 ∈ U , pro které plat́ı
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gH2(y1, y2, y3) = 2. Z podmı́nek v předpisu funkce je zřejmé, že podmı́nka

gH2(x1, x2, x3) ≥ 2 je splněna pro všechny trojice, Př́ıklad trojice, pro kterou

plat́ı gH2(x1, x2, x3) = 2, je např́ıklad (a, b, c), pro kterou plat́ı H2(a, b, c) = a.

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce H2 slabě konjunktivńı, tj. H2 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D0 a je tedy antidisjunktivńı. Z

těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že H2 je slabě

pr̊uměrová, tj. H2 ∈ Aw . Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do

tř́ıdy Aw. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Cw \ Dw.

Př́ıklad 3.16. Necht’ H1 : U3 → U je funkce definována následovně:

H1(x1, x2, x3) = x2.

Dokážeme, že funkce H1 je agregačńı funkce patř́ıćı do tř́ıdy C1.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce H1 je agregačńı funkce. To zna-

mená dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Po do-

sazeńı (0, 0, 0) a (1, 1, 1) do předpisu funkce dostáváme H1(0, 0, 0) = 0 a

H1(1, 1, 1) = 1. Monotónnost je také splněna, nebot’ výsledná funkčńı hod-

nota záviśı na prostředńım prvku trojice. Dohromady dostáváme, že funkce

H1 je agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce H1 patř́ı do tř́ıdy C1. Daná funkce

patř́ı do tř́ıdy C1, jestliže pro každou trojici (x1, x2, x3), kde x1, x2, x3 ∈ U ,

plat́ı gH1(x1, x2, x3) ≥ 1 a existuj́ı prvky y1, y2, y3 ∈ U , pro které plat́ı

gH1(y1, y2, y3) = 1. Z předpisu funkce je zřejmé, že podmı́nka gH1(x1, x2) ≥ 1

je splněna pro všechny trojice, nebot’ vždy aspoň jeden prvek bude větš́ı

nebo rovno než výsledná funkčńı hodnota. Př́ıklad trojice, pro kterou plat́ı

gH1(x1, x2, x3) = 1, je např́ıklad (a, c, a).

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce H1 slabě konjunktivńı, tj. H1 ∈ Cw.

Dále se dá zjistit, že patř́ı též do tř́ıdy D1 a je tedy slabě disjunktivńı, tj.

H1 ∈ Dw. Z těchto dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že H1

je silně pr̊uměrová, tj. H1 ∈ As. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci

nepatř́ı do žádné tř́ıdy. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy As.

Př́ıklad 3.17. Necht’ H0 : U3 → U je funkce definována následovně:

H0(x1, x2, x3) =

0 jestliže (x1, x2, x3) = (0, 0, 0)

1 v ostatńıch př́ıpadech.
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Dokážeme, že funkce H0 je agregačńı funkce patř́ıćı do tř́ıdy C0.
Řešeńı: Nejprve dokážeme, že funkce H0 je agregačńı funkce. To znamená

dokázat, že funkce splňuje hraničńı podmı́nky a monotónnost. Už z předpisu

funkce je zřejmé, že splňuje obě podmı́nky, tud́ıž je to agregačńı funkce.

Nyńı dokážeme, že agregačńı funkce H0 patř́ı do tř́ıdy C0. Daná funkce

patř́ı do C0, jestliže pro každou trojici prvk̊u (x1, x2, x3), kde x1, , x2, x3 ∈
U , plat́ı gH0(x1, x2, x3) ≥ 0 a existuj́ı prvky y1, y2, y3 ∈ U , pro které plat́ı

gH0(y1, y2, y3) = 0. Z předpisu naš́ı funkce je zřejmé, že př́ıklad takové trojice

splňuj́ıćı danou podmı́nku je např́ıklad (a, b, c).

Dle definice 2.4 je agregačńı funkce H0 antikonjunktivńı. Dále se dá zjistit,

že patř́ı též do tř́ıdy D3 a je tedy silně disjunktivńı, tj. H0 ∈ Ds. Z těchto

dvou zjǐstěńı a z definice 2.7 dohromady dostáváme, že H0 neńı ani silně a

ani slabě pr̊uměrová. Z definice 2.8 plyne, že ve slabé klasifikaci patř́ı do tř́ıdy

Ds. V silné klasifikaci patř́ı do tř́ıdy Ds.

3.3.1 Obecný postup hledáńı agregačńıch funkćı

Hledáńı agregačńı funkce na nějaké uspořádané množině, která neńı sva-

zem, je v některých př́ıpadech celkem složité, viz př́ıklad 3.3. Při hledáńı

nějaké n-árńı agregačńı funkce na uspořádané množině patř́ıćı do tř́ıdy Ck,

kde k = 0, . . . , n, může být náročné naj́ıt předpis funkce. Proto se pokuśıme

naj́ıt nějaký zp̊usob, jak by se dala uspořádaná množina zjednodušit tak, aby

nalezeńı agregačńı funkce na uspořádané množině bylo podstatně jednodušš́ı.

Necht’ (P,≤, 0, 1) je konečná uspořádaná množina. Vybereme množinu

R ⊂ P takovou, že (R,≤, 0, 1) je řetězec. Dále necht’ ϕ : P → R je zobrazeńı

dáno předpisem ϕ(x) = a ∀x ∈ P , kde a je největš́ı prvek množiny L({x})∩R,

tj. a je největš́ı prvek řetězce R, který je obsažen v dolńım kuželu L({x})
prvku x.

Lemma 3.18. Zobrazeńı ϕ má následuj́ıćı vlastnosti:

1. ϕ zachovává uspořádáńı, tj. ∀x, y ∈ P, x ≤ y implikuje ϕ(x) ≤ ϕ(y)

2. ϕ(x) ≤ x ∀x ∈ P a ϕ(x) = x, pokud x ∈ R.

D̊ukaz. 1. Necht’ x, y ∈ P a označme L({x}), L({y}) dolńı kužely daných

prvk̊u. Jestliže x ≤ y, pak L({x}) ⊆ L({y}), z čehož plyne, že největš́ı
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prvek pr̊uniku L({x})∩R bude menš́ı nebo rovno než největš́ı prvek pr̊uniku

L({y}) ∩R. Tedy bude platit ϕ(x) ≤ ϕ(y).

2. Necht’ x ∈ P . Dle definice zobrazeńı ϕ je ϕ(x) největš́ı prvek z pr̊uniku

L({x}) ∩ R, kde L({x}) je dolńı kužel prvku x. Pokud x ∈ R, pak největš́ı

prvek daného pr̊uniku je právě prvek x, a tedy ϕ(x) = x. Pokud x /∈ R, pak

největš́ı prvek daného pr̊uniku bude určitě menš́ı než x, a tedy ϕ(x) < x.

Necht’ B : Rn → R je agregačńı funkce na řetězci R. Dále definujme

funkci A : P n → P , která je dána následuj́ıćım předpisem

A(x1, . . . , xn) = B(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn))

pro všechna x1, . . . , xn ∈ P .

Tvrzeńı 3.19. Necht’ n ≥ 1 a k ≤ n jsou nezáporná č́ısla. Jestlǐze B ∈ Ck
na řetězci R, pak funkce A : P n → P definována

A(x1, . . . , xn) = B(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn))

pro všechna x1, . . . , xn ∈ P , je agregačńı funkce na P patř́ıćı do tř́ıdy Ck.

D̊ukaz. Necht’ agregačńı funkce B na řetězci R patř́ı do tř́ıdy Ck, tj. pro

všechny n-tice (y1, . . . , yn) ∈ Rn plat́ı gB(y1, . . . , yn) ≥ k a existuje aspoň

jedna n-tice, pro kterou bude platit rovnost. Jelikož zobrazeńı ϕ zobraźı prvky

x ∈ P na prvky y ∈ R s vlastnostmi uvedenými v Lemmatu 3.17, pak také

funkce A(x1, . . . , xn) = B(y1, . . . , yn), kde y1 = ϕ(x1), . . . , yn = ϕ(xn) a y1 ≤
x1, . . . , yn ≤ xn, bude splňovat gA(x1, . . . , xn) ≥ k. Muśıme ještě dokázat, že

existuj́ı prvky x1, . . . , xn ∈ P tak, že gA(x1, . . . , xn) = k. Vı́me ale, že pro

agregačńı funkciB existuj́ı y1, . . . , yn ∈ R takové, že gB(y1, . . . , yn) = k. Jenže

y1, . . . , yn ∈ P (nebot’ R ⊂ P ), tud́ıž nám stač́ı zvolit x1 = y1, . . . , xn = yn a

podmı́nka gA(x1, . . . , xn) = k bude splněna. Tedy i agregačńı funkce A bude

patřit do tř́ıdy Ck.

Poznámka. Kdybychom chtěli hledat agregačńı funkce na nějaké uspořádané

množině, která neńı svazem, patř́ıćı do tř́ıdy Dk, kde k = 0, . . . , n, tak zob-

razeńı ϕ : P n → R bude dáno předpisem ϕ(x) = a ∀x ∈ P , kde a je
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nejmenš́ı prvek množiny U({x})∩R, tj. a je nejmenš́ı prvek řetězce R, který

je obsažen v horńım kuželu U({x}) prvku x. Toto zobrazeńı bude stále za-

chovávat uspořádáńı a rozd́ıl bude jen v tom, že ϕ(x) ≥ x ∀x ∈ P .
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Závěr

Na začátku práce jsme si připomněli základńı pojmy z teorie uspořádaných

množin. Dále jsme definovali agregačńı funkce na uspořádaných množinách a

uvedli jsme jejich klasifikace. V praktické části jsme uvedli některé př́ıklady

agregačńıch funkćı na řetězćıch a ohraničených svazech patř́ıćıch do r̊uzných

tř́ıd. Jako posledńı jsme uvedli př́ıklady agregačńıch funkćı na uspořádané

ohraničené množině, aby jsme ukázali, jak složité je jejich hledáńı. Proto

jsme uvedli obecný postup, který převedl problém nalezeńı agregačńı funkce

na uspořádané množině patř́ıćı do nějaké tř́ıdy na nalezeńı agregačńı funkce

na řetězci, který jsme vybrali z dané uspořádané množiny, patř́ıćı do stejné

tř́ıdy.
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