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Uvod

Tématem této zaveéreéné prace jsou klasifikace agregacnich funkei na ruznych
uspotfadanych mnozinach. Pod pojmem agregace si lze predstavit proces, jak
z néjaké mnoziny hodnot ziskat jednu reprezentativni hodnotu. Agregaéni
funkci pak budeme rozumét néjakou numerickou funkei provadéjici dany
proces. Typickym ptikladem jednoduché agregacni funkce je vSem dobie
znamy aritmeticky prumeér. Agregacni funkce maji velké vyuziti v ruznych
disciplinach a odvétvich. V aplikované matematice se vyuziva napiiklad v
pravdépodobnosti a statistice, dadle muzeme agrega¢ni funkce vyuzivat ve
financ¢nictvi, ekonomice, v pocitacovych technologiich a v mnoha dalsich
odvétvich. Pokud budeme chtit vyuzit néjakou agregacni funkci k vyfeseni
néjakého problému, tak nalezeni vhodné agregacni funkce muze byt docela
slozité. Proto se mnozina vSech agregacnich funkei klasifikuje do ruznych tiid,
kde kazda trida ma néjaké specifické vlastnosti, které ji odlisuji od ostatnich
tiid.

Cilem této prace bude seznamit se s existujici klasifikaci agregacnich
funkci na ruznych usporadanych mnozinach a poté sestavit ptriklady danych
agregacnich funkei splnujici urcité vlastnosti, kterymi jsou klasifikovany. V
uvodni kapitole se seznamime se zdkladnimi pojmy z teorie usporadanych
mnozin, které budeme vyuzivat v dalsich ¢astech prace. Na zacatku druhé ka-
pitoly ve struc¢nosti popiseme klasifikaci agregacnich funkci na realném inter-
valu. Poté definujeme agregacni funkce na usporadané mnoziné s nejmensim
a nejvétsim prvkem, abychom mohli uvést klasifikaci agregacnich funkei na
uspofadanych mnozindch. V dalsi podkapitole pak nami uvazovanou klasi-
fikaci rozsifime o klasifikaci na tetézcich a svazech. V posledni kapitole pak
nami uvedené definice klasifikaci aplikujeme na ptiklady agregacnich funkci
patiicich do ruznych tiid. Nejprve ukazeme piiklady agrega¢nich funkci na
fetézcich a svazech. Na zavér ukazeme piiklady agregacnich funkei na konecné
uspotfadané mnoziné, ktera neni svazem, a poté uvedeme obecny postup

hledani agregac¢nich funkci na libovolné konecné usporadané mnoziné.



1 Uvodni definice

Necht A je neprdzdnd mnozina, na které definujeme relaci R C A x A. O

dané relaci R lze Tict, ze je
— reflexivnd, pokud Ya € A: (a,a) € R
— symetrickd, pokud Va,b € A : (a,b) € R= (b,a) € R
— antisymetrickd, pokud Ya,b € A: (a,b) € Ra (b,a) € R=a=1»>
— tranzitivng, pokud Va,b,c € A: (a,b) € Ra (b,c) € R= (a,c) € R

Definice 1.1. Pokud je relace R reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni,
budeme ji nazyvat uspordddni. Relaci usporadani budeme znacit symbolem

< a zapisem a < b budeme rozumét, ze (a,b) € R.

Definice 1.2. Nechtf A je mnoZina a necht < je uspofaddni na mnoziné A.
Pak dvojice (A, <) se nazyva usporddand mnozina. Je-li uspordadani na A
takové, ze Va,y € A je v < y nebo y < x, pak < se nazyva uplné uspordddni

a A se nazyva retézec.

Definice 1.3. Necht (4, <) je usporddand mnozina a X C A. Prvek a € X
se nazyva
nejvéetsi prvek mnoziny X, jestlize Vo € X plati z < a,

nejmensi prvek mnozZiny X, jestlize Vo € X plati z > a.

Uvazujme nyni usporfddanou mnozinu (A, <) a libovolnou podmnozinu

X C A. Potom muzeme definovat mnoziny
UX)={x € A;y <z pro kazdé y € X},
L(X)={x € A;y > x pro kazdé y € X}.

Definice 1.4. Necht (A, <) je usporadand mnozina a necht X C A. Mnozina
U(X) definovéna vyse se nazyva horni kuzel mnoziny X. Mnozina L(X) de-
finovéna vyse se nazyva dolni kuzel mnoziny X. Jestlize m& mnozina U(X)
nejmensi prvek, pak tento prvek budeme nazyvat supremum mnoZiny X a
budeme ho znacit sup X. Jestlize ma mnozina L(X) nejvétsi prvek, pak tento

prvek budeme nazyvat infimum mnoZiny X a budeme ho znacit inf X.



Definice 1.5. Necht (4,<) je uspoiddand mnozina. Jestlize ke kazdym
dvéma prvkam a,b € A existuje sup {a,b} a infs{a,b}, tak usporadanou

mnozinu (A, <) nazveme svaz.

Pozndmka. V literaturach se casto vyskytuje i jind definice svazu, kterd je s
tou nasi ekvivalentni: Necht A je neprazdnd mnozina a necht A,V jsou bindrni
operace splnujici komutativitu, asociativitu, idempotenci a tzv. zakony ab-
sorbce:

aA(aVb)=a, aV(aNb)=a.

Pak se trojice (A, V,A) nazyva svaz.
Piiklad 1.6.
(1) Retezce jsou svazy.

(2) Necht M je mnozina a necht P(M) je jeji potenéni mnozina. Pak
usporddand mnozina (P(M), C), kde C je relace "byti podmnozinou”,

je svaz.

Obrazek 1: 4-prvkovy fetézec a svaz (P(M), C)

Definice 1.7. Usporddanou mnozinu (A, <) nazveme uplnyg svaz, jestlize pro
kazdou X C A existuje inf X a sup X v A.



Priklad 1.8.
(1) Konecné svazy jsou uplnym svazem.
(2) Svaz (P(M),<C), je uplny svaz.

(3) Svaz (N, <) nenf tplny, protoze neexistuje supremum mnoziny N.

a a C

Obrazek 2: Piiklad usporddanych mnozin, které nejsou svazem



2 Agregacni funkce a jejich klasifikace

V oblasti agregacnich funkci na realnych intervalech ([1]) lze uvadét Dubois-
Pradeuv pristup, kde jsou uvazovany tridy konjunktivnich, disjunktivnich,
prumérovych a zbyvajicich agrega¢nich funkci, které jsou definovany diky
jejich vztahum k funkcim Min a Max.

Trida C vSech (n-arnich) konjunktivnich agregacénich funkei (probihajicich
na realném intervalu [a,b]) je charakterizovana diky nerovnosti A < Min,
zatimco nerovnost A > Max je charakteristicka pro tiidu disjunktivnich
agregacnich funkci D. Pokud jde o prumeérové agregacni funkce, tak ty mo-
hou spliovat nerovnost Min < A < Max. Chceme-li vyloué¢it prekryvani
konjunktivnich a prumérovych (disjunktivnich a prumérovych) agregacnich
funkci, oznacime P tiidu ryzich prumérovych agregacnich funkei obsahujici
vsechny prumérové agregacni funkce kromé Min a Max. Oznacime-li A tiidu
vech agregacnich funkei (n-drnich na redlném intervalu [a, b)), pak tiida
R = A\ (CUDUP) obsahuje vsechny zbyvajici agregacni funkce, které
nejsou konjunktivni, disjunktivni ani prumérové. Tudiz standardni klasifi-
kace (C,D,P,R) tvoif rozklad tiidy .A.

Agregacni funkce nejsou definovany jen na realnych intervalech, ale lze
je definovat také na libovolné uspotadané struktufe s nejmensim a nejvétsim
prvkem (napf. usporddané mnoziny, fetézce, svazy). Na tyto struktury ve
vSeobecnosti nemuzeme pouzit nami feceny Dubois-Pradeuv piistup, protoze

na téchto strukturach nemusi byt definovany funkce Min a Max.

2.1 Agregacni funkce na usporadanych mnozinach

Definice 2.1 ([2], Definition 1). Necht (P, <,0,1) je uspofddand mnozina.
Necht je ddno n € N. Zobrazeni A : P" — P se nazyva (n-drni) agregacni

funkce na P, jestlize je neklesajici,
x<y (tjz1<ys,...,zn <yn) = Ax) < A(y)

a spliiuje mezni podminky



Zobrazeni B : U,enyP" — P se nazyva rozsirend agregacni funkce na P,
jestlize restrikce B|P™ je n-arni agregacni funkce na P pro kazdé n € N.

Vsimnéme si, ze pokud si zvolime P = [0, 1] spolu se standardnim uspo-
rfadanim realnych cisel, tak se Definice 2.1 shoduje s definici agregacnich
funkef na ¢iselnych intervalech ([1]).

Piiklad 2.2. Méjme usporddanou mnozinu (P, <), kde P = {0, a, b, 1}, zob-

razenou na obrazku nize .

0

Obrazek 3: Usporadand mnozina

I. Zobrazeni A : P — P je unarni agregacni funkci na P tehdy a jen
tehdy, kdyz A(0) = 0, A(1) = 1, hodnoty A(a) a A(b) mohou byt

zvoleny libovolné.
II. Definujme zobrazeni B : P? — P nasledovné (z,y € P):

jestlize z = 0 nebo y = 0,

jestlizex =1lay#0neboz #0ay=1
B(z,y) =

8 ~ O

jestlize v =y
0 v ostatnich ptipadech.

Pak B je binarni agregac¢ni funkce na P.

2.2 Konjunktivni a disjunktivni klasifikace

Necht je ddno n € N a uspoifddand mnozina (P, <, 0, 1). Pro danou agregacn{
funkci A: P" — P ax = (xy,...,x,) € P" ozna¢me

ga(x) = card{ilz; > A(x)}
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sa(x) = card{ilz; < A(x)}.

Necht A" = {A: P" — P; A je agregacni funkce}. Definujme dvé zobra-
zeni v,0 : A" — {0,1,...,n} vztahy

7(4) = inf{ga(x)|x € P"},
o(A) =inf{ss(x)|x € P"}.

Vsimnéme si, ze sup{ga(x)|x € P"} = sup{sa(x)|x € P"} = n, coz
vyplyva z hrani¢nich podminek

ga(0,...,0) =ga(l,...,1) =54(0,...,0) =sa(1,...,1)) =n

nezavisle na A.

Obé funkce v a o ndm umozni zavést klasifikaci agregacnich funkei z A.

Tvrzeni 2.3 ([2], Proposition 1). C* = {C},...,Cl'} a D" = {Dy,..., DI},
které jsou ddny vztahem C!' = v~ 1(i) a D = o71(i),i = 0,1,...,n, tvori

rozklad mnozZiny A".

Definice 2.4. Agregacni funkce A : P* — P je:
o silné konjunktivni, jestlize patii do tiidy C;', znacime A € C;,
e slabé konjunktivni, jestlize patii do tifd U?—'C;, znaéime A € C,,
e antikonjunktivni, jestlize patii do tiidy Co,
o silné disjunktivni, jestlize patii do tridy D), znacime A € D,
e slabé disjunktioni, jestlize patii do tiid U?—'D;, znacime A € D,
e antidisjunktivni, jestlize patii do tridy D,.

Pozndamka. Na koncept konjunktivni a disjunktivni klasifikace lze nahlizet i
jinym zpusobem: méjme danou néjakou usporddanou mnozinu (P, <,0,1),
pro kterou muzeme dudlné definovat uspofadanou mnozinu (@), <,0q, 1g),
kde @ = P,0g = 1,19 = 0 a pro z,y € @,z = y tehdy a jen tehdy,
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kdyz x > y. Evidentné kazda agregacni funkce A : P" — P muze byt
také uvazovana jako agregacni funkce na (). Jenze potom ale pro vSechna
x € P" = Q" plati g5 (x) = s%(x),sh(x) = ¢%(x), a tudiz A € CP(DF) v
piipadé usporadané mnoziny (P, <,0,1) tehdy a jen tehdy, kdyz A € DiQ (CZQ )
v piipadé usporddané mnoziny (@, <,0q, 1g).

Tvrzeni 2.5 ([2], Proposition 2). Necht A : P" — P je agregacni funkce.
Potom plati v(A) +0(A) <n+1, a jestlize P nent etézec, potom y(A) =n
implikuje 0(A) =0 a o(A) = n implikuje v(A) = 0.

Diikaz. Necht x € P" je takové, Ze mnozina {x,...,z,} ma mohutnost n,
tj. vSechny hodnoty 1, ..., z, jsou navzdjem ruzné. Déle oznatme e4(x) =
card{i|z; = A(x)} a ina(x) = card{ilz; | A(x)}. Potom es(x) € {0,1} a
plati ga(x) +s4(x)+ina(x) = n+ea(x). Tudiz y(A)+0(A) < n+1. Jestlize
v(A) = 0 nebo o(A) = 0, potom také nezbytné es(x) = 0 pro n¢jaké x € P"
a evidentné v(A) + o(A) < n.

Predpokladejme, ze P neni fetézec, tj. existuji a,b € P takové, ze a || b
a ze plati v(A) = n. Z toho plyne, ze pro libovolné x € P" plati ga(x) = n,
tedy i ga(a,b,...,b) = n, tj. A(a,b,...,b) < a a A(a,b,...,b) < b. Tudiz
A(a,b,...,b) = ¢ nemuze spliiovat ¢ > a a ¢ > b, tj. sa(a,b,...,b) =0 =
o(A). Zbytek dukazu probiha obdobné. O

7, daného tvrzeni plyne dulezity dusledek.

Dusledek 2.6 ([2], Corollary 1). Silné konjunktivni (disjunktivni) agregacni

funkce A je nutné antidisjunktioni (antikonjunktivni).

Vsimnéme si, ze tiida A vsech agregac¢nich funkci na usporadané mnoziné
P je sama o sobé ohrani¢ena usporadand mnozina se zdédénym usporadanim
<; Ay < Ay préve kdyz A;(x) < As(x) pro vsechna x € P™. Nejvétsi prvek
je zde funkce A* : P" — P, kde
0 jestlize x = (0,...,0),

A*(x) =
1 v ostatnich ptripadech,

nejmensi prvek je zde funkce A, : P" — P, kde
1 jestlize x = (1,...,1),

A (x) =
0 v ostatnich pripadech.
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Evidentné A* € Dy je silné disjunktivni a A, € Cs je silné konjunktivni.
Navic zobrazeni v,0 : A — {0,1,...,n} jsou monoténni; v je klesajici,
A; < A, implikuje v(A;) > v(Asy), zatimco o je rostouci, A; < Ay implikuje
(A1) < o(As).

2.3 Obecna klasifikace

Definice 2.7 ([2], Definition 2). Necht A : P" — P je agregacni funkce.

Potom

1. A se nazyva silné priumérovd, jestlize je slabé konjunktivni a soucasné
i slabé disjunktivni, A € A, = C,, N Dy;

2. A se nazyva slabé prumeérovd, jestlize je slabé konjunktivni nebo slabé
disjunktivni, A € A, = C, UD,,.

Na zékladé této definice jsme schopni predstavit dvé obecné klasifikace

agregacnich funkci na usporadanych mnozinéch.
Definice 2.8 ([2], Definition 3). Necht (P, <,0,1) je usporddand mnozina.

1. Mnozina {Cs, Ay, Ds, CoNDy} se nazyva slabd klasifikace tiidy A vsech

n-arnich agregac¢nich funkci na dané usporadané mnoziné.

2. Mnozina {Cs, As, Ds, Cu \Dw, Dy \Cu, CoNDy } se nazyva silnd klasifikace
tiidy A vsech n-arnich agrega¢nich funkei na dané usporadané mnoziné.

2.4 Klasifikace agregacnich funkci na retézcich a sva-

zech

Uvazujme piipad (P, <,0,1), kde < je iplné uspoiadani, tj. P je ohranic¢eny
fetézec. Pak nerovnost A(x) > z; pro nékteré i € {1,...,n} je ekvivalentni
nerovnosti A(x) > Min(x). Obdobneé jsou ekvivalentni i A(x) < Maz(x) a
A(x) < z;. Tudiz silnd prumeérova agregacni funkce A je charakterizovana
diky nerovnosti Min < A < Max, ktera se shoduje s Dubois-Pradeovym
pristupem k prumérovym agrega¢nim funkcim. Navic v tomto ptipadé je rov-
nost y(A) = 0(c(A) = 0) ekvivalentni s rovnosti o(A) = n(y(A) = 0). Kdyz
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to shrneme, dostavame vysledek ovérujici, ze nas pristup rozsifuje originalni
Dubois-Pradeovu klasifikaci.
Tvrzeni 2.9 ([2], Proposition 3). Necht (P, <,0,1) je retézec. Pak se silnd
a slabd klasifikace (n-drnich) agregacnich funkci na P kryji a obé odpovidaji
Dubois-Pradeové klasifikaci (C, D, P,R).

Pokud budeme uvazovat libovolny ohraniceny svaz (S, <, 0, 1), tak situace

bude tplné odligna. Nejprve si uvedme tifdu A; vech svazové primérovych

agregacnich funkci.

Definice 2.10. Agregacni funkce A : S™ — S patii do tridy 4; tehdy a jen
tehdy, kdyz Inf < A< Sup a A ¢ {Inf, Sup}.

Tvrzeni 2.11 ([2], Proposition 4). Necht A : L™ — L je agregacni funkce

na svazu (L,<,0,1). Jestlize je A silné prumérovd, pak je A také svazové
prumérovd (tj. As C A;).

Diikaz. Také u svazu plati, jestlize x; < A(x) pro néjaké i € {1,...,n}, pak
A(x) > Inf(x) (z; > A(x) implikuje A(x) < Sup(x)). Tudiz kazdd silné
prumérova agregacni funkce A je nezbytné také svazové prumérova.

[]

V piipadé ohranicenych svazu, které nejsou retézce, dostavame s pomoci

predchoziho tvrzeni ti rizné obecné klasifikace agregacnich funkei.

Definice 2.12. Necht (S,<,0,1) je ohraniceny svaz, ktery neni fetézcem.

Necht A je tiida vSech n-arnich agrega¢nich funkei na daném svazu. Pak
1. mnozina {Cs, D, Ay, Co N Dy} se bude nazyvat slabd klasifikace viech
n-arnich agregac¢nich funkc;
2. mnozina {Cs, Ds, As,Cy \ As, Dy, \ As,Co N Dy} se bude nazyvat silnd
klasifikace vsech n-arnich agregacnich funkef;
3. mnozina {Cs, Ds, A;, R}, kde R = A\ (Cs UD,; U A;) se bude nazyvat
svazovd klasifikace vSech n-arnich agregacnich funkei.

Vsimnéme si, ze kazdéd silné konjunktivni agregacni funkce A spliuje
A(x) < x; (pro kazdé ¢ a pro kazdé x), a tudiz A < Inf. Z toho plyne,
7e CsN A; = (0. Podobné Dy N A; = 0.
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3 Priklady klasifikaci

V této césti prace se budeme zabyvat nékterymi piiklady agregacnich funkei
na ohranicenych usporadanych mnozinach, které budou pattit do ruznych
tiid. Nejprve se zaméiime na agrega¢ni funkce na tetézcich a pozdéji i na
svazech. Na zavér poté ukdzeme piiklad na usporadané mnoziné s nejvétsim
a nejmensim prvkem, ktera neni svazem.

Pozndmka. Budeme uvadét priklady agregacnich funkei na dané usporadané
struktute patiicich do ttid Cy, kde k = 0, ..., m a m znaci po¢et proménnych
dané funkce. Agregacni funkce, které patii do tiid Dy, se budou fesit po-
dobné jako u agregac¢nich funkei, které patii do t¥id Cy, jen namisto pouzivani
ga(x) = card{i|lz; > A(x)} bychom pouzivali s4(x) = card{i|z; < A(x)},

kde A je néjaka m-arni agregacni funkce.

3.1 Kilasifikace agregacnich funkci na retézcich

V této kapitole se nejprve zabyvame priklady ternarnich agregac¢nich funkei
na ftetézcich, které pak pozdéji zobecnime na libovolné m-arni agregacni
funkce.

Necht R, = {ay,...,a,} je konetny n-prvkovy fetézec, kde n > 4, jenz

je vyobrazeny na obrézku nize.

a2

ai

Obrazek 4: koneény n-prvkovy fetézec
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Priklad 3.1. Nechf Az : R? — R, je funkce definovdna nasledovné:

As(z,y, z) = inf{z,y, z}.

Dokazeme, ze dané funkce je agregacni funkce na fetézci R, ktera patii do
tiidy Cs.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce A je agregacni funkce. To znamend
dokazat, ze splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni trojic
(a1,a1,a1) a (an,a,,a,) do predpisu funkce dostdvame As(ai,ai,a1) = a4
a As(ap,an,a,) = a,. Jelikoz inf je svazova operace, kterd je monoténni
(viz. [3]), je i nase funkce A3 monoténni. Tedy dostavame, ze funkce Aj je
agregacni funkce.

Nyni dokazeme, ze agregacni funkce Az patii do tiidy Cs. Agregacni
funkce Aj patii do Cs, jestlize pro kazdou trojici (x,y, 2), kde x,y,z € R,
plati ga,(z,y, z) = 3. Jinak feceno, prvky z,y, z musi byt vétsi nebo rovno
nez As(x,y,z). V naSem pripadé je podminka splnéna, nebot inf{z,y,z} je

mensi nebo rovno nez prvky x,y, z.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Ajs silné konjunktivni, tj. Az € Cs.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
Az € D,,. 7 téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostdvame, ze As
je slabé prumérova, tj. Az € A,,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
patii do tiidy Cs a A,,. V silné klasifikaci patii do tiidy Cs a Dy, \ Cy-

Pi#iklad 3.2. Necht A, : Rfl — R, je funkce definovana nasledovné:

AQ(xv Y, Z) = inf{x, Sup{yu Z}}

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na tetézci R,,, kterd patii do
tiidy Cs.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce A, je agregacni funkce. To znamend
dokazat, ze spliuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni trojic
(a1,a1,a1) a (an,a,,a,) do predpisu funkce dostavame As(ay,ai,a1) = a4
a As(an,an,a,) = a,. Jelikoz inf a sup jsou svazové operace, které jsou
monoténni (viz. [3]), je i nase funkce Ay monoténni. Dohromady dostavame,

ze funkce A, je agregacni funkce.
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Nyni dokazeme, ze agregacni funkce As patii do tridy C,. Agregacni
funkce A, patii do Cs, jestlize pro kazdou trojici (x,y, 2), kde x,y,z € R,
plati ga,(x,y,2) > 2 a existuji xo, Yo, 20 € R, tak, ze ga,(zo,yo,20) = 2. U
nasi funkce plati: pokud je x nejvétsi prvek z trojice, tak vysledna hodnota
As(z,y, z) bude rovna jednomu z prvka y nebo z a ga,(x,y, z) > 2. Pokud x
bude nejmensi prvek z trojice, pak As(z,y,2) = x a ga,(z,y, z) = 3. Posledni
pripad je, kdyz bude platit y < x < 2z nebo z < x < y. V tomto piipadé bude
vyslednd hodnota rovna opét z, a tudiz bude opét platit, ze ga,(x,y, z) > 2.
Priklad trojice, pro kterou plati ga,(z,y, z) = 2 je napiiklad (as, ai, as), pro

kterou plati As(as, a1, as) = ag a tudiz ga,(as, a1, as) = 2.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce As slabé konjunktivni, tj. Ay € C,.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
As € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Ao
je silné prumérova, tj. Ay € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
nepatii do zadné tiidy. V silné klasifikaci patii do tiidy As.

Priklad 3.3. Necht A; : B2 — R, je funkce definovdna nasledovné:
A(z,y,2) = 2.

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na fetézci R,,, kterd patii do
tridy C;.

Reseni: Nejprve dokézeme, ze funkce A, je agregacni funkce. To znamené
dokazat, ze splinuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni trojic
(a1,a1,a1) a (ap,an,a,) do predpisu funkce dostavame As(ay,a1,a1) = a;
a As(an, n,a,) = ap. Jestlize plati (zq1,y1,21) < (x2,y2,22), pak plati i
Ai(z1,y1,21) = 21 < A1(22,Y2,22) = 2. Tudiz nase funkce je monoténni
a dostavame vysledek, ze funkce A; je agregacni funkce.

Agregacni funkce A; patii do Ci, jestlize pro kazdou trojici (z,y, z),
kde z,y,z € R,, plati ga,(x,y,2) > 1 a existuji xo,v0,20 € R, tak, ze
ga, (2o, Y0, 20) = 1. To je ale splnéno, nebot diky podmince A;(z,y,z) = 2
bude vzdy minimélné prvek z vétsi nebo rovno nez A;(z,y, z). Piiklad tro-
jice, pro kterou plati ga, (z,y, z) = 1 je napiiklad (asg, as, az), pro kterou plati

Ai(ag, as,a3) = az a ga, (az, as,as) = 1.
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Dle definice 2.4 je agregacni funkce A; slabé konjunktivni, tj. A; € C,.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
Ay € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze A;
je silné prumeérova, tj. A; € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci

nepatif do zadné tiidy. V silné klasifikaci patii do tiidy A,.

Priklad 3.4. Necht Ay : R? — R, je funkce definovdna nasledovné:

(4, jestlize (z,y,2) = (a1, a1,a1)

ay, jestlize (z,y,2) = (an, an, ay)
Ao(z,y,2) =  a;pq jestlize z =a;, kdei=1,...,n—2
a (z,y,2) # (a1,a1, a;)

| @n—1 v ostatnich pripadech.

Dokézeme, ze dand funkce je agregacni funkce na fetézci R,,, kterd patii do
tiidy Co.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce A je agregacni funkce. To znamend
dokézat, ze spliuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Hrani¢ni podminky
jsou zadany ptimo v predpisu funkce. U dalsich podminek zavisi funkéni
hodnota funkce Ay na poslednim prvku trojice (z,y, z). Pokud je tedy z = a;
proi=1,...,n—2 pak Ag(z,y,2) = a;+1. A pokud je z = a,_1 nebo z = a,,
pak Ag(z,y,z) = a,—1 (jedind vyjimka je (x,y,2) = (an,an,a,)). Z toho
plyne, ze pokud (x1,y1, 21) < (22,2, 22) pak i Ag(w1,y1,21) < Ao(T2, Y2, 22)-
Tudiz funkce Ag je monoténni a dohromady dostavame, ze je to agregacni
funkce.

Agrega¢ni funkce Ay bude pattit do tiidy Cy, jestlize najdeme trojici
(x,y,2), kde z,y,z € R, takovou, pro kterou plati g4,(z,y, z) = 0. Piiklad
takové trojice muze byt (aq, ay, a,_s), pro kterou plati Ag(ay, ar, an—2) = an_1

a ga,(ai,ar,a,—2) = 0.

Dle definice 2.4 je agrega¢ni funkce Ay antikonjunktivni. Déle se da zjistit,
ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj. Ag € D,,. Z téchto
dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Ag je slabé prumérova,
tj. Ag € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do tiidy A,,. V
silné klasifikaci patii do tiidy D, \ Cy.
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V predchozich prikladech jsme ukazali priklady ternarnich agregacnich
funkci na n-prvkovém tetézci patiici do ruznych tiid. Nyni se pokusime dané

priklady zobecnit na libovolné m-arni agregacni funkce, kde m € Nam > 4.

Priklad 3.5. Nechf B,, : R™ — R, je funkce definovdna ndsledovné:

Bpn(x1, ... xp) = inf{xy, ..., 25}

Dokazeme, ze dand funkce je agregacni funkce na fetézci R,,, kterd patii do
tiidy C,,.

Reseni: Nejprve dokazeme, ze funkce B,, je agregacni funkce. To znamena,
dokazat, ze funkce B,, spliuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosa-
zeni (ay,...,a;) dostdivame By, (ai,...,a;) = a;. Po dosazeni (ay,...,a,)
dostdvame B,,(an, ..., a,) = a,. Jelikoz inf je svazovd operace, kterd je mo-
noténni (viz. [3]), je i nase funkce B, monoténni. Dohromady dostavame, ze
funkce B,, je agrega¢ni funkce.

Nyni dokazeme, ze agregacni funkce B,, patii do tiidy C,,. Dana funkce
patii do C,,, jestlize pro kazdou m-tici (x1,...,xy), kde x1,..., 2, € Ry,
plati gg, (x1,...,2,) = m. Jinak Feceno, vSechny prvky dané m-tice musi
byt vétsi nebo rovno nez B, (x1,...,%,). V nasem piipadé je podminka
splnéna, nebot inf{xy,...,z,,} je mensi nebo rovno nez viechny prvky dané

m-tice.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce B, silné konjunktivni, tj. B,, € Cs.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
B,, € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze B,,
je slabé prumérova, tj. B,, € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
patii do t¥id Cs a A,,. V silné klasifikaci patii do t¥idy Cs a D, \ Cy.

Priklad 3.6. Necht By : R™ — R, je funkce definovdna nédsledovneé:

Bi(z1, ..., xm) = inf{zy, ..., xp_1,sup{Tg, ..., Tm}}.

Dokézeme, ze dand funkce je agregacni funkce na tetézci R,,, kterd patii do
tridy Cp, kde k =2,...,m — 1.
Resent: Nejprve dokdzeme, ze funkce By, je agregacni funkce. To zna-

mena dokézat, ze splnuje hranicni podminky a monoténnost. Po dosazeni
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(ay,...,a1) dostavame Bg(aq,...,a1) = ay. Po dosazeni (a,,...,a,) pak
dostavame By(ap, ..., a,) = a,. Jelikoz inf a sup jsou svazové operace, které
jsou monoténni (viz. [3]), je i nase funkce By monoténni. Dohromady tedy
dostavame, ze funkce By, je agregacni funkce.

Nyni dokdzeme, ze agregacni funkce By patii do tiidy C,. Dana funkce
patii do Cy, jestlize pro kazdou m-tici (x1, ..., z,), kde x1, ..., z,, € Ry, plati
9B, (T1, ..., xm) > k aexistujl y1,...,ym € Ry, tak ze g5, (Y1, ..., Ym) = k. Z
predpisu funkce je ziejmé, ze vysledna funkéni hodnota je rovna nejmensimu
prvku z mnoziny {x1,...,Tg_1,sup{Zk, ..., Tm}}, tj. Be(z1,...,zy) bude
mensi nebo rovno nez vSechny prvky z dané mnoziny. Z toho plyne, ze
98, (T1, ..., xm) > k.

Priklad néjaké m-tice, pro kterou plati gp, (21, ..., 2m) = k, je napiiklad
(ag,...,as,a1,...,a1), kde ag se zde vyskytuje k-krat. Z definice funkce plati,

ze Bi(ag,...,az,a1,...,a1) = ag, a tedy ggp, (az,...,as,a1,...,a1) = k.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce By, pro k = 2,...,m — 1, slabé kon-
junktivni, tj. By € C,. Dale se da zjistit, ze je také slabé disjunktivni, tj.
By € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze
By, je silné prumeérova, tj. By € As. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
nepatii do zadné tridy. V silné klasifikaci patii do tiidy .As.

Priklad 3.7. Necht B; : R™ — R, je funkce definovdna nésledovné:
Bi(z1,.. . ) = Ty

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na tetézci R,,, kterd patii do
tridy C;.

Resent: Nejprve dokizeme, ze funkce B; je agregacni funkce. To zna-
mend dokézat, ze spliiuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni
(ay,...,a1) dostavdme Bi(ai,...,a;) = ay. Po dosazeni (a,,...,a,) pak
dostdvame Bj(ap,...,a,) = a,. Jestlize plati (x1,...,Zmn) < (Y1,--\Ym)
(tzn. 21 < Y1,...,Zm < Ym), pak z predpisu funkce je vidét, ze bude pla-
tit také By(z1,...,2m) = 21 < B1(y1, .-, Ym) = Ym- A tedy nase funkce je
monoténni a dohromady dostavame, ze nase funkce B je agregacéni funkce.

Nyni dokézeme, Ze agregacni funkce B; patii do tfidy C;. Dana funkce

patii do C;, jestlize pro kazdou m-tici (z1,...,2m), kde x1,...,2, € R,,
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plati g, (x1,...,Ty) > 1 a existuji y1,...,Ym € Rn, 7€ g5, (Y1, .-, Ym) = L.
Coz plati, protoze diky By(x1,..., ;) = &, bude vzdy minimélné prvek x,,
vétsi nebo rovno nez By(zq, ..., Tpy).

Piiklad m-tice, pro kterou plati gp, (x1, ..., Z,) = 1, muze byt napiiklad

(ag,...,as,a6). Plati By(as, ..., a2, a6) = ag, a tedy gp, (as, ..., as,as) = 1.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce B; slabé konjunktivni, tj. By € C,.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
By € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze By
je silné prumérova, tj. B; € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
nepatii do zadné tridy. V silné klasifikaci patii do tiidy As.

Priklad 3.8. Necht By : R™ — R, je funkce definovdna nésledovné:

(

a jestlize (x1,...,2m) = (a1,...,a1)
ay, jestlize (x1,...,2Zm) = (An, ..., ap)
Bo(z1,...,2m) = § a;;q  jestlize z,, = a;, kdei=1,...,n—2
a(xy,...,Tm) # (a1,... a1)
a,_1 Vv ostatnich pripadech.

\

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na fetézci R,,, kterd patii do
tridy Co.

Reseni: Nejprve dokézeme, ze funkce By je agregacni funkce. To znamend
dokazat, ze spliuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Z ptredpisu funkce
je ztejmé, ze hrani¢ni podminky jsou splnény. U zbylych podminek zavisi
funkéni hodnota funkce na poslednim prvku dané m-tice (z1,...,2,,). Po-
kud je tedy x,, = a; proi =1,...,n— 2, pak Bo(x1,...,2Tm) = a;41. Pokud
je Tm = a,_1 nebo x,, = a,, pak By(zi,...,z,) = a,_1 (jedind vyjimka
nastdva u (z1,...,2,) = (an,...,a,)). Z toho nam tedy plyne, ze pokud
(1, Tm) < (Y1,-- -, Ym), Pak také Bo(xy, ..., 2m) < Bo(y1,---,Ym). Do-
hromady tedy dostavame, ze funkce By je agregacni funkce.

Agregacni funkce By bude patiit do ttidy Cop, jestlize najdeme alespon

jednu m-tici (zq,...,2,), kde x1,..., 2, € R,, takovou, pro kterou plati
9B, (%1, ..., o) = 0. To muze byt napiiklad takova m-tice (z1,...,z,), kde
Z1,...,Tm—1 je mensi nebo rovno nez z,, a navic z,, € {a,...,a,_2}. Pak
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budeme mit zaruceno, ze bude platit gg,(z1,...,%,) = 0. Na konkrétnim
piipadé to muze byt napiiklad m-tice (aq,...,a1,a,_2), pro kterou plati

By(ay,...,a1,an-2) = an_1, a tudiz gg,(a1,...,a1,a,—2) = 0.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce B, antikonjunktivni. Déle se da zjistit,
ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj. By € D,,. Z téchto
dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze By je slabé prumérova,
tj. By € Ay. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do t¥idy A,. V
silné klasifikaci patii do tiidy Dy, \ Cy.

3.2 Kilasifikace agregacnich funkci na svazech

V této sekei si ukazeme piiklady m-arnich agregacnich funkei na svazech. Ne-
cht tedy S, je libovolny n-prvkovy svaz takovy, Ze v ném existuji minimalné

dva prvky a,b € S, takové, ze a || b (tj. @ a b jsou nesrovnatelné).

Priklad 3.9. Necht F, : S™ — S, je funkce definovdna ndsledovné:

Fo(xy,...,zn) =inf{xy, ... 25}

Dokézeme, ze dand funkce je agregacni funkce na svazu S, kterd patii do
tiidy C,,.

Resent: Nejprve dokazeme, Ze funkce F, je agregacéni funkce. To znamens
dokézat, ze funkce splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni
(0,...,0) dostavame F,,(0,...,0) = 0. Po dosazeni (1,...,1) dostaneme
F.(1,...,1) = 1. Jelikoz inf je svazova operace, kterd je monoténni (viz.
[3]), je i nase funkce F,,, monoténni. Dohromady dostdvame, ze funkce F, je
agregacni funkce.

Nyni dokazeme, ze agregacéni funkce F), patii do ttidy C,,. Dana funkce

patii do C,,, jestlize pro kazdou m-tici (z1,...,zy), kde x1,..., 2, € Sy,
plati gr, (x1,...,2,) = m. Tato podminka je splnéna pro vsechny m-tice,
nebot inf{zy,...,2,,} je mensi nebo rovno nez vsechny prvky dané m-tice.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Fj, silné konjunktivni, tj. F,, € Cs.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy Dy a je tedy antidisjunktivni. Z téchto
dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze F), neni ani slabé

ani silné prumeérova. Z definice 2.10 zjistujeme, Ze agregacni funkce F, neni
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svazoveé prumérova. Z definice 2.12 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do ttidy
Cs. V silné klasifikaci patii do tiidy C,. Ve svazové klasifikaci patii do ttidy
Cs.

Priklad 3.10. Necht F,,_; : S™ — S, je funkce definovédna nésledovné:
Foa(zy,... x) =inf{z,..., 251}

Dokézeme, ze dand funkce je agregacni funkce na svazu S, kterd patii do
tiidy Cpp_1.

Resent: Nejprve dokazeme, ze funkce F,,_; je agregacni funkce. To zna-
mena dokézat, ze funkce splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po do-
sazeni (0,...,0) dostdavame F,,_1(0,...,0) = 0. Po dosazeni (1,...,1) dosta-
neme Fy, 1(1,...,1) = 1. Jelikoz inf je svazova operace, kterd je monoténni
(viz. [3]), je i nase funkce F,,,_; monoténni. Dohromady dostdvame, ze funkce
F,,_1 je agregacni funkce.

Nyni dokazeme, ze agrega¢ni funkce F,, ; patii do tfidy C,,_;. Funkce

patii do C,,_1, jestlize pro kazdou m-tici (x1,...,2y), kde zy,..., 2, €
Sp, plati gr_ (z1,...,2y) > m — 1 a existujl yi,...,ym € S, takové, zZe
gr, (Y1, ..., ym) = m — 1. Jelikoz dle predpisu funkce hleddme nejmensi

prvek z m — 1 prvku, tak nerovnost bude vzdy splnéna. Piiklad m-tice, pro
kterou bude platit rovnost, je napiiklad (a, ..., a,0), kde a € S,, a # 0. Plati
Fo.1(a,...,a,0)=a, atedy gg,_,(a,...,a,0) =m — 1.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce F),_; slabé konjunktivni, tj. F,,_1 €
Cy. Dale se da zjistit, ze patii téz do tiidy Dy a je tedy antidisjunktivni. Z
téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze F),_1 je slabé
priumérova, tj. F,,_, € A,. Z definice 2.10 zjistujeme, Ze agregacni funkce
F,,_1 je svazové prumérova. Z definice 2.12 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii
do tiidy A,. V silné klasifikaci patii do tiidy C, \ As. Ve svazové klasifikaci
patii do tiidy A;.

Priklad 3.11. Necht F}, : S™ — S, je funkce definovana nésledovné:
Fe(z1, ... x) = inf{zy, ..., zp, sup{zria, .., xm -

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na svazu .5, kterd patii
do tridy Cy, kde k =2,...,m — 2.
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Reseni: Nejprve dokézeme, ze funkce Fj, je agregacni funkce. To znamend
dokézat, ze spliuje hraniéni podminky a monoténnost. Po dosazeni (0, ..., 0)
dostavame Fj(0,...,0) = 0. Podobné je tou (1,...,1), kde Fi(1,...,1) = 1.
Jelikoz inf a sup jsou svazové operace, které jsou monoténni (viz. [3]), je i
nase funkce Fy monoténni. A tedy je to agregacni funkce.

Nyni dokazeme, ze agregacni funkce Fj, patii do tfidy Ck. Dana funkce
patii do tiidy Cy, jestlize pro kazdou m-tici (z1,...,2,,), kde x1,..., 2, €
S, platl gp (21,...,2m) > k a existujl y1,...,ym € S, takové, ze plati
97, (Y1, - - -, Ym) = k. Z ptedpisu funkce je ziejmé, ze vysledna hodnota bude
nejmensi prvek z £+ 1 prvkové mnoziny, takze vzdy bude minimalné k prvkua
vétsi nebo rovno nez agregovana hodnota. Zbyva tedy najit aspon jednu
m-tici, pro kterou gg, (21, ...,2,) = k. Piiklad takové m-tice je napiiklad
(aVb,...,aVb,a,...,a,b), kde a,b € S, jsou takové, ze a || b a prvek a Vb se
zde vyskytuje pravé k-krat. Pak bude Fy(aVb,...,aV b,a,...,a,b) =a Vb,

a tedy rovnost bude splnéna.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Fj slabé konjunktivni, tj. Fj € C,.
Dale se d& zjistit, ze patii téz do tiidy Dy a je tedy antidisjunktivni. Z
téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostdvame, ze Fj je slabé
prumérova, tj. Fj, € A,. Z definice 2.10 zjistujeme, Ze agregacni funkce Fj
je svazové prumeérova. Z definice 2.12 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do
tridy A,,. V silné klasifikaci patif do tiidy C, \ As. Ve svazové klasifikaci patii
do tridy A;.

Priklad 3.12. Necht Fy : S™ — S, je funkce definovéna nésledovné:
Fi(xy,...,2n) = zp.

Dokézeme, ze dana funkce je agregacni funkce na svazu S, kterd patii do
tiidy C;.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce F} je agregacni funkce. To znamend
dokazat, ze spliuje hraniéni podminky a monoténnost. Po dosazeni (0, ..., 0)
a (1,...,1) dostaneme Fi(0,...,0) = 0 a Fi(1,...,1) = 1. Jestlize plati
(1, Tm) < Y1y Um) (tzne 21 < Y1, ..., T < Ym), pak bude urciteé
platit také Fi(z1,...,Zm) = Tm < F1(Y1,- -, Ym) = Ym. Tedy nase funkce je

monoténni a dostdvame, ze funkce Fj je agregacéni funkce.
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Nyni dokazeme, ze agregacni funkce F) patii do tiidy C;. Dana funkce
patii do Cy, jestlize pro kazdou m-tici (z1,...,z,), kde x1,..., 2, € S,,
plati gp (1, ..., 2y) > 1 a existuji y1, ..., Ym € Sn, 7€ gr, (Y1, -, Ym) = L.
Coz plati, protoze diky Fi(zy,...,2mn) = Z, bude vzdy minimalné prvek
Ty, vetsi nebo rovno nez Fy(zy,...,xz,). Piiklad m-tice, pro kterou plati
gr (21, ..., xy) = 1 je napiiklad (0,...,0,a) kde a # 0.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Fj slabé konjunktivni, tj. F; € C,.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
Fy € D,,. Z téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostdavame, ze
F je silné prumeérova, tj. Fy € As. Z tvrzeni 2.9 (na strané 14) plyne, zZe
funkce Fj je svazové prumérova, tj. Fy; € A;. Z definice 2.12 plyne, ze ve
slabé klasifikaci nepatii do zadné tiidy. V silné klasifikaci patii do tiidy As.
Ve svazové klasifikaci patii do tiidy A;.

Priklad 3.13. Necht Fj : S™ — S, je funkce definovdna ndsledovneé:

Fo(xy, ..., xm) =sup{xy, ..., om}.

Dokazeme, ze dané funkce je agregacni funkce na svazu S, kterd patii do
tiidy Co.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce Fy je agregaéni funkce. To znamens
dokazat, ze funkce splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po dosazeni
(0,...,0)a (1,...,1) dostaneme F(0,...,0) =0 a Fi(1,...,1) = 1. Jelikoz
sup je svazovd operace, kterd je monoténni (viz. [3]), je i nase funkce Fj
monoténni. Dostavame tedy, ze funkce Fj je agregacni funkce.

Nyni dokdzeme, ze agregacni funkce Fy patii do tiidy Cy. Funkce patii
do tridy Co, jestlize existuje m-tice (z1,...,%y), kde z1,..., 2, € S,, pro
kterou plati gg, (x1,...,2,) = 0. Jako priklad takové m-tice je napiiklad
(a,...,a,b), kde a,b € S, pro které plati, ze a || b (tzn. Ze jsou nesrovna-
telné). Vyslednd hodnota Fy(a,...,a,b) pak bude rovna prvku vétsimu nez

jsou prvky a a b a tudiz bude platit, ze gg,(a,...,a,b) = 0.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Fj antikonjunktivni. Déle se d& zjistit,
ze patii téz do tiidy D,, a je tedy silné disjunktivni, tj. Fy € Ds. Z téchto

dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Fj neni ani silné a
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ani slabé prumérova. Z definice 2.10 zjistujeme, ze agregacni funkce F,, neni
svazoveé prumérova. Z definice 2.12 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do ttidy
D,. V silné klasifikaci patii do tiidy Ds. Ve svazové klasifikaci patii do tfidy
D;.

3.3 Priklad agregacnich funkci na usporadané mnoziné

Nyni si ukdzeme priklady agregacnich funkci na usporadané mnoziné, ktera
neni svazem, patficich do ruznych t¥id. Hlavni rozdil bude v tom, ze v

predpisech funkei nebudeme moci pouzit svazové operace inf a sup.
1

Obrazek 5: Uspordadana mnozina, ktera neni svazem

Necht tedy médme uspoiadanou mnozinu U, kterd je zobrazena na obrazku
vyse. Na této usporadané mnoziné definujeme ternarni agregac¢ni funkce,

které patii do ruznych tiid.
Piiklad 3.14. Necht Hj : U3 — U je funkce definovdna nasledovné:

1 jestlize (z1,x9,23) = (1,1,1)
H3 (21, 79, 73) = ) )
0 v ostatnich pripadech.
Dokézeme, ze funkce Hj je agregacni funkce pattici do t¥idy Cs.

Resent: Nejprve dokézeme, ze funkce Hj je agregaéni funkce. To znamend
dokézat, ze funkce splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Uz z predpisu
funkce je zfejmé, ze spliiuje obé podminky, tudiz je to agregacéni funkce.

Nyni dokézeme, ze agregacni funkce Hj patii do tfidy Cs. Dana funkce

patii do Cs, jestlize pro kazdou trojici prvku (xy, z9, x3), kde x1, 29,23 € U,
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plati gp,(x1, 22, x3) = 3. Z predpisu nasi funkce je ziejmé, ze tato podminka
je splnéna pro kazdou trojici (zq, 2, 23).

Dle definice 2.4 je agrega¢ni funkce Hj silné konjunktivni, tj. Hs € Cs.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy Dy a je tedy antidisjunktivni. Z téchto
dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Hsz neni ani slabé a

ani silné prumérova. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do ttidy
C,. V silné klasifikaci patii do ttidy Cs.

Ptiklad 3.15. Nechf H, : U3 — U je funkce definovdna ndsledovné:

(

p jestlize (x1,z9,23) = (p,p,p), kde p € U,
jestlize se v trojici dvakrat objevi ¢, kde q € U,

r jestlize se v trojici objevi pravé prvky 0,r a w,
kde r € {a,b} a w € {¢,d, 1},

s jestlize se v trojici vyskytuji pravé prvky z, s, 1,
kde z € {0,a,b},s € {c,d},

0 jestlize se v trojici vyskytuji prave prvky a, b, 0,

Hy(z1, w9, 23) =

b jestlize se v trojici vyskytuji pravé prvky a,b, vy,
kde y € {¢,d, 1},
b jestlize se v trojici vyskytuji prave prvky z,c,d,

kde z € {0,a,b},

¢ jestlize se v trojici vyskytuji pravé prvky c,d, 1.

Dokazeme, ze funkce Hs je agregacni funkce patiici do t¥idy Cs.

Resent: Nejprve dokdzeme, ze funkce H, je agregacni funkce. To zna-
mena dokézat, ze funkce splnuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po do-
sazeni (0,0,0) a (1,1,1) do predpisu funkce dostavdme H,(0,0,0) = 0 a
Hy(1,1,1) = 1. Po porovnani vSech trojic mezi sebou jsme dosli k zaveéru,
ze funkce H, je monoténni a dohromady tedy dostavame, ze je agregacéni
funkce.

Nyni dokézeme, ze agrega¢éni funkce H, patii do tiidy Cy. Dand funkce
patii do tiidy Co, jestlize pro kazdou trojici (x1,xe,z3), kde x1, 29,23 € U,

plati gy, (%1, 20, 23) > 2 a existuji prvky yi,¥y2,y3 € U, pro které plati
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9, (Y1, Y2,y3) = 2. Z podminek v predpisu funkce je zfejmé, ze podminka
g, (1, T2, 23) > 2 je splnéna pro vsechny trojice, Piiklad trojice, pro kterou

plati gu, (1, T2, z3) = 2, je napriklad (a, b, ), pro kterou plati Hy(a,b,c) = a.

Dle definice 2.4 je agregacni funkce H, slabé konjunktivni, tj. Hy € C,.
Déle se dé zjistit, ze patii téz do tfidy Dy a je tedy antidisjunktivni. Z
téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Hs je slabé
prumeérova, tj. Hy € A, . Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do
tiidy A,. V silné klasifikaci patif do tiidy Cy \ D.-

Piiklad 3.16. Necht H, : U3 — U je funkce definovdna nasledovné:
Hy (1,12, 23) = 2.

Dokézeme, ze funkce H; je agregacni funkce pattici do tridy C;.

Resent: Nejprve dokazeme, ze funkce H; je agregaéni funkce. To zna-
mena dokézat, ze funkce spliuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Po do-
sazeni (0,0,0) a (1,1,1) do predpisu funkce dostavdme H;(0,0,0) = 0 a
Hi(1,1,1) = 1. Monoténnost je také splnéna, nebot vyslednd funkéni hod-
nota zavisi na prostiednim prvku trojice. Dohromady dostavame, ze funkce
H, je agregacni funkce.

Nyni dokézeme, ze agregacni funkce H; patii do tiidy C;. Dana funkce
patii do tiidy Cy, jestlize pro kazdou trojici (zq,x2,23), kde x1, 29,23 € U,
plati gy, (1, 29,23) > 1 a existuji prvky yi,y2,y3 € U, pro které plati
g, (Y1, Y2, y3) = 1. Z predpisu funkce je ziejmé, ze podminka gy, (1, z9) > 1
je splnéna pro vSechny trojice, nebotf vidy aspoil jeden prvek bude vétsi
nebo rovno nez vysledna funkéni hodnota. Ptiklad trojice, pro kterou plati

g, (71,22, 23) = 1, je napiiklad (a,c, a).

Dle definice 2.4 je agregacni funkce H; slabé konjunktivni, tj. H; € C,.
Déle se da zjistit, ze patii téz do tiidy D; a je tedy slabé disjunktivni, tj.
H, € D,. 7 téchto dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze H;
je silné prumeérova, tj. H; € A,. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci
nepatii do zadné tridy. V silné klasifikaci patii do tiidy .As.

Ptiklad 3.17. Nechf H, : U3 — U je funkce definovdna ndsledovné:
0 jestlize (x1,z2,x3) = (0,0,0)

H0($1,$2,$3) =
1 v ostatnich pripadech.
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Dokézeme, ze funkce Hj je agregacni funkce pattici do tridy C.

Resent: Nejprve dokazeme, ze funkce Hy je agregaéni funkce. To znamend
dokézat, ze funkce spliiuje hrani¢ni podminky a monoténnost. Uz z pfedpisu
funkce je zfejmé, ze spliuje obé podminky, tudiz je to agregacni funkce.

Nyni dokézeme, ze agregacni funkce Hy patii do tiidy Cy. Dana funkce
patii do Cy, jestlize pro kazdou trojici prvku (xq,xs,23), kde x1,,29,23 €
U, plati gg,(x1,z2,23) > 0 a existuji prvky yi1,49,y3 € U, pro které plati
9, (Y1, y2,y3) = 0. Z predpisu nasi funkce je ziejmé, ze piiklad takové trojice

splnujici danou podminku je napiiklad (a, b, c).

Dle definice 2.4 je agregacni funkce Hy antikonjunktivni. Dale se d& zjistit,
ze patii téz do tiidy Dj a je tedy silné disjunktivni, tj. Hy € Ds. Z téchto
dvou zjisténi a z definice 2.7 dohromady dostavame, ze Hy neni ani silné a
ani slabé prumérova. Z definice 2.8 plyne, ze ve slabé klasifikaci patii do ttidy
D,. V silné klasifikaci patii do tiidy Ds.

3.3.1 Obecny postup hledani agregacnich funkci

Hledani agregacni funkce na néjaké usporadané mnoziné, ktera neni sva-
zem, je v nékterych ptipadech celkem slozité, viz piiklad 3.3. Pii hledani
néjaké n-arni agregacni funkce na usporadané mnoziné pattici do tiidy Cy,
kde kK =0,...,n, muze byt narotné najit predpis funkce. Proto se pokusime
najit néjaky zpusob, jak by se dala usporadana mnozina zjednodusit tak, aby
nalezeni agregacni funkce na usporadané mnoziné bylo podstatné jednodussi.

Necht (P,<,0,1) je koneénd usporddand mnozina. Vybereme mnozinu
R C P takovou, ze (R, <,0,1) je fetézec. Déle necht ¢ : P — R je zobrazeni
déno predpisem ¢p(z) = a Vo € P, kde a je nejveétsi prvek mnoziny L({z})NR,
tj. a je nejvétsi prvek retézce R, ktery je obsazen v dolnim kuzelu L({x})

prvku z.
Lemma 3.18. Zobrazeni p ma ndsledujici vlastnosti:
1. ¢ zachovdvd usporddant, tj. Y,y € P,x <y implikuje o(x) < o(y)
2. p(x) <z VreP ap() =z, pokud x € R.
Diikaz. 1. Necht z,y € P a ozna¢me L({z}), L({y}) dolni kuZely danych
prvku. Jestlize < y, pak L({z}) € L({y}), z ¢ehoz plyne, ze nejvétsi
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prvek pruniku L({z})N R bude mensi nebo rovno nez nejvétsi prvek pruniku
L({y}) N R. Tedy bude platit ¢(x) < p(y).

2. Necht z € P. Dle definice zobrazeni ¢ je o(x) nejvétsi prvek z pruniku
L({z}) N R, kde L({z}) je dolni kuzel prvku z. Pokud = € R, pak nejvétsi
prvek daného pruniku je pravé prvek z, a tedy ¢(x) = z. Pokud = ¢ R, pak
nejvétsi prvek daného pruniku bude uréité mensi nez x, a tedy p(z) < x.

O

Necht B : R" — R je agrega¢ni funkce na fetézci R. Déle definujme

funkci A : P" — P, ktera je dana nasledujicim predpisem

A(zy,...,x,) = Blp(z1), ..., 0(x))
pro v8echna zq,...,x, € P.

Tvrzeni 3.19. Necht n > 1 a k < n jsou nezdpornd cisla. Jestlize B € Cy,
na tetézci R, pak funkce A : P" — P definovdna

A('rlv s ,ZEn) = B(@(xl)u s ’§0<In>>
pro vSechna x1,...,x, € P, je agregacni funkce na P patrici do tridy Cy.

Diikaz. Necht agregacni funkce B na fetézci R patii do tiidy Cp, tj. pro
v8echny n-tice (y1,...,yn) € R"™ plati gg(v1,...,yn) > k a existuje aspon
jedna n-tice, pro kterou bude platit rovnost. Jelikoz zobrazeni ¢ zobrazi prvky
x € P na prvky y € R s vlastnostmi uvedenymi v Lemmatu 3.17, pak také
funkce A(x1,...,2,) = B(Y1,---,Yn), kde 11 = p(z1),...,yn = @(x,) ay; <
1, Yn < T, bude spliovat ga(zy,...,x,) > k. Musime jesté dokézat, ze
existuji prvky zy,...,x, € P tak, ze ga(xi1,...,x,) = k. Vime ale, ze pro
agregacni funkci B existuji vy, ..., yn € R takové, ze gp(y1,...,yn) = k. Jenze
Yi,--,Yn € P (nebot R C P), tudiz ndm staci zvolit x; = yy,..., 2, =y, a
podminka ga(z1,...,z,) = k bude splnéna. Tedy i agrega¢ni funkce A bude
pattit do tiidy C.

O

Poznamka. Kdybychom chtéli hledat agregaéni funkce na néjaké usporadané
mnoziné, kterd neni svazem, patiici do tiidy Dy, kde k = 0,...,n, tak zob-

razeni ¢ : P" — R bude dédno predpisem ¢(x) = a Yz € P, kde a je
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nejmensi prvek mnoziny U({z}) N R, tj. a je nejmensi prvek fetézce R, ktery
je obsazen v hornim kuzelu U({z}) prvku z. Toto zobrazeni bude stéle za-

chovéavat usporadani a rozdil bude jen v tom, ze p(z) > = Vo € P.
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Zaveéer

Na zacatku prace jsme si pripomnéli zakladni pojmy z teorie usporadanych
mnozin. Dale jsme definovali agrega¢ni funkce na usporadanych mnozinéach a
uvedli jsme jejich klasifikace. V praktické ¢asti jsme uvedli nékteré priklady
agregacnich funkci na fetézcich a ohranicenych svazech patiicich do ruznych
tiid. Jako posledni jsme uvedli piiklady agregac¢nich funkeci na usporddané
ohrani¢ené mnoziné, aby jsme ukazali, jak slozité je jejich hledani. Proto
jsme uvedli obecny postup, ktery prevedl problém nalezeni agrega¢ni funkce
na usporadané mnoziné pattici do néjaké tiidy na nalezeni agregacni funkce
na fetézci, ktery jsme vybrali z dané usporadané mnoziny, pattici do stejné
tridy.
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