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Uvod

Tématem diplomové prace je popis regresnich metod, které lze pouzit v situaci, kdy
nejen vysveétlovand proménna, ale 1 vysvétlujici proménné jsou zatizeny chybami. Prace je

rozdélena na ti kapitoly, které jsou dale déleny na podkapitoly.

Prvni kapitola je vénovana modelovani linearniho vztahu mezi proménnymi pomoci
ortogonalni regrese. Odvozeny jsou odhady parametri jak pomoci metody maximalni
veérohodnosti, tak 1 pomoci linearnich modelt s podminkou typu II. Popsany jsou i intervaly

spolehlivosti a testovani hypotéz.

Druha kapitola se zabyva modelovanim polynomialniho vztahu za pomoci
polynomidlni regrese a odhadem parametri pomoci upravené metody nejmensich ctverca.

Predstavena je také i modifikace upravené metody nejmensich ¢tverci.

Posledni kapitola je vénovana ptikladim, pro jejichz vypocet byl pouzit software R.
V prvnim piikladé zpracovavame redlny datovy soubor ,,Gejzir Old Faithful v Narodnim
parku v Yellowstone“. Ve druhém piikladé uméla data vygenerovand pro pifedem dany
linedrni vztah. Nasleduje simulacni studie intervalli spolehlivosti pro smérnici ortogonalni

regresni piimky a zavéreCny priklad zabyvajici se polynomidlni regresi.



1 Modelovani linearniho vztahu mezi proménnymi

Linearni vztah mezi proménnymi budeme modelovat pomoci ortogonalni regrese,
kterou si podrobné rozebere Vv nasledujici podkapitole. V dalsi podkapitole se budeme zabyvat
odhadem parametri pomoci metody maximalni vérohodnosti pro stejné a rozdilné rozptyly.
Dale se budeme zabyvat odhadem parametri pomoci linearnich modelti s podminkou typu 1,
coz je spolu se statistickou inferenci rozebrano v nésledujicich podkapitolach. Pfi tvorbé této

kapitoly byly pouzity zejména tyto zdroje [1, 2, 3, 4, 7, 16].

1.1 Ortogonalni regrese

Ortogonalni regrese, také znama jako metoda uplnych nejmensich étverci nebo
regrese schybami v proménnych, analyzuje vztah mezi proménnymi. V porovnani se

standardni regresi, zavislé a nezavislé promeénné jsou zatizeny chybou méteni.

Pro formulaci ortogondlni regrese v nejjednodussi podobé uvazujeme linedrni vztah

mezi dvéma proménnymi y; a v; (dano n pozorovani), tj.

Vi =Bo+ By, i=1,..m, 0

kde B, 51 jsou neznamé parametry, 3, je absolutni ¢len a f; je smérnice ortogonalni regresni

piimky.

Méteni bodt (u;,v;),i =1,...,n,je narusené ndhodnymi chybami méfeni, proto

misto nich pozorujeme body (x;,y;)’, kde
Xp =Wt &y, Yi=vit ey (2)

Nepozorované proménné p; a v; Se stanou bezchybnymi hodnotami pozorovanych
proménnych x;,y; a &, &;,10 = 1,...,n predstavuji ndhodné chyby meéfeni y; a v;. Dale
budeme piedpokladat, ze ndhodné chyby jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni

hodnotou a rozptyly var(&,;) = o a var(sy;) = 2.
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Pokud jsou cisla y; dana (v experimentu se n&jakym zptisobem nastavuji), pak se model (1)
nazyva funkéni vztah. Pokud jsou p; nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny, pak se
model (1) nazyva strukturalni relace, podrobnéji viz [1]. Dale se budeme vénovat modelim

s funkénim vztahem, kdy predpokladame, Ze rozptyly jsou si rovny, tj. 6 = o5 = a2,

Dosadime-li z (2) do (1), dostaneme

Vi = Bo + f1x; + (&2; — Pr€1i), i=1,..,n

Na rozdil od klasického regresniho modelu, kde hodnoty nezavislé proménné nezaviseji na

vektoru chyb, zde dostaneme vztah

cov(x;, &3; — P1€1;) = cov(U; + €14, &35 — Pr€1i) = _31012-

Tato hodnota je obecné nenulova, coz nam komplikuje odvozovani piislusnych statistickych

metod.

Oproti obyCejné metod€¢ nejmensich Ctverctli, ortogonalni regrese minimalizuje soucet
¢tverctl vzdalenosti pozorovanych bodl od regresni piimky. Vzdalenost bodu A = [a4, a,] od

pfimky p dané obecnou rovnici p: ax + by + ¢ = 0 vypocteme pomoci vztahu

(4.p) la-a, +b-a, +c|
v(4,p) = :

P va? + b?

Potom ¢tverec vzdalenosti bodu (x;, y;) od piimky y = B, + B1x je

(Vi = Bo — B1x:)?
1+p8,° '

Odhad parametru 5, a f; ortogonalni regresni piimky ptedstavuje feSeni minimaliza¢ni Glohy

21(yi = Bo — B1x:)?
min > .
.80'.81 1 + ﬁl




Soucet ¢tverca ¢ini
n
-1
S(Bo, f1) = (1+ﬁ12) 2(% - Bo — ﬁlxi)z-
i=1
Polozime-li
G =xi—X, fi=yi—¥ A=py—y+ piX%,

plati, ze
n n 1n 1Tl 1
— — 2 _ 2 2 _ 2 —
Samo. Srmo Saes S e,
i=1 i=1 =1

kde s2 a 532, znaci vybérové primeéry a sy, znaci vyberovou kovarianci. Postupnymi Gpravami

dostaneme

S(Bo, B1) = (1+B12)'1i[yi =Y = Bo+ ¥ — X = p1(x; — D)
= (Hﬁf)‘li(ﬁ — 4= frc)?
=1
= (148,27 ifﬁ —~ 2Aifi —~ Zﬁlicifi +nA% + 248, i ¢; + By Z cg)
= (145, Zn: +nA% + By Zn: c — Zﬁlzn: cl-fl->

1= i=1 i=1

f2+ By Zc —zmiciﬁ)

i=1 i=1 i=1

= n(“‘ﬁlz)_ (s2B1" = 255y Bs + 57) = S(By),

S

M:

> (1+,812)_

pticemz rovnost S(By, B1) = S(B;) nastava pravé tehdy, je-li A = 0,tj. pro By =y — B1X.

Minimum funkce S(;) najdeme pomoci derivaci. Protoze

S'(B) = —n(1+,[312)_231(s,§312 — 25,P1 + 53%) + n(1+,812)_1(25§31 — ZSxy)
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= —n(1+5,%) " [2526,° — 45y B + 2528y — (14B,2) 252, + (145,254, ]
= —n(1+ﬁ’12)_2[—2$xyﬁ12 + 252By — 252PBy + 25,y ]

= 2n(1+ﬁ’12)_2 [Sxyﬁlz - (53% - 53%):81 - Sxy]'

je derivace nulova v bodech

2
sz—si+ \/(53% —s2)" +4s3,

2Syy

b1,2 =

Je-li sy, >0, pak S'(B;) >0 pro By < by, S'(B1) <0 pro b, < f; < b; a S'(By) > 0pro
By > by viz obrazek 1. Jelikoz je S'(B,) pro B; jdouci k bodu b, zleva zaporna a zprava
kladna, pavodni funkce S(B;) nejprve klesa k bodu b, a nasledné roste. Proto S(B;) ma

minimum v bodé $; = b;.

S
S'"(B) >0 \ / S'"(B) >0 /\/

b, b, b, by

S'(B) <0

Obrazek 1: VySetfeni prubéhu funkce S(f;) (vpravo) na zaklad¢ jeji prvni derivace (vlevo)

Pro sy, > 0.

Je-li s,,, < 0, potom S'(B;) < 0 pro By < by, S'(B1) > 0 pro by < By < by aS'(f;) <0pro
b, < B, viz obrazek 2. Jelikoz je S'(B;) pro B; jdouci k bodu b; zleva zapornd a zprava
kladna, pavodni funkce S(B;) nejprve klesa k bodu b, a nasledné roste. Proto S(B;) ma

minimum opét v bodé ; = b;.
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S'(B1) >0 S(B1)

\/\
|
/\ i I
S'(B) <0 / b bz \ S'"(B) <0 by b,

Obrazek 2: VySetfeni prub¢hu funkce S(f;) (vpravo) na zaklad¢ jeji prvni derivace (vlevo)

Pro sy, < 0.
Resenim jsme ziskali odhady
/?0 =y- 319? 3)
o sp—siHt \/(53% - s,%)2 + 4s2,
_ , 4
B 250 (4)

_ 1 — 1 . e . o 1 =
kde x=-%¥lix; a y=—-XL;y; jsou vybérové priméry, s§=; noxrP—-x% a

1 2. o 1 e, :
Sy == Xie1 yi — ¥ jsou vybérové rozptyly a s, = ~Xi=1Xiyi — Xy je vybérova kovariance.

1.2 Maximalné vérohodné odhady

Dalsi moznosti, jak muzeme ziskat odhady je pomoci metody maximalni
vérohodnosti, kde predpokladame, Ze 02 = 07 = 02 a ndhodné chyby méfeni maji normalni
rozdéleni. Potom plati, ze

x; ~NQu, 02), y;~N(Bo+ Biii, 0%).

Jelikoz jsou veli¢iny x4, ..., Xp, V1, ..., Yn nezavislé, je jejich sdruzend hustota vyjadiena

vztahem
1

252 [(vi = Bo — Bapi)* + (xi—pi) 1.

Fxq, oo Xy Y1y o, Yn) = Q) 0™ 2exp {—

L

12



Neznamé parametry tady jsou B, B1, t1, -, Un, 0> a poSet neznamych parametrd je n + 3, ale
k dispozici mame jenom n dvojic (x;,y;). Parametry jsou ptesto odhadnutelné, dostaneme

n + 3 normalnich rovnic.

Vérohodnostni funkce je vyjadiena soué¢inem sdruzenych hustot f (xy, ..., X, V1, v, Yn) jako

n 1 n
L(Bo, oty oty 0% = | [@m) 0 2nexp {—— [ = Bo = Bui)? + Ga=m)?11,
i=1 =1

202 ¢
L

Jelikoz sdruZena hustota obsahuje exponencidlni funkci, pouZijeme pro vypocet piirozeny

logaritmus vérohodnostni funkce.

lTl[L(BO, Blr :ulr ey :un' 0-2)] =

1 n
In[(2m) "0 ~2"] + In (exp {—Fi[m ~Bo = Bu)? + (xl-—u»Z]})

i=1

n
1
= = tn@m) = - 1n(0?) = 5 ) [0 = Bo = fatt)? + (=)’
i=1
Maximaln¢ vérohodné odhady parametri jsou takové odhady, které maximalizuji pro dana
pozorovani hodnotu vérohodnostni funkce. Tyto odhady se nezméni, maximalizujeme-li
namisto dané funkce jeji logaritmus. Odhady nalezneme tak, ze derivujeme logaritmus

vérohodnostni funkce podle neznamych parametrii a poloZime je rovno nule, dostaneme tak

soustavu rovnic:

aln[L(ﬁo, ﬁl,,ul; vy Uny 0-2)] c —
3B, : izl()’i —Bo— Bati) =0, (5)
On[L(Bo, By 1, -+ lhny T2 Y
LBt ot 27, Zl(yi — Bo— Battdiy =0, (6)

AIn[L(Bo, B, His oor» s 02)]
ou;

: (Vi = Bo— Pud)Pfr + (xi—p)) =0, 1<i<n (7)

13



OIn[L(Bo, Bi) 1y e » oy, O 1 —
n[L(B ﬁaﬁz Un, O )]: _ 1‘1‘_42[(%_:80—&#1')2+(Xi—/1i)2] 0. (8)

o2 20

=1

Ze vztahu (7) dostaneme:

x; = i — Vi — Bo — Brui) P

Sectenim pres vSechna i dostaneme:

X; = Z Wi — Z()’i — Bo — B1k) P

n n n
i=1 i=1 i=1

Ze vztahu (5) vime, Ze druhy vyraz na pravé stran¢ rovnice je roven 0, takZe dostaneme

rovnost:

Xi Hi -

n n
i=1 i=1

b 4 14 4 1
Ob¢ strany rovnice vynasobime vyrazem - a dostaneme rovnost:

x|
Il
=

Ze vztahu (5) dostaneme:

n n
Z)’i—nﬁo—ﬁ12#i =0
i=1

i=1

n n
—nfy, = —Z}’i +ﬁ12#i-
=1 =1

14



y . o , 1
Obg¢ strany rovnice vynasobime vyrazem (— ;) a dostaneme:

n n
1 1
Bo = Ez Yi —P1 EZ Ui.
i=1 =1

Uzijeme rovnosti X = j& a dostaneme odhad parametru 3, ve tvaru:

Ze vztahu (7) dostaneme po upravach:

YiB1 — BoBy — B1’pi + x;—; = 0
.Ui(l + 312) = x; + Yif1 — Bobi -

Ob¢ strany rovnice vynasobime vyrazem dosadime za §, = ¥ — B, a dostaneme:

1
(1+8,2)°

U = X+ yify — By + B °X
' (1+B,%)

X+ Bi(vi — V) + Bi°x — By oxi + B
(1+B,%)

_a(L44°)  Bli=9) — fili - D)
(1+5,%) (1+5,%)

Bl —¥) — B1(x; — X)]
(1+5,%) '

:Xi+

15



Ziskany vztah pro u; nyni dosadime do vztahu (6) :

o By _ N
;(Yi — Bo — Bit) {Xi + m (i = ¥) — B1(x; — %] } = 0.

Roznasobenim a s vyuzitim vztahu (5) dostaneme:

n n

B1
Z xi(yi — Bo — Prui) + m; Yi i — Bo — Bri)

=1

B jl:
— 5T i i — i) = 0.
(1 + 512) - X (y ﬁO ﬁltu' )

Roznasobime:
n n n n n 2 n
zxy 8 Zx 8 Z"“ N B1 zyz BobB1 Zy B1 i
iYi — bo i — P1 e ——— i > i > i Ui
i=1 i=1 i=1 1+ 5 i=1 1+5 i=1 1+5 i=1

n

zzxi.ui = 0.

2 n 2 " 3
B1 BobB1 B1
S Xy + - 2 Xit——
1+ B, 1+B° & 1+p &

=1

Po uprave dostaneme:

16



Opét dosadime za p; a po tprave dostaneme:

n n n n n
1 ny —_ L X: _.|_ LZ y.z —_ ﬁOﬁl Zy _LZ x.2
T+ & 14 4™ 142 aT 1+ﬁlz.= ‘(1+ﬁ12)2.= l
n n n n
NI N 25 -
2 | Pa 2 L 2 L L
(1 + ﬁlZ) i=1 (1 + ﬁ12) i=1 (1 + 312) no = (1 + ,312)
n 2 n n n
{(5) + 7 253(8) - ;
T Xi - .2 - zyl D) _lezyl
"\& (1+B) "\& (1+mﬁ nH 4
Dosadime-lizay =y — f1X = —Zl 1yi — PB1 -%Z}lei dostaneme:
n n 2
1 z y 1 12 Zy'_l_ P1 l(Zx) B1 Z )
2 )i i i 2 L 2 4
1+’81 = 1+’81 ni=1 =1 1+ﬁ1 n i=1 1+ﬁ1 =1
n 2 2 n n n 2
B 1 Bm 1 B1 ) 2p,
—1+ 2, Vi +1+ " X Yi— T 2/ % T 3
B i=1 B =1 i=1 (1+p.°) & (1+57%)
n n n n n 2
S w- ﬂ_fzy.z B 10> - ﬁ_l<z)
)i 2 i 2 v l 2 12
i=1 (1+ 512) =1 (1+ 512) e = (1+p%) "\&
)’z 2'—inZ}’i= .
(1 +.312) n iz (1 +,312) e =

Postupnymi upravami obdrzime:

1-8° X 1-8° 1T\ B 1(x
zzxi)’i - —(1 N ,812)2 ;; xizyl' + _(1 N ,312)2 E(; xi)

(1+1812) i=1
b B 1[N B N,

17



2
Rovnici vyndsobime vyrazem (1 + ,812) :

n n n n 2 n
(1 —,312)2961% -(1-5.%) '%ZMZ% + b1 %(le) +ﬁ1zyl'2
=1 i=1  i=1 i=1 i=1
—b1 %( > ,31271:9(1
i=1

i=1

.. — , n,
Rovnici vynasobime vyrazem !

s = E(X?) — [ECO)]? %ix —%(ix)
= E(r) — [EN]? = %(Z yl)
RO

M:

N 1
v = EXY) = E(X)E(Y)——Z L)

které dosadime do predchozi rovnice a ziskame rovnici:
2 2 2 _
(1 - 181 )Sxy - .Blsx + .Blsy = 0.

Tuto rovnici lze prepsat:
2
Sxy = B1"Sxy + .Bl(sy - Sx) =0

.Blzsxy - .Bl(sy - Sx)

18



Ziskali jsme stejnou rovnici jako v piipadé ortogonalni regrese. Veérohodnostni funkci

maximalizuje pouze jeden kofen této kvadratické rovnice. (Ptedpokladame, ze s, # 0), a to

(s s) (5 - 52) + s,y
1= .

2Syy

Odhady pomoci metody maximalni vé€rohodnosti a pomoci ortogonalni metody nejmensich
¢tvercl jsou stejné v posuzovaném specidlnim ptipad¢, tj. x; a y; jsou nezavislé normalné

rozdélené nahodné veliCiny se stejnym rozptylem.

Pokud rozptyl o2 neznime, mizeme jeho maximalné vérohodnostni odhad ziskat

upravou vztahu (8)

1 n
5 ) (0 = Bo = up)? + Gl = .

=1
4

v . , ’ ’ 2 ’ ’
Ob¢ strany rovnice vynasobime vyrazem — a dostaneme vysledny odhad parametru o2 ve

tvaru:

A A 2
| (i = Bo — Bati)” + O — 1;)?
o (i = Bo i:) (x; — ) ], o

kde odhad f;,i = 1, ..., n, ziskame po upravé vztahu (7) ve tvaru

L, Xt Bryi — Bob:

P = 55 : (10)
1+ p;

Odhad 62 konverguje podle pravdépodobnosti k 62/2. Tato konkrétni nekonzistence

nezplsobuje zadné problémy, konzistentni odhad o2 je prosté 2n62/(n — 2). Odhad f; je

také nekonzistentni [2]. Nakonec, odhad v;,i = 1, ...,n je

19



1.2.1 Maximaln¢ vérohodné odhady pro rtizné rozptyly

Pokud jsou rozptyly o7 a o rozdilné, pak o2 = Aos. Dale budeme piedpokladat, ze

A > 0 je znamé. Potom plati, ze

x; ~ N(u;, 202),  yi ~ N(Bo + Bt 03).

Jelikoz jsou veli¢iny X, ..., Xp, V1, ---, Y N€ZAVislé, je jejich sdruzena hustota vyjadiena

1\ i—1;)?
f(x,y) = 2r) A Dy 2exp {_ZTCZZ [(yi — Bo — Pit)? + & AM : l}
2 %=1

Vérohodnostni funkce mé tvar

L(BO! Blr Hiy s B 0-22)

- 1 N i~ M 2
= L[(Zn)-m(—"/%;“exp {— gzl [(yi —Bo = Bu)? + %]}

Jelikoz sdruzend hustota opét obsahuje exponencidlni funkci, tak pro vypocet pouZzijeme

pfirozeny logaritmus vérohodnostni funkce.

ln[L(BOrﬁp#p ---’.Un’o'zz ] =

1 o i~ M z
In[(2m) AT D ;2] + In <exp {_ Fz [(yi By pa)? + & /1# : l})
2531

1 n = 2
— = @) e n(T0f) - 50> |00 o= B + S
2=

Odhady nalezneme tak, ze derivujeme logaritmus vérohodnostni funkce podle neznamych

parametrl a polozime je rovno nule, dostaneme tak soustavu rovnic:

aln[L(,BO' ,81’ Ky s Uy 0-22
9h0

)]: Z(}’i — Bo — B1y) =0, (11)
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aln[L(ﬁO' ﬁlﬂ Uiy - Hn,s 0-22)] . C —
35, : ;()’i — Bo — B =0, (12)

AIN[L(Bo, Bi, 1, - » hny, T2 i—Hi
n[L(Bo ,Bla.‘I: M 07)] (yi_ﬁo_ﬁlﬂi)ﬁl+(x ,1#) _

aln[L(ﬁOJ ﬁl! Au'll LN MTU 0-22 ]
do?

n 1\ O —p)? _
VA o2 T 2724; I(yi = Bo = Bu)* +————| = 0. (14)

Ze vztahu (13) dostaneme:
xi = M — Ay — Bo — Briti) By

Sectenim pres vSechna i dostaneme:

X; = Z Wi — AP1 zn:(%' = Bo — B1ko).
. =

n n
i=1 i=1 =

Ze vztahu (11) vime, Ze druhy vyraz na pravé stran¢ rovnice je roven 0, takze dostaneme:

Xi = Zﬂi-

n n
i=1 i=1

. r r 4 1
Obé strany rovnice vynasobime vyrazem — a dostaneme rovnost:
n

x|
Il
k]

Ze vztahu (11) dostaneme po upravach stejny odhad parametru S, jako v pfedchozim piipadé

ve tvaru:
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Ze vztahu (13) dostaneme po Upravach:

x. l’[‘
YiB1 — Bob1 — 512111' + 71 - 71 =0

X

Hi G + ﬁ12) =3 + YiB1 = BoBi-

Obg¢ strany rovnice vynasobime vyrazem dosadime za 8, = y — ;X a dostaneme:

1
(1+8,2)°

X; _ _
2T yiB1— By + ,31295
1 2
(7+527)

U =

3 % + B (i — F) + Bi°x — By xi + Br
(7+52)

_ i (% + ﬁlz) n Bl =) — B (x; — X))
(G+A) (G+6)

Bil(yi =¥) = 1 (x; — %]
Fes)

= X +
Ziskany vztah pro y; nyni dosadime do vztahu (12) :

1’8—12[(311'_37)_,81(9(1'—9?)] = (.

i — Bo — Pimg) 4 x; +
2 o)
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Roznasobenim a s vyuzitim vztahu (11) dostaneme:

n

Zl x:(yi — Bo — Buts) + oo )Z Yi i = Bo — Bay)

—(%f—l;z) ;xi(}’i_ﬁo—ﬁﬂii) = 0.

Roznésobime a po Gpravé dostaneme:

n

n n
5 Z XiYi — Z Z Xi Wi + 1 Z
i=1

1 1
j+ﬁ1 i=1 1t i=1 +,31 i= 1t

NS,

n

Bob1 By’ 0.
T S5 2YTT yl Wi =
7"‘31 i=1 1 +ﬁ1 i=

Opét dosadime za p; a po tprave dostaneme:

1
+,81 i= I+ﬁ1 i=1 I"’ﬁl i=1 Z‘i'ﬁl =1 (%+ﬁ12) i=1
2 1 1
11812 n ﬁ13 n , Zﬁlz 1 n n Z[313
- 1 szlyl 1 5 zzyi + 1 5 2 ;lezyl_ 1 R 2
Geat)y & Gea) B Gen) R (e
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Vztah upravujeme stejnym zpusobem, jako Vv pripadé kdy rozptyly byly stejné a dojdeme

k rovnici:

(&) 0] [ o S D] dm it 2(3w)

i=1

Vyuzitim vztahti pro vybérovy rozptyl a vybérovou kovarianci ziskdme rovnici:
(% - :312) Sxy — %3159% + Bisg = 0.
Tuto rovnici miizeme piepsat:
2 1 2 2
sty — b1 Sxy — Iﬁlsx + ﬁlsy =0
rovnici vynasobime A4

Aﬁlzsxy - ﬁl (Asy - Sx)

Vérohodnostni  funkci maximalizuje pouze jeden kotfen této kvadratické rovnice.

(Ptedpokladame, Ze sy, # 0), ato

Asp —si + \/ (As2 — Sx) + 4/15xy
2785y

[?1:
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1.3 Odhady pomoci linedrnich modelll s podminkou typu II

1.3.1 Linearni modely s podminkou typu II

Uvazujeme regularni model nepiimého méieni vektorového parametru s podminkou typu II
tvaru:

Y=Xy+e& b+ By+Ck=o, var(e) = X,
kde y € R¥,k € R*2, ¥ je pozitivnd definitni matice, X,j, je matice shodnosti
h(X) =k, <n,BaC jsou matice typu q X k;a q Xk, shodnostmi h(C) =k, <gq,

h(C,B) = q < k; + k, ab € R? je dany vektor.

Uzitim metody zobecnénych nejmensich ¢tverct ziskdme nejlepsi nestranné linearni odhady

vektorovych parametrii ¥ a k, kdy minimalizujeme Lagrangeovu funkci:
o(y, k) = (Y — Xy)'T 1(Y — Xy) — 21/ (b + By + Ck),
kde A € RY je vektor lagrangeovych multiplikatort.

Provedeme parcialni derivaci funkce ®(y, k) [5] a poloZime rovno nule

00(y, Kk
9. k) =2X'271Xy - 2X'2°lY-2B'A=0
ay
0P (y, Kk
9P k) _ —2C'A=0.
oK

Vyjéadiime si, Ze

y = X'Z1X)1X'E"1Y + B'A],

potom y dosadime do podminky b + By + Ck = 0 a feSime systém podminek:

b+BX'Z1X)X'E"'Y+B'A] +Ck =0
C'A=0.
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Vektorové to miizeme zapsat

(B(X'z—lx)—lB’ C) (A) __ (b + B(x'z—lx)—lx'z—lv)_

C’ 0/ \k o
Ozna¢me
(B(X'z-lx)‘lB' c>'1 _ <Q11 Q12> _Q
c 0 Q21 Q22 '
Potom
(x) _ (Q11 le) (b + B(X'z—1X)—1X'z—1Y>
K Q21 Q2 0 ’
atedy

A=-Qu(b+BXZ1X)"1X'2" 1Y)
& = —Q,(b+BX'Z1X)"1X'z"1Y).

Nyni dosadime A do vyrazu pro odhad vektorového parametru y a dostaneme
7= XZX)X'E7Y - B'Qq (b + BX'21X)"1X'Z"1Y)].

Nyni spo€itdme varian¢ni matici odhadl ¥ a i , ktera ma tvar

var (

)< (R o CR)

cov(?, ’AIE) var (’AIE)

A =)

Jestlize

(

)= (_(X'z__l’é):B'Qﬂ) b+ ('™ (X'z:g?;B'Q“B> XE)XEY,

N =)
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je hledana varian¢ni matice tvaru

var (

) _ (' - (X'z_lx)_lB'QllB) (X'E1X)"1X'z - lvar(Y)Z - 1X(X'2-1X) 1
—Q21B

X (1-B'Qu/BXZXN™ ; —-B'Qx).

N =)

Potom
var(7) = X'271X)7 - (X'271X)7'B'Q,y BX'E71X) !
- X'z"1X)"1B'Q;B(X'z"1X)?!
+ X'z 1X)"1B'Q;BX'2"1X)"1B'Q,,' BX'21X)1
=Xz 11X - X2 1X)"'B'Q; BX'ZX) 1,

var( &) = Qz:BX'E™'X)'B'Qs2 = —Qz2
a kovarian¢ni matice je rovna

cov( 9, %) = —(X'ZIX)"1B'Qy, + X'Z71X)"1B'Q;,'B(X'271X)"1B'Q;,
= —(X'Z'X)"'B'Qq2.

Tvar blokové matice Q s nezndamymi maticemi Q;; miiZeme urcit pomoci Rohdeho véty [5].

Véta 1 (Rohdeho véta): Necht’

je pozitivné definitni matice. Potom

D_1 _ Dll DlZ
- D21 DZZ ’

kde
D1 =A"1+ A 1B(C-B'A"1B)"1B'A™?
D2 = —A1B(C-B'A"1B)!
D*!' = — (C-B’A"'B)"1B’'A!
D?2 = (C—-B'A™1B)"L..
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Potom v nasem piipadé plati

Q;; = [BX'2"1X)"1B]"! - [BX'E"1X)"1B']"1C
x (C'[BX'z"1X)"1B1710)~1c’'[BX'z1X)"1B’] 1

Q:; = —[BX'EIX)"1B']"l c(—C'[BX'E"1X)"1B']"1C) !
Q,; = (C'[BX'EX)"1B]"10)"1¢’'[B(X'2"1X)"1B]?
Q2 = (C'[BX'Z'X)'B] 'O~
Uvazujeme-li reguldrni model
Y=Xy+e& b+ By+Ck=o, var(g) = 6%V,
kde V je zndmd pozitivné definitni matice a 02 je neznidmy parametr. Nestranny odhad

arametru o2 je dany vztahem
p J y

., eVle Is
O TNk —ky,+q’ (15)

kde e = Y — X¥ je rezidualni vektor, n je pocet pozorovani, k; polet neznamych parametrii

Y, k, pocet neznamych parametri k, q pocet podminek.

Ukazeme, e uvedeny odhad je skute¢né nestrannym odhadem o2. Nejdiive si spocitame
sttedni hodnotu kvadratické formy e’V ~le. Pii vypodtu uzijeme vlastnosti stopy matice [5].

Stopa matice je rovna souétu prvki na hlavni diagonale ¢tvercové matice: Tr = Y=, a;;.

Uvazujeme ¢tvercové matice AaBtypun X nac,d € RY. Potom plati
a) Tr(cA+dB) = cTr(A) +dTr(B),
b) Tr(A") = Tr(4),
c) Tr(AB) = Tr(BA),
d) Tr(4A") =Tr(A'A),
e) Tr(a) = a.
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Pravidla c) a d) plati i pro obdélnikové matice A typu m X n a B typu n X m.

Potom
E(e'Vle) = E[Tr(e'Vle)] = E[Tr(Vlee"] = Tr(V 1E[ee).

Protoze E(e) = 0, plati var(e) = E[ee’], a proto miZeme psat

Tr(V-1E[ee]) = Tr ( V—lvar(e))

=’Tr{VV - XX'VIX)"1IX’' + X(X'V"1X)"1B'Q,; BX'V1X)"1X']}

=o?Tr{l,, — VIXX'VIX)"1X' + v IXX'V-IX) 1B {[B(X'V-1X)~1B']!
—[BX'V-1X)"1B’] “1¢(Cc’'[B(X'V-1X)"1B']"1C)?
x C'[B(X'V-1X)~1B'] "1}B(X'V-1X)"1X"}
= o?Tr(l,) — o*Tr[X'VIX(X'V 1X) 1]
+ ?Tr{X'VIX(X'VIX) 1B’ [B(X'V IX)"1B | 1B(X'V-1X)~1}
— ?Tr{X'VIXX'2"1X) 1 B(X'2~1X)"1B'|[B(X'Z"1X)"1B']?

x C(C'[BX'V-IX)"1B']71C)~1¢'[BX'V1X)"1B'] 71}

= o?Tr(I,) — o*Tr(I,) + o*Tr{B(X'V"1X) 1B’ [B(X'V™1X)"1B'] "1}
— o?Tr{C'[BX'V-1X)"1B'] “1c(C’'[BX'V IX)"1B']"1C)~1}

=0%(n—ky) + 0*Tr(1,) — o*Tr(Iy,) = 0*(n — ks — ky + q).

Tedy:

E(e'V71le)

E(6?) = El e'Vle l 1

n—k;—k,+q =n—k1—k2+q
_ 1
_n—kl_kz‘l'q

(n—ky —k, +q)a? = a2,
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Za predpokladu normality ndhodnych chyb méfeni mé4 odhad parametru o2 rozd&leni

0.2

n—ky — ky + g/l

Hledame rozdéleni kvadratické formy e’ V~1e. Rezidualni vektor je dan
e=Y—-Xy=Y-XXI1X)X'Z"1Y - B'Qq;(b + BX'Z"1X)"1X'z"1Y)]
a rozdéleni rezidualniho vektoru je
e~N,, (0,c%[V — XX'VIX)"1X' + X(X'V"1X)"1B'Q; BX'V 1X)"1X'].

Protoze matice [V —XX'V X)X’ + X(X'V-1X)"1B'Q{BX'VIX)"IX'lVv1 je

idempotentni, jeji hodnost je rovna stopé:

h{l,, — VIXX'VIX)"1X' + V" IX(X'V1X)"1B’'[B(X'V-1X)"1B'] 1 B(X'2~1X)~1X’
—-V-1IXX'V-IX)71B'[B(X'V-1X)"1B’]"1c(C’'[B(X'V-1X)"1B']"1C)?
x C'[BX'VIX)"1B' "1 B(X'V 1X)"1X'} =

= Tr(I,) — Tr(I;,) + Tr{BX'VX)"'B'[B(X'V 1X)"'B'] 1}
— Tr{C'[BX'V-1X)"1B'] “1c(C’'[BX'V IX)"1B']71C)~1}

= n_kl_kz‘l‘q

Kvadraticka forma e’ V~1e ma rozdéleni 62y? s = n — k; — k, + q stupni volnosti. Tudiz

0.2

A2 2
64~ X ot
n— k1 _kz + q n k1 k2+q
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Lemma 1: Uvazujeme linedrni statisticky model
Y=y+e vwvar(e) =0?l,,
kde Y je n-rozmérny vektor pozorovani a y je n-rozmérny neznamy vektor, tak Ze y splituje
b+ By + Ck =0,
kde b je dany n-rozmérny vektor, B a C jsou dané matice fadu g X n a ¢ X k a k je neznamy

k-rozmérny vektor. Hodnosti matic B a C jsou h(C) =k, h(B,C)=q a k<qg<n-+k.

Potom BLUE (nejlepsi nestranné linearni odhady) y a k jsou

0= (" g )7+ (Ze,r')e

=

a kovarian¢ni matice tohoto odhadu je

Y\ _ (In —B'Q.:1B —B'Q12> )
var = as,
(R) —Q21B —Q22

kde

Q1 Q roeyt
(Qi Ql§)=(Bc'? S) -
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1.3.2 Ortogonalni regrese pomoci linearnich model

Piedpokladejme (n X 2)-rozmérnou datovou matici (x,y). Pokud bezchybna hodnota
x je u = (Uq, ..., Uy)' a bezchybna hodnota y je v = (v4, ..., v,,) ', potom linedrni vztah mezi

témito bezchybnymi hodnotami je

v =Bl + i1 (16)

Predpokladejme, Ze pozorovani x a y jsou nezavislé, se smerodatnou odchylkou o > 0.

Odpovidajici model mize byt vyjadien v maticovém tvaru

(;) = (”) + &, var(e) = 0%y,

kde w, v spliyji vztah (16). ProtoZe ortogonalni regresni piimka (16) navic obsahuje neznamé
parametry S, a 1, lze ji chapat jako nelinearni podminku typu II. Nelinearita je zptisobena

vyrazem f3; u. Pokud jsou derivace druhého a vysSich fada zanedbatelné, miuzeme model (16)
linearizovat pouzitim Taylorova rozvoje v bodech u©@,v(®, 3 a B, které splituji systém

rovnic (16). Takto ziskame linearni model

(0)
7 Ap 0) = _y(0)
(y v(0)> ( Av) g, Ap=p—p, Av=v—-v'",

kde Ap a Av vyhovuji vztahu
BBoln + AR + B A = Av,

ALy = By — ,80(0) alB, =01 — ,81(0) Ptedchozi rovnici miizeme ptepsat jako

(1) )+ o) () 0.
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Vyuzitim Lemma 1, substituci
—
X—p Ap (Aﬁo>
Yﬁ(y—v(o))' yﬁ(Av)’ 7 \ap

b—-0 B- ( fo)ln, —In), C - (ln,u(o)),
a vztahu

A=Ap+p®, v=8v+v®, By=2B+BY, p=2p + B

ziskdme lokalné nejlepSi linedrni nestranné odhady vektort p,v a parametri B, a f;

V linearizovaném modelu.

Vyjadtime si, ze

y = (I, — B'Qq;B)Y.

Dosadime za substituci

()= - (P04 1)

Q11 vypocitame jako:

x— p®
y—v©® )

11 = (BB)™1 — (BB")"C[C’'(BB")"'C]'C'(BB"),
kde

BB (31(0)In, )<5(0)1> [ﬁl(o)]l FI, ([ﬁ(o)] )

4

Q o— o g ! (1, 1) ( ,>___£___
N O] +1 [T 41 OV [5@) 41

I(1n, 1©)
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-1

_ 1 L 1 (1' ﬂ(o)) ([.31(0)]2 N 1)( n 1'u(0) >

O 41" [pO] +1 W] [1®] u®
y
X([u@]')

I — (1,0?) <[M<$]’1 [u;)';(rz@) ([u%",)]) ] |

1

[50] + 1

Oznacime

n 1"‘(0) 1'
M(O)=l"_(1'”(0))<[”(o)]'1 [”(0)]'”(0)> <[ﬂ(0)]') a7)

a dostaneme

a— y©® —u©® (0) 1
(PAl u ) = <x M(0)> _ < 1 I“)—ZM(O) [ﬁl(o)(x —u®)—y - v(o)]_

Potom
(0)
a=x+ L MO [y —v© — p© (x - ”(0))]' (18)
7] +1
a
1
P=y MOy —v @ — g (x — u®)] (19)
7] +1
Vyjadiime si, ze
K = (-Q21B)Y

Dosadime za substituci
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kde

Q;; = [C'(BB)~'C]'C'(BB)™!

-1

_ <[”1£)])[ e In(15, 1) Q;ﬁﬁ)mﬁln
(67 ) oy pemm) (o)t

( ] 41
n 1'u©® 0
1 071 4,0 OIWE
9Tt [p@] n It

Potom

-1

Bo_ﬁém _ n 1'u©® 1 ' ( (0)y —I) x—pu®
Bl_ 1(0) - [H(O)]'l [y(o)]'ﬂ(o) [”(0)] 1 ‘nr " In

< )

éo) n 1 rM(O) -1 1’ [y — @ _ ﬂl(O) (x _ ”(0))]
<ﬁ(°)> <[u(°)]'1 (1] ,,(m) ' . (20)

[ ©] [y —v® — pO(x — ﬂm))]

Varian¢ni matice odhadt fi a ¥ ur¢ime z varian¢ni matice y :

var[y] = (I, — B'Qq;1B)o?.

Dosadime za substituci

o © 1
var (o) = 7"l _< : ln>—zM(°)(ﬁf‘”ln, ~In)o?.

Potom

var[p] = o%I,, - ———M®©® (21)



0.2

var[f/] = O'Zln —()—ZM(O). (22)
0
6] +1
Kovarian¢ni matice odhadti fi a ¥ je dana

(0) -2
o
ﬁl—M(O). (23)

covlf 9] =
0] +1

Varian¢ni matice odhadu (,@Oﬁ’l) "ur¢ime z varianéni matice K :
var[k] = —Qz0?,

kde
Q2 = —[C'(BB)7IC]™.

Dosadime za substituci

A/EO _ ’ NnN-1¢,1-1.2
var <A/E1> =[C'(BB)~'C] 'o

p , 2 n 1p©@ \7
o <Bj> —° <[ﬁ1(0)] +1> <[M(0)]'l [u(o)]'ﬂ(o)>

~

a kovarian¢ni matice odhada (@', ")’ a (30,,@1) "uréime z kovarian¢ni matice (¢, k")’

cov(@,®) = —B'Qq2,

kde
Qi = (BB)~c[C'(BB)~IC] ™.
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Dosadime za substituci

AR )~

6] +1
(T (g o)

2( n 11‘1(0) >_1< 1(0)1/ _1/ )
= -0 ’ ’ :

Odhady dané rovnicemi (18)-(20) zavisi na pfibliznych hodnotach neznamych

parametrt 3y, 1, 1 @ V, proto je tfeba je fesit iteraénim zptisobem.

Rozptyl 62 je obvykle neznamy a je tfeba ho odhadnout. Vztah pro odhad 6% miizeme

odvodit pomoci vzorce (15), kde za e dosadime (;:g), za V-1 dosadime matici

I, O . .
I, = (61 In) typu 2n X 2n, pocet pozorovani je 2n, k; = 2n (nezndmé parametry jsou

Uiy ooy Uy A VY, oo, V), ky = 2 (neznamé parametry jsou By, 1) @ q = n, protoze mame n

podminek. Potom je odhad 62 dén:

-w.o-9(g D)GIE)
2Zn—2n—2+n

6% =

_ G- e-m+ -9 -9

— (24)

Tento odhad je nestranny a nezavisly na odhadech fi, ¥, B, a ;. Takze odhad miize byt pouzit

jako aproximace pro odhad varianéni matice S, a f;:
var ﬁ ( ﬁ ) < [) ’ ) '
[ ] (O] [p©]p©®
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Iteracni algoritmus pro odhad ortogondlni regresni ptimky lze popsat ve Ctyfech
hlavnich krocich:

(0)

1. krok: ur¢ime pocatecni hodnoty odhadu koeficientli ,880) regresni piimky a hodnoty

u(o), v, Naptiklad:

X Vi — XiYj
éO) — ]yl lyj’ 1(0) yj Vi (25)
x] — Xj xj —xl

kde x; = min{xy:k =1,..,n}, x; = max{x,:k =1,..,n}ay;y; jsou odpovidajici

soufadnice y. Potom polozime p® = x a hodnotu v(® ziskame z rovnice
y© — 3(@1“ +pOu©@,
2. krok: spocitame odhady f3,,B;, fl a ¥ pomoci rovnic (17)-(20).

3. krok: aktualizujeme poc¢atecni hodnoty podle schématu

y© — (5 B(O))(u p®), p©® =g, g =p,, p® =4,

4. krok: opakujeme kroky 2 a 3 dokud odhady konverguji, tj. dokud zmény v odhadech

kazdé¢ iterace jsou mensi nez néjaka pfedem stanovena tolerance.
Odhady ziskané ztohoto iteracniho algoritmu konverguji obvykle velmi rychle a také

zachovavaji pfedepsanou podminku (1). Linearni modely tak pfedstavuji alternativni metodu

pro ortogonalni regresi. Reseni je pouze pfiblizné z ditvodu linearizace modelu.

1.4 Statistické inference

Statistické inference vétSinou provadime pro smérnici ortogonalni regresni piimky.
Uvazujeme nadhodny vektor (x',y")’ s normalnim rozdé&lenim. Za tohoto piedpokladu je

nejlepsi nestranny linearni odhad parametru £ také normalné rozdéleny. Oznacme f; = tg6
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a B =tgh. V &lanku [11] je navrzen 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro parametr 3

jako interval s mezemi tg(6 — @, ) a tg(8 + @), kde @, je definovano jako

1 4t2_ (1 —a/2)(s2s2 — s2
@®, = —arcsin n 2( / )( aled xy)

2 (n—2) [(s% - 53%)2 + 45,%,]

(26)
Zde, t,,_,(1 — a/2) ptedstavuje (1 — a/2)-kvantil Studentova rozdéleni o (n — 2) stupnich
volnosti.

Pouzitim metody hlavnich komponent [10] Ize odvodit jiné meze intervalu spolehlivosti pro

By ve tvaru tg(8 — @,) atg(d + @), kde @, je

xi(1-a)
(n—l)[%+%—2]

®, = arcsin (27)

kde A; > A, jsou vlastni Cisla vybérové varian¢ni matice nahodného vektoru (x,y) a

x2(1 — a) predstavuje (1 — a)-kvantil y2- rozdéleni s jednim stupném volnosti.

Podivejme se nyni podrobnéji, jak vypadaji vlastni ¢isla 44,4, vybeérové kovarianéni matice

(x,y), ktera ma tvar

2
Sx Sxy
Syx S2 )
yx Oy
Vlastni ¢isla spocitame jako |A — AI| = 0. Vybérova kovarianéni matice je symetricka a plati

Sxy = Syx. POtOM

SJ% -4 Sxy 2 2 2 v
=(sf— 1) (sy - A) — Sxy polozime rovno 0.

2 _
Syx Sy —A
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Vyraz upravime pro vypocet kofent kvadratické rovnice:
2 2 _ o2 2.2 _ o2 ) —
22— A(sg —s2)+ (sisz—s%)=0.

Potom vlastni ¢isla vybérové kovarianéni matice (x, y) jsou:

sZ+ s+ \/(s,% +52)° — 4(s2s2 — s3)

A= 5
s?+s2— \/(s,% +52)° — 4(s2s3 — s3)
AZ = 2 .

Plati, ze 4; > A,. TakZe nejvétsim vlastnim Cislem vybérové kovariancni matice je 1;. Ke
kazdému vlastnimu Cislu A;, existuje alesponn jedno nenulové feSeni soustavy Az = A;z.

Reseni z nazveme vlastnim vektorem:

2 2 2
(% =) (Zl)_sx+sy+J(s3+s;) 4 )

2 J\z z
Syx Sy 2 2 2

Ziskame soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych z; a z,:

sz +s; + \/(s,% + 53%)2 - 4(5,%532, - s,?y)
2

2 —
SxZ1 + SxyZy = Zq,

sz +s;+ \/(S,% + 53%)2 - 4(5,%53% — s,%y)
2

SxyZ1 + 552, = Z,.

Upravime:

2SyyZy = <s§ —s2 4+ \/(s,% + 53%)2 - 4(5,%53% - s,%,)) Z1,

2
2552, = <s§ + 55 + \/(s,% +52)" — 4(s2sg — S)%y)_sxy> Z1.
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Z prvni rovnice si vyjadiime z,:

<s§ —sZ+ \/(s% + 53%)2 — 4(59%53% — S,%y))

2

SxyZZ = Zl'

Vlastni vektor (prvni hlavni komponenta) odpovidajici vlastnimu ¢islu 4, je

/ (s; —s2+ J (s2+5s2)" — 4(s2s2 - s,%y))\l

lelsxyl > /

Vidime, ze u vlastniho ¢isla A; dochazi ke shod¢ se vztahem (4).

V piipadé malych vybérta [10] pouZijeme @5 misto ®,, kde

4F1,n—2(1 —a)
N A, '
(Tl - 2) [Z + Tl -2

®; = arcsin (28)

Zde, F;,_,(1 — a) ptedstavuje (1 — a)-kvantil Fisherova rozdéleni o (1,n — 2) stupnich

volnosti.

Chceme-li testovat hypotézu, Zze f; = 6 = 0, mlUzeme pouzit statistiku, ktera je

odvozena v [11]

362 =9)" +sb

T = |(n—2)sin?(20) 357 —3)
Xy xy

)

ktera ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni o (n — 2) stupnich volnosti.

41



Pro pfipad malych vybért je v [9] navrzena statistika

(n—2)r?
r= 1—7r2"’
kde
T'Z — (Al - /12)2
(A +2,)?’

ktera ma za platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni o (1,n — 2) stupnich volnosti.

Dale piedpokladame, Ze o2 je neznidmé. Miizeme ho odhadnout ze vztahu (24)

nezavisle na B. Podle normality je rozd&leni odhadu 62 dano:

Pomoci linearnich modeld mizeme pouzit testovaci statistika pro ovéfeni hypotézy

Hy: B, = 0 proti Hy: By # 0 ve tvaru
Bo
2
o2 ([6°] + 1) m@1a®
n[p®]'n® - [1'p@]?

I
Q|

_ Boyn[p@7p® — [1'p©@]2
5 J([8°] +1) @1

ktera ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni o (n — 2) stupni volnosti.

Nulovou hypotézu zamitneme, pokud |t;| = t,_,(1 —a/2) (t; je realizace testovaci
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statistiky T;), nebo ekvivalentné, pokud p-hodnota < a. 100(1 — @)% interval spolehlivosti

pro parametr S, je tvaru

J[BOT + 1) oy

B0 £ 6ty (1 —a/2 :
Bo £ 6ty 2( / )\/Tl[ﬂ(o)],ﬂ(o) _ [1lu(0)]2

(29)

Obdobné vyjadiime Hy: f; = 0 jako

by
B1—P1 o’n ([ﬁl(o)]z + 1)
Jvarfy  [nlpO@Tu©@ —[1u O
ovn — 2
a

QY

_ Bin[p@)p©® — [1'u©@]2

6Jn ([31(0)]2 +1)

a T, ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni o (n — 2) stupni volnosti. Tudiz

meze 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro parametr 3, jsou

(8] +1)

Jnmmwﬂm_{y”@p

P16ty (1 —a/2)

(30)
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Na zavér uvazujeme nulovou hypotézu Hy: 8 = 0 proti Hy: B # 0. K ovéfeni pouZijeme

statistiku
(B-8)B-8) 1
B-B)B-8B) . (.0 n 1u©® "
F 2-varp  _ ‘e <Uﬁ ] +1><[n(°)]'l Uﬂm]lﬂ”>
6%(n—2) N 62
o?(n—2) a2
(B-8)B-8)

2 n 1@ 7
2-62< © +1)< ) ) )

-EBED Laim@) s

ktera ma za platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni o (2,n — 2) stupnich volnosti.
Nulovou hypotézu zamitame, pokud f > F,,_,(1 — @) (f je realizace testovaci statistiky F),

nebo ekvivalentné, pokud p-hodnota < a.

Testovaci statistiky Ty, T,, F a intervaly spolehlivosti pro S, B; zavisi na skuteénych

hodnotach ﬂl(o) a u©@. V praxi se skute¢né hodnoty nahrazuji piibliznymi hodnotami, nap.

odhadnutymi hodnotami.

Pé4s spolehlivosti pro regresni piimku vy = By + [ilo j€ systém intervall
spolehlivosti pro S, + B1uo V pevné zvoleném bodé p,, nebo ekvivalentné systém intervali
spolehlivosti pro vy v pevné zvoleném bod¢ pu,. Pro konstrukci intervalu spolehlivosti pro

Bo + B1lo pouzijeme statistiku
_ Bo + Bitto — Bo — Biko

T
(@ ® ()

)

ktera ma Studentovo rozd€leni o (n — 2) stupnich volnosti. Tedy, 100(1 — a)%-interval

spolehlivosti pro Sy + L1 V pevné zvoleném bodé u, je tvaru
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fo+ Putto + J (1, o) var(B) (ulo) taa(1— a/2). (31)

Dany interval spolehlivosti plati pouze pro jedno konkrétné zvolené u,. Pro intervaly
zahrnujici v§echny mozné hodnoty p, je nutné vytvotit sdruzené intervaly pro Sy + S1lto- TY

jsou zaloZeny na statistice

F=@-B) @] @-p)

ktera ma Fisherovo rozdéleni o (2,n—2) stupnich volnosti. Odtud dostaneme

pravdépodobnostni rovnici

1. -1
P{EB’[vﬁr(ﬂ)] B<F,,(1- a)} =1-a. (32)

Dale budeme potiebovat Scheffého vétu [6]: Necht' T je pozitivné definitni matice typu
n X n. Potom pro libovolny pevné zvoleny vektor v € R™ a libovolné kladné ¢islo ¢ plati

ekvivalence

vh € R":|v'h| < ¢cVh'Th < Jv'T v <c.

SdruZené intervaly spolehlivosti konstruujeme tak, Ze aplikujeme Scheffého vétu na

pravdépodobnostni rovnici (32). Pomoci substituce

h=a, T=Var(B), v=B-B c*=Fn,1-0a)

muzeme pravdépodobnostni rovnici (32) piepsat do tvaru

P {Va eR%|a'(B-B)| < \/ZFZ,n_Z(l - a)\/a’v’a\r(ﬁ)a} =1-a.
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Pouzitim a = (1, uy)' pro viechna i, ziskame

P{Vu, € R*: |Bo + /§1H0 —Bo — 31H0| < \/ZFz,n—z(l - “)\/(1,.110)77/@7"(3) (Mlo> =21-a,

tedy meze sdruzeného 100(1 — @)% intervalu spolehlivosti pro By + B1ie Vbodé py jsou

dany vztahy

BO + 31#0 + \/(1» ,uo)vﬁ\r(ﬁ) (,ulo> \/ZFz,n—z(l —a).

Sitka pasu spolehlivosti charakterizuje presnost stanoveni regresni pfimky. Pés je
nejuzsi v bodé p, = 1, $itka pasu se zvysuje, kdyz absolutni hodnota |y, — fi| roste. Sitka
intervalu spolehlivosti se sniZzuje v pfipadég, Ze se zvySuje velikost vybéru. Sdruzené intervaly

spolehlivosti jsou Sir$i nez intervaly spolehlivosti konstruované pro kazdy bod p jednotlive.
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2 Modelovani polynomialniho vztahu

Polynomialni vztah mezi proménnymi budeme modelovat pomoci polynomialni
regrese, ktera bude rozebrana v nasledujici podkapitole. Dale se budeme zabyvat odhadem
parametrii pomoci upravené metody nejmenSich ¢tverch a modifikaci upravené metody
nejmensich c¢tvercd. V posledni podkapitole si ukazeme situaci, kdy je znama varianéni
matice Q a neznamy jednotkovy rozptyl. Pti tvorbé této kapitoly byly pouzity zejména tyto
zdroje [8, 14].

2.1 Polynomidlni regrese

Polynomiélni funkéni vztah je nejpfirozenéj$im rozSifenim linedrniho modelu na

model nelinearni a je dan rovnicemi

Vi = Bo + Putti + Bott? + - +Bink = 6i'B,
(33)

Yi=Vit+ &y o X = Ut €y,

kde ¢; = (L s pi?, o), i=1,..,n a B = (Bo, Py, -, Br). Piedpoklidame, e nahodné
chyby (&;;,€2:),i =1,...,n jsou nezavislé a stejné rozdélené dvojce nahodnych veli¢in

s nulovou stfedni hodnotou a s kovarian¢ni matici

2
_ 0811‘ 0811821
Q= ),
0811'821' 0521’
Dale ptedpokladame, ze

(Sli' 821') ~ N(O' ﬂ) (34)

Aby parametry B, ..., Br byly odhadnutelné je nutna znalost Q nebo alespon nékterych prvki
Q.
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Predpokladame, Ze viechny momenty E(e;)),l=1,...,2k a E(ey;le),l=1,....k
jsou znamé. S predpokladem (34) je nutna pouze znalost 62, = E(&1;%) @ 0, ¢, = E (€1:€2:).

Rozptyl agzzi nemusi byt znam, kromé alternativniho odhadu navrzeného v ¢asti 2.2.

2.2 Upravend metoda nejmensich ¢tverch

Pokud jsou hodnoty y;,i = 1, ..., n, znamé, miazeme k odhadu regresnich parametri 8

pouzit oby¢ejnou metodu nejmensich ¢tvercti (OLS), ziskame tak odhad ve tvaru

Bows = (s¢) ¢y,
kde ¢ = (¢, ..., €p)-

Dosadime-li, dostaneme

(A R MY
Bos :l L O | I Al H ¥z Hn y:2
l“f s i/ \1 oy u’,i/ J T wk) \vn
n n n 1 n
( n i u Z ui‘\( Vi
=1 =1 i=1 i=1
i " " Tkt "
- z . u i Z Hi Z Hiyi
i=1 i=1 i=1 i=1 iz
" k k+1 k+2 " 2k "ok
Z. Hi ,Ltl+ ,Lll"' z u Z Uiyi
i=1 =1 i=1 i=1 i=1
n -1 n
- (Z clcé) (Z cm)
i=1 i=1

Oznacime-li
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muzeme odhad B pomoci obyc¢ejné metody nejmensich ¢tverct piepsat jako

Bows = (s¢)15y. (35)

Upravena metoda nejmensich étvercti (ALS) [8] pro regresni proménné x; zatizené
chybami je vytvofena nahrazenim neznimé matice ¢¢’ a nezndmého vektoru ¢y vhodnymi

nestrannymi odhady. Takovou matici H a vektorem h, e plati E(H) =¢¢ a

E(h) = EGY) =5V, kde gV = =3, 6v; .

Nejprve budeme hledat matici H. Uvazujeme matici ¢;¢;’ typu (k+ 1) x (k+ 1) a
Ci = (1,,ui, Uz, ...,,ull‘)’. Pro snadngj$i zapis budeme fadky a sloupce matice ¢;¢;' uvazovat
vmezich p,q =0,..,k. Prvek (p,q) matice ¢;¢;' je roven Y, uP™. Hledame tedy
proménné t,., r = 0, ..., k, které 1ze pocitat z pozorovanych proménnych x; , takové, ze plati
E (tr(xi )) = puj. Ziejm¢ existuji jednoznaéné definované polynomy t, proménné x; r-tého
stupné, kde r =0, ...,k , tak ze plati E (tr(xl- )) = ui. Tyto polynomy lze nalézt pomoci
rovnice (33), kde

EGD =Bl + a0 = ). () udE(ar7) = ) epd
j=0

Jj=0

r ,
je polynom proménné y; s koeficienty c,; = ( j) E (elir‘f ) Pokud nahradime E(x])

proménnou x; a ; novou proménnou t;(x;), dostaneme systém rovnic

T

X = Z crjti (x;) (36)

j=0

r =0,..., k. Odtud ziskdme t;(x;) ve tvaru

tr(x;) = z arjx, (37)

j=0
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kde a,; jsou funkcemi E(e;i),1 =0, ...,7. UkdZeme si, jak najdeme prvnich pét t,-(x;):

r=0: x°=1"E(e)to(x) = to(x) = 1,
r=1 3= [(g) Bt + (1) BEH ] = ) = x,

r=2 % =[(2) B0 + (2) Bt () + (5) Bt @)

= 0-8211' + tZ(xi) = tZ(xi) = xiz - 0-82114

r=3 12 = |(0) Bt + () Bt + () Bt + (3) EEt: ()]

= E(ef)to(x;) + 30321it1(xi) +t3(x;) = t3(x) = x;° — 3xi0521i — E(e1;%)

r=4 2t = [(0) Bttt + (§) EE6 0 + (5) Bt () + (5) Elets ()

+(§) Bt
= E(ef)to(x;) + 4E(3)t1(x;) + 6E (e1;)t5(x;) + ta(x))

= ty(x) = x;* — 6x;%0F, — 4x,E (&%) — E(e,*) + 607 .

Nyni, necht’ H(x;) je matice typu (k + 1) x (k + 1), jejiz prvek (p,q) je roven
tp+q(x), p,q = 0,..., k. Matice H(x;) ma tedy tvar

to(x;) t1(x;) ta(x;) tr (x;)
/tl(xi) to(x;) t3(x;) t(k+1)(xi)\
H(x;) =\tz<xi) ) ) o e () |
GG o) () - )
Potom
E(to(x) E(t.(x)) E(ty(x) E(tr(xp))

E(H() :\E(tlz(xi)) E(tzz(xi)) E(t3:(xl-)) E(t(k+'1)(xi)) )

E(tk'(xi)) E (t(k+'1) (Xi)) E (t(k+.2) (xi)) E(tz;;(xi))
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/1 oo uf‘\ 1
2 3 k+1

. , 3 L. U ,
= |\”l b 'u.‘ oM ) =@ m o w) =6
a polozime-li

potom E(H) = ¢¢'.

Nyni budeme hledat vektor h. Uvazujeme vektor ¢;v; typu (k + 1) x 1, ktery ma
prvky Y, wi" vy, r =0, ..., k. Potom

ui"v; = E(6 (x)vy) = E(t, () i — €20)) = E(t-(x)yi) — E (& (x) €20).
Uzitim vztahu (37) dostaneme

r r

E(t,(x))ez) = E Z arjxiley ¢ =E Z arj(; + €15) €3

j=0 j=0

r r
S .,
=E z arj Z (]) Elis_]ﬂijgzi z .ul Z Ay E(Ell ]EZL>
Jj=0 s=j
r
= Z brju;’
j=0

s koeficienty

Z ar E(Ell 521) (38)

S=]
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které zavisi pouze na E(gy;') (pomoci koeficientd a,, = (:)E(elir‘s)) a E(eyiley), 1=
0,..,7r. Lze je vypocitat, jakmile jsou znamy tyto momenty a a,; byly stanoveny jako

V rovnici (37) Pf'il’OZGl’ly odhad E(t«r (xi)gzi)a proto je E'(tr(xi)ezi) = ;=0 br]t] (xi).

Proto, pokud definujeme
-
hy = t.(x)y; — E(t, (x)e2) = t,(x)y; — Z byjt; (x;), (39)
j=0

potom E(h,) = E(t,(x)y;) — E(t,(x)e2:) = " vy

Nyni necht’ h = h(x;,y;) = (hg, hq, ..., hy)'. Potom

E(ho) 1;:%v; v
1,,. Vi
E(h) = E(:hl) — .UL:VL = Hlf =gy,
E(hk) 'L[ikvi nul'kvi

aproto E(h) = ¢v = E(cy), kde

SIF—‘

n
Z h(x;, y;).
i=1

Prvni tfi slozky vektoru h spocitame pomoci vztahu (39):
r=0: hO - tO(xl)yl Z br]t (xl) ( )E(Sll) ( )E(‘Sfi‘SZi) -1

=y;— E(gy) =y
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r=1 h =t;(x)y; — Z byjtj(x;)) = x;¥; — bo1to(x;) — by1t1(x;) = x;y; —

1

E(Eur %) ) E(e1;° %) 1 - z (1_;) E(e"™) G) E(e1° tea)x;

ST (0) ECew) (O) E(erieas) - (1) E (1) (é) E(&1i€2:)
B (1) E(ey) (1) E (7821

= Xy — E(&1i821) = XYi — 0¢ 6,

IIM»—\

=2 hy = t,(x)y; — z brjt; (x;) = (%2 — Usu)yl boato(x;) — byaty (x;) — bayaty (x;)

= (xl - O-Ell)yl

IIMN

) ECer™) () Eer® ez - 1

(Z) E(er"™) (i) E(e1:° tepi)x;

MN

1%}
Il
=

( )E(Sllr S)( )E(Ells 2821)(361 0-311)

MN

7
1l
[\

= (%% — 02 )yi — ( )E(Sfi) (8) E(e1;€2:) — (i) E(&q;) ((1)) E(&1i€21)
— (3) E(e) (g) E(efieq) — (i) E(eq4) G) E(de,)x;
B (;) E(er) (i) E(erigz)x; — (;) E (1) (;) E (eqi€20)%i
- (;) E(Sfi) (2) E(Sfiezl-)(xiz — 0'8211,)

= (xl - Jsll)yl E(e1i%e2:) — Zo-sliszixi-

Ve specialnim piipadé nezavislosti mezi &;; a &,; Ve vyrazu E (t,.(x;)&,;) zmizi a h redukuje

ty, kde t = (to(x), t1 (%)), ot (%)) .
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Odhad B metodou ALS zkonstruujeme nahrazenim ¢¢’ a ¢y Vv rovnici (35) matici H a

vektorem h :

Baws = ()7 'h. (40)

V piipadé kvadratické zavislosti (k = 2), je matice H s prvnimi péti t,(x;) a vektor h s

prvnimi tiemi h,.:

— _2 _ 2
1 X X — 0,
H= x x2 -0, x3 — 3x07, ,

Bo y
Bais = | b1 a h= XY = Ocyiep
A 2 5 2
,32 Xy yo-fu 20511521x

Odhady parametrti 8y, B; a B, potom ziskame feenim soustavy rovnic HB 4.5 = h:

Bo + %py + (F - Uezu-)/gz =y
%Po + (x% — 02,)B1 + (x3 = 3%02,)B, = XY — O¢ e, »

( —0Z, )Bo + (x3 — 3xc? )ﬁl + (x4 6?08211. + 30§1i)ﬁ2 = x2y — yoi, — 20,6, % .

Odhad B 4.5 nalezneme fesenim rovnice (40), tj. Ba.s = H 'h.

Podobn¢ mizeme zkonstruovat také odhad o, . Obycejna metoda nejmensich Gtverci

(OLS) odhadu ¢, v modelu (33) se znamymi y; je dana

SZLOLS (3’ ¢ ﬁOLs) (y ¢ ﬁOLs)
="y~ Bous Y — ¥''Bors + BoLs $§'Bovs
=¥y~ 2Y's'Bors +¥'s'(s6) ' ¢¢'Boys
=y'y— y,c’BOLS -
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Dosadime-li, dostaneme

Y1 1 1y
62 os=|0n ¥ V2l | L w
eoLs = |1 Y2 )| 7 |(3’1 Y2 Yn) .
v/l | 1 g,

Oznacime-li

dostaneme

A2 2 AT
OgpoLs =Y —Y¢ Bovs-

Nahradime-li y'¢’ vektorem k' a odhad B,,s odhadem B¢ ziskame odhad parametru o2

metodou ALS ve tvaru

G2, = y? —hBas=y?>—hWH'h

(4D

Za obecnych piedpokladi jsou odhady Ba.s a 6§2i metodou ALS konzistentni. Ve

skute¢nosti, pouze predpokladame, Ze vy$si momenty &; a &,; (konkrétng E(ey;**) a

E(&1;%%€,;%) ) existuji, ze limity vy$$ich momenti y;, tj. lim(u™), existuje pror = 0, ...,4k, a

e lim(H) je nesingularni. Za podobnych piedpokladi je odhad B asymptoticky normalni, t;.

nt/2 (ﬁ — ﬂ) — N(0,%). Varian¢ni matice aproxima¢niho normalniho rozdéleni Ize

odhadnout vztahem
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kde

n

Z (H(xi)EALS - h(inYi)) (H(xi)BALS - h(xi»)’i)), :

i=1

V=

Sk

2.2.1 Upravena metoda nejmensich ¢tverch za predpokladu normality

Pokud vektor ndhodnych chyb (q;, £5;) ma normalni rozdéleni, musi byt znamy pouze o, ¢,

a o/, ,. Potom plati

tre1 () = Xt () — o-ezu-rtr—l (%) (42)

pror =0,1,2,..pro ty(x;) = t_;(x;) =1

E(t,(x))€20) = Op e, Ttr—1 (%), (43)
Diikazy téchto tvrzeni Ize nalézt v [8].
Rovnici (40) pro odhad B 4.¢ mizeme psat jako
HB s =ty — 0c e, D) (44)

kde p = (0, to(x;), 2t1 (), ., Kty () .

Pro kvadraticky funkéni vztah (k = 2) rovnice (44) mame

1 X X —0g,
H = v 2 _ 42 3 _ 2
H = X X% = 0g,; X 3xo¢,, ,
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—~ BO t_O 1 14
Baus=\|5 1], t=|t]=|__*% a p=(0ty(x),2t;(x)) =(0,1,2%)".
BZ tZ xz - O-gli

Potom dostaneme soustavu rovnic

BAO + JZ:8’\1 + (F - 0-521i):[?2 = }_]'
fﬁo + (xz - Ueu)ﬁ1 + (x3 - 39?03211-)32 = XY = O¢ ;e »

(x% =02 )Bo + (x3 — 3%02 ) By + (x* — 6x%02, + 302 )Po = x2y — YOo2, — 20, X .

2.3 Modifikace upravené metody nejmensich ¢tverct

Odhad metodou ALS je konzistentni a asymptoticky normalni. Pro nadhodné vybéry
s malym rozsahem mitize vést k velké chybé odhadu, a to zejména v piipade€, ze Sum agll Yor (o
je vétsi nez 0,1. Modifikace metody ALS redukuje rozptyl odhadu, aniz by doslo k vychyleni
[14].

Definujeme vektor t; = (to(x;), ..., tx(x;)) a matici V; = t;t; — H(x;). Potom odhad B

modifikovanou metodou ALS, je dan jako feSeni:

(W - aV)BMALS = f_l,

kde
(k+4) 1
— pokud p>1+-—
a n n
n—(k+4) fud <1+1
n+1 poxuc p = n

a p je nejmensi kladny koten rovnice

wl )-ot )-o
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kde

n n n

Py 1 ! T 1 ! 4 1 !

tt =£Ztitir Yt =£Z}’iti: VZEEtltl_H(xl)
i=1 =1

2.4 Znama varian¢ni matice Q a neznamy jednotkovy rozptyl

Piedpokladame, Ze (&q;, €2;) ~ N(0, ), kde
Q =W

se znamou matici W a neznamym parametrem k. Re$ime rovnice (40), (41) a

Q = KW soucasné pro 4.5, Q a k.

Itera¢ni algoritmus: za¢neme pocateéni hodnotou ko, pro k, napi. k, = 1. Jestlize k,, je
hodnota x po m-té iteraci, spo¢itime Q., = k,,W. K vypostu Hy, a h,, pouzijeme 62, @

Be,e,;m z€ vztahil (42), (43) a odvozeni m-té iterace pro Baps @ 62, , ti. Bm a 62 4 Z rOVNIC

A2
(40) a (41). Dalsi iterace pro k Z K41 = G‘SZim/WZ , kde W2, je prvek z matice W, ktery

€2i

odpovida agzzi. Iteracni cyklus opakujeme do dosazeni konvergence.
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3 Prakticka cast

Nyni teorii 0 linearni a polynomialni regresi s chybami v proménnych aplikujeme na
prikladech, které budeme fesit pomoci softwaru R. VSechny potifebné kody jsou uvedené na
piilozeném CD. Prvni ptiklad zpracovava data o gejziru OldFaithful v Narodnim parku
V Yellowstone. Ve druhém piikladé uvazujeme umela vygenerovana pro piedem dany linedrni
vztah mezi proménnymi. Potom si ukdzeme simulacni studie intervalii spolehlivosti pro
smérnici pfimky a ve tietim piikladé na uméld data odpovidajici polynomidlnimu vztahu

aplikujeme metodu z kapitoly 2.

3.1 Linearni vztah mezi proménnymi

Priklad 1: Zkoumame zavislost mezi délkou trvani erupce (eruptions) a cekanim na
nasledujici erupci (waiting) gejziru OldFaithful v Narodnim parku v Yellowstone, Wyoming,
USA. Soubor se sklada celkem z 272 pozorovani, ktera jsou méfena v minutach. V softwaru

R je ulozen pod nazvem faithful.

Datovou matici si ozna¢ime jako A, kterou si v softwaru R nacteme ptikazem

> A=faithful
Trvani erupce si oznacime jako veli¢inu X a ¢ekani na dalSi erupci si ozna¢ime jako veli¢inu y.
>x=A[,1]

>y=A[,2]

Pro lepsi predstavu o rozloZeni dat si je vykreslime pfikazem

>plot(y~x, xlab="délka erupce (min)",ylab="cekani na erupci (min)")
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Obrazek 3: Zavislost doby ¢ekani na dalsi erupci a délky predchozi erupce.

Z obrazku 3 je ziejma linearni zévislost mezi proménnymi. Zaroven se zda, Ze data nejsou

zatiZzena odlehlym pozorovanim.

Analyzu dat zatneme vypoctem vyberovych charakteristik:
pocet pozorovani n

> n=length(x)

[1] 272

pramérna doba trvani erupce X v minutach

>xpruh=mean(x)

[1] 3.487783
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pramérné ¢ekani na dalsi erupci y v minutach
>ypruh=mean(y)

[1] 70.89706

V softwaru R miizeme vyb&rové rozptyly s¢ a s; vypocitat pomoci prikazu var(x) a var(y) a
vyb&rovou kovarianci s,, pomoci piikazu cov(x,y), ktere jsou nestranné, takze je vypocitime

takto:

vyb&rovy rozptyl s2
>x2 =x"2
> sx2 = mean(x2)-xpruh”2

[1] 1.297939

vyb&rovy rozptyl s;
>y2=y"2
> sy2 = mean(y2)-ypruh”2
[1] 184.1438

vyb€rova kovariance sy,
>xy=x*y
>sxy=mean(xy)-xpruh*ypruh

[1] 13.92642

Ziskané vysledky pro ¢iselné charakteristiky nyni pfehledné shrneme do tabulky 1:

Ciselné charakteristiky trvani erupce ¢ekani na erupci

vybérové primeéry X = 3.487783 y =70.89706
smerodatné odchylky s, = 1.139271 sy, = 13.56996
vybérova kovariance Sxy = 13.92642

Tabulka 1: Ciselné charakteristiky pro datovy soubor OldFaithful.
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Jako S si ozna¢ime vybérovou kovarian¢ni matici, ktera je tvaru

S = (1.297939 13.92642)
13.92642 184.1438/°

Nyni si ukazeme, jak pomoci softwaru R a vztahd (3) a (4) vypocitdme odhady parametrii
v modelu ortogonalni regresni ptimky (1), kde v; je pifesna hodnota doby do dalsi erupce a y;
je presna hodnota doby erupce. Tyto odhady oznacime jako beta

> beta=c(0,0)

Smérnici ortogonalni regresni ptimky vypocitdme pomoci vztahu (4), tj.
>beta[2]=(S[2,2]-S[1,1]+sqrt((S[2,2]-S[1,1])"2+4*S[1,2]"2))/(2*S[1,2])

a absolutni ¢len ortogonalni regresni ptimky potom vypocitdme pomoci vztahu (3)
> beta[1]=ypruh-beta[2]*xpruh.
Vysledné odhady parametrt ortogonalni regresni piimky jsou
Bo = 24.84035 a f; = 13.20515
a odhadnuty model tedy vypada takto
v; = 24.84035 + 13.20515y;.
Nyni mizeme k nasim datim ptikreslit odhadnutou regresni primku pomoci piikazu

>plot(y~x, xlab="délka erupce (min)",ylab="cekani na erupci (min)")

>abline(beta[1],beta[2],col="red")
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cekani na erupci (min)
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Obrazek 4: Odhadnuta regresni pfimka vztahu doby ¢ekéani na dalsi erupci a délky pfedchozi

erupce.

Nez uré¢ime odhad rezidudlniho rozptylu 62 musime nejdiive uréit odhad presné hodnoty
doby erupce f;, ktery vypocitame pomoci vzorce (10)
>mmu=((x+beta[2]*y-beta[1]*beta[2])/(1+beta[2]"2))

Potom maximalné vérohodny odhad 62 uréime pomoci vzorce (9)
> rez=(y-beta[1]-beta[2]*mmu)"2+(x-mmu)"2
> sigma22 = sum(rez)/(2*n)

a vysledny odhad je

6% =0.1216594.
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2nae?
(n-2)

Odhad 62 neni nestranny. Nestranny odhad uréime jako = 0.2451212.

Dalsi moznosti jak mlizeme vypocitat parametry ortogondlni regresni pfimky je
pomoci linedrnich modelti. V tomto ptfipadé probiha vypocet itera¢né, kdy volime za
pocatecni hodnoty koeficientti ,830) = 31.88571 a ,31(0) = 12.57143 urcéené pomoci vztahl
(25). Za pocate¢ni hodnoty pu@ volime x a hodnotu v® ziskime zrovnice

v® = ,Béo) 1, + ,81(0)[1(0). Za ukoncovaci kritérium volime druhou mocninu euklidovské

|p® — pl® ||(2) < 107°. Po 10 iteracich ziskame stejné vysledky odhadii

normy

fo = 24.84035 a B, = 13.20515

a odhady f, v, které jsou také shodné s vysledky z pfedchozi metody.

Nestranny odhad 62 vypo¢itime pomoci vztahu (24)

6% = 0.2451212.

S vyuzitim odhadu 62 mizeme odhadnout i varianéni matici odhadu B ve tvaru

vﬁr(ﬁ) _ ( 1.6392912 —0.4246955)
—0.4246955 0.1217666 /

Nizké hodnoty rozptylu var (E) a var (B;) naznacuji, Ze jsou parametry vyznamné
nenulové, a tedy existuje linearni vztah mezi délkou trvani erupce a ¢ekanim na dalsi erupci,

coz bylo patrné jiz pfi prvotnim vykresleni dat.
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Nyni si vypocitame 95% intervaly spolehlivosti pro smérnici ortogonalni regresni
ptimky pomoci vztahu (26), nebo pouzitim metody hlavnich komponent pomoci vztahu (27) a
pomoci linearnich modelt pouzitim vztahu (30).

Nejprve uvazujeme vztah (26):
>f1=(1/2)*asin(sqrt((4*(qt(0.975,n-2)"2)*(sx2*sy2-sxy"2))/((n-2)*
((sx2-sy2)"2+4*sxy"2))))
> dolni_mez1=tan(atan(beta[2])-f1)
> horni_mezl=tan(atan(beta[2])+f1)
> intervall=c(dolni_mez1, horni_mez1)
> intervall
[1] 12.48390 14.01429

Nyni pro vypocet intervalu spolehlivosti pomoci metody hlavnich komponent vyuzijeme
vztahu (27), kdy si nejdiive vypocitame vlastni ¢isla vybérové kovarianéni matice (x,y)
pomoci piikazu eigen:

> lambda=eigen(S)

> lambdal=lambda$values[1]

> lambdal

[1] 185.1984

> lambda2=lambda$values[2]

> lambda2

[1] 0.2433189

> f2=asin(sgrt(gchisq(0.95,1)/((n-1)*((lambdal/lambda2)+(lambda2/lambdal)-2))))

> dolni_mez2=tan(atan(beta[2])-f2)

> horni_mez2=tan(atan(beta[2])+f2)

> interval2=c(dolni_mez2, horni_mez2)

> interval2

[1] 12.48822 14.00886.

Interval spolehlivosti pomoci vztahu (30):
> dolnimez2=betaodhad[2]-(qt(0.975,n-2)*(sqrt(var_beta[2,2])))
> hornimez2=betaodhad[2]+(qt(0.975,n-2)*(sqrt(var_beta[2,2])))

> interval3=c(dolnimez2, hornimez2)
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> interval3
[1] 12.51814 13.89216

Ziskané vysledky pro 95% intervaly spolehlivosti pro smérnici ortogonalni regresni ptimky

nyni piehledné shrneme do nasledujici tabulky 2:

vztah 95% intervaly spolehlivosti délka intervalu
(26) (12.48390; 14.01429) 1.53039
(27) (12.48822; 14.00886) 1.52064
(30) (12.51814; 13.89216) 1.374021

Tabulka 2: Srovnani 95% intervali spolehlivosti.

Z tabulky 2 vidime, ze intervaly spolehlivosti ziskané pomoci vztaht (26) a (27) se témét

prekryvaji. Jako nejuzsi vychazi interval spolehlivosti spocitany pomoci vztahu (30), tedy

pomoci linedrnich modela.

Pro ziskanou regresni ptimku uréime 95% pas spolehlivosti kolem regresni pifimky (v

grafu vykreslime Cernou barvou) a 95% pas spolehlivosti pro regresni pifimku (v grafu

znazornime zelenou barvou).

Oznac¢ime si mi0 generovani ¢isel z intervalu (—15, 15) s krokem 0,2. Nejprve si uréime 95%

pas spolehlivosti kolem regresni ptimky:

> mi0=seq(-15,15,0.2)

>dolni_meze=rep(0,length(mi0))

>horni_meze=rep(0,length(mi0))

>odhad_primky=rep(0,length(mi0))

>for(i in 1:length(mi0Q))

{dolni_meze[i]=obeta[1]+obeta[2]*miO[i]-
sgrt(t(c(1,mi0[i]))%*%var_beta%*%c(1,mi0[i]))*qt(0.975,length(mmu)-2)
horni_meze[i]=obeta[1]+obeta[2]*miO[i]+sqrt(t(c(1,mi0[i]))%*%var_beta%*%
¢(1,mi0[i]))*qt(0.975,length(mmu)-2)
odhad_primky[i]=obeta[1]+obeta[2]*miO[i]}
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Pés spolehlivosti pro regresni pfimku ur¢ime:
> dolni_meze2=rep(0,length(mi0))
> horni_meze2=rep(0,length(mi0))
>for(i in 1:length(mi0))
{dolni_meze2[i]=obeta[1]+obeta[2]*miO[i]-
sqrt(t(c(1,miO[i]))%*%var_beta%*%c(1,mi0[i]))*sqrt(2*gf(0.95,2,length(mmu)-2))
horni_meze2[i]=obeta[1]+obeta[2]*miO[i]+sqrt(t(c(1,miO[i]))%*%var_beta%*%
c(1,mi0[i]))*sqrt(2*qf(0.95,2,length(mmu)-2))}

Pasy spolehlivosti vykreslime pomoci piikazi
>plot(y~x, xlab="délka erupce (min)",ylab="cekani na erupci (min)")
> lines(odhad_primky~mi0, type='I', col="red', xlim=c(-10,10), ylim=c(5,15))
> lines(dolni_meze~mi0, type="l")
> lines(horni_meze~mi0, type="l")
> lines(dolni_meze2~mi0, type="l',col="green")

> lines(horni_meze2~miO0, type="l',col="green’)
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Obrazek 5: 95% pas spolehlivosti kolem regresni pifimky (Cern€) a 95% pas spolehlivosti pro

regresni ptimku (zelen¢).

Z grafu vidime, Ze jak pas spolehlivosti kolem regresni pfimky a pas spolehlivosti pro
regresni piimku témét splyvaji. Piimka je odhadnuta velmi pifesné, proto jsou pasy

spolehlivosti uzké.
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Pro ovéteni kvality odhadl ziskanych pomoci ortogonélni regrese budeme uvazovat uméla

data odpovidajici zvolené regresni ptimce y = 10 + 5x.

Priklad 2: Generujte dvourozmérnd data rozsahu 100 odpovidajici linedrni zavislosti
y = 10 + 5x, jestlize ptedpokladame, ze chyby méfeni v obou proménnych jsou 2.5 cm, jsou
nezavislé a maji normalni rozdé€leni. Dale predpokladejme, ze proménnd x nabyva hodnot
vintervalu (—10,10). Na zakladé ziskaného datového souboru odhadnéte ortogonalni

regresni piimku.

Nejprve si  vygenerujeme 100 hodnot z rovnomérného rozdéleni vrozmezi od
—10 do 10, kter¢ si ozna¢ime jako mii.

>mii=runif(100,min=-10, max=10)

> sigma=2.5

> sigma2=sigma’2

> beta=c(10,5)

Napozorované hodnoty X a Yy generujeme 2z normalniho rozdéleni s parametry

x~Ny00(Ui) 2.5%) @y ~ Nypo(10 + 5pu;, 2.52).

> x=rnorm(length(mii),mii,sigma2)

> y=rnorm(length(mii),beta[1]+beta[2]*mii,sigma2).

Pro pfedstavu o rozloZeni dat si je vykreslime pfikazem

>plot(y~x)
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Obrazek 6: Generované hodnoty z piikladu 2.

Stejnym zplisobem jako v pfedchozim piipadé¢ si nejdiive vypocitame vybérové

charakteristiky, z kterych mizeme urcit vybérovou kovarianéni matici ve tvaru

=(65.56094 167.07104)
167.07104 928.6703 /°

Nasledné odhady parametrii ortogonalni regresni ptimky jsou
Bo = 11.75963 a B, = 5.352935.
Vysledny odhadnuty model je tvaru

v; = 11.75963 + 5.352935p;.
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Nyni k vygenerovanym hodnotdm muzeme pfikreslit odhadnutou regresni ptimku

>plot(y~x)
>abline(obeta[1],0beta[2],col="red")
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Obrazek 7: Odhadnuta regresni piimka z ptikladu 2.
Odhady [, a ¥, ur¢ime pomoci piikazt
>mmu=((x+obeta[2]*y-obeta[1]*obeta[2])/(1+obeta[2]"2))
>nnu=obeta[1]+obeta[2]*mmu

Pomoci vztahu (24) si jesté vypo&itame nestranny odhad 62, ktery je roven

6% = 35.05085
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a s vyuzitim odhadu 62 mtizeme odhadnout i varianéni matici odhadu 8 ve tvaru

vﬁ\r(ﬁ) _ (10.42671491 0.07207282)
0.07207282 0.15853876/°

Stejnym zpiisobem jako v pfedchozim ptipadé€ uréime pro ziskanou regresni piimku 95% pas
spolehlivosti kolem regresni piimky (v grafu vykreslime c¢ernou barvou) a 95% pas

spolehlivosti pro regresni piimku (v grafu zndzornime zelenou barvou).
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Obrazek 8: 95% pas spolehlivosti kolem regresni pifimky (Cern€) a 95% pas spolehlivosti pro

regresni ptimku (zelen¢) z ptikladu 2.

Z obrazku 8 vidime, ze jak pas spolehlivosti kolem regresni piimky, tak i pas spolehlivosti

pro regresni pifimku jsou si velmi blizké.
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3.1.2 Simulacni studie

V této Casti si pomoci simulacni studie porovname jednotlivé intervaly spolehlivosti
pro smérnici ortogonalni regresni pfimky pocitané pomoci vztaha (26), (27) a (30). Cilem
studie je zjistit, jaka je empiricka hladina spolehlivosti pro jednotlivé typy intervala
spolehlivosti, a jak se bude ménit v zavislosti na velikosti rozsahu ndhodného vybéru, na

pfesnosti méteni a predepsané hladiné spolehlivosti.

Provedeme 1000 simulaci, kdy budeme postupné uvazovat rozsah ndhodného vybéru velikosti
50, 100 a 500. Mezi bezchybnymi veli¢inami budeme uvazovat linearni zavislost
v = 10 + 5y;. Nepozorované piesné hodnoty p; budeme generovat z rovnomérného rozdéleni
na intervalu (—10,10). Nasledné pro rizné volby smérodatné odchylky o generujeme

hodnoty x a y z normalniho rozdéleni s parametry x ~ N (u;, 02) ay ~ N(By + P11, 02).

Nasledujici tabulky srovnéavaji jednotlivé intervaly spolehlivosti pro riizné volby hladiny
spolehlivosti 1 — a. V prvnim fadku mame primérny odhad parametru B; a na druhém fadku
je empiricka hladina spolehlivosti, tj. v kolika % pftipadd interval spolehlivosti pokryva

skute¢nou hodnotu f8; = 5.

Nejprve uvazujeme vztah (26):

«=0.01

o/n 50 100 500

L5 B =5.33381 B, =5.07253 B = 5.13199
98.8% 98.9% 98.8%

0.5 B =5.00811 B =4.998567 B, =4.988177
99.3% 99% 99%

0.1 B, =4.998891 B, =5.000531 B, =4.999751
98.8% 98.9% 99%




a=0.05

o/n 50 100 500
15 B, =5.134173 B, =4.916848 B, =4.949546
' 95.9% 95.3% 94.6%
05 B, =4.972889 B, =4.998364 B, =5.006847
' 96.1% 94.3% 94.5%
01 B, =5.000184 B, =4.999658 B, =4.999479
' 94.4% 94.2% 95.1%
a=0.1
o/n 50 100 500
. B, =4.595274 B, =4.739466 B, =5.015269
' 90.1% 91% 90%
05 B, =4.988523 B, =4.97888 B, =4.995379
' 89.2% 89.4% 90.2%
01 B, =5.000484 B, =4.999978 B, =4.999632
' 90.2% 90.2% 89.9%
Pro vypocet dalsiho intervalu spolehlivosti vyuzijeme vztahu (27)
a=0.01
o/n 50 100 500
15 B =5.061327 B, =4.700248 B, =4.838162
' 98.4% 99.2% 99%
05 B, =5.016673 B, =4.984538 B, =5.000249
' 99% 98.9% 99.2%
0.1 B, =4.999694 B, =5.00038 B, =5.000218
' 98% 98.2% 99.4%




a=0.05

o/n 50 100 500
15 B, =4.642826 B, =5.176025 B, =4.952039
' 95.2% 94.5% 94.5%
0.5 B, =5.011174 B, =4.976801 B; =5.009371
' 94.4% 93.2% 95.3%
0.1 B; =5.000311 B, =5.000736 B, =4.999922
' 92.9% 94.2% 95.1%
a=0.1
o/n 50 100 500
15 B, =4.852341 B, =4.82751 B =4.983921
' 87.1% 88.8% 90.2%
05 B, =4.9609 B, =5.010326 B, =4.994891
' 90.3% 88.5% 91.2%
0.1 B, =4.999625 B, =5.000162 B, =4.999473
' 89.2% 88.6% 89.9%
Interval spolehlivosti pomoci vztahu (30):
a=0.01
o/n 50 100 500
15 B, =5.074531 B, =4.827902 B, =4.877762
' 99.3% 98.3% 98.9%
05 B, = 4.990249 By = 4.990992 B, =5.004379
' 98.7% 98.9% 99%
01 B; =5.000158 B, =5.000057 B, =4.999932
' 99.3% 99.4% 98.7%
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a=0.05

o/n 50 100 500

15 B, =4.8717 B, =5.349996 B, =5.103249
' 93.9% 93% 92.7%

0.5 B, =4.960301 B, =4.989452 B, =4.993051
' 95.4% 94.4% 94.1%

0.1 B, =5.001277 B, =4.999839 B, =4.99935
' 95.2% 94.3% 94.9%

a=0.1

o/n 50 100 500

15 B, =4.88196 B =5.339145 B =5.022136
' 87.7% 85.9% 87.9%

0.5 B, =5.020662 B, =4.976398 B, =4.987802
' 90.6% 89.3% 90.3%

0.1 B, =4.999946 B, =5.000476 B, =5.00021
' 88.8% 90.6% 89.5%

Empiricka hladina spolehlivosti odpovida zvolené hladiné spolehlivosti 1 — a. Hodnoty obc¢as

kolisaji, takZe s v&tsim poctem pozorovani je dosazend empirickd hladina spolehlivosti horsi.

Me¢lo byt zvoleno vice simulaci.
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3.2 Polynomiélni vztah mezi proménnymi

Piiklad 3: Generujte trojrozmérna data rozsahu 100 odpovidajici kvadratické zavislosti
y = 15 + 8x + 5x2, jestlize predpokladame, Ze chyby méfeni v obou proménnych jsou 0.1,
jsou nezavislé a maji normalni rozdéleni. Déle piedpokladejme, Ze proménna x nabyva
hodnot v intervalu (—5,5). Na zakladé ziskaného datového souboru odhadnéte parametr 8

upravenou metodou nejmensich ctverct.

Nejprve si vygenerujeme 100 hodnot rovnomérného rozdéleni v rozmezi od -5 do 5, které si
oznacime jako mii.

> mii=runif(100,min=-5,max=5)

> sigmal=0.1

> sigma2=0.1

> sigmal2=0

> beta=c(15,8,5)

Z normalniho rozdé&leni si vygenerujeme chyby & a &, sparametry & ~ N(0,0.1%) a
&, ~ N(0,0.1%).

> chybal=rnorm(length(mii),0, sigmal”2)

> chyba2=rnorm(length(mii),0, sigma2.2)

Hodnoty x a y ur¢ime jako
> x=mii+chybal

> y=beta[1]+beta[2]*mii+beta[3]*(mii*2)+chyba2

Data si vykreslime piikzem

> plot(y~x)
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Obrazek 9: Generované hodnoty z piikladu 3.

Nyni si vypocitime jednotlivé praméry, které si potom dosadime do matice H a vektoru h.
X:
> xpruh=mean(x)

[1] -0.1593831

> ypruh=mean(y)

[1] 54.44258
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>y2=y"2
>y2pruh=mean(y2)
[1] 4546.733

> X2=x"2
> x2pruh=mean(x2)

[1] 8.143372

> x3=x"3
> x3pruh=mean(x3)

[1] -1.710247

> x4=x"4
> x4pruh=mean(x4)

[1] 110.204

> xy=x*y
> xypruh=mean(xy)

[1] 54.26573

> X2y=x"2*y
> x2ypruh=mean(x2y)
[1] 659.2846

Odhad f metodou ALS zkonstruujeme pomoci rovnice (40). Nejdiive si nadefinujeme matici
H:
>H=matrix(c(1,xpruh,x2pruh-sigmal”2,xpruh,x2pruh-sigmal”2,x3pruh-3*xpruh*sigmal”2,
x2pruh-sigmal”2,x3pruh-3*xpruh*sigmal?2,x4pruh6*x2pruh*sigmal”f2+3*(sigmal”r2)r2),

nrow=3,ncol=3)

_ 1 —0.1593831 8.133372
H =1-0.1593831 8.133372 —1.705465 ).
8.133372 —1.705465 109.715688

79



Dale si vypoéitame vektor h :
> h=c(0,0,0)
> h[1]=ypruh
> h[2]=xypruh-sigmal2
> h[3]=x2ypruh-(ypruh*sigmal”2)-(2*sigmal2*xpruh)

/5444258
h= ( 54.26573 )

658.74017

Odhady parametri B 4.¢ ziskame vypoctem
> obeta=solve(H)%*%h

> obeta

(1]
[1,] 14.79234
[2,] 8.017028
[3,] 5.032109

Odhadnuty model tedy vypada takto
v; = 14.79234 + 8.017028y; + 5.032109y;2.
Odhad parametru g2, metodou ALS ur¢ime pomoci rovnice (41)
> odhadsigma=y2pruh-(t(h)%*%solve(H)%*%h)
[1]
[1,]1-8.502166

02 = —8.502166.

Odhadnuty model vykreslime
> plot((obeta[1]+obeta[2]*mii+obeta[3]*mii"2)~x, ylab="ydohad",col="red")
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Obrazek 10: Odhadnuty model z ptikladu 3.
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Z.avér

V praci byla podrobné rozebrana ortogonalni regrese, odhady parametri pomoci
metody maximalni vérohodnosti pro stejné i rozdilné rozptyly. Pfipomnéli jsme si teorii
linearnich modeli s podminkou typu II, kterou jsme nasledné vyuzili k odhadu parametrt a
stanoveni intervalt spolehlivosti. Zabyvali jsme se polynomialni regresi, odhadem parametri
pomoci upravené metody nejmensich ¢tvercu.

Odhady parametri ortogonalni regresni piimky pocitané pomoci vztahti (3) a (4)
davaji stejné vysledky jako pocitané pomoci linearnich modelt. Intervaly spolehlivosti pro
smérnici ortogonalni regresni ptimky ziskané pomoci vztahl (26) a (27) se témé&f piekryvaji a
jako nejuzs$i vychazi interval spolehlivosti pocitany pomoci vztahu (30), tedy pomoci
linearnich modelti. Empiricka hladina spolehlivosti odpovida zvolené hladin€ spolehlivosti
1 — a, takze ¢im vyssi je empirickd hladina spolehlivosti, tim jsou intervaly spolehlivosti
Sirsi.

Diky této préci jsem si prohloubila znalosti z regresni analyzy a naucila se pracovat se
softwarem R. Nejtézsi ze vseho pro mé bylo nastudovani a pochopeni teorie psané anglickym

jazykem, a proto si cenim trpélivosti a velké pomoci své vedouci.
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Priloha (na prilozeném CD)

Skripty v programu R se vSemi vypocty:

Piiklad 1
Ptiklad 2
Ptriklad 3
Simulace intervalu (26)
Simulace intervalu (27)

Simulace intervalu (30)
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