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Uvod

Ve statistické analyze dat muzeme narazit na ruzné datové soubory. Nejcastéji
se vSak v matematicko-statistickém prostiedi setkavame s daty, kde mame
k dispozici vice pozorovanych hodnot nez proménnych. V této situaci je vhodné
pouzit pii regresni analyze jiz znamou, dobte propracovanou standardni metodu
nejmensich ¢tvercu. Nicméné musime pripustit, ze ne vzdy mame k dispozici
predpoklad dostateéného poctu pozorovani, a to zejména kvuli financéni a ¢asové
narocnosti sbéru dat. Dalsi pricinou muze také byt fidky vyskyt urcitého jevu,
a tak je obtizné dosdhnout velkého poc¢tu pozorovani.

Pravé metoda nejmensich diléich ¢tvercu ma siroké vyuziti v pripadech, kdy
je tento predpoklad porusen. Metoda je predné vyuzivana v oblasti chemometrie,
protoze v této védni discipliné je piirozenou vlastnosti datového souboru zvlast
velky pocet proménnych. Proto bude pro mé diléim cilem téz proniknout urcitou
mirou do problematiky chemometrie, jez je véda pouzivajici analytickych oboru,
jako je vicerozmeérna statistika, aplikovana matematika a informatika, za 1icelem
feSeni problému v chemii, biochemii, ale také mediciné. Avsak primarnim ikolem
mé prace bude zejména aplikovani zminéné metody regrese na datové soubory,
a to pomoci vhodného statistického softwaru, ¢imz je software R. Demonstrované
priklady vychéazi z redlnych dat, ktera mi poskytl Ustav molekuldrn{ a transla¢ni
mediciny v Olomouci.

Metoda nejmensich dil¢ich ¢tvercu nabizi hned nékolik moznosti, jak provést
kvantifikaci regresniho vztahu, presnéji feCeno existuji ruzné algoritmy vedouci
k odhadu neznamych parametru, coz popisuje pravé prvni kapitola spolu s te-
oretickymi a matematickymi aspekty zminéné metody. Nadchazejici dvé kapi-
toly obsahuji rozsiteni zakladni metody, konkrétné se jedna o robustni a tzv.
fidkou metodu nejmensich diléich ¢tverci. Na samotny zavér predstavime prak-

tické priklady znazornujici aplikacni potencidl uvedené metody.



1 Metoda dilc¢ich nejmensich
ctvercu

Pocatky metody nejmensich diléich ¢tvercu sahaji do roku 1975, kdy se ji
zabyval statistik Herman Wold [18]. Primdrné ji zacal pouzivat v oblasti ekono-
metrie, pozdéji jeho syn Svante Wold a dalsi [19] vSak nasli uplatnéni zejména
v chemometrii. Dokonce lze fici, ze v tomto oboru se zminéna metoda casto
pouziva jako urcité dogma. Pro srovnani, pocatky klasické metody nejmensich
¢tvercu spadaji do roku 1795. Protoze se tedy jednd o pomérné novou metodu,
setkavame se s ni prozatim predevsim v cizojazycné literatute. V textu tak bude
nadale casto pouzivand zkratka PLS, ktera vychazi z anglického terminu Partial
Least Squares.

Jedna se o tfidu metod slouzicich k modelovani vztahu mezi vysvétlujicimi
a vysvétlovanymi proménnymi prostiednictvim skrytych neboli latentnich promén-
nych. Hlavni dloha tak tkvi pfedev§im v odhadech parametri v regresnim modelu.
Nesmime vSak opomenout ani dalsi uzitecné vlastnosti, jako je zajisténi redukce
dimenze dat, nebo odstranéni multikolinearity ¢ili zavislosti mezi sloupci v ma-
tici planu X, jenz odpovidaji jednotlivym vysvétlujicim proménnym. Zminéné
vlastnosti patii mezi velmi zadané ve statistické analyze. Nez ovSem piekrocime
k zavedeni jednotlivych modelu, je zapotiebi zavést oznaceni vyslednych odhadu,
aby nedoglo k nedorozuméni. Pro odhady spojené s metodou nejmensich ¢tvercu
pouzijeme symbol B, avsak pro vysledny vektor odhadu parametru vychazejici
z metody PLS vcetné jeji robustni a tidké modifikace vyuzijeme symbolu b.
Navic, v literatute, kterd se zabyva PLS, je zvykem nerozlisovat matici/vektor
nezndmych parametru a ptislusny odhad, budeme se tedy drzet tohoto pfistupu.
Rozlisovat se to bude v pripadé, kdy by mohlo dojit k mylnému pochopeni.

V této kapitole je cerpdno zejména ze zdroju [10], [11], [13], [14], [15], [10]

a [17].
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1.1 Teoretické aspekty

Nejdrive si ukazeme zékladni déleni metody, a to na PLS1 a PLS2. Rozdil
spociva ve strukture vysvétlované proménné. Jednodussi podobu predstavuje mo-
del PLS1, kde zavisle proménna je pouze jednorozmérnd, naproti tomu, jestlize
predpokladame vice nez jednu zavisle proménnou, uvazujeme model PLS2. Nicmé-
né, pro snadnéjsi uchopeni teoretickych a také praktickych vlastnosti, v praci
bude uveden pouze model PLS1, kde se pracuje s vektorem hodnot vysvétlované

proménné y, nikoliv s matici Y.

e PLS1 — = X + _e , kde y je zavisle proménnd, matice X je

\?{_, \,./\ll./ ~—~"’
(nx1)  (nxp)(px1)  (nx1)
tzv. matice planu, jejiz sloupce tvoii vysvétlujici nezévisle proménné, vektor

b pak predstavuje vektor neznamych koeficinti a nakonec vektor chyb e.

e PLS2 - Y = X B +_FE ,model pro vicerozmérnou vysvétlovanou
N N R
(nxq)  (nxp) (pxq) (nXq)

proménnou, diky ¢emuz je v modelu zahrnuta jiz matice nezndamych pa-
rametru B, namisto matice a také matice chyb E. Ptislusné rozmeéry n,p
a ¢ odpovidaji poc¢tu pozorovani, poc¢tu vysvétlujicich proménnych a u PLS2

poctu vysvétlovanych proménnych, v tomto poradi.

Zéakladni princip metody PLS se zakladd na spojeni metod hlavnich kom-
ponent a mnohorozmérné linearni regrese. Nyni se blize podivame na hlavni
myslenky metody nejmensich diléich ¢tvercu.

Na dplném pocatku vytvorime umeélé proménné pro matici X, poptipadé
v modelu PLS2 i pro matici Y. Dale ptijde na fadu aplikace kritéria, ¢imz je ma-
ximalizace kovariance mezi x-ovymi skory a zavisle proménnou. Pouzitim kritéria
dosahneme vysoké kvality predikce zavisle proménné. Nasleduje deflace ¢i pee-
ling, coz predstavuje ocisténi matice planu. Jinymi slovy, z prvni komponenty
(latentni proménné) je odstranéna informace. Ziskdvame residudlni matici, na-
vazujeme opét odvozenim dalsi PLS komponenty. Nyni si muzeme odpovédét

na otazku: Pro¢ metoda ve svém nazvu obsahuje pojem ,dil¢ich ¢tvercu“? Od-
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poveéd vychézi pravé z odvozeni dalsi komponenty na zdkladé pouziti diléf infor-
mace o z-ovych, resp. y-ovych skérech v modelu PLS2. Predchozi kroky opaku-
jeme az do doby, kdy neni dosahnuto zadného dalsiho zlepseni predikce hodnot
vektoru y. Optimalni pocet PLS komponent uréime pomoci kiizové validace -

cross validation, o které bude pojednano pozdéji v samostatné podkapitole.

1.2 Vychozi metody

PLS miizeme chépat jako kompromis metody nejmensich ctvercii (MNC)
a regrese pomoci metody hlavnich komponent. Pravé tyto metody si tedy v dalsi

¢asti textu nastinime.

1.2.1 Metoda nejmensSich ¢tvercu

Velmi znama metoda, jejiz zakladni tloha spoc¢iva v uréeni odhadi neznamych
parametru minimalizaci souc¢tu ¢tvercu odchylek skutecnych hodnot od odhad-

nutych.

n

Z(Yé — Bo — Bixi1 — PoTip — -+ — 5p%’p)2 — min, (1-1)

i=1
kde Y; znac¢i hodnotu vysvétlované proménné i-tého pozorovani, 5y absolutni ¢len,
Bi,...,Bp piislusné odhady a x;, i-té pozorovani proménné p. Diky predchozi

minimalizaci dostdvame odhad neznamych regresnich koeficientu,
B=(XTX)"'Xx"y. (1.2)

Vysledné odhady se pak fadi mezi nejlepsi nestranné linedrni odhady. Dalsi
vyhodou je, ze pro vypocet odhadu staci pouzit jeden exaktni vzorec, avsak
za velmi striktnich predpokladu. Dulezitd je pritomnost vice pozorovani nez poc¢tu
proménnych, a déle zadame silny predpoklad, aby sloupce matice X byly linearné

nezavislé.
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1.2.2 Regrese pomoci metody hlavnich komponent

Zde se vyuziva zkratky PCR, ktera nalezi anglickému terminu Principal Com-
ponent Regression. U této metody za startovaci krok povazujeme klasickou me-
todu hlavnich komponent, ktera se primarné vyuziva pro redukci dimenze dat
prostrednictvim vyslednych skéra a zatézi [2]. V prvnim kroku rozlozime matici

X na matici skéru T a matici zatézi P,

X = T P" + Ex, (1.3)

(nxp) (nxa)(axp) (nxp)

kde napt. rozméry matice T' odpovidaji n rfadkum a pocet sloupcu je roven
a hlavnim komponentam pro 7 = 1,...,a. Matice chyb Ex ptislusi pravé rozloze-

né matici X. Pokracujeme dosazenim rozlozené matice X do puvodniho modelu
y=Xb+e. (1.4)

Poté si oznac¢ime vyraz PTb jako vektor regresnich koeficientt g, kde ey predsta-

vuje vektor chyb
y=Xb+e=(TP")b+er=Tg+er. (1.5)

Je zapotiebi zduraznit, ze chyby e a er se od sebe lisi, protoze k modelovani
bereme pouze nékolik mélo hlavnich komponent. To nam vskutku fesi problém
s multikolinearitou neboli zavislosti vysvétlujicich proménnych, jelikoz informace
o vysoké korelaci proménnych je zakomponovana v novych skorovych vektorech,
které jsou jiz nekorelované. Na nové vytvoreny model y = T'g + er aplikujeme

MNC, a dostdvame tak vektor odhadi diléich regresnich koeficientt
g=(T"T)'T"y. (1.6)

My vsak potiebujeme odhadnout vektor regresnich parametru b, proto jej vyjad-
ifme z vyrazu g = PTb, ¢imz docilime pozadovanych odhadi nezndmych para-
metru

bPCR :Pg (17)
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1.2.3 Srovnani regrese metodou nejmensich diléich ¢tverci

s metodami nejmensich ¢tverct a hlavnich kompo-
nent

U metody PLS neni potfeba silnych predpokladi, jako je tomu u MNC, mame
na mysli absenci multikolinearity - zévislosti mezi sloupci v matici planu a také
pocet pozorovani vyssi nez pocet proménnych. OvSem dan za poruSeni téchto
predpokladu je takova, ze vysledné odhady u PLS nemuzeme povazovat za nej-
lepsf nestranné linedrni odhady. Déle, ve srovnéni s MNC, algoritmy u metody
PLS pro vypocet odhadi neznamych parametru pracuji na postupném principu,
nestaci tedy aplikovat jeden exaktni vzorec.

Spolecnym a také hlavnim cilem metod PLS a PCR je dosahnuti nejlepsi
predikce, na druhém misté pak vysvétleni co nejvétsi variability vysvétlujicich
proménnych (prediktori). Obecnd metoda hlavnich komponent mé za dstredni
cil prave vysvétleni co nejvétsi celkové variability pomoci nékolika malo hlavnich
komponent. PCR pracuje pouze s x-ovymi skéry, ¢imz se podstatné odlisuje
od PLS, kde naopak dochazi k modelovani vztaht mezi dvéma bloky proménnych,
z ¢ehoz plyne, ze PLS bere v tivahu vztah mezi x-ovymi a y-ovymi skéry. Diky
pouziti vztahu mezi obéma bloky tak dostavame obecné mensi pocet hlavnich
komponent. Nicméné, vyhodou u PCR je, ze tato metoda vyusti v nekorelo-
vané skory a zaroven v ortogondlni zatéze, vedouci néasledné k ortonormalnimu
systému soutradnic. Naproti tomu, PLS nam dokaze poskytnout pouze jedno,
nebo druhé. Napiiklad dani za to, ze odvozené zatéze budou ortogonalni, skory jiz
ortonormalni (nekorelované) neobdrzime. Piipad ortogondlnich (resp. ortonormél-
nich) zatézi je preferovan obzvlasté z geometrického hlediska, napf. pfi mapovani,
dalsi vyhodu shledavame v zachovani metrickych vlastnosti. Vysledny obraz
pak nebude poktiveny, jak by tomu bylo pfi pouziti nekorelovanych skéru. Para-
doxné ortonormalni skéry jsou v praxi vyuzivany castéji, nicméné se jevi vyhodné

alespon z hlediska fixace na metodu hlavnich komponent.
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1.3 Matematické aspekty

Nyni si predstavime technické zédlezitosti vySe popsanych teoretickych aspekti.
Na uplném zacatku jsou sloupce matice X, popf. matice Y centrovany, jez
jsou dale modelovany pravé umélymi proménnymi (komponentami). Dekompo-
zice matice X na skéry a zatéze ma formalné stejnou podobu jako ve vztahu
(1.3). V modelu PLS1 lIze rozepsat spojitost mezi z-ovymi skéry a vektorem y
tzv. vnitinim linedrnim vztahem

y =T d + h, (1.8)

(nx1) (nxa)(ax1)  (nx1)

kde d predstavuje vektor regresnich parametru a vektor h znazornuje piislusné
chyby. Mtzeme vidét, ze u modelu PLS1 nejsou potieba y-ové skéry, nybrz ptimo
y-ové promeénné.

Pro nalezeni regresniho vztahu budeme aplikovat kritérium pouzité na noveé
vytvorené proménné, klicova iloha proto zni - dosdhnout maximélni kovariance
mezi skory a n-rozmérnym vektorem y, jelikoz se zabyvame pouze modelem

PLS1, nikoliv PLS2. Kritérium matematicky zapisujeme
cov(t,y) — max. (1.9)

Jednou z moznosti, jak odhadnout kovarianci mezi vektory t a y, je naptiklad
pomoci vztahu 'y /(n — 1) za podminky || ¢ [|= 1, jez ndm zajist{ jednoznacnost
feSeni. Pfitom piipomerime, Ze pro vektor x = (x1,T,...,z,)T je euklidovskd

norma neboli délka vektoru ¢islo dané vztahem

| @ ll= /a3 + 3+ a2 = (1.10)

Vytesenim maximalizac¢ni ulohy vyse tak ziskame prvni vektor skéria. Dalsi
vektory skoru ziskame analogicky, které vsak musi byt navic ortonormalni
k predchozim ziskanym vektorum, tedy pro né plati: t;‘-rtl = 0. Z technickych
duvodu je nékdy lepsi, jak uvidime v pristi kapitole, zavést dalsi zatézovy vek-
tor w pro x-ové proménné, pro y-ové proménné pak vektor e, ten vsak u PLS1
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ve vétsiné algoritmu nebude potfeba. Maximalizac¢ni kritérium muzeme potom

prepsat do nasledujici formulace,
cov(Xw,y) — max, (1.11)

pii dodrzeni podminky || Xw [|= 1.
Pravé kovariance kombinuje vysoky rozptyl jednotlivych slozek v matici X
a vysokou korelaci mezi slozkami matice X a vektorem y. Vysoky (vysvétleny)

rozptyl zajistuje PCR, naproti tomu vysokou korelaci MNC.

1.4 Algoritmy

Tato podkapitola bude vénovéana jednotlivym vypocetnim algoritmum
metody PLS1, kterych existuje cela fada. V praktické ¢asti pak budou
demonstrovany na konkrétnich ptrikladech. Nutno vsak jesté zminit, ze vysvétlujici
proménné mohou byt ruzného typu - spojité, diskrétni, ale i kategorialni.
Pro kazdou z metod vychézejici z PLS existuje i varianta pro klasifikaci, a to
v situaci, kdy vysvétlovana proménna nabyva hodnot 0 nebo 1. V téchto ptipadech
pak oznacujeme PLS-DA, resp. O-PLS-DA, kde DA znaci Discriminant Ana-
lysis — klasifikaéni analyza. Tato varianta bude predstavena v praktické casti
na realném piikladu.

Jelikoz v nasledujicim textu bude potieba znat, jakym zpusobem probiha
rozklad matice, nejdiive si obecné definujeme pojem singuldrni rozklad matice
s vyuzitim literatury [10]. Jednd se o vysoce vyuzivany néstroj jak ve statistice,
tak i v matematické oblasti. Nastésti jej nemusime pocitat ruéné, protoze soft-
wary nabizi jiz knihovny s jeho implementaci. V anglické literatute se potkavame
s nazvem Singular Value Decomposition (dale jen SVD).

Podle SVD je kazda matice X velikosti n x p rozlozena na soucin tii matic,
konkrétnée

X=T,-S P, (1.12)

kde pro centrovanou matici X plati, ze matice Ty velikosti n x p obsahuje nor-

mované skory o délce 1 vypoctené metodou hlavnich komponent. Matice S je
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diagonalni matici o velikosti p x p, kde na hlavni diagondle najdeme tzv. sin-
gularni hodnoty, které jsou rovny smérodatnym odchylkam \//\_] prislusnych
skéru. Témito smérodatnymi odchylkami rozumime vlastni ¢isla matice X . Pro
tplnost zbyva popsat matici PT, coz je transponovans matice zatézi o velikosti
p X p. Z vySe uvedeného plyne pro matici skérta vztah T' =T - S.

Dani za obdrzeni univerzalniho algoritmu bude vSak vysoké pocetni narocnost.
V piipadé, kdy mame vzhledem k poc¢tu pozorovani prilis velky pocet proménnych,
je urc¢ité vyhodnéjsi, predevsim kvuli ¢asové naroc¢nosti, pristoupit ke snadnéjsimu
vypoctu. Ten uvazuje matici Ty jako matici X X7, matice P je potom rovna
matici X7 X. Obé matice maji stejnd vlastni ¢isla, jejichz odmocniny tvoif di-
agonalni prvky matice S. Z tohoto duvodu jsou vlastni vektory Ty spocteny
z matice X X7 s vyuzitim rozptyli jednotlivych skér z matice S?. S dosa-

vadnimi informacemi snadno ziskame matici zatézi, a to
P=X"T,-8'=X".T.-82 (1.13)

Software R poskytuje nékolik piikaziu pro vypocteni singularniho rozkladu, nej-
pouzivanéjsim je vSak svd(X). Detailnéjsi popis funkci a jejich pouziti bude uve-

deno v praktické casti prace.

1.4.1 Jadrovy algoritmus

Jednim z moznych piistupu, jak vyftesit regresni illohu metodou dil¢ich nejmen-
Sich ¢tverct, je jadrovy algoritmus. V anglickych textech se setkdme s néazvem
Kernel Algorithm. Kofeny této metody zasahuji do roku 1993. Pojmenovani
jadrovy nese, protoze dochazi k rozkladu tzv. jadrovych matic, presnéji vyrazu
XTY na vlastni vektory a jelikoz se zabyvdme pouze metodou PLS1, zjed-
nodusime vyraz dile na matici X7 y.

Algoritmus sméfuje k nekorelovanym skértiim, nikoliv k ortogonédlnim zatézim.

Nyni si ukdzeme podrobnéjsi postup vedouci k odhadu regresnich parametru b.

1. Nejprve s vyuzitim SVD spocitame vlastni vektor w; odpovidajici nejvétsi-

mu vlastnimu éslu A vyrazu X?yy” X za podminky | Xw, ||= 1.
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2. Dostavame tak prvni vektor skéru t; = Xw;.

3. Zatézovy vektor spocitdme pomoci MNC regrese, jez vychézi z rozkladu

matice X na sou¢in matice skoru a zatézi

X =TP" + Ex;
uvazujeme-li pouze prvni vektor skéru a zatézi, pisSeme

X =tpf,

rovnici vySe rozndsobime vyrazem t1

t1 X = (tit)pi,
pomoci jednoduché upravy pak dostavame zatézovy vektor

pi = (t{t) "t X.
Diky podmince normality zapisujeme p! =t/ X = (Xw,)"X = w7 X' X.

4. Pokracujeme odvozenim dalsich komponent pti stdlém dodrzeni maxima-

liza¢niho kritéria (1.9). Nastava tedy deflace neboli oc¢isténi matice X
X =X-tipl =X -t,tI X = (I - t;t)) X.

5. Dalsi vektory skoéru t; a zatézi p; pro j =2,...,a, ziskdme obdobné.
S tim, Ze nyni uz vychézime z matice X, nikoliv z matice X; matice X je
nasledné vzdy déle oc¢istovéna o hodnoty ¢; p?. Algoritmus koné¢i obdrzenim
vektoru skoru a zatézi pro posledni moznou komponentu a. Jako kritérium
volby a muze byt pouzita kiizova validace, ktera je predstavena v kapitole

1.5.

6. Na samotny zaveér se dostavame k odhadu regresnich parametru

b=W(P"W) ly.
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Nutno zminit, ze algoritmus vyse je vhodnéjsi pti velkém poctu pozorovani,
pokud tomu tak neni, pristupujeme k tzv. rozsitené jadrové metodé. Myslenka
spocivé ve spocteni pocatecniho vektoru wy z odlisného vyrazu, a to X X yy7,
pokracovani algoritmu je dédle naprosto analogické.

Samoziejmosti je existence jadrového algoritmu také pro PLS2, ktery vyzaduje

navic odvozeni vektoru skéru a zatézi matice Y.

1.4.2 NIPALS algoritmus

Z historického hlediska se fadi mezi nejstarsi algoritmy pouzité v ramci me-
tody PLS. Nézev vychazi z anglickych terminu Nonlinear Iterative Partial Least
Squares. Nyni tento algoritmus pfedstavime podrobnéji. Predpokladejme

n-rozmeérnou vysvétlovanou proménnou, tedy pouze vektor y.

1. Nejdrive si inicializujeme matici X; a vektor y,
X=Xy, =9.
2. Dale spocitame vektor wj, jenz piedstavuje nasledujici kombinaci
w; = X y;/(y]y;),
a upravime délenim normou vektoru w; = w; = w;/ || w; ||.

3. Dostavame tak pozadovany vektor skéru t; = Xw;.

4. Obdobné uréime prvek c;, nikoliv vektor, jako by tomu bylo u metody PLS2,
cj =Yt/ (tjt;).

5. Nasleduje vypocet vektoru zatézi p,
p; = Xt;/(t]t)).

6. Poté algoritmus vyzaduje ocisténi matice X
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7.

Xj+1 = Xj — t]pjT
Postup opakujeme pro vsechna j.

Na zaveér vypocitame odhady regresnich parametru z puvodniho regresniho

vztahu y = Xb + e, odhad vychézi z MNC

B=(X"X)'XTy - b=W(P'W) e

1.4.3 SIMPLS algoritmus

Zkratka ndlezi anglickému pojmenovani Statistically Inspired Modification

of the PLS. Rozdil oproti predchozim algoritmum tkvi v deflaci, jez neni prove-

dena na puvodni matici X . O¢istén{ probihd na vektoru s = X7y, ke shodé tudiz

dochazi jen u prvni komponenty. Kratce predstavime postup fidce pouzivaného

algoritmu SIMPLS:

1.

Uréime matici sp = Xy a poté opakujeme kroky 2 az 6 pro j = 2,...,a.

. Proj>1,8=s8;1-p,_(Pj_1P;-1) 'P]_18j-1-

Vypocteme vektor w;, ktery je u PLS1 roven s;; tento krok fesi
maximaliza¢ni 1lohu. Takto obdrzeny vektor jednoduSe znormujeme

w; =w;/ || w; ||

Prostrednictvim projekce matice X na optimalni smér jsou ziskany jednot-

Probéhne tprava j-tého vektoru skéru t; =¢;/ || t; ||.

V predposlednim kroku pouzijeme regresi metodou nejmensich ¢tvercu

k obdrzeni zdtéezi p; = XJth.
Nakonec opét odvodime pozadovany odhad regresnich koeficienti, ktery ma
nasledujici podobu
b=WT"y.
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Algoritmus se od predchozich lisi déle matici W, jejiz prvky neboli vahy jsou
zde primo vyprodukovany z matice X, nikoliv z oc¢isténé matice, jako tomu bylo

v predeslych algoritmech.

1.4.4 O-PLS algoritmus

Modifikaci algoritmu NIPALS muzeme rozumét algoritmus O-PLS, jehoz nazev
je odvozen z nazvoslovi Orthogonal Projections To Latent Structures. Patii mezi
nejmodernéjsi postupy metody PLS pouzivané predevsim v chemometrii. Hlavni
myslenkou O-PLS je rozdéleni matice vstupnich proménnych X na dvé casti.
Prvni ¢ést je tvofena témi proménnymi, které nejsou ortogonalni k vystupni
proménné y, druha ¢ast je tvorena proménnymi z matice X, jez jsou ortogonalni

k vektoru y, tedy jsou nekorelované. Poté lze matici X vyjadrit ve tvaru
X =T,P] +T,P] +E, (1.14)

kde T, reprezentuje skéry a P, zatéze ortogonalni c¢asti, T', a P, pak pro neor-
togonalni ¢ast. Nasleduje deflace v podobé X — TOPZ. Timto pristupem elimi-
nujeme nekorelovanou ¢ast informace smétujici k ortogondlnim zatézim. Jelikoz
pri regresi je nezadouci mit linedrni nezavislost mezi dvéma bloky proménnych,
stava se tento pristup velmi atraktivnim z toho pohledu, ze nepodéava zkreslené

vysledky a povazujeme je za duvéryhodné.

1.4.5 Algoritmus vlastnich vektoru

V cizojazycné literature se setkame s ndzvem The FEigenvector Algorithm,
ktery patii k dalsimu, ackoliv méné znamému postupu pro vypocet regrese me-
tody nejmensich diléich ¢tvercu. Tento zpusob vypoctu predstavuje jednodussi
variantu jadrového algoritmu. Hlavni myslenka a také rozdil oproti jadrovému
algoritmu spoc¢iva v feSeni regresni tlohy vypocitanim vsech vlastnich vektoru,
které prislusi nejvétsim a vlastnim cislum, kde a predstavuje zadouci pocet PLS
komponent. Algoritmus vede na p,, ..., p, vektoru ortogonélnich zatézi v x-ovém

prostoru, jez jsou dény pravé vlastnimi vektory pifslusejici matici X yy” X.
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Linedrn{ kombinaci t; = X p; ziskdme vysledné z-ové skéry. Analogicky, v piipadé
PLS2 by byly vypocteny také ortogondlni zatéze y-ového prostoru qy, ..., q,, a to
z matice Y X XY . V{znamnou odlisnosti od predchozich algoritmi nachézime
v oc¢isténi matice, kterd se v tomto postupu realné neuskutecni. Nasledkem ab-
sence deflace neziskdme nekorelované skéry, naopak dostavame, jak jiz bylo feceno,

ortogonalni zateéze.

1.5 Kvvalita modelu

Model s odhadnutymi parametry je tteba podrobit dalsimu ovéreni, zda je mo-
del v dostateéném souladu s daty. K tomu slouzi nékolik ukazatelt, které radime
mezi miry vhodnosti modelu. K nejpouzivanéjsim patii charakteristiky odvozené
z rezidudlniho souétu étverct, napifklad index determinace R2. Nicméné, vzhle-
dem k nasi problematice se ndm bude ze Siroké nabidky nejvice hodit kiizova
validace. Déle je mozno provérit model pomoci testu, napiiklad test kvality re-

grese Ci testy vyznamnosti koeficientu.
Kiizova validace

Ktizova validace, ale alternativné tfeba také metoda bootstrap, je aplikovana
pfi zjisfovani vhodného poétu komponent v modelu z hlediska predikce vysvétlova-
né proménné. Pri kiizové validaci je odstranéna vzdy jedna pozorovana hodnota
(¢i obecné mnozina hodnot), vytvoii se tak podmnozina a na zdkladé hodnot
zbyvajicich pozorovani je predikce provedena pro piislusnou podmnozinu. Takto
je postup zopakovan tolikrat, dokud neni postupné odstranéno kazdé pozorovani,
dokud tedy nejsou vypocteny odhady pro vSsechny mozné podmnoziny.

Nyni si predstavime kiizovou validaci matematicky. Myslenka spoc¢iva v rozdé-
leni mnoziny dat na dvé skupiny, prvni z nich pojmenujeme jako trénovaci, dru-
hou pak testovaci. Data mohou byt ndhodné rozdélena do nékolika segmentu,
kde trénovaci data, jez vychazi ze vSech segmentt, jsou formovany pouze do jed-

noho segmentu. Testovaci datova mnozina je pak tvorena objekty z vynechaného
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segmentu. Timto zpusobem vypadd mnozina uréend pro tzv. trénovani

Xrpain = Trraiv - Prpary + Errarn, (1.15)

s vyuzitim a komponent, kde T'rra;n 0znacuje prvnich a skért a Prgary prvnich

a zatézovych vektoru. Poté dataset prislusejici testové mnoziné ziskdame jako
Trrst = Xrest - Prrain, (1.16)

Erpst = Xrpsr — Trpst - Praan (1.17)

Jestlize bychom pouzili pouze jediné rozdéleni datového souboru na mnozinu
testovaci a trénovaci, vysledky by byly velmi zkreslené a nepodévaly by zadnou
informaci. Z tohoto duvodu kfizova validace pracuje na principu, ze kazdy seg-
ment je jednou vyuzit jako testovaci a podruhé jako trénovaci. Cela procedura je
zopakovana pro odlisné pocty komponent.

Specidlnim variantou kfizové validace je tzv. ,,odloz jeden mimo“ (angl. leave-
one-out - LOO). Interpretace tohoto ptipadu je, ze v kazdé z n iteraci je jedno po-
zorovani (podmnozina) pouzito na testovani a zbylych n — 1 podmnozin
na trénovani. Vyplyva, ze u této varianty kiizové validace provedeme k& moznych
kombinaci, coz je z ¢asového hlediska velmi narocné, je tedy spiSe vhodna
pro mensi datové datové soubory. Vyhodu shledavame ve skutecnosti, ze oproti
jakékoliv jiné k-ndsobné kifzové validaci (LKO) dostaneme vzdy pouze jednu
vyslednou hodnotu tuspésnosti. Pro velké datové soubory se vsak doporucuje
pouzivat 10-ndsobnou kiizovou validaci [22]. Mezi tyto typy kiizové validace patif
napiiklad metoda k-fold ¢i jackknife.

Kvalitu predikce budeme posuzovat piedevSsim na zakladé ukazatelu SEP,
MSEP, RMSEP a indexu determinace R?, proto si nyni definujeme jejich vztahy.

Zacneme se ¢tvercovou chybou predikce

SEP = | —— 3 (i -9, (1.18)

23



kde € znaci aritmeticky prumeér rezidui e;. Stfedni ¢tvercova chyba predikce je

déana vztahem

1 n
MSEP = — 2 1.1
S nZe (1.19)

RMSEP je definovan jako odmocnina ze stiedni ¢tvercové chyby predikce,

(1.20)

Pripomenme, ze pro rezidua e; = y; — y;; pritom preferujeme nizsi hodnoty kritérii

pred vyssimi [1]. Nakonec posledni néstroj index determinace
SSE
R*=1-—— 1.21

kde SSE predstavuje residudlni soucet ¢tvercu » . e? a SST celkovy soucet
ctvercu Y, (y; — g)®. R* nabyvd hodnot z intervalu [0,1], nyni preferujeme

hodnoty blizké 1, jelikoz v tomto ptipadé bude kvalita regresntho modelu vysoka.
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2 Robustni metoda

V dnesni dobé se tadi uziti robustnich alternativ ke standardnim statistickym
metoddm mezi velmi oblibené. V regresnim kontextu na popularité ziskavaji
pravé z duvodu redukce vlivu odlehlych hodnot pti zkouméni zavislosti promén-
nych v datovém souboru. V kapitole bude ¢erpdno predevsim z literatury [3]
a [L0].

V prvni ¢asti této kapitoly nastinime ptrehledové problematiku robustni re-
gresni analyzy. Déale pirejdeme k samotné aplikaci robustni metody pro nas stézejni

metodu nejmensich dil¢ich ¢tvercu.

2.1 Uvod do robustni statistiky

Jak jiz bylo zminéno vysSe, robustni statistika umoziuje pracovat s daty,
ktera jsou zcela prirozené zatizena odchylkami od idealnich statistickych modelu.
V praxi napiiklad nemusi nutné vSechna data lezet kolem regresni primky, dale
muze byt porusen dodatecny predpoklad normality rezidui, ze rozptyl nahodnych
chyb je konstantni a dalsi omezujici podminky ve standardnim regresnim modelu.

Cilem je tedy najit takovy model, jehoz predpoklady jsou splnény pro vétsinu
dat, nikoliv splnéni striktniho pozadavku pro vsechna data z datového souboru.
Odlehlé hodnoty, které se v modelu vyskytuji, mohou byt produktem neptresnych
a také chybnych méteni. Pravé robustni statistika poskytuje néstroj slouzici
k potlaceni vlivu téchto nezadoucich hodnot. Lze tici, Zze do modelu je zahrnuta
hlavni ¢ast dat, ktera ma vypovidajici hodnotu pro dalsi analyzu.

V regresni analyze rozlisujeme dva druhy odlehlych pozorovéani (angl. out-

liers),

e odlehld hodnota ve sméru y-ové proménné - regrese pomoci MNC je citliva
k vychylenym hodnotdm ve sméru y-ové proménné, v anglické literature se

setkdme s pojmem vertical outliers,
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e odlehld hodnota ve sméru x-ové promenné - MNC se zde stava velmi cit-
livou k odlehlym hodnotam ve sméru z-ové souradnice, muzeme se setkat

i s pojmem vlivna pozorovani, nebo také leverage points.

2.1.1 M-odhady polohy

Problematika robustni regresni analyzy je velmi rozsahld, proto bude uve-
dena pouze ¢ast podstatna pro navazujici kapitolu. Mezi nejrozsitenéjsi odhady
pracujici s ,rozumnou® vétsinou datového souboru patii M-odhady, jimiz se
bude zabyvat tato kapitola. Déle stoji za zminku L-odhady a R-odhady, zajemce
v8ak odkazujeme na doporucenou literaturu [9], jelikoz tato problematika je jiz
nad ramec diplomové prace.

Predpokladejme ndhodny vybér hodnot x4, .. ., x,, které jsou nezavislé a stejné
rozdélené nahodné veliciny s distribuéni funkei F' a hustotou f. Problém zde vy-
vstava v odhadu charakteristiky polohy ¢. Odhad je zalozen na metodé maximalni
vérohodnosti (z angl. mazimum likelihood estimator, déle jen MLE), tedy vychézi

z vérohodnostni funkce, tj. souc¢inu marginalnich hustot, kterou maximalizujeme

n
I_If(a:Z —t) = max;. (2.1)
i=1
Zlogaritmovanim vyrazu (2.1) dostdvame soucet misto souc¢inu, ddle priddnim
minusového znaménka minimalizujeme funkci, jelikoz v mnoha situacich jsou al-
goritmy napsany pravé pomoci minimalizace, nikoliv maximalizace,

n
> [=In f(x; — t)] = min,. (2.2)
i=1
V dalsim kroku vyraz zderivujeme podle jednotlivych parametru rozdéleni
a polozime soucet roven nule. Timto postupem hledame stacionarni bod, jenz

je klicovy pro pozadovany odhad

Z _ff/ (z; —t) = 0. (2.3)
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Nyni si predchozi ivahu zobecnime zavedenim obecné funkce p
ZP(% —t) = min, (2.4)
i=1

kde v predchozim pripadé p = —In f. Tuto funkci publikoval poprvé Huber
v roce 1964 [7]. Derivaci obdrzime novou funkci ¢ = p, neboli ¢ = fTI vyse, poté

parametr ¢ spliuje implicitni tvar rovnice

ZZD(%‘ —t)=0. (2.5)

Je dulezité poznamenat, ze kazdy MLE je také M-odhadem, opacné tvrzeni vsak

neplati.

2.2 Robustni regrese

Nyni vyuzijeme dosavadni poznatky k odvozeni robustni regrese. Mame k dis-
pozici vektor y zavisle proménné, déle matici X vysvétlujicich proménnych s ab-
solutnim ¢lenem, regresni model poté bude ve zndmém tvaru (1.4), kde o slozkach
e; vektoru chyb e predpoklddame, Ze jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veliciny. Pro rezidua, neboli rozdily mezi vyrovnanymi a naméfenymi hodno-
tami, zavedeme (vektorové) oznaceni r = ’r(,é) = y — X 3. Konkrétnéji, pro i-té
reziduum plati vztah

T =Yi — szB, (2-6)

kdei=1,...,n.

Vétsina regresnich metod je zalozena na minimalizaci souc¢tu druhych mocnin
téchto rezidui, coz vyusti v klasickou metodu nejmensich ¢tvercu, v literatuie se
bézné setkdvame se zkratkou LS odhad, nebot pochdzi z anglického ndzvoslovi
Least Squares. Jelikoz jiz dobtfe zndme odhady regresnich parametru pri vyuziti

této metody, muzeme rovnou napsat vztah pro vypocet vyrovnanych hodnot,

y=XB=XX"X)'X"Ty = Hy, (2.7)
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kde matice H je znama pod nazvem hat matriz, nicméné v CesStiné ji muzeme
pojmenovat jako kloboukova matice ¢i vice znama projekéni matice. Déle v textu
jf tedy budeme rozumét vyraz H = X (X7 X)' X7,

Na obr. 2.1 dale uvidime, ze regresni parametry spoc¢itané pomoci metody
nejmensich ¢tvercu jsou znacné ovlivnény odlehlymi hodnotami, a to jak
v z-ovém, tak v y-ovém sméru. MNC, kvili jeji vyrazné citlivosti na odlehlé
hodnoty, nelze tudiz vzdy povazovat za vhodnou metodu.

Nahrazenim druhych mocnin absolutni hodnotou ziskavame tzv. L; odhad,
a minimalizujeme tak soucet absolutnich hodnot rezidui. Odpovidajici odhad
dostavéa podobu: 8 = min Y iy |ri]. Oproti MNC mé L, regrese vihodu v tom,
ze je citliva pouze na odlehlé hodnoty v z-ovém sméru, je ovsem robustni vuci
odlehlym pozorovanim v y-ovém sméru. Pro vypocet odhadu regresnich para-
metru v L1 regresi je ovsem, obdobneé jako u ostatnich regresnich metod, potieba

vyuzivat iteracniho algoritmu.

2.2.1 Regrese pomoci medianu ¢tvercu rezidui

Nazev této regrese je odvozen z anglické terminologie Least Median of Squa-
res (dale pouze LMS), jelikoz se jednd o minimalizaci medidnu ¢tvercu rezidud.
Nastinime si hlavni myslenku této regrese, pricemz za¢neme usporadanim abso-
lutnich hodnot reziduf |r|q) < -+ < |r|(n), déle si definujme nejjednodussi odhad
rozptylu chyb v regresnim modelu jako o(r) = |r|ny; pro h = n/2 rezidui, odtud

pak plyne nézev regresni metody. Prislusnou minimalizaci

B = mingé(r(B)) = ming|r|u) (2:8)
dostavame vektor regresnich parametru; kde odhad smérodatné odchylky & je ro-
bustni standardizovany odhad rezidui. Tato metoda je charakteristicka vysokym
bodem selhani - 50 %. Bodem selhdni rozumime nejmensi pocet pozorovani, kterd
mohou zapri¢init, ze odhad muze mit libovolnou hodnotu, coz v nasem ptipadé
znamena, ze az 50 % pozorovéani lze presunout bez toho, aby to vyrazné ovlivnilo

regresni odhady. Navzdory této vlastnosti se metoda LMS tfadi mezi méné tGcinné,
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jelikoz vede k odhadum s velkym rozptylem. Navic, prislusny algoritmus je velmi

pomaly v piipadé velkého poctu vysvétlujicich proménnych.

2.2.2 Metoda nejmensich useknutych ¢tverct

V névaznosti na predchozi metodu byla odvozena tzv. hladsi alternativa -
metoda nejmensich useknutych ¢tvercu. V nadchazejicim textu budeme uzivat
zkratky LTS z anglického terminu Least Trimmed Squares. Tato metoda je zaloze-

na na nasledujicim odhadu rozptylu chyb,

h 1/2
o(r) = (%Z |rr%i)) , 29

pii h = n dostavame hodnotu charakteristiky RMSEP, jelikoz h se zvétsuje oproti
n—h

predchozi metodeé, bod selhdni se imérné snizuje na hodnotu “—=*.
Dalsim krokem je minimalizace tohoto souc¢tu, ¢imz dostavame nami pozadova-

né odhady regresnich parametri:

A

h
B = mingé (r(B)) = ming » _|r[};. (2.10)
=1

Diky svym vlastnostem se tato metoda stava v posledni dobé velmi vyuzivanou.

Radf se mezi nejrobustnéjsi variantu LTS, kterou jsme schopni ziskat.

2.2.3 M-regrese

Hlavni myslenka spociva v aplikaci funkce p na rezidua, ptficemz vysledny
soucet funkce p, o které bylo pojednéno jiz v kapitole o M-odhadech 2.1.1, mini-

malizujeme. Pro nazornost formulujeme zakladni vztah pro M-regresi jako

B= minZﬂ(m(ﬁ))- (2.11)

V pifpadé regrese metodou nejmensich ¢tvercu plati p(r) =r? intuitivné

pro L; odhad zapisujeme p(r) = |r|. Celd uvaha je tedy zalozena na redukei vlivu
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odlehlych hodnot v dusledku pouziti vhodné volby funkce p, jez je odvozena
pravé z M-odhadu. Tato regrese bude aplikovana déale i v nésledujici kapitole
a také v praktické casti diplomové prace.

Dalsi moznosti je regrese pomoci MM-odhadu. Jedna se o metodu, jez vychazi
z regrese M-odhadu. Znacnou vyhodu nachdzime v tom, ze prislusna regrese je

invariantni na zménu métitka. Odhad je dan vztahem:

8= min;:p (@) (2.12)

Z nasledujici dvojice obrazku 2.1 muzeme vidét, ze metoda nejmensich ¢tvercu
je zna¢né ovlivnéna hodnotami jak v z-ovém, tak v y-ovém sméru. Naproti tomu,

LTS regrese a také regrese pomoci MM-odhadu nam lépe charakterizuje datovy

soubor.
x-outlier y-outlier
[e) O X [e)
a e S e
w o «© LTS
o] o]
s} ]
5 7 g
= 4 - 2 4
2w = "
1w | =
<~ o o
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26000 30000 34000
log.Te X

Obrazek 2.1: Vliv odlehlych hodnot v z-ovém a y-ovém sméru

2.3 Robustni metoda PLS

U vsech algoritmu popsanych vyse byl odhad kovariance mezi x-ovymi skéry
a vektorem y spocitan klasickou vybérovou kovarianci. Nesmime opomenout, ze

rozptyly a kovariance jsou silné ovlivnéné vyskytem odlehlych hodnot, tudiz zde
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vyvstava obodbny problém i pro maximalizacni tlohu (1.9) prostfednictvim ma-
ximalizace vyrazu X y. Z téchto diuvoda je vhodné aplikovat robustni odhad
kovariance.

Pti odvozeni robustni metody budeme vychézet z metody nejmensich dil¢ich
¢tvercu, avsak v tom smyslu, ze misto ,nejmensich ¢tvercu® pouzijeme M-regresi,
a tak vysledna metoda dostava pojmenovani ,,dil¢i robustni M-regrese.“ NefeSime
zde obdobné jako u klasické PLS regrese vstupni regresni problém, neboli neod-

hadujeme vektor regresnich parametru b primo,
y=Xb+e, (2.13)
nybrz opét rozlozime matici X na skory a zatéze,
y=Xb+e=(TP")b+er, (2.14)

¢imz opét vyuzijeme pouze Castecné informace z-ovych dat. Jako v ptredchozi
kapitole, také zde implementujeme teoretické aspekty pouze pro piipad PLSI,
avsak problematika muze byt rozsitend i pro vice vysvétlovanych proménnych
(PLS2). Stézejni tilohou je robustné odhadnout regresni koeficienty g = PTb
ve vztahu (2.14), kde matice skéru T je stdle nezndmd. Hlavni myslenka spociva
v aplikaci funkce p na rezidua regrese r; = y; — t! g, kde t; predstavuji jednot-
livé tadky ptislusné matici skoru, pro i =1,...,n. Funkce p ma za dusledek
potlaceni odlehlych hodnot, jinymi slovy, snizuje vahu ptilis velkych absolutnich
reziduf, proto je vhodné minimalizovat funkei Y " | p(y; — t] g), jez lze alterna-
tivné zapsat jako minimalizaci souctu >, w!(y; — t7'g)* s vhodné zvolenymi

2
79

véhami rezidui w] = p(r;)/r7, z ¢ehoz plyne oznaceni souctu jako vazeny soucet
¢tvercu rezidui. Nikoli pouze velkd rezidua, ale také vlivna pozorovani, jenz se
vyznacuji odlehlymi hodnotami ve sméru z-ové soutadnice, muzou ovlivnit od-
hady regresnich koeficientu. Z tohoto duvodu je potieba zavést dodatecné véhy
pro zredukovani dopadu také téchto odlehlych hodnot. Vysledné vahy, pritazené

kazdému vektoru t;, znac¢ime w!. Oba typy vah lze déle kombinovat, napf. jako
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w; = wiw!. Regresni koeficienty g pak dostaneme minimalizaci

n

n
Y owily —tlg) = (Vwy — Vwit] g)*. (2.15)
i=1 i=1
Muzeme vidét, ze namisto klasického souc¢tu ctvercu rezidui jsou zde data y;
a r-ové skory vynasobeny vhodnymi vahami, a to /w;, poté prichdzi na radu
aplikace MNC. Prakticky probihd vypocet tak, ze po¢ateéni hodnoty vah musime
urcit, a v dalsich krocich jsou upravovany uzitim iterac¢niho algoritmu.
Formulace findlni dilohy poté zni robustné odhadnout vektory skéru matice T,
které jsou potiebné ve vztahu vyse. Jak jiz vime z predchozi kapitoly, konkrétné
ze vztahu (1.4), pro vysvétlujici proménné je j-ty vektor skéru dan vyrazem
t; = Xp;, pro j=1,...,a. Podle maximalizacniho kritéria (1.9) jsou vektory

zatezi p; ziskdny postupné pomoci
covy (X p,y) — max (2.16)

v zavislosti na prislusnych omezenich, a to v podobé jednotkového zatézového vek-
toru || p||=1. Daéle pozadujeme nekorelovanost jednotlivych — skéru
covy(Xp;, Xp;) =0 pro 1 <1< j. Posledni podminku pfepsanou do tvaru
covy,(u,y) =0 s vektorem w délky n si vysvétlime podrobnéji. Zminéna ko-
variance zde zastava tzv. vazenou kovarianci, kterd, jak jiz napovida nézev,
je definovdna pomoci vyse popsanych vah vztahem cov,(u,y) = 1/n " wiyu;.
Timto vztahem je splnéna jednak podminka jednotkového zatézového vektoru
a jednak nekorelovanosti vsech ptredchozich ziskanych zatézovych vektoru. Nyni
muzeme prejit k samotnému zaveéru, tedy vypoctu pozadovanych regresnich koe-
ficientu. Predpokladdme, ze mame k dispozici vSechny vektory zatézi, nasledné
je zapotiebi spocitat skéry nam jiz znamym vztahem T = X P. VyfeSenim re-
gresniho problému, ¢imz rozumime vztah (2.15), obdrzime koeficienty g = PTp,
a konecné prechdazime k puvodnim regresnim parametrum, jez nam poskytuje

odvozeny vztah: b = Pg.
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3 Ridk4 regrese

S metodou, o niz se pojednava v nasledujici kapitole, se v ¢esky psanych
textech spise nesetkame, jelikoz se jedna o velmi moderni metodu, jez se stava
soucasti vyzkumu statistikti az v poslednich dekadach. Chceme-li najit jakékoliv
informace, hledame v anglicky psanych clancich ¢i knihach termin sparse regres-
S10N.

Nejprve predstavime tidkou regresi obecné, dale se seznamime s implementaci
na nami znamé metody PLS a robustni PLS.Nasledné pro lepsi uchopeni bude
tato modifikace demonstrovana na ptikladech v praktické ¢asti prace. Kapitola
byla sepsana za pouziti literatury [1], [8], [L0] a [16].

Opét predpokladdme linearni model (1.4), odhad parametru klasickou MNC
(1.2), pticemz vyrovnané hodnoty obdrzime vztahem: g = X B. V fadé pifpadi,
kdy pocet proménnych nabyva velkych hodnot, ma matice X tendenci obsahovat
vysveétlujici proménné, jez nenesou zadnou uzitecnou informaci o datovém sou-
boru, navic zkresluji vysledek vyrovnanych hodnot nebo zadnym zpusobem tento
vysledek neovliviuji, jsou tedy naprosto zbyteéné. K tomuto ucelu jsme si jiz
v prvni kapitole popsali metodu hlavnich komponent zajistujici snizeni dimenze

vysvétlujicich proménnych a zpracovani pouze relevantni informace. Nicméné, od-

hady parametru 8 zahrnujf i takovou podmnozinu parametri {le, ce ij}, kde
Bji pro i = 1,...,p jsou velmi mald ¢isla blizka nule nélezejici p nevyznamnym

proménnym. Nutno vSak poznamenat, ze tato mald cisla se nerovnaji presné
nule. Tyto koeficienty stéle ovliviiuji, byt v omezené mire, regresni model, coZ je
ve statistické analyze nezadouci. Tento problém tesi pravé fidky (sparse) odhad
b, ktery prirazuje koeficientum s malou dulezitosti presné nulu.

Ridks regrese spadd do tzv. penalizaénich regresnich metod. Zjednodusené
feceno, tyto metody kladou podminky na vektor koeficientu b, prakticky voli
parametr vyjadiujici penaltu (sankci), jak ndm napovidd nazev téchto metod.

V nasem piipadé aplikujeme tzv. Lasso odhad. Tento penalizovany odhad pouziva
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L penaltu vedouci k nasledujicimu vektoru ridkych koeficientu,

min |y — Xb [+ [ b1, (3.1)

kde [| b [1= >_7_, |bj|. Parametr A; urcuje ¥idkost odhadu a nepifmo uvazuje
také p, tedy pocet koeficientti rovnajicich se velmi nizkym ¢&fslim. Ridky od-
had v kombinaci s lasso odhadem se staly vyznamnym statistickym néastrojem
nachdazejici velkého vyuziti v oblastech chemometrie, ale také bioinformatiky,
tedy v odveétvich, kde je v datovych souborech typickym znakem vétsi pocet
proménnych nez pozorovani.

Nutno pripomenout, ze se jedna o nerobustni verzi ridké metody, o robustni
alternativé bude pojednano v kapitole 3.2. Nelze opomenout, ze absence robust-
nosti v modelu zpusobuje zkresleni predikované hodnoty zapti¢inéné pritomnosti

odlehlych hodnot v datech.

3.1 Ridka PLS regrese

Mezi vyraznou piednost metody PLS patii ziskani velmi dobré predikéni
schopnosti vysvétlované proménné. Nicméné, tato metoda soucasné nedokéze
garantovat dobré predikéni vlastnosti spolu s vhodnym vybérem vysvétlujicich
proménnych, tedy s redukci dimenze dat. Tohoto ukolu, soucasné zajistit obé
vlastnosti, se ujima praveé sparse partial least squares regression - SPLS, ¢ehoz
budeme déle uzivat v textu.

Postup je nésledujici:

1. Najdeme vlastni vektor piislusny nejvétsimu vlastnimu c¢islu matice

M = XTyy" X, cemuz odpovidé tato maximalizaén{ tiloha,

max p’ Mp (3.2)
P

za predpokladu splnéni podminek p’p =1 a |p| < \.

2. Abychom dostali nami pozadovany ridky odhad, je k tomu potieba prefor-

mulovat SPLS kritérium (3.2) v pfedchozim kroku. Dand formulace zajisti
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presné nuly, nikoliv koeficienty blizké nule zkreslujici vysledné predikéni
hodnoty. Dale uzitim L; penalty na ptislusny tzv. ndhradni vektor zatézi ¢

namisto puvodniho zatézového vektoru p pozadujeme

min —xp' Mp + (1= r)(c—p)' Mlc—p)+ A eli+X el (3.3)

za podminek p’p = 1. Prvni z penalt L; piislusi fidkosti parametru c,
druha penalta Lo pak bere v tivahu potencidlni singularitu ve vyrazu M.
Moznost, ktera se zde nabizi, je zménit méritko parametru ¢ tak, abychom

obdrzeli || ¢ ||= 1.

Lze formulovat také vztah pro zobecnénou regresi SPLS, zména spoc¢iva ve snaze
ziskat feSeni pro p zafixovanim parametru ¢ a poté analogicky najit feseni pro ¢

pii zafixovani p. Prvni ze zminénych tloh fesime pomoci ucelové funkce

min —kp’ Mp+ (1 —k)(c—p) ' M(c-p), p'p=1 (3.4)
p

Jestlize pro parametr x plati 0 < k < 1/2, rovnice (3.4) se upravi do tvaru

min(Z'p - «'Z"e)'(Z"p — v Z"¢c), p'p=1, (3.5)
2
kde ' = (1 —k)/(1 —2K) a Z = X"'y. Problém se déle fesi pres Lagrangeovy
multiplikdtory. Zajemce o detailni popis vypocetniho postupu odkazujeme
na literaturu [1].
Druhd z vyse uvedenych moznosti spociva v nalezeni feseni vektoru e

pro zafixovanou hodnotu p,
min(Z7c — Z'p)(ZTc - ZTp) + M\ || c| + X | el . (3.6)

Metoda SPLS casto pozaduje vysoké hodnoty penalizacniho parametru A,
ve snaze vytesit rovnici (3.6), a to z toho duvodu, ze matice Z rozméru ¢ X p je
obvykle s nizkymi hodnotami ¢. Jelikoz se zabyvame primarné modelem PLSI1,
g nabyva nejnizsi mozné hodnoty, tj. ¢ = 1 ptislusi jednorozmérnému vektoru

y. Jako mozné opatieni se nabizi volba parametru \; = co, ktery zajisti feseni
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rovnice (3.6) v podobé jemného hraniéniho ¢ prahového odhadu. Vice o pra-
hovych parametrech bude pojednano v kapitole 3.1.2. Z predchozich ivah plyne
feSeni pro obecnou vysvétlovanou proménnou Y, jak pro jednorozmérnou, tak
i vicerozmérnou. Ddle ukazeme, ze prvni SPLS zatézovy vektor lze spocitat

v jednom kroku volbou prislusné meze puvodniho PLS vektoru zatézi.

3.1.1 Algoritmus ridké regrese

Nyni si predstavime SPLS algoritmus, ktery ukazuje, jak extrahovat pouze
relevantni proménné a pritom obdrzet kvalitni regresni odhad. Nejprve si definu-
jeme potrebné oznaceni. Novou matici indexu vyznamnych proménnych z matice
X pojmenujeme jako A zahrnujici aktivni proménné, tato matice A je obdrzena
optimalizaci dle vztahu (3.3). Dale pismenem K ozna¢ime pocet skrytych (la-
tentnich) proménnych, a nakonec posledni symbol X 4 predstavuje matici planu

prislusejici matici A. V této chvili muzeme prejit k samotnému algoritmu:
1. Vypoéteme bprs = 0, A = {},k = 1 a inicializujeme matici y, = y.
2. Predpokladejme k£ < K,
(a) najdeme odhad p ze vztahu (3.3), kde M = X'y, yT X,

~PLS
(b) aktualizujeme matici A jako {i:p; 20} U{j: b,  #0},
(c) fitujeme PLS regresi pomoci matice planu X 4, kterd ¢ita k latentnich
proménnych,

(d) diky znalosti novych PLS odhadu zatézovych vektori p obménime

~PLS
odhady parametru b

~PLS
(e) aktualizujeme vektor y, jako y;, =y — Xb , nésledné k = k + 1.
Metoda SPLS je predevsim zajimava tim, Ze je schopnd v jeden cas praco-
vat s vice nez jednou aktivni proménnou. Od ostatnich metod se odlisuje tim,

ze vyuzivd metodu konjungovanych gradientu ke spocteni koeficientu v kazdém

kroku, a také dokaze simultanné vybrat skupinu korelovanych proménnych k dalsi
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analyze. Tato problematika nicméné ptrekracuje charakter prace, proto odkazu-

jeme na literaturu [5].

3.1.2 Vybér prahového parametru a poctu komponent

Ackoliv vztah (3.3) ¢ita hned ¢tyfi parametry (k, A1, A2 a K), ve skute¢nosti
SPLS regrese zahrnuje pouze dva klicové parametry, které je potieba urcitym
zpusobem nastavit. Jedna se o tzv. mezni, prahovy ¢ hrani¢ni parametr )\
a pocet skrytych komponent K. Jelikoz algoritmus neni vypocetné naroény, nejevi
se jako problém zkusit hned nékolik hodnot s, které spoleéné s ménicimi se hod-
notami A\; maji vliv na pocatecni volbu poctu komponent. Déle parametr Ay
blizici se k nekonecnu vyprodukuje mezni odhad zavisly pouze na parametru ;.

Nejprve popiseme tzv. jemny mezni vlastni vektor p:

P = (|P| — nmaxi<ic, |D;]) © I(|W] > nmaxi<icy |B;]) © sgn(p),

kde 0 <7 < 1aI(.)hraje roli indikdtoru ptislusné funkce. Symbol ® predstavuje

tzv. Hadamarduv soucin [21], ktery je obecné definovén jako
aip =+ Qip biy -+ b1 ar ~bip oo i, - bin

AGB— a?1 a?n o 5?2 b2'n _ a21 bao 2n ban c R,
Ap1 = App bn2 bnn anl'bn2 ann'bnn

(3.7)

Déle parametr n vyjadiuje fidkost stézejniho parametru ;. Ladici parametr 7 je
nastaven prostiednictvim kiizové validace pro vSechny vlastni vektory.

Dalsi ptistup se intuitivné nazyva tzv. hrubé prahovani skrz kontrolu falesné

miry. SPLS voli proménné, které jsou charakteristické vysokou korelaci se zavisle

proménnou y v prvnim kroku a ptridava dodatec¢né proménné s vysokou parcidlni

korelaci v néasledujicich krocich.
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3.2 Ridka PLS - robustni regrese

Jak jiz bylo zminéno, robustni statistika hraje v regresni analyze dulezitou roli.
Z duvodu eliminace citlivosti na odlehlé hodnoty je proto na misté zavést téz ro-
bustni obdobu pro SPLS. Muzeme se vSak na implementaci robustniho pristupu
divat dvéma sméry. Pvnim z nich je aplikace fidké metody na robustni PLS re-
gresi, druhy smér uvazuje na metodu SPLS implementovat robustni M-regresi.
Oba piistupy vedou k odlisnym vysledkum a uplatnuji se pii jinych situacich.
Ke konci kapitoly budou robustni metody srovnany, a tak budeme mit lepsi
predstavu o vyhodéach a nevyhodach obou pristupu.

V problematice o PLS jsme si jiz zavedli maximalizaéni kritérium, omezeni
na skory a zatéze, muzeme tedy pristoupit k centrovani vysvétlované a vysveétluji-

cich proménnych a nasledné maximalizaci

1
cov’(Xp,y) = ;0" X yy" Xp = mpTM P, (3.8)

(n—1)
kde M = XTyy” X . Regrese zavisle proménné na pifslusné skéry poté poskytne
klasicky vztah pro odhad parametru. Stézejni vztahy pro ziskani robustni regrese

jsou detailné popsany ve druhé kapitole.

3.2.1 Ridk4 robustni PLS metoda

V této podkapitole si predstavime prvni mozny smér pro ziskani ridké a ro-
bustni regrese, a to aplikaci fidkosti na jiz robustni verzi metody nejmensich
diléich ¢tvercu. Pro jednoduchost zavedeme oznaceni tohoto pristupu jako PRM.
Predpokladejme, ze mame jiz aplikovanou robustni PLS metodu popsanou
v kapitole 2.3. Vzhledem k dalsimu pouziti je vSak zapotiebi dalstho oznaceni

pro vahy ptislusné matici X a vektoru y
X=0QXag=Qy, (3.9)

kde Q predstavuje diagondlni matici s prvky w; € [0,1] pro i = 1,...,n. Odlehlé
hodnoty logicky obdrzi hodnotu vahy nizsi nez 1. V kapitole 2.3 jsme definovali
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véhy w; jednoduse jako kombinaci w; = wiw!. V literatuie se ovéem muzeme

setkat napt. také s

WP = (Q) ot < |2 — med; (&) ) (3.10)

o med;||t; — med;(¢;)||

V tomto okamziku muzeme prejit k samotnému fidkému odhadu, jehoz dosah-
neme nastavenim vhodné volby penalizacniho parametru L, vzhledem k zatézo-
vym vektorum. Ptislusny odhad dostaneme vyfesenim nasledujici ulohy, ktera

nam pravem piipomind rovnici (3.3)

~ T ~ ~T ~
min —kp’ M Mp + (1 — k)(c — p)"M M(c — p) + A\ilc||i, (3.11)
p7c

kde M = gTX a opét jsme pouzili ndhradni zatézovy vektor c. Rovnice je

zatizena podminkami, a to konkrétné

Ip;|l = 1ap! X Xp,=0prol<i<j.

€

el tzv. ndhradniho vek-

Konecny odhad formulujeme jako normovany podil p; =
toru é, ktery navic minimalizuje vztah (3.11). Timto postupem obdrzime fidkou
matici robustné odhadnutych zatézi P a skéru T'= X P. Po provedeni regrese
vysvétlované proménné v zdvislosti na minimalizaci souctu > i p(y; — t!'g),
ktera byla zminéna jiz v kapitole 2.3, dostaneme vysledny fidky diléi robustni

M-odhad. Nakonec zduraznime, ze tidkost odhadnutych zatézi je uskuteénéna

praveé diky regresnim koeficientum.

3.2.2 Robustni SPLS metoda

.....

todu nejmensich diléich étvercti (SPRM). Oznac¢me p; jako klasicky, neifdky PLS
vektor zatézi deflované matice X, potom SPLS feSeni nachazime prostiednictvim

vztahu

w; = (|p;| = A1/2) © I(|p;| — M /2 > 0) © sgn(p;), (3.12)
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kde I(.) znaci indikétor funkce pfitazujici prvky zatézového vektoru tak, aby se
jeho prvky rovnaly 1 v pripadé, ze argument je pravdivy, a 0 jinak.

Ve vyse uvedené rovnici (3.12) |p;| zndzoriiuje vektor absolutnich hodnot
zatézového vektoru p; nélezejici j komponentam. V posledni ¢dsti vztahu (3.12)
se objevuje sgn(pj), coz v matematickém jazyku vyjadiuje vektor znamének jed-
notlivych komponent. Uvazujeme-li matici W, tak jeji sloupce jsou tvoreny vek-
tory w;, pro j = 1,. .., a. Konetné muzeme pristoupit k odvozeni fidkych vektoru
zatézi ve smyslu puvodnich nedeflovanych proménnych, jez jsou dany vztahem
P=WW'XTXw) "

Nyni se vrétime k rovnici (3.12) a preformulujeme ji tak, aby v sobé zahrnovala

i ladici parametr 7
w; = (|p;| = nmax |py[) © I(|p;| —nmax |p;| > 0) © sgn(p;), (3.13)

kde prvky p;; nalezi i-té slozce zatézového vektoru p;. Parametr n € [0,1) vy-
jadiuje velikost hranice, pod kterou jsou jiz vSechny prvky vektoru w, rovny
pravé nule. Diky znalosti intervalu, ve kterém se pohybuje hodnota hrani¢niho
parametru, lze pouzit kiizovou validaci pro vhodnou volbu ladiciho parametru.
Prichazi na fadu definovat detailnéji vahy aplikované v robustni metodé PLS,
konkrétné v sekci 2.3; pro pripomenuti - méme na mysli regresi pomoci M-odhad.
V této chvili se zaméfime na vhodnou volbu vah ve vyrazu daném vztahem (2.15).
K tomuto ucelu pouzijeme tzv. klesajici Hampelovu véazenou funkei [0], jez po-
skytuje kompromis mezi robustnosti a také eficienci, tzn., kdy na tukor vysoké
robustnosti neprichazime zaroven o presnost vyslednych odhadu. Tato funkce je

dana vztahem

1 lz] < a
a <
wiy= 4 a<last (3.14)
Z%xﬁ b<lz| <gq
0 q <z,

kde ladici konstanty a,b a ¢ jsou kvantily danych rozdéleni. Vezmeme-li véhy
rezidui w”, uvazujeme kvantily 0,95, 0,975 a 0,999 normélniho rozdéleni, pro vahy

w! pak chi-kvadrat rozdéleni s prislusnymi kvantily.
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Algoritmus SPRM

Findalni odstavec teoretické prace bude vénovany prave algoritmu, jehoz kroky

vedou k ziskani fidkého odhadu robustni SPLS metody.

1. Nejprve si opét inicializujeme matici X a také vektor vysvétlované promén-

né y - tyto startovaci hodnoty jsou robustné centrovany odec¢tenim medidanu.
2. Nésleduje vypocet pocatecnich vah,

(a) zatneme vypoctem vzdélenosti jak pro x;, tak pro y; v tomto poradi

L=l
" med;la;]’
ro— |yl
© o cmed;ly;|’
kdei=1,...,nac=1,4829 za uicelem docileni konzistence medianové

absolutni chyby (MAD),
MAD = median;|z; — median(x)|,

(b) prichdzi na tadu definovat pocateéni vahy w; = /wt(d;)w"(r;), tyto

prvky dostanou vyuziti v diagondlni matici €2.
3. Iteracnim procesem ziskame postupné dalsi vahy,
(a) Data zatizend vdhami a jejich oznacent:
X, =QX,
Y, = Y.

(b) Pokracujeme aplikovanim tidké verze algoritmu NIPALS, pficemz be-
reme v uvahu vazenou variantu matic X,, a y,,, ziskdvame tak ma-
tici skoru T, zatézi P,, odhad vektoru neznamych koeficientu b,

a v neposledni radé vektor vyrovnanych hodnot g,,.
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(c) V této ¢asti algoritmu vypocitame vahy pro skory a vysvétlovanou
proménnou tak, ze vycentrujeme diag(1/wy,...,1/w,)T,, ¢imz obdr-
7ime matici T. Déle vyéislime vzdélenosti pro ¢; a pro robustné cent-
rovand a standardizovand rezidua 7r;

Iz
med, |22’

i —

_ |yw,i — Yw,i — medk(yw,k - ka)|
¢ medj‘yw,i - gw,i - medk(yw,k - gw,k)’ ’

iteracni proces konéi aktualizovanim vah w; = /w!(d;)w"(r;).

Postup jednotlivych bodu ve tfetim kroku opakujeme dokud neziskame kon-

vergenci odhadu vazeného vektoru neznamych parametru b,,.

4. Zavérecnd iterace ukondci algoritmus ziskanim vyslednych odhada b, matice

741671 P a nakonec matice skéru T = X P.
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4 Prakticka c¢ast

V této ¢asti budou predchozi teoretické poznatky s vyuzitim statistického soft-
waru R aplikovany na konkrétnich datech, pticemz datové soubory budou hned
dvojiho typu. Nejprve si vygenerujeme hodnoty datové sady ndhodné, druhy
z predstavenych piikladu bude vychézet z redlnych dat. Nasim cilem pak bude
srovnat vSechny metody z pohledu jejich predikéni schopnosti a také vybéru
vhodného poctu vysvétlujicich (umeélych) proménnych. V obou piikladech budou
vlozeny spolu s grafickou interpretaci i ukazky jednotlivych piikazu z prostiedi

softwaru R. V praktické ¢asti byly pouzity predevsim zdroje [11], [12], [15], [20],

23] & [24].

4.1 Simulac¢ni studie

Myslenka spociva nejprve ve vygenerovani ndhodnych ¢isel z mnohorozmeérné-
ho normalniho rozdéleni, nasledné provedeme regresni analyzu uzitim vyse zminé-
nych metod a vyhodnotime kvalitu prislusnych modelu. Déle provedeme tutéz
analyzu pri zafazeni odlehlych pozorovani a nakonec predvedeme vysledné
srovnani.

Jelikoz regresni metody, kterymi jsme se v této praci zabyvali, jsou zamétené
predevsim na data s vysokym poctem proménnych a nizkym poctem pozorovani,
nasimulujeme si pripad, kdy mame 600 proménnych a pouze 20 pozorovani. Kvuli
velkému rozmeéru matice planu X jsou uvedeny pouze pocateéni a koncové hod-

noty.

4.1.1 Nahodna data bez odlehlych hodnot

> library(MASS)
> Sigma<-matrix(0.1,600,600)
> diag(Sigma)<-1 # matice sigma - na hlavni diagondle jsou 1,

# mimo diagonalu 0,1
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> X<-mvrnorm(n=20,rep(0,600),Sigma)

[,1] [,2] (,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 0.889573517 0.9861291 2.3107508 0.71023694 -0.69152228 -0.5196984
[2,] 0.621027248 0.3967060 -0.4382004 -0.49107972 -0.04885482 -0.8602748
[3,] -0.371554734 -0.9985105 0.9317513 0.85026329 1.10078609 -0.8609645
[4,] -1.160166200 0.1856903 -0.6415714 -0.07383014 0.44405979 0.8999677
[5,]1 -0.008151431 -0.9381964 -2.5717257 -1.65190683 -0.84618167 0.1748377
[6,] 1.144342699 1.0233284 -0.2942201 -0.59791453 -1.19048104 0.9987625

[,595] [,596] [,597] [,598] [,599] [,600]
[15,] -0.10000348 -1.0355081 -0.6427298 -0.4184698 -0.4423897 -0.25841548
[16,] -1.14433404 -0.4298289 -0.9480865 0.8772079 0.4552718 -0.36730961
[17,]1 0.11253224 0.1693885 0.4472491 -0.3685243 0.5505415 -0.08747634
[18,] -0.06479084 -1.1071541 -1.5110764 0.7401946 -0.3608100 0.67334701
[19,]1 -0.80117322 1.7174968 -1.2609340 0.7983749 -0.3502025 1.04379195
[20,]1 0.24019192 0.1509314 0.2981366 -0.5270245 0.3788008 1.24516923

Protoze jsme se v praci zabyvali zejména modelem PLS1, vygenerujeme si nahod-
né hodnoty vysvétlované proménné rozmeéru n x 1. Soucésti piislusnych knihoven

v softwaru R jsou ovSem také funkce navrzené pro model PLS2.
> y<-mvrnorm(n=20,rep(0,1),Sigma))

[1,] 0.2922245 -0.1654144 0.3795482 0.2602218 0.3446628 0.4834142 -0.9068365
[8,]1-0.5878771 -0.2269022 -1.152216 -0.641974 0.0689810 -1.644741 -0.2291005
[15,] 1.2643211 -0.1787650 0.8867992 0.3094683 0.9960373 -1.4879324

PLS metoda

Software R nabizi hned nékolik knihoven zahrnujici funkce, které muzeme
implementovat na metodu nejmensich dil¢ich ¢tvercu a jeji modifikace. Zaéneme
modelovanim metody PLS a pfislusnou knihovnou pls a jejimi funkcemi mvr,

pslr a dalsi.

> simpls<-mvr(y~X,ncomp=>5,method="simpls") # SIMPLS algoritmus

> opls<-mvr(y~X,ncomp=5,method="oscorespls") # 0-PLS algoritmus

> kernel<-mvr (y~X,ncomp=5,method="kernelpls") # Jadrovy algoritmus
> eigen<-pls_eigen(y~X,a=5) # alg. vlast. vektoru

# nefunguje, lze provést pouze pro model PLS2

A\

fitpls<-plsr(y~X,method=pls.options("kernelpls")$plsralg, ncomp=8)

> summary(fitpls)
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Nechame-li si zobrazit shrnuti této regrese, vidime, ze 15 zvolenych komponent
vysvétluje témer 80 % variability, které nam nahrazuji puvodnich 600 proménnych.

Nésledujici informace jsou vystupem piikazu vyse.

Data: X dimension: 20 600
Y dimension: 20 1
Fit method: kernelpls

Number of components considered: 15

VALIDATION: RMSEP
Cross-validated using 10 random segments.

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps

Ccv 0.8241 0.7875 0.7911 0.7909 0.7910 0.7910 0.7910
adjCv 0.8241 0.7497 0.7506 0.7503 0.7504 0.7504 0.7504

7 comps 8 comps 9 comps 10 comps 11 comps 12 comps 13 comps
Ccv 0.7910 0.7910 0.7910 0.7910 0.7910 0.7910 0.7910

adjCv 0.7504 0.7504 0.7504 0.7504 0.7504 0.7504 0.7504
14 comps 15 comps

Cv 0.7910 0.7910
adjCv 0.7504 0.7504

TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps

X 6.031 11.43 16.86 22.39 27.49 32.74 38.12 43.53
97.029 99.94 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

9 comps 10 comps 11 comps 12 comps 13 comps 14 comps 15 comps
X 48.8 53.9 58.78 63.91 69.29 74.14 79.24

y 100.0 100.0 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

V kapitole 1.5 jsme si predstavili, jakym zpusobem budeme posuzovat kvalitu
predikce, proto si nédsledné pomoci softwaru R tyto charakteristiky vy¢islime.
Vysledné hodnoty jednotlivych modelu a charakteristik bude uvedena na konci
této kapitoly.

Obrazek 4.1 ukazuje na prvnim grafu vhodny pocet komponent, a to do-
konce pouze jednu. Nicméné druhy z grafu nevykazuje prilis vysokou kvalitu pre-
dikce, coz muzeme vidét pouhym okem, Ze minimalni pocet pozorovanych dat lezi
na vyznacené piimce.

> RMSEP(fitpls,ncomp = 2,intercept = FALSE)
(Intercept) 2 comps
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Cv 0.813  0.7247
adjCv 0.813 0.6881

> MSEP(fitpls,ncomp = 2,intercept = FALSE)

(Intercept) 2 comps
0.596493 0.002948
> R2(fitpls,ncomp=2,intercept = FALSE) [1] 0.9951
(Intercept) 2 comps
-0.1080 0.1196
y Y, 1 comps, validation
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Obrézek 4.1: Kiizova validace a kvalita predikce

Na dalsim obr. 4.2 jsou vykresleny vztahy mezi z-ovymi a y-ovymi skory.

Muzeme Ttici, ze oba vztahy vykazuji linearni zavislost.
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Obréazek 4.2: Vztah mezi z-ovymi a y-skoéry pro 1. a 2. komponentu
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Robustni metoda PLS

Nyni si predstavime robustni PLS regresi, ktera slibuje mensi citlivost
na odlehla pozorovani, ocekavame tedy vyssi kvalitu predikce. K této metodeé

byla vyuzita knihovna chemometrics s témito prikazy,

> robust.cv <- prm_cv(X,y,a=15,segments=4,plot.opt=TRUE)
> prm(X, y, a = robust.cv$optcomp, opt = "1lim", usesvd = TRUE)
> plotprm(robust.cv, y)
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Obrazek 4.3: Rezidua a predikované hodnoty

Obréazek 4.3 v levé ¢asti zobrazuje namérené hodnoty versus vyrovnané hod-
noty. Ve srovnani s nerobustni verzi PLS dostavame rozhodné lepsi hodnotu
RMSEP. Napravo pak vidime vykreslené vyrovnané hodnoty versus rezidua. De-
tailnéjsi analyzu jsem se rozhodla provést pomoci implementace balicku sprm, je-
likoz nabizi hned nékolik funkci, které vyuzijeme k analyze modelu jak
pro robustni, tak pro fidkou metodu PLS.
library(sprm)
d<-as.data.frame (X)

dgy<-y
robustPLS<-prms(y~X,data=d,a=15,fun="Hampel")

V V V VvV V

robustPLS$fitted.values

Piikaz summary (robustPLS) nam vytiskne vysvétlenou variabilitu puvodnich dat
pomoci novych latentnich proménnych. Ukazuje se, ze 15 komponent vysvétluje

81,78 %, tedy o dva procentni body vice nez metoda PLS.
47



cvv s

hodnotu, jiz za pouziti knihovny sprm. Ttebaze tyto 4 komponenty vysvétluji

pouze 23,1 % variability puvodnich vysvétlujicich proménnych.

stuared prediction ermor

Obrazek 4.4: Robustni PLS - kiizova validace

Dalsim z vystupt je graf, ktery je v dnesni dobé hodné uzivanym néastrojem
v prosttedi mnohorozmérnych dat - biplot (4.5). Nutno uznat, Ze se nejedna kvuli
velkému poc¢tu proménnych o prehledny obrazek, nicméné interpretace je stale
mozné a je nasledujici - biplot zobrazuje vliv puvodnich proménnych na nové
latentni proménné a také jakym zpusobem prispivaji do modelu. Vétsinou se
jedna o projekci dat na dvé hlavni komponenty.

Obrazek 4.6 zobrazuje hodnoty vysvétlované proménné a predikované hodnoty
fitovaného modelu spolu s konfiden¢nimi intervaly pro kazdé pozorovani. Vidime,
ze pro 3., 5. a 17. pozorovanou hodnotu jsou intervaly spolehlivosti dosti Siroké,
coz je ve statistické analyze nezadouci. Tato pozorovani jsou identifikovana jako

odlehlé hodnoty.

Ridk4 metoda PLS (SPLS)

V tomto okamziku ptechazime k aplikaci fidké metody, ktera dokaze vybrat
vhodny pocet proménnych z datového souboru a také disponuje dobrymi pre-

dikénimi vlastnostmi. 7 teoretické c¢asti vime, ze u této metody je zapotiebi
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vhodné zvolit prahovy parametr, ktery se objevuje ve funkcich knihovny spls
pod nazvem eta. V sekci 3.1.2 jej znacime symbolem 7, také si pfipomeneme,
ze tento parametr muze nabyvat hodnot v intervalu [0,1]. Ladici parametr, jak

uvidime dale, nemusime zadavat jako fixni hodnotu, naopak lze pomoci kiizové

y PRM Components 1 and 2 Biplot

- ]
_m!!;;
10 £

Comp1

=- |

Obrazek 4.5: Robustni PLS - biplot

PRM Regression y vs. y Predicted - 15 LV, Rw= 1 df= 5887

Obrazek 4.6: Robustni PLS - vyrovnané hodnoty

validace zvolit takovy, ktery zapficini nejnizsi hodnotu MSEP.

vV V V V V V

library(spls)

fitspls<-spls(X, y, K=8, eta = 0.7)
fitspls$fit

print(fitspls)

coef.f<-coef (fitspls)
coefplot.spls(fitspls,xvar=c(1:4))
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> pred.f<-predict(fitspls, type = "fit")

Pomoci piikazu print (fitspls) ziskdme vycet vybranych konkrétnich nezavisle
proménnych. Nize vidime, ze z 600 ndhodné vygenerovanych vysvétlujicich pro-
ménnych tidka metoda vybrala pouze 175. Jako postacujici vybral tento algorit-
mus pouze dvé komponenty, tedy o jednu vice nez v modelu PLS. Na obrazku
4.7 pozorujeme, ze pro vyssi hodnoty ladiciho parametru dostavame také vyssi
hodnotu stredni ¢tvercové chyby predikce. V nasem pripadé optimalni hodnota

nabyva hodnoty 0,5.

CV MSPE Plot
09 0.823
038 0.792
07 0.761
o 06 0.730
o 05 0.699
gg 0.668
05 0.636
0:1 0.605

Obrazek 4.7: SPLS - MSEP

Sparse Partial Least Squares for an univariate response

Parameters: eta = 0.7, K = 8
PLS algorithm:

pls2 for variable selection, simpls for model fitting

SPLS chose 175 variables among 600 variables

> cv<-cv.spls(X,y,K=c(1:10),eta=seq(0.1, 0.9, 0.1))
> cv$eta.opt

(1] 0.7

> cv$K.opt

> cv$mspemat [2]
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Prozatim muzeme fici, Ze z pohledu charakteristiky RMSEP nerobustni fidka
metoda PLS nabyva horsich hodnot tohoto ukazatele nez robustni PLS, coz muze
byt dano vétsi citlivosti na odlehlé hodnoty. Naproti tomu, SPLS disponuje nizsi
hodnotou RMSEP nez PLS.

Ridk4 metoda robustni PLS (SPRM)

Nakonec prichazi aplikace fidké metody na robustni PLS. K modelovani byla
pouzita opét knihovna sprm, ve které jsme tentokrat aplikovali stézejni funkci
pro tuto metodu sprms. Pfi vyuziti nize uvedenych ptikazu dostavame opét op-

timalni pocet komponent a odpovidajici pocet vysvétlujicich proménnych.

> sprm <- sprms(y~., data=d, a=5, eta=0.5, fun="Hampel")
> y_pred <- sprm$fitted.values

Sparse partial M-robust regression

Number of components: 2

Sparsity parameter: eta = 0.6

weight function: Hampel with cutoff 0.95 0.975 0.999

Number of variables included in the model:
With 1 component : 58

With 2 components: 100

Percentage of explained variance

X y
With 1 component(s): 3.146937 87.67472
With 2 component(s): 5.771702 87.72000

Zobrazené vysledky v softwaru R ukazuji, Ze optimalni poc¢et komponent je
opét pouze 2. Tedy pouze dvé skryté latentni proménné nahrazuji 600 puvodnich
proménnych, pricemz bylo timto algoritmem bylo vybrano 100 relevantnich pro-
ménnych.

Na obrazku 4.8 vidime, jak jednotlivé proménné jsou mezi sebou korelovany
a také rozdéleni do shluku proménnych. Vertikalné jsou ziejmé zobrazeny promeén-

né, které do modelu nakonec nevstupuji. Naptiklad Sesté pozorovani je vzhledem
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k vysvétlované proménné charakterizovano velkymi hodnotami vysvétlujicich pro-

ménnych v levé ¢asti biplotu.

y Sparse PRM Components 1 and 2 Biplot

Obrazek 4.8: SPRM - biplot

Také obrazek 4.9 zname jiz z analyzy predchozi metody. Jedna se o vyrovnané
neboli predikované hodnoty zavisle proménné. Stejné jako v robustni PLS metodé
jsou totozné odhalena odlehla pozorovani. Lisi se vsak délkou konfiden¢nich inter-
val, které jsou v tomto pripadé uzsi, tedy vykazuji vyssi presnost predikovanych
hodnot.

SPRM Regression v ws. vy Predicted -5 LV, Rw = 0.99% df= 143

Obrazek 4.9: SPRM - vyrovnané hodnoty

Predposledni obrazek 4.10 patii mezi stézejni, jelikoz ukazuje pravé vhodny
pocet komponent a také vhodnou volbu ladicitho parametru; toto nastaveni plyne

z pouziti kiizové validace. Parametr fidkosti se lisi oproti SPLS pouze o jednu
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desetinu, kde optimalni hodnota parametru nabyva 0,6, coz nam také znazornuje
prislusny obrézek 4.10. Muzeme vidét, ze ladici parametr pii dvou zvolenych
zorovat na spodnim obrazku 4.10, ze ¢im nizs§{ n parametr, tim vice obdrzime

v modelu nenulovych parametri.

> sprmcv <- sprmsCV(y~., data=d, as=1:5, etas=seq(0,0.9,0.2),
nfold=5, fun="Hampel", prec=0.1, plot=TRUE)

> summary (sprmcv$opt.mod)

Trimmed Mean SPE (minimum at a= 2, eta= 0.6) MSPE

ata

a
# nonzero coefficients number
600
500
400

. 300
Z”
| 200
: N : : : 100
1 2 3 4 5

Obrazek 4.10: SPRM - MSEP

ata

Na zaveér srovname dvé metody, které patii mezi kandidaty s nejlepsi predikéni
schopnosti, ¢imz je dle ocekavani robustni PLS a SPRM. K tomuto srovnani
pomuze jak obrazek 4.11, tak i tabulka 4.1. Vidime, ze vyrovnané hodnoty vice
priléhaji regresni ptimce v modelu SPRM, ¢emuz odpovida i mensi hodnota RM-
SEP, nez je tomu u robustni PLS metody. Proto muzeme zavérem fici, ze metoda

SPRM ,vyhrava“ z pohledu této charakteristiky.



prmfit

1.0

0.0

-1.0

Robust PLS

SPRM

1.0 20

sprmfit
|

-1.0 00

-1.0 0.0

1.0 20

Obrazek 4.11: Srovnani robustni PLS a SPRM metody

Model

RMSEP MSEP komponenty

PLS

0.7875  0.6203

Robustni PLS | 0.7703  0.5933

SPLS
SPRM

0.7782  0.6056
0.6624 0.4388

Tabulka 4.1: Srovndni modelu
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4.1.2 Nahodna data s odlehlymi hodnotami

Nyni budeme zkoumat chovani piislusnych modelu v piipadé, kdy je zahrnuto
v datech urcité procento odlehlych hodnot. Nahradime tedy napt. 6 pozorovani
odlehlymi hodnotami, coz docilime tak, ze pro vygenerovani nahodnych hodnot
z normalniho rozdéleni zvolime odliSnou matici Sigma. Dostavame tak novy da-

tovy soubor s 30 % odlehlych pozorovani.

> Sigma<-matrix(0.5,600,600)
> diag(Sigma)<-2
> B<-mvrnorm(n=6,rep(0,600),Sigma)
> 8<-2
> yi<-mvrnorm(n=6,rep(0,1),S)
#nahrazeni v matici pléanu
A<-X[-c(15:20),]
X<-rbind(A,B)
#nahrazeni 6 pozorovani ve vektoru vysvétlované prom&nné
d <-ylc(1:14)]
> for (i in 1:length(d)){
yl[length(y1)+1] <- d[i] #p¥idani hodnot k vektoru d

}
> y<-y1

Analyzu dat s odlehlymi hodnotami provedeme analogicky jako v predchozi ka-
pitole, proto budou uvedeny pouze vysledné charakteristiky modelu s prislusnymi
grafy. Opét zacneme s klasickou metodou diléich nejmensich ctvercu, tedy
bez aplikace robustnosti a tidkosti. Na obr. 4.12 vidime, Ze predikce pro op-
timdlni pocet komponent (4) zde nevykazuje vysokou kvalitu. Ve srovnani s daty
bez vyskytu odlehlych hodnot se tato metoda nevyznacuje stabilitou dat. Také
index determinace je dle ocekavani nepatrné nizsi 0,9715 oproti puvodnimu mo-
delu bez outlieru 0,9951.

> RMSEP(pls30,ncomp = 4,intercept = FALSE)
> MSEP(pls30,ncomp = 4,intercept = FALSE)
> R2(pls30,ncomp=4,intercept = FALSE)

[1] 0.9715

Pokracujeme s robustni PLS metodou, od které ocekdvame mensi citlivost

pravé na odlehla pozorovani. V softwaru R jsme si opét vycislili optimalni pocet
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RMSEP
0.958
l

0.880
|

| | | |
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number of components

Y, 4 comps, validation

predicted
04 00

-0.8

measured

Obrazek 4.12: Ktizova validace a kvalita predikce

komponent - 13, ktery se v tomto pripadé dosti lisi od puvodniho robustniho

PLS modelu, kde pomoci kiizové validace byly vybrany pouze 4 umélé proménné.

Nicméné hodnota charakteristiky SEP je vyssi v robustnim PLS modelu obsa-

hujictho odlehla pozorovani, a to 0,3796 oproti robustnimu PLS modelu

bez odlehlych hodnot.

stuared prediction emar

as

Obrazek 4.13: SEP pro ruzny pocet komponent

Dalsi metodou v poradi je fidka PLS metoda, neboli aplikace fidkosti na kla-

sickou PLS metodu. SPLS metoda zde nevykazuje prilis vysokou kvalitu predikce,

coz je dano prave zahrnutym velkym procentem odlehlych hodnot v datovém sou-

boru; je ziejmé z obrazku 4.14.
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> cv<-cv.spls(X,y,K=c(1:10),eta=seq(0.1, 0.9, 0.1))
> cv$eta.opt # [1] 0.4

> cv$K.opt # [1] 2

> cv$mspemat[5] # [1] 1.03908

PLS SPLS
L B o [}
o o
- 1 oocho
£ = ] G e ° = o
=] o o > (e B
0
=
i o
[ [
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
measured y

Obréazek 4.14: Srovnani PLS a SPLS modelua

Nakonec si predstavme posledni z metod, a to fidkou robustni metodu SPRM.
Muzeme ji obecné povazovat za nejvice stabilni a s nejlepsimi predikénimi schop-
nostmi. Zavérem lze konstatovat, ze se opét potvrdila hypotéza, ze aplikace
fidkosti spolu s robustifikaci dosahuji nejvyssi kvality modelu, coz pékné doklada

srovnani na obrazku 4.15.

PRM SPRM
—] N_
| ]
o = 7
= | ° £
e W ° 5 7
B @
o | o
A I I I I I [ I [ ]
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
¥ ¥

Obrézek 4.15: Srovnani PRM a SPRM modelu
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4.2 Aplikace na realna data

Pro snadné;jsi uchopeni interpretace regresni analyzy pomoci PLS predstavime

realnd data poskytnuta Ustavem transla¢ni a molekuldrni mediciny Lékarské fa-
kulty UP. Jedna se o data méfend pomoci necilené analyzy. K dispozici je tak 273
metabolitu, které ovsem nejsou identifikovany, proto nejsou oznaceny nazvy, ale
jen ¢iselnymi identifikatory. Déle jsou zde pouze dvé skupiny vzorku - 25 paci-
entu s jednou konkrétni nemoci a 25 provedenych kontrol. Kvili dodrzeni rozsahu
prace a také citlivosti dat uvadim pouze vybrané metabolity pro prvnich 6 kontrol

(Control) a poslednich 6 pacientu s konkrétnim onemocnénim (MCADD).

sample X72.080966 X74.096124 X78.212489 X84.044983 X86.059806 X86.096225

1 ControlO1l 0.6280626 0.2174143 1.0223077 0.1212418 0.7882556 0.77879643
2 ControlO2 0.8248765 0.2174143 1.1201980 1.1214116 0.7098177 0.92405315
3 Control03 0.0984793 0.9287449 0.5145475 0.1212418 1.4473355 0.00235655
4 Control04 0.6131866 1.1191734 0.9132367 0.5039025 0.7053937 0.78044438
5 Control05 0.8729618 0.2174143 1.0542507 0.8564464 1.3530839 0.96035162
6 ControlO6 0.5612812 1.6765328 0.9675868 0.4514951 1.8164352 0.72986949

sample X72.080966 X74.096124 X78.212489 X84.044983 X86.059806 X86.096225
45 MCADDO20 1.2129649 1.9135055 1.0050437 0.1141646 0.6103507 0.9129539

46 MCADDO21 0.9898026 1.0786420 1.0002946 0.5780141 0.9479815 0.9987213
47 MCADDO22 1.0504486 0.4099087 0.9465702 0.6229320 0.7855707 0.8935574
48 MCADD023 0.7385370 0.3579466 0.7984062 0.4537749 0.8581424 0.6819085
49 MCADDO24 0.6901536 0.5913333 0.9574624 0.6745181 0.8730102 0.8011072
50 MCADDO25 0.7704024 1.4157553 0.6599329 0.3251013 0.9149823 0.6645886

Pro dalsi analyzu je vhodné data centrovat a také pouzit logpodilovou (angl.
logratio) transformaci, kterou umoznuje funkce clr v knihovné Hotelling. Je-
likoz se v datech vyskytuje vysvétlovand proménna v klasifika¢ni formeé, vyuzijeme
zde pro metodu PLS a jeji modifikace varianu diskrimina¢ni analyzy, kterou jsme

si nastinili jiz v teoretické casti.
PLS-DA

Pro tuto implementaci se nabizi knihovna DiscriMiner; konkrétné pouzijeme
funkci plsDA. Moznosti, jak nastavit vysledny model, je hned nékolik. Napiiklad

si muzeme zvolit typ kiizové validace, jez vybira vhodny pocet komponent.

# PLS-DA s konkrétnim poltem hlavnich komponent
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> plsdal= plsDA(skupinyl[,2:274], skupiny$sample, autosel=FALSE, comps=4)
> plsdal$error_rate

> plsdal$error_rate

[1]1 0

V tomto prikladé budeme vyhradné posuzovat kvalitu predikce dle indexu de-
terminace R? nejprve si vyzkousime, jaké hodnoty této charakteristiky dosahuje
model se 4 zvolenymi komponentami. Vidime, ze R?> = 0,9657. Mdme zde vsak
i moznost automatického vybéru vhodného poctu hlavnich komponent, pricemz
pro 37 vybranych latentnich proménnych dostavame vyssi hodnotu indexu deter-

minace R? = 0,9711. Piipomeiime si, Ze preferujeme vyssi hodnotu pfed nizsi.

#vysvétleni variability, index determinace
> plsdal$R2

R2X R2Xcum R2Y R2Ycum
t1 0.28769208 0.2876921 0.70806113 0.7080611
t2 0.16132245 0.4490145 0.18521233 0.8932735
t3 0.08381520 0.5328297 0.03937027 0.9326437
t4 0.04794809 0.5807778 0.03311391 0.9657576

> plsda1$Q2
Q2.Control Q2.MCADD Q2.global

t1 0.65882087 0.65882087 0.65882087
t2 0.55350845 0.55350845 0.55350845
t3 0.06589265 0.06589265 0.06589265
t4 0.21834608 0.21834608 -0.53754882

# PLS-DA s automatickym vyb&rem hlavnich komponent
> plsda2= plsDA(skupiny[,2:274], skupiny$sample, autosel=TRUE)
> my_pls2$R2

R2X R2Xcum R2Y R2Ycum
tl 0.287692076 0.2876921 7.080611e-01 0.7080611
t2 0.161322447 0.4490145 1.852123e-01 0.8932735
t3 0.083815199 0.5328297 3.937027e-02 0.9326437

t34 0.003233589 0.8036401 4.001196e-24 0.9711774
t35 0.002420401 0.8060605 5.363412e-25 0.9711774
t36 0.002361267 0.8084218 3.316017e-26 0.9711774
t37 0.002281301 0.8107031 6.133955e-28 0.9711774

# PLS-DA s validaci za pouZiti testovaci a trénovaci mnoZiny

> learning = c(1:15, 26:40)
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> testing = c(16:25,41:50)

> plsda3 = plsDA(skupiny[,2:274], skupiny$sample, validation="learntest",
learn=learning, test=testing)

> plsda3$error_rate

[1] 0.15

Vyzkousime-li odlisny typ kiizové validace, konkrétné LKO, obdrzime 36
hlavnich komponent s piislusnym koeficientem R? = 0,9811, coZ je vyssi nez

u piredchozi validace.

# diskriminaZni analyza s leave-K fold-Out validaci

> plsda4= plsDA(skupiny[,2:274], skupiny$sample, validation = "NULL",
cv ="LKO")

> plsda4$R2

R2X R2Xcum R2Y R2Ycum
tl 0.287692076 0.2876921 7.080611e-01 0.7080611
t36 0.002281301 0.8261901 6.133955e-28 0.9811026

Robustni metoda PLS-DA

Nyni vyuzijeme jiz znamé knihovny sprm, jez jsme pouzili v prvnim piikladu
na simulovanych datech. Knihovna nabizi analogii funkci pravé i pro diskri-

minacni analyzu.

> rplsda<-prmda(sample”.,skupiny,a=4, fun = "Hampel",class = "regfit")
> summary (rplsda)

Partial M-robust regression

Number of components: 4

weight function: Hampel with cutoff 0.95 0.975 0.999

Aplikujeme-li robustnost na metodu PLS pfi zvolenych 4 komponentach, oproti

klasické PLS-DA metodé dostavame nizsi index determinace. Pomoci kiizové vali-
dace opét vygenerujeme vhodny pocet komponent, v tomto pripadé nam obrazek

4.16 ukazuje praveé pocet 3.

Percentage of explained variance

X y
With 1 component(s): 33.29739 83.09572
With 2 component(s): 48.36772 91.76054
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With 3 component(s): 52.90090 95.30175
With 4 component(s): 59.28112 96.88999

plot(rplsda,type = "weights")

plot(rplsda,type = "yyp")
plot(rplsda, type="dd")
predik_rplsda<-table(skupiny$sample,predict (rplsda))

VvV V V V V

plot(predik_rplsda)

*

k¥iZova validace pro robustni PLS-DA metodu

> rplsda_cv <- prmdaCV(sample~.,skupiny, as=1:5, fun="Hampel",
class="regfit", numit=10, prec=0.1)

> rplsda_cv$opt.mod

> mod$opt.mod

M cr
3

Obréazek 4.16: Robustni PLS-DA - kiizova validace

Ridka metoda SPLS-DA

Nyni si predstavime aplikaci fidkosti na model PLS-DA. Vyuzijeme nasleduji-
cich piikazu v softwaru R. Ve vystupu nize uvedenych piikazu vidime, ze model

SPLS-DA vybral 30 relevantnich proménnych z 273 moznych.

> modelspls<-splsda(x,skup_x$sample,K=3, eta=0.8, scale.x=FALSE)
> print(modelspls)
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Sparse Partial Least Squares Discriminant Analysis

Parameters: eta = 0.8, K =3

Classifier: Linear Discriminant Analysis (LDA)
SPLSDA chose 30 variables among 273 variables

Selected variables:

x.356 x.71 x.75 x.78 x.79

x.80 x.93 x.146 x.148 x.150
x.151 x.153 x.154 x.155 x.156
x.157 x.188 x.208 x.210 x.216
x.219 x.222 x.231 x.238 x.250
x.252 x.256 x.259 x.262 x.264

Dalsim postupem v analyze je opét vyuzit kiizové validace k urceni vhodné volby
ladictho parametru 7 a také vhodného pocétu komponent. Na zdkladé téchto op-
timdlnich parametru je ndsledné spocitana charakteristika kvality predikce MSEP,

coz nam dokléada obr. 4.17.

Optimal parameters: eta = 0.9, K =5

> cv$err.mat
NULL

> cv$eta.opt
[1] 0.9

> cv$K.opt
(1] 5

Ridk4 robustni metoda SPRM-DA

Na zaveér se dostavame k aplikaci ridkosti na robustni PLS-DA metodu. Kromé
vhodného vybéru poctu komponent, vygeneruje také relevantni proménné, které
nejvice prispivaji modelu. Na obr. 4.18 vidime biplot, ktery znazornuje, ze promén-
né 33, 75, 133 a 175 maji nejvétsi vyznam. Dale konkrétné proménnd x.157 ma

nejvétsi vliv na 32. pozorovani.

> srplsda<-sprmda(sample”.,skslovy,a=4,eta= 0.7,class = "regfit")
> biplot.sprmda(srplsda)

> summary (srplsda)
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CV MSPE Plot

09 0.14000
08 012133
07 010267
o 06 0.08400
© gg 0.06533
03 0.04667
05 0.02800
01 000933

Obrézek 4.17: SPLS-DA - kiizova validace

Sparse partial M-robust regression

Number of components: 4

Sparsity parameter: eta = 0.7

weight function: Hampel with cutoff 0.95 0.975 0.999

Number of variables included in the model:
With 1 component : 3

With 2 components: 4
With 3 components: 4
With 4 components: 6

Percentage of explained variance

X y

With 1 component(s): 12.69110 70.78669
With 2 component(s): 21.55533 71.24784
With 3 component(s): 26.10395 75.53153
With 4 component(s): 31.86951 76.91002

> srplsda_cv<- sprmdaCV(sample~.,skslovy, as=1:5, etas=seq(0.1,0.9,0.1),
nfold=5,class="regfit", numit=10, prec=0.1)

Posledni z grafu (obr. 4.19) ukazuje vhodnou volbu ladiciho parametru. Diky

pouziti kiizové validace dostavame eta = 0,2 a pii zvolenych dvou komponentach.
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sample Sparse PRM Components 1 and 2 Biplot
32
*1 x 157

Comp1

Obrazek 4.18: SPRM-DA - biplot

Nize polozeny graf ndm ukazuje, jak souvisi vybér ladictho parametru n s vybérem
poctu hlavnich komponent na poc¢et nenulovych regresnich parametru. Pouzijeme-
li hodnotu eta = 0,2 a 6 hlavnich komponent, budeme mit v modelu ptiblizné
200 nenulovych regresnich koeficientu.

Na zavér muzeme ftici, ze aplikace zaroven robustni i fidké metody na metodu
PLS (ve varianté klasifikacni analyzy) dava nejlepsi predikéni vlastnosti, kde tomu
tak bylo i pii aplikaci na simulovand data. Ridké metoda je mimo jiné vyhodna

z pohledu vybéru relevantnich proménnych.

Weighted Mean MCR (min at a=2, eta=0.2} MCR

- 0.125
, 0.100
g 0 0.075
oz 0.07
03 0.050

0.2-
z : 4 0.000

a

# nonzero coeficients number
E 250
07 200
Bos 150

100

50

Obréazek 4.19: SPRM-DA - kiizova validace
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Zaver

V préci jsem se zabyvala regresni analyzou pomoci metody nejmensich dil¢ich
¢tvercu. Jednd se o metodu, kterd se predevsim vyuziva k analyze v situacich,
kdy datovy soubor obsahuje vice proménnych nez pozorovani. S ohledem na do-
sud publikovanou literaturu o tomto tématu, bylo cilem prace poskytnout uce-
leny piehled této metody a jejich modifikaci s néslednym vyuzitim aplika¢niho
potencidlu na konkrétnich datech. V neposledni fadé bylo zdmérem prace téz
srovnani jednotlivych modeltu z pohledu kvality predikce.

V prvni kapitole teoretické ¢asti jsem predstavila metodu nejmensich dil¢ich
¢tvercu, princip, na kterém pracuje, jeji prednosti a také jednotlivé algoritmy.
V nésledujicich dvou kapitoldch byla metoda diléich nejmensich ¢tvercu robus-
tifikovana a bylo pouzito moznosti zjednoduseni interpretace regresnich para-
metru zahrnutim podminky fidkosti. V posledni kapitole mé diplomové préce
byly zminéné metody demonstrovany na simulovanych i redlnych datech pomoci
statistického softwaru R. Praktickd ¢ast predevsim slouzila ke srovnani modelu
a k jejich naslednému vyhodnoceni.

Jsem presvédcena, Ze se nejednalo o jednoduchou problematiku, a tak znacnym
prinosem préce je predevsim komplexni popsani jednotlivych metod a poskytnuti
prehledu o jejich vyuziti. Tyto metody jsou i v nynéjsi dobé stéle ve vyvoji, ne-
bylo tedy vzdy snadné najit jednotny piistup k popisu jejich vlastnosti. Ctensr
ma také moznost nahlédnout do prostiedi softwaru R spolecné s detailnimi po-
pisy pouzitych funkei a prikazu pro praktické pouziti. Metoda diléich nejmensich
¢tvercu ma velky aplikacni potencial, proto jsem rada za prilezitost vyuzit ji
k diagnostikovani metabolitu ovliviujici konkrétni onemocnéni.

Pfti psani této prace jsem nabyla hodné zkuSenosti, predevsim diky zdokona-
leni orientace v cizojazycné literatutre a prohloubeni si dovednosti programovani
v softwaru R. Prace predstavovala v jistych okamzicich i tskali, a to konkrétné

v kapitole o aplikaci tidkosti, o které je minimum literatury, a tak bylo obtizné
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najit ceské ekvivalenty k tém anglickym. Presto doufam, ze se hlavni cil prace,
podat ¢tenarum uceleny prehled o moznych ptistupech k regresnimu modelovani

pomoci metody dil¢ich nejmensich ¢tvercu, podarilo naplnit.
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