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Uvod

Moderni algebra studuje problematiku algebraickych struktur (grup, okruht, téles,
atd.). Klasicka algebra se zabyva feSenim rovnic a jejich soustav, pouziva ¢iselnou sym-
boliku. Kli¢ovym algebraickym problémem bylo nalezeni feSeni algebraickych rovnic. Al-
gebraické rovnice prvniho a druhé stupné umeéli fesit jiz babylonsti matematici. Teprve
v roce 1545 ve spisu Ars magna byly publikovany Girolamem Cardanem (1501 — 1576) po-
stupy pfi feseni algebraickych rovnic tfetiho a ¢tvrtého stupné. Matematici se dale snazili
nalézt feseni algebraickych rovnic patého a vyssiho stupné. Norsky matematik Niels He-
nrik Abel (1802 — 1829) v roce 1824 provedl diikaz neexistence feseni obecné algebraické
rovnice patého stupné v radikalech. Evariste Galois (1811 — 1832) uvedl ve svych spi-
sech nutnou a postacujici podminku fesitelnosti algebraickych rovnic v radikéalech. Jeho
metody a myslenky maji podstatny vliv na rozvoj algebry, ale i celé matematiky.

S rozvojem moderni algebry souvisi i nasledna aplikace této teorie. Diky poznatkim
moderni algebry byly formulovany diikkazy o nefesitelnosti tii klasickych problémt an-
tické matematiky. Tyto poznatky se také uplatnily pfi hledani konstrukci pravidelnych
n-uhelnikt. Dikaz véty o sestrojitelnosti pravidelnych n-tthelnikt provedl roku 1796 Karl
Friedrich Gauss (1777 — 1855).

V dtsledku rozvoje moderni algebry dochazi k rozvoji novych technologii, napt. ké-
dovani a dekoédovani informaci, poc¢itacovych technologii a mnoha dalsich.

Diplomova préace obsahové navazuje na bakalafskou praci [18]. Prace je zamétena
na zakladni problematiku torie téles, tj. algebraické a transcendentni rozsitenim téles,
hledani rozkladovych téles polynomi a zakladni vlastnosti konecnych téles. Diplomova
prace se rovnéz zabyva problematikou Galoisovy teorie, k jejimu zavedeni je potfebné za-
vést normalni a separabilni rozsireni téles. Na zavér prace je uvedena geometricka aplikace
teorie téles a zakladni vlastnosti teorie algebraického kédovani.

Jednotlivé kapitoly obsahuji vzdy teoretickou ¢ast, v této ¢asti jsou uvedeny zakladni
definice a véty. Véty jsou vétsinou dokazany nebo je uveden odkaz na prislusnou litera-
turu, v niz je dikaz proveden. Soucasti kazdé kapitoly jsou fesené ulohy a také cviceni
pro samostatné feseni, jednotlivé piiklady jsou uvedeny s vysledky pro naslednou kont-

rolu.



1 Normalni rozsireni téles

V tvodu této kapitoly pripomene definice algebraického a transcendetniho rozsiteni
téles. Dale se budeme zabyvat normalnim rozsitenim téles, uvedeme zakladni vlastnosti.

Tato problematika navazuje na algebraické a transcendentni rozsiteni téles.

Definice 1.1. Necht K je podtéleso télesa F a necht B je libovolnd podmnozina télesa
F. Prinik vSech podobort integrity télesa F obsahujici K U B nazveme podoborem
integrity generovanym B nad K a zna¢ime jej K[B]. Podobné prinik vSech podtéles

télesa [F obsahujici K U B nazveme podtélesem generovanym B nad K a znac¢ime jej
K(B).

Definice 1.2. Necht K je libovolné téleso a F jeho podtéleso. Prvek u € K nazveme
algebraickym nad F, jestlize u je kofenem nenulového polynomu f nad F. Prvek ¢

z K, ktery neni algebraicky nad F, nazveme transcendentnim prvkem nad F.

Definice 1.3. Té¢leso K nazveme jednoduchym algebraickym rozsifenim télesa
F C K, jestlize existuje prvek u € K, algebraicky nad F, takovy, ze K = F(u). Jestlize u je
transcendentni nad I, tak K = F(u) nazveme jednoduchym transcendentnim rozsifenim

télesa [F.
V nasledujici definici zavedeme pojem normaélniho rozsifeni télesa.

Definice 1.4. Téleso K se nazyvid normalni rozsifeni télesa IF, je-li K algebraické
rozsifeni F a kazdy ireducibilni polynom f € F[x] majici v K alesponi jeden kofen, ma

v K vSechny své koreny.

Néasledné budou uvedeny dvé véty bez dikazi, které vyuzijeme pii dikazu véty 1.3.

Diikazy téchto vét lze najit napt. v [4].

Véta 1.1. Necht F je nadtéleso télesa K a necht o € F je algebraicky prvek nad K. Je-li
f € Klz] minimdlni polynom prvku o, pak f je ireducibilni. Pro polynom g € K|z] plati,
ze g(a) = 0, pravé kdyz f|g.

Véta 1.2. Necht F je nadtéleso télesa K a B C F mnoZina algebraickych prvki nad K.
Pak K(B) = K[B] je algebraické rozsireni télesa K.

Déle budou uvedeny dvé véty, pomoci nichz miizeme rozhodnout, zda dané rozsiteni je

normalni ¢ nikoliv.



Véta 1.3. Nadteleso F télesa K je mormdlni rozsirent télesa K prdave tehdy, kdyz F je

rozkladovym télesem libovolné neprdzdné mnoziny B C K[z].

Diikaz. Predpokladejme, ze F je normalni rozsifeni télesa K. Polozme B = {f € Kz] : f
je ireducibilni, f mé kofen vF}. Kazdy polynom f € B mé dle pfepokladu vSechny ko-
feny v IF, proto je rozkladové téleso M mnoziny B obsaZeno v F. Necht o € F je libovolny
prvek a necht g € K[z] je minimélni polynom prvku «. Z véty 1.1 vyplyva, Ze polynom
g je ireducibilni nad K, tedy g € B. Proto a € M a F = M je rozkladové téleso mnoziny
B.

Naopak predpokladejme, Ze téleso F je rozkladové téleso néjaké mnoziny B poly-
nomu z K[z]. Ozna¢me C' mnozinu vSech kofend polynomt z B. Dle véty 1.2 plati,
ze F = K(C) = K][C] je algebraickym rozsifenim télesa K. Necht f € Klz] je libo-
volny ireducibilni polynom, jehoz kofen je a € F. Z véty 32.4 z [4] plyne existence
polynomu h(xq,xs,...,z,) € Klxy, 29, ..., x,] . ZFejmé existuji prvky aq, s, ..., o, ta-
kové, ze a = h(ay, ..., a,) € C. Vzhledem k tomu, jak je mnozina C' definovéna,
existuje pro kazdé «; (i = 1,...,n) polynom g; € B, pro néjz plati ¢g;(c;;) = 0. Ozna¢me
g = 9192...9n a necht By, Fs, ..., Bn(m € N) jsou vSechny kofeny polynomu g. Je-
likoz polynomy g1, ¢go,...,g, maji dle predpokladu vsechny koteny v FF, lezi vSechny
kotfeny [, 2, .., 3, polynomu g rovnéz v télese F. Tedy K(Bi,52,...,0m) € F. Je
ziejmé, ze {ay, ag,...,a,} C {01, 52, ..., Bm}, proto a € K(B1, 02, ..., m). Necht [
je libovolny kofen polynomu f. Z toho, ze kazda dvé kofenova nadtélesa ireducibil-
niho polynomu jsou izomorfni, vyplyva existence izomorfizmu ¢ : K(a) — K(53), ktery
lze rozsifit na K-izomorfizmus ¢ : K(a, 81, 52, ..., 0,) — K(B, 01, B2, .., Bm). Prvek
a € KB, B2,...,8m) a platl [K(B1, B, ..., 8m) + K| = [K(a, B1,Ba, ..., Bn) = K] =
[K(B, By, B2y - - -+ Bm) K] = [K(B, Br, B2, - - -, Bm) : K(Br, Bay - -+, B - [K(Br, Bay - -+, Ba)
K]. Tedy [K(8, 51,52, -- -, Bm) : K(B1, B2, - - -, Bm)] = 1. Proto 8 € K(B1,5s,...,8m) CF
[4].

O

Véta 1.4. Necht téleso F je konecnym rozsitenim télesa K. Pak F je normdlnim rozsive-

nim télesa K prave tehdy, kdyz F je rozkladovym télesem néjakého polynomu f € Klz].

Diikaz. 7 predchozi véty plyne, ze rozkladové téleso polynomu f je normalnim rozsifenim
télesa K. Necht F je norméalni rozsiteni télesa K. Téleso F je koneénym rozsifenim K, proto

existuji prvky aq, e, ..., a, € F takové, ze F = K(aq, ag, ..., a,). Oznatme f; € K|z]
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minimalni polynom prvku oy, i = 1,2,...,n a polozme f = fifs... f,. Rozkladové téleso
L polynomu f zfejmé obsahuje prvky ai,as,...,a,, proto F C L. Z druhé strany F je
normalni nad K, proto [ obsahuje vSechny kofeny polynomu f;, kde i = 1,...,n, tedy

vSechny koreny polynomu f alL CF [4]. O
V nésledujicih vétach budou uvedeny zakladni vlastnosti normalnich rozsireni téles.

Véta 1.5. Necht F C K C L jsou télesa. Je-li . normdlni nad F, pak L je normdini
nad K.

Diikaz. Dle véty 1.3 existuje podmnozina B C [F[x] takova, ze L je rozkladovym télesem
mnoziny B. Jelikoz F C K, je B C K[z] a z véty 1.3 plyne, Ze L je normélni nad K
[4]. O

Véta 1.6. Necht F a L jsou normdlni rozsiveni télesa K. Je-li M nejmensi nadtéleso

télesa K obsahujici F a 1L, pak M je normdlni rozsirent télesa K.

Diikaz. Podle véty 1.3 je F rozkladovym télesem néjaké mnoziny polynomi A C K|x] a L
rozkladovym télesem néjaké mnoziny polynomu B C Kz|. Ozna¢me C' mnozinu vSech
kofent polynomt z A a D mnozinu v8ech kofenti polynomt z B. Pak F = K(C), L = K(D)
a M = K(CUD). To znamena, ze M je rozkladovym télesem mnoziny AU B C K[z] a M

je normélnim rozsifenim télesa K [4]. O

Véta 1.7. Necht K je normdini rozsiveni télesa I a M libovolné rozsireni télesa L. Pak

nejmensi nadteleso F télesa I obsahujici K ¢ M je normalni rozsirent télesa M.
Diikaz véty 1.7 lze nalézt napf. v [4].

Véta 1.8. Necht F C L C K a necht K je normdlni rozsiveni télesa I a I je normdini

rozsirent télesa F. Pak K je normdlni rozsireni telesa .

Dikaz. Necht K je normalni rozsifeni télesa I a IL je normalni rozsifeni télesa F. Dle
véty 1.3 existuje B C L[x] takové, Ze K je rozkladovym télesem polynomi z B. Déle dle
véty 1.3 existuje C' C F[x] takové, Ze IL je rozkladovym télesem polynomu z C'. Plati, ze
C CFlz] € B CL[x], tedy C C B. Je zfejmé, ze K je rozkladovym télesem polynomt

C C F[z]. Proto K je normalni rozsifeni télesa K. O



Resené piiklady

Priklad 1.1. Rozhodnéte, zda dané rozsifeni nad uvedenymi télesy jsou normalni.

a) Q (V2) nad Q,

b) Q (V/3, v/3i) nad Q,

c)Q (z + %) nad Q,

d) Q(7) nad Q,

e) Q (\3/5) nad Q
Reseni

a) Q (\/5) nad Q.

Vyuzijeme véty 1.4, dle které stac¢i nalézt polynom z Q[z] takovy, ze Q (\/ﬁ) je jeho
rozkladovym télesem.

Uvazujme polynom f = 22 — 2, ziejmé f € Qlz].

Polynom f nasledné upravime
f= (x—\/§) ($+\/§)

Pro prvky plati:
VZeQ(v2),
-V2eQ(v2).
Ziejmeé téleso Q (\/5) je rozkladovym télesem polynomu f. Tedy rozsireni Q (\/5) télesa

Q je normalni.

b) Q (V/3, v/3i) nad Q.
Reseni je analogické jako v piipadé a).

Uvazujme polynom f = 2® — 3. Polynom f miizeme psat ve tvaru
f= <m—\?7§> <x2+\?/§a:+\?/§>.
Zbyvajici dva kofeny polynomu f nalezneme dle znamého vztahu

_ —VBEVVI-4V9 . B VE3YE L —VB+iV3Y3
B 2 B 2 B 2 '

T2 3

Ziejmeé téleso Q (\3/5 , \/gl) je rozkladovym télesem polynomu f. Tedy téleso Q (\‘73, \/gz)

je normalnim rozsifenim télesa Q.
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c)Q (Z + %) nad Q.
Zrejmé Q (i + 2) = Q(i). Uvazujme polynom f = 2* — 1, polynom f miizeme rozlozit
do nasledujiciho tvaru
f=(z+1i)(z—1).
Tedy téleso Q(i + 2) je rozkladovym télesem polynomu f a téleso Q(i + 2) je normalni

rozsifeni télesa Q.

d) Q(n) nad Q.
Prvek 7 je transcendentni nad télesem Q. Tedy Q(7) je transcendentni rozsifeni télesa

Q, proto Q(7) neni normalni rozsifeni télesa Q.

e) Q (\3/3) nad Q.

Uvazujme polynom f = 2% — 3. Polynom f mfiZzeme psat ve tvaru
f= <x—\3/§) (:c2+\3/§x+\3/§>.

Prvek v/3 € Q (\3’/5) je kofenem polynomu f, ale zbyvajici dva kofeny polynomu f nelezi
vQ (f’/g) (viz b)). Z definice 1.4 vyplyva, ze Q (\3/5) neni normalni rozsifeni télesa Q.

Priklad 1.2. Rozhodnéte, zda dané rozsifeni kone¢nych téles jsou normalni.

a) Zs (\/5 + T) nad Zs,

b) Zs (\5) nad Zs.
Reseni:

a) Zs (\/5—1— T) nad Zs.
Ziejmé Zs <\/§ n T) — 74 <\/§> P¥i Feseni vyuZijeme véty 1.4, tedy stadi nalézt jeding
polynom f € Zs[x], pro ktery plati, ze Zs <\/§ + T) je jeho rozkladovym télesem. Uva-
zujme polynom f = x? + 1, ziejmé f € Zsz].

Polynom f nésledné upravime
F= (- V3) (o4 V3).

Tedy Zs (\/5 + T) je rozkladovym télesem polynomu f a dle véty 1.4 je Zs (\/5 + T)

normalni rozsiteni télesa Zs.
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b) Z5 (\4/§> nad Z5.
Reseni je analogické jako v ¢asti za a). Tedy staci nalézt libovolny polynom f € Zs|x],
pro n€jz plati, ze jeho rozkladovym télesem je Zs ( \‘75)

Uvazujme polynom f = z* — 2. Polynom f nésledné rozlozime
f=a'-2= (1’2“‘\/5) ($2— \/§> = (172—1\/5) (xz— \/5) =
= (I—ﬁé/a (a:—l—?{l/%)(x— {1/5) <gg+ {1/5) _

Je evidentni, ze Zs <\7§) je rozkladovym télesem polynomu f, tedy Zs ((4/5) je normal-

nim rozsifenim télesa Zs.

Piiklad 1.3. Rozhodnéte, zda téleso Q (o, /) je normélni rozsiteni télesa Q, kde a je

kofen polynomu f = z* — 1.

Reseni:

Pti feSeni vyuzijeme vétu 1.8. Tedy staci dokdzat, ze Q(«, ¥/«) je normdlni rozsifeni
télesa Q(ar) a Q(«) je normdlni rozsiteni télesa Q.

Ziejmé téleso Q(«, /) je rozkladovym télesem polynomu

g=12°—«

nad Q(«), proto Q(«, /) je normélni rozsiteni télesa Q(«).
Téleso Q(«) je ziejmé rozkladovym télesem polynomu f nad télesem Q, proto Q(«) je

normalni rozsireni télesa Q.

Tedy Q(«, /) je normélni rozsiteni télesa Q.

12



Cviceni
Cviceni 1.1. Rozhodnéte, zda rozsifeni uvedenych téles jsou normalni.
a) Q (\/§+ 2) nad Q,

b) Q (\‘75, z) nad Q,
c) C nad R,

[a) téleso Q (\/§ +2) =Q (\/5) a je ziejmé rozkladovym télesem polynomu f = 22 —
3, tedy Q (\/§ + 2) je normélni rozsifeni télesa Q; b) téleso Q ({4/5, z) je rozkladovym
télesem polynomu f = x* —2, téleso Q ( V2, z) je normalnim rozsifenim télesa Q; c) téleso
C = R(4) je rozkladovym télesem polynomu f = 22 —1, téleso C je normalnim rozsitenim
télesa R; d) Q(e) je transcendentni rozsifenim télesa Q, proto Q(e) neni normalni rozsiteni
télesa Q]

Cviceni 1.2. Rozhodnéte, zda dana rozsiteni konecnych téles jsou normaélni.

a) Z11 (ﬁ—T> nad Z1,
b) Zs (<‘/§+Z) nad Zs.

[a) téleso Zq; (ﬁ — T) =711 (ﬁ) je zfejmé rozkladovym télesem polynomu f = z? —
7, téleso Ziq (\/7 —T) je norméalnim rozsifenim télesa Ziy; b) té&leso Zs (\4/§ —H_l) =
Zs; (\4/§> je rozkladovym télesem polynomu f = a* — 3, té&leso Zs (\75 —i—l_l) je tedy

normdlnim rozsirenim télesa Zs]

13



2 Separabilni rozsireni téles

Tato kapitola bude vénovana dalsimu typu rozsifeni téles tzv. separabilnimu. Budeme
definovat nové pojmy, jako je separabilni polynom, separabilni rozsiteni, dokonalé téleso,

atd. VSechny tyto pojmy vyuzijeme pfi zavedeni Galoisova rozsifeni télesa.

Definice 2.1. Ireducibilni polynom f € F[z]| se nazyvd separabilni, ma-li vSechny

kotfeny jednoduché. V opa¢ném piipadé se polynom f nazyva neseparabilni.

Definice 2.2. Prvek « z nadtélesa F télesa K se nazyva separabilni nad K, je-li «
algebraicky nad K a jeho minimalni polynom je separabilni. Je-li minimalni polynom

neseparabilni, fekneme, Ze prvek a je neseparabilni nad K.

Definice 2.3. Konec¢né rozsifeni F télesa K se nazyva separabilni, je-li jeho kazdy prvek

separabilni nad K.

Pomoci nasledujici véty budeme schopni na zakladé nejvétsiho spolecného délitele poly-
nomu a jeho prvni derivace rozhodnout o separabilnosti daného polynomu nad uvedenym

télesem. Duikaz této véty lze nalézt napf. v [9].

Véta 2.1. Necht [ je ireducibilni polynom nad télesem F a ddle NSD(f, f') je nejvétsi
spolecny délitel polynomu [ a jeho derivace f'. Jestlize NSD(f, f') = 1, pak f je separa-

bilni nad F. V opacném pripadé f je neseprabilni.
7 ptredchozi véty vyplyva.

Disledek 2.1. Ireducibilni polynom je separabilni, jestlize jeho pruni derivace je riuznd

od nuly.

Dusledek 2.2. Kazdy ireducibilni polynom nad télesem s charakteristikou 0 je separa-

bilni.

Nize uvedené definice zavadi pojem redukovany stupen polynomu a nadtélesa. V nasledu-

jici vété ukazeme souvislost mezi redukovanym stupném nadtélesa a stupniem nadtélesa.

Definice 2.4. Redukovanym stupném ireducibilntho polynomu f € F[z] budeme

rozumét pocet navzajem riznych kofend polynomu f, coz budeme znacit st, f.

14



Definice 2.5. Nechf K je nadtéleso télesa F a o € K je algebraicky prvek nad F. Pak
redukovanym stupném nadtélesa [F(«) nad F rozumime redukovany stupen minimé4l-

niho polynomu prvku a. Redukovany stupen nadtélesa F(«) nad F budeme oznacovat

[F(a) : F,.

Véta 2.2. Necht K je nadtéleso télesa F a a € K je algebraicky prvek nad F. Pak plati,
Ze prvek o je separabilni nad F, pravé kdyZ [F(«) : F| = [F(a) : F],.

Definice 2.6. Rekneme, Ze téleso I je algebraicky uzaviené, jestlize libovolny polynom

f € Flz] ma v IF alespoii jeden kofen.

Definice 2.7. Nadtéleso K télesa F nazveme algebraickym uzavérem télesa F, je-li

algebraicky uzaviené a algebraické nad F.

V nasledujici vété uvedeme jednu z vlastnosti, kterd je analogicka pro stupné rozsireni

téles.

Véta 2.3. Necht M je algebraicky uzdver télesa F a necht K, L jsou dvé mezitélesa
konecného stupné nad F takovd, Ze F C K C L C M. Pak

[L:F], =[L:K], - [K:F,.

Dikaz véty 2.2 i véty 2.3 lze nalézt napt. v [4].

V nize uvedenych vétach bude dale charakterizovano separabilni rozsireni téles.

Véta 2.4. Necht K je konecné rozsiteni télesa F charakteristiky p. Pak existuje celé

nezaporné cislo | takove, Ze
K:F]=[K:F],-p.

Diikaz. Necht {aq, as, -+, ax} je baze vektorového prostoru K nad F. Budeme postupovat
uplnou indukei podle k. Pro & = 1 plati tvrzeni dle véty 2.1. Necht tedy k& > 1, pFedpo-
kladejme, Ze tvrzeni plati pro & — 1. Oznac¢me L = F(ay, g, -+, ap_1), pak K = F(ay).
Podle indukéniho ptfedpokladu existuji s, ¢ € Ny takova, ze [L : F] = [L : F|, - p°
a [K:L] =[K: L] -p" Polozme | = s +t, pak plati [K : F] = [K: L]-[L : F] =
[K:L],-p'-[L:F], p*=[K:F], p [4]. O

Véta 2.5. Necht F je nadtéleso télesa K charakteristiky p. Je-li prvek o € F separabilni

nad K, pak téleso K(«) je separabilnim rozsirenim télesa K.
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Diikaz. Necht 3 je prvek z K(a). Ukazeme, Ze 3 je separabilni nad K. Z véty 2.3 vyplyva,
ze existuji prvky s,t € Ny takové, ze [K(5) : K] = [K(5) : K], - p* a [K(«a) : K(5)] =
[K(a) : K(B)], - p'. Ziejmé plati [K(e) : K] = [K(a) : K(3)] - [K(3) : K] = [K(a) :
K(3)]-p"[K(B) : K,-p* = [K(«) : K],-p'**. Podle véty 2.1 plati [K(«) : K] = [K(«) : K],
proto s +t = s =1t =0. Tedy [K(3) : K] = [K(3) : K], z toho plyne, Ze (3 je separabilni
nad K (dle véty 2.1) [4]. O

Véta 2.6. Konecné rozsireni F télesa K je separabilni, pravé kdyz [F : K] = [F : K],.

Diikaz. Necht {aq, ag, -+, ax} je baze vektorového prostoru K nad F. Budeme postupovat
uplnou indukei vzhledem ke k. Pro k = 1 plati tvrzeni dle véty 2.1. Necht tedy k& > 1,
predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k& — 1. Oznaéme L = F(ay, a9, -, ax_1). Je-li F
separabilni nad K, je ziejmé [F separabilni nad IL a L. separabilni nad K. Dle indukéniho
predpokladu plati [L: K] =[L: K], a [F: K] = [F: K], tedy [F: K] =[F:L]-[L:K]=
[F: L] -[L:K],=[F:K],.

Necht tedy naopak [F : K] = [F : K],. DokéZeme, Ze libovolny prvek « je separabilni
nad K. Z véty 2.3 plyne existence s,t € Ny takovych, ze [K(a) : K| = [K(«a) : K], - p°
a[F:K(a)] =[F: K(a), - p' Zfejmé plati [F : K] = [F : K(«)], - [K(a) : K], - ' = [F :
K], -p™* = [F : K],, tedy s +t = s = ¢t = 0. Proto [K(«) : K] = [K(«) : K], z toho plyne,

ze « je separabilni nad K [4]. O
Ditkaz nasledujici véty lze najit napt. v [4].

Véta 2.7. Necht téleso 1L je separabilni rozsitent télesa F a téleso K je separabilni roz-

sirent télesa IL. Pak téleso K je separabilni rozsiveni télesa F.

Dusledek 2.3. Necht K je separabilni rozsivent telesa F. UvaZujme proky aq, oo, - -+, o, €
K takové, Ze o, je separabilni nad F(aq,ag, -+, ;1) pro kazdé i = 1,--- n. Pak téleso
F(ag, s, -, ap) je separabilni rozsivent télesa . Jsou-li proky aq, ag, - -+, v, separabilni
nad F, pak F(aq, as, -+, ay) je separabilni rozsirent télesa F.

Nésledné zavedeme pojem dokonalé téleso a dale budou uvedeny jeho vlastnosti.

Definice 2.8. Téleso IF se nazyva dokonalé, jestlize kazdy ireducibilni polynom f € F|x]

je separabilni.

Véta 2.8. T¢leso F je dokonalé, prave kdyz kazdé jeho algebraické rozsirent je separabilns.
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Dikaz. Necht F je dokonalé téleso a nechf « je prvek z libovolného algebraického rozsifeni
K télesa F. Minimalni polynom prvku « je separabilni nad [F, proto K je separabilni nad F.

Naopak prepoklddejme, Ze kazdé algebraické rozsiteni télesa I je separabilni. Necht
f € Flx] je ireducibilni. Rozkladové téleso K polynomu f je separabilni nad F, jelikoz
polynom f je az na nasobek nenulovym prvkem z [F minimalnim polynomem libovolného

svého kotene o z K. Tedy f je separabilni nad F [4]. O
Véta 2.9. KazZdé algebraicky uzavrené téleso je dokonalé.

Diikaz. Pro vSechny ireducibilni polynomy nad libovolnym algebraicky uzavienym téle-

sem plati, Ze jsou prvniho stupné. A tyto polynomy jsou ziejmé separabilni [4]. [
Véta 2.10. Kazdé teleso charakteristiky nula je dokonalé.

Diikaz. Pro télesa charakteristiky nula plati, Ze vSechny ireducibilni polynomy nad timto

télesem maji vSechny kofeny jednoduché. Tyto polynomy jsou ziejmé separabilni. ]

Véta 2.11. Téleso F charakteristiky p je dokonalé, prave kdyz pro kaZdy prvek a € F md

polynom xP — a koren v IF.
Vétu 2.11 vyuzijeme pii diikazu néasledujici véty, ditkaz této véty lze nalézt napt. v [4].

Lemma 2.1. Necht F je téleso charakteristiky p. Pak pro libovolné pFirozené cislo k

a libovolné dva prvky a,b € F plati (a + b)pk =a® + .
Véta 2.12. Kazdé konecné téleso je dokonalé.

Dikaz. Necht p je charakteristika télesa F. Zobrazeni f : F — F definované predpisem
f(a) = a? je homomorfizmus, nebot dle predchoziho lemmatu plati f(a+b) = (a +b)? =
a’+bP = f(a)+f(b) a f(a-b) = (a-b)? = aP-bP = f(a)-f(b). Zobrazeni f je monomorfizmus,
jelikoz f(a) = a? = 0, pravé kdyz a = 0. Zobrazeni f je izomorfizmus vzhledem k tomu,
ze F ma konecny pocet prvki. Necht a € F je libovolny prvek, pak existuje prvek oo € F
takovy, ze f(a) = a? = a. Prvek « je tedy kofenem polynomu x? — a a nyni staéi vyuzit

predchozi vétu [4]. O
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Resené piiklady

Priklad 2.1. Rozhodnéte, zda uvedeny polynom je nad danym télesem separabilni.

a) f=12>—2nad Q,

b) g = 2% — 2% — 6 nad Q,

c) h =25+ 8z + 2022 + 16 nad Q,
d) k= a2* + 423 + 22 — 2 nad Q.

Reseni:

a) f=2?—2nad Q.
Pii Teseni vyuzijeme definice 2.1, dle které je ireducibilni polynom nad danym télesem
separabilni, jestlize ma vsechny kofeny jednoduché.

Polynom f miizeme zapsat ve tvaru
f=2>-2= (:L‘—\/§> (x+\/§>

Polynom f je zfejmé ireducibilni nad @Q a méa vsechny kofeny jednoduché. Tedy dle

definice 2.1 je polynom f nad QQ separabilni.

b) g = z* — 2> — 6 nad Q.
Reseni bude analogické jako v ¢asti a).

Uvazujme substituci y = 22. Tedy g = y* — y — 6, ziejmé plati
g="(y—3)(y—2).
Po zpétném dosazeni do substituce dostaneme
g = <x+\/§> (:U—\/ﬁ) (:c—l—\/g) (a:—\/g)
Polynom ¢ ma vsSechny kofeny jednoduché, ale neni nad Q ireducibilni, jelikoz
g= (x2—2) (:172—3).
Tedy polynom ¢ neni nad QQ separabilni.

¢) h = 2%+ 8z* + 202% 4+ 16 nad Q.
Nejprve ovéfime, zda polynom h nema vicenasobné kotfeny. Uré¢ime nejvétsiho spoleéného

délitele polynomu h a h’, pokud tyto dva polynomy jsou nesoudélné, pak polynom h

18



ma vSechny kofeny jednoduché. Nejveétsi spolecny délitel polynomu h a jeho prvni de-
rivace uré¢ime s vyuzitim Euklidova algoritmu. (Symbolem ~ budeme znadit relaci byti
asociovany na mnoziné vSech polynomu.)

Derivace polynomu je
B = 62° + 322° + 401 ~ 32° + 162° + 20z.
Nésledné je popsan Euklidiv algoritmus pro uréeni NSD(h, h').

(325 + 242" + 6022 + 48) : (3z° + 1623 + 20x) = x
—32% — 162* — 2022
8zt + 402% + 48 ~ z* + 52° + 6

(32° + 162 + 20x) : (z* + 52? + 6) = 3z
—3x° — 1523 — 18z
3+ 2w

(2t 4+ 522 4+6): (2® +22) =2
—xt — 222

32246~ 2242

(23 +22): (22 +2) =2
—r3 — 2z
0

Tedy NSD(h, h') = 2 + 2, proto polynom f mé vicenasobné kofeny a neni separabilni
nad Q.

d) k = 2* + 42° + 2z — 2 nad Q.
Z Eisensteinova kritéria ireducibility plyne, Ze k je ireducibilni nad Q (hledané prvocislo
p = 2). Déle postupujeme analogicky jako v ¢asti ¢). Uréime NSD(k, k).

Derivace polynomu je
k' =42® +122° + 2 ~ 22° + 62° + 1.

NiZe je popsan Euklidiiv algoritmus pro urceni NSD(k, /).
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4 3 . (9,3 2 _ 1.1
(2 +42° + 20 —2) : (22° +62° + 1) = 50+ 5

—x* — 323 — %x

x?’—i—%m -2

—x® =327 — 1

—32°+ 3 -2~ 62> -3x+5

(62° + 1822+ 3) : (622 — 3z +5) =2 + I
—62° + 32% — bx
2122 — 5z + 3
21 35

S — 2 ~ 11z —29

(62 — 3z +5) : (11 —29) = Zo + 11

—622 + %x

141
141 4089
11 + 121
8783 |

121
Tedy NSD(k, k') = 1, proto polynom k mé vSechny koteny jednoduché. Polynom k je dle

definice 2.1 separabilni nad Q.

Pfiklad 2.2. Rozhodnéte, zda polynom f = x + 2u je separabilni nad té&lesem Q(u),
kde u je kofen polynomu g = 22 + x + 1.

Reseni:

Pti feseni postupujeme analogicky jako v pfedchazejicim piipadé.

Polynom ¢ je ziejmé ireducibilni nad Q, proto ani v/2u neni prvkem télesa Q(u). Tedy
polynom f je ireducibilni nad Q(u).

Rovnice f = 0 je binomickou rovnici. Tato rovnice ma zfejmé vSechny kofeny riizné, proto

polynom f méa vsechny kofeny jednoduché.

Tedy polynom f je separabilni nad Q.

Priklad 2.3. Rozhodnéte, zda uvedeny prvek je separabilni nad uvedenym télesem.

a) a =1+ 2 nad Q,

b) B = /1 + 2u nad Zs(u), kde u je algebraicky prvek nad Zs,
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¢) v = vVu?+ 2u nad Zs(u), kde u je algebraicky prvek nad Zs,
d) 6 = v +2 nad Zs, kde v je kofen ireducibilniho polynomu f = 22 + x + 2.

Reseni:

a) a =+/1++2nad Q.
Pri feSeni vyuzijeme definice 2.2. Nejprve nalezneme miniméalni polynom pro dany prvek
a rozhodneme, zda tento polynom je separabilni nebo nikoliv. Pfi hledani minimalniho

polynomu budeme postupovat jak bylo uvedeno v [18].

0

:
&

1
+12

(1++/2)3
+2f+2_1+2(1:)@_1+2a

2

| |
—_

X

(0%
CY
Oé
Oé
O./

Minimalni polynom pro prvek o nad Q je f = x* — 222 — 1. Néasledné hleddme koieny
polynomu f.

2

Zavedeme substituci y = 2? a uréime kofeny polynomu f = y? — 2y — 1 vzhledem k y.

Koreny polynomu f vzhledem k y jsou

Y2 =142

x1,2,3,4 = :i:\/ 1 :i:\/§

Odtud plyne, Ze polynom f je ireducibilni nad Q a ma vSechny kofeny jednoduché. Tedy

Polynom f mé kofeny

je separabilni nad Q, proto dle definice 2.2 je prvek « separabilni nad Q.

= /14 2u nad Zs(u), kde u je algebraicky prvek nad Zs.
Reseni je analogické jako v predchazejicim piipadé. Nejprve nalezneme miniméalni poly-

nom pro prvek 3 nad Zs(u).
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Odtud minimélni polynom pro prvek 3 nad Zs(u) je f = 23 + 2 + u. Zfejmé plati
- — 3
f=$3+2+u:x3+3(2+u)3:<x+32+u> .

Polynom f je nad télesem Z3(u) ireducibilni, ale ma trojnasobny koten, proto je nad Zsz(u)

neseparabilni. Tedy i prvek (3 je nad Zs(u) neseparabilni.

¢) v = Vu?+ 2u nad Zs(u), kde u je algebraicky prvek nad Zs,

Reseni je analogické jako v piedchézejicich ptipadech.

Minimalni polynom pro prvek v nad Zs(u) je f = 2% — u? — 2u.

Ztejmé plati

f:x6—(u2+§u):<zz:3—|— u2—|—§u) <a:3—\/u2—|—§u):
3 3 3 3
(:v +\V Vu?+ ?u) (x +V2Vu? + §u>
Minimalni polynom pro prvek v nad Zs(u) je neseparabilni, tedy i prvek v je neseparabilni

nad télesem Zs(u).

d) 6 = v* + 2 nad Zs, kde v je kofen ireducibilniho polynomu f = 2? + z + 2.
Nejprve nalezneme minimalni polynom pro prvek 6 nad Zs. Pti tpravach vyuzijeme toho,

ze prvek v je kofenem polynomu f, odtud v? = 2v + 1.

=1

Tedy miniméalni polynom pro prvek 6 nad Zs je f = 22 + 2z + 2.
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Ovétime, zda polynom f je ireducibilni nad Zs.

F(0)=2
F(1)=2
F@) =1

Odtud plyne, ze polynom f je ireducibilni nad Zs. Kofeny polynomu f jsou

T1,2 :§:|: \/5

Tedy polynom f je separabilni nad Zs, proto prvek ¢ je téz separabilni nad Zs.

Priklad 2.4. Urcete redukovany stupen polynomt nad uvedenymi télesy.
a) f=2%+1 nad Zs,
b) g = z'° + 22° + 1 nad Zs,
c) h = 22% +u nad Z3(u), kde u je algebraicky prvek nad Zj.
Reseni:
a) f=a%+1 nad Zs.
P1i feseni budeme vychazet z definice 2.4, podle které redukovanym stupném polynomu

rozumime pocet navzajem ruznych korenti ireducibilniho polynomu.

Nejprve rozhodneme, zda polynom f je ireducibilni nad Zs.
1
F(I)=2
2

Odtud plyne, Ze polynom f je ireducibilni nad Zs. Néasledné uré¢ime kofeny polynomu f.

Ziejmé plati

f:ﬁ+i:ﬁ_§:(ﬁ_¢@<ﬁ+¢@:

Polynom f mé dva navzajem rizné kofeny, tedy st,f = 2.
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b) g = 2! + 22° + 1 nad Zs.

Budeme postupovat analogicky jako v ¢asti a). Nejprve rozhodneme, zda polynom g je

ireducibilni nad Zs.

f0) =T
f(1)=3
f@)=2
f(3)=3
f(4)=1

Odtud plyne, ze polynom g je ireducibilni nad Zs. Nasledné budeme hledat kotfeny poly-

nomu g.

Zavedme substituci y = 2°. Polynom ¢ mtizeme pfepsat do tvaru
g=v’+y+1
Nalezneme kofeny polynomu g vzhledem k y.

—1+y1-4 -1

Y1,2 =

)
nol| H-
S
wll ool
I
|
H_
wl
o

Tedy plati
9= (y—i—ﬁ\/ﬁ) <y—§+§\/§) .

Po dosazeni do substituce dostaneme

g= (x5—§—§\/§> (a:5—§+§\/§> = (:c+ \ §+§\/§>5 (:c— \ §+§\/§)

Ziejme st,.g = 2.

¢) h =225 + u nad Z3(u), kde u je algebraicky prvek nad Z;.

5

Polynom h je zfejmé ireducibilni nad Zs(u). Néasledné budeme hledat kofeny polynomu

h pomoci postupnych algebraickych tprav.

g=22"+u=2(2"4+2u) =2(2° —u) =

zigﬁ_va)@%+ﬁn:§<x+@Eﬁ33<ﬂ+@Q%)

Polynom ¢g ma zfejmé dva rizné koreny, tedy st,.g = 2.
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Priklad 2.5. Urcete redukovany stupen nadtélesa nad uvedenymi télesy.

a) Zs(a) nad Zs, kde oo = V2 + 1,
b) Zs3(u, B) nad Zs(u), kde 3 = /u + 2, u je algebraicky prvek nad Zs,
c) Zs(u, v) nad Zs(u), kde v = ¥/u + 1, u je algebraicky prvek nad Z;.

Resent:
a) Zs(a) nad Zs, kde o = V241
Pii feseni vyjdeme z definice 2.5, podle které staci najit redukovany stupen piislusného
minimalniho polynomu.
Nejprve ur¢ime miniméalni polynom pro a nad Zs.
a®=1
ol =vV2+1
2=V +2V2+1
P = VP LT 4 VIV I+ T= VD 4T
=24 V2V 4T+ VP T4+ V2 4T+ =P +a+1
I

Odtud minimalni polynom pro prvek o nad Zjs je
f=a*+22°+22+2.

Derivace polynomu f je

Nésledné uréime NSD(f, f').

(2* +22°+2042): (23 +2) =0 +2
—zt — 2z
+22° +

— 23 —

== Nl

Odtud plyne, ze NSD(f, f/) = 1. Tedy polynom f mé vSechny kofeny jednoduché
a redukovany stupen minimalni polynomu prvku « nad Zjz je Ctyfi. Z c¢ehoz plyne,
ze [Z3(a) : Zs), = 4.
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b) Zs(u, 8) nad Zz(u), kde 3 = Ju + 2,
Reseni bude analogické jako v ¢4sti a). Nejprve nalezneme minimélni polynom pro prvek
B nad Zsz(u).

=T

Bt =<u+2

=V +Yu+1

FB=ut+ Vi + Ju+ 2V +2Yu+2=u+2

Minimalni polynom pro prvek [ je
f=a*—u—-2=234+2u+1.

Dale plati
_ ——\ 3
f=2*+2u+1= <x+ \ 2u—|—1> .

Redukovany stuperti polynomu f je jedna, tedy [Zs(u, «) : Zs(u)], = 1.

c) Zs(u, v) nad Zs(u), kde v = Yu + 1.
Nalezneme minimalni polynom pro prvek v nad Zsz(u),
=1
r=Yu+1
V=vVul+2¢u+1
7= VB + 2V + Su+ VR +2¢u+ 1=V + 1
vt = Vul+ Yu+ VP + 1
7 = Vb + V2 + V4 ut+ Vot + Sut VP +T = Vb + 20t + Vi +29u+ 1
6 = u+2V8 + Vul + VP + Vu? + u+ Vb + 2Vt + Vi + Ve +2¢u+ 1 =
2V + D)+ u+2=203+u+2
¥

Minimalni polynom pro v nad Zs(u) je
f=a%4+2%+2u+1
Nésledné budeme hledat kofeny polynomu f. Zavedme substituci y = 2. Pak plati

f=y*+y+2u+1
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Koreny polynomu f vzhledem k y jsou

Po dosazeni do substituce dostaneme
f=(a*-3u-T1) (a* +3Vu—T1).

Odtud

3

f= (:c+ m>3<$+ m) :

Polynom f mé pravé dva rtuzné kofeny, tedy [Zs(u, 7v) : Zs(u)], = 2.

Priklad 2.6. Urcete redukovany stupen nadtélesa Zs(u, «, () nad télesem Zs(u), kde
a=+vVu+T1ap = Ju+ 1 Dale oviite, zda je splnéno tvrzeni véty 2.4, a rozhodnéte,

zda dané rozsiteni je separabilni.

Reseni:

P1i feseni vyuzijeme véty 2.3, podle které plati
Zs(u, o, B) : Zz(w)], = [Zs(u, o, B) : Zs(u, )], - [Zs(u, @) : Zz(u)],.
Tedy staci najit [Zs(u, «) : Zs(u)], a [Zs(u, o, B) : Zs(u, a)],.

i) Uréime [Z3(u, ) : Zs(u)),

Nejprve hleddme minimélni polynom pro « nad Zs(u).

Minimalni polynom pro « nad Zs(u) je
L ——\3
f=2*+2u+2= <x+ \ 2u—|—2> .
Odtud [Zs(u, ) : Zg(u)], = 1.
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ii) Uréime [Z3(u, o, B) : Zs(u, o),
Vyuzijeme vysledku z predeslého piikladu, podle kterého minimalni polynom pro prvek

(3 nad Z3z(u, o) miizeme zapsat ve tvaru
3 3
r=(o+y2eva) (o4 yf2r2va)
Odtud plyne, ze [Z3(u, o, §) : Zs(u, o), = 2.

S vyuzitim dvou predchazejich vysledkti dostaneme

Zs(u, o, B) : Zs(w)], = [Z3(u, o, B) : Zs(u, &) [Zs(u, @) : Zs(u)], =1-2=2.

Zbyva ovéteni véty 2.4. Pii aplikaci véty na tento priklad dostaneme

Zs(u, o, B) : Zs(u)] = [Zs(u, a, B) : Zs(u)], - 3" (%)

Musime dokazat, ze existuje | € Ny spliujici predchazejici vztah.
Nejprve uréime [Zs(u, «, () : Zs(u)]. Podle véty o vicendsobném rozsifeni, uvedené v [18],
plati

(Z3(u, o, B) : Zg(u)] = [Z3(u, «, B) : Z3(u, )] - [Z3(u, o) : Zz(u))].

Minimalni polynom pro prvek « nad Zj(u) je t¥etiho stupné, tedy [Zs(u, «) : Zs(u)] = 3.
Miniméalni polynom pro prvek [ nad Zs(u, a) je Sestého stupné, tedy [Zs(u, o, () :
Zs3(u)] = 6.

Z predeslého plyne, ze [Zs(u, «, () : Zs(u)] =6 -3 = 18.

Po dosazeni do vztahu (x) dostaneme

18 =2-3%
9 =3
[ = 2.

Tedy hledané prirozené cislo [ existuje a je rovno dvéma.
Poslednim tkolem je rozhodnout, zda Zs(u, «, ) je separabilni rozsifeni télesa Zs(u).
Dle véty 2.6 je konec¢né rozsiteni separabilni, pravé kdyz je roven stupen rozsifeni redu-

kovanému stupni rozsiteni.
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Dale plati
(Z3(u, o, B) : Zs(u)] = 18,
[ZS(U> a, ﬁ) : ZS(”)L" =2
Je ziejmé, ze stupen rozsiteni Zs(u, a, ) télesa Zs(u) je rizny od piislusného reduko-

vaného stupné rozsiteni. Tedy dle véty 2.6 Zs(u, «, 3) neni separabilni rozsifeni télesa

Zg (u)

Priklad 2.7. Rozhodnéte, zda Zs(«) je separabilni rozsifeni télesa Zs, kde a = V241,
Reseni:
Reseni bude vychéazet z véty 2.6. Nejprve nalezneme miniméalni polynom pro prvek o
nad Zs.
0=1

ot = V2 +1

2 =V2+2V2 41

0f =243V 4 3V2+T =3V + V3+343+2V2+2=30% + 20 + 3

2a

Q
Il

24/2
—_——

3a2

Minimalni polynom pro « nad Zs je
f=a*+22%+3x+2.
Polynom f je tfetiho stupné, tedy [Zs(«) : Zs] = 3.
Néasledné uréime derivaci polynomu f.
f' =32 +4x +3.
Déle ur¢ime NSD(f, f').

(23 +22°+32+2): 322 +4x+3) =22 +3

—x3 =322 - =z

Za:'2—|—§x+§
42?2 —2x — 4
3~1

Odtud plyne, ze NSD(f, f') = 1, proto polynom f méa vSechny kofeny jednoduché, a tedy
[Z) : Zs), = 3.

Rozsifeni Zs(«) télesa Zs je separabilni, jelikoz jsou splnény podminky véty 2.6.
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Priklad 2.8. Rozhodnéte, zda téleso Zs je dokonalé.

Reseni:

P1i feSeni vyuzijeme vétu 2.11. Z této véty plyne, ze kazdy z polynomi
23,28 +1, 23+ 2

musi mit koren v Zs.

Ziejmé plati
0 € Zs je kofenem polynomu z2,
1 € Zs je kofenem polynomu z* + 2,

2 € Z3 je kofenem polynomu 2 + 1.

7 veéty 2.11 plyne, zZe téleso Zs je dokonalé.
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Cviceni
Cviceni 2.1. Rozhodnéte, zda uvedeny polynom je separabilni nad uvedenym télesem.

a) f=x%— "7z — 6 nad Q,

b) g = 2° — 3 nad Q,

c) h =25+ 23 4+ u nad Zs3(u), kde u je algebraicky prvek nad Zj,
d) k = 22*+ 22% + 2 + 2 nad Zs.

[a) kofenem polynomu f je zfejmé 1 € Q, polynom f neni ireducibilni nad Q, tedy
polynom f neni separabilni nad Q; b) rovnice g = 0 je binomickou rovnici, jejiz vSechny
koreny jsou rizné, ani jeden z téchto kofeni neni prvkem télesa Q, tedy polynom g je
separabilni nad @Q; c) kofeny polynomu A jsou 5{’/ 2+ \/ﬁ, 5\3/ 2+ Qm, tyto
kofeny jsou trojnasobné, polynom je zfejmé ireducibilni nad Zsz(u), tedy polynom h je
neseparabilni nad Zz(u); d) polynom k je ireducibilni nad Zs, NSD(k, k') = 1, tedy

polynom k je separabilni nad Zj]

Cviceni 2.2. Rozhodnéte, zda dany prvek je separabilni nad uvedenym télesem.

a) a =2+ /3 nad Q,

b) B = Yu+ 2u nad Zs(u),

c)y= V2 + v nad Zs, kde v je kofenem ireducibilniho polynomu f = 22 + x + 2 nad
Zs.

[a) minimalni polynom pro a nad Q je polynom f = x* — 1022 + 1, ktery je separabilni
nad Q, tedy prvek a je separabilni nad Q; b) polynom g = 2% + u? + 2u je minimalni
polynom pro prvek 3 nad Zs(u), polynom g je neseparabilni, tedy prvek 3 je neseparabilni
nad Zs(u); ¢) polynom h = z*+ 2%+ je minimélni polynom pro prvek v nad Zs, polynom

h je reducibilni, proto neni separabilni nad Zs, tedy prvek v neni separabilni nad Zs]

Cviceni 2.3. Urcete vSechny polynomy tfetiho stupné ze Zs|x], které jsou nad Zs sepa-

rabilni.

[@3+20+1, 234224+ 2, 2+ 22 +2, 3+ 22 + o+ 2, 23+ 22 + 20+ 1, 23+ 222+ 1, 23 +
202 +x + 1, 2° + 222 + 27 + 2]

Cviceni 2.4. Urcete redukovany stupen polynomu nad uvedenym télesem.

a) f=2°+5 nad Q,
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b) g = 2® + 22% + 2 nad Zs,
c) h =23 — u nad Zs(u).

[a) st. f =5;b) st,g=2;c) st, h=1]

Cviceni 2.5. Urcete redukovany stupen nadtélesa nad uvedenym télesem.

a) Zs(u, a) nad Zs(u), kde a = v/u + 1, u je algebraicky prvek nad Zs,
b) Zs(u, B) nad Zs(u), kde 8 = v/u — 2, u je algebraicky prvek nad Zs.

[a) [Zs(u, @) : Zs(u)l, = 1; b) [Zs(u, B) : Zs(u)], = 2]
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3 Galoisovy grupy a jejich vlastnosti

V této kapitole vyuzijeme pojmi z pfedeslych dvou kapitol k zavedeni Galoisova
rozsifeni télesa. Uvedeme vlastnosti automorfizmi, na zakladé nichz budeme konstruovat

Galoisovu grupu. V néasledujici definici bude zaveden pojem Galoisovo rozsiteni.

Definice 3.1. Kazdé konec¢né separabilni normalni rozsifeni K télesa F nazveme Galoi-

sovym rozsifenim télesa F.

Necht K je rozsifeni télesa F. Ozna¢me G(K, F) mnozinu vSech automorfizmu télesa
K, pro které plati, ze vSechny prvky z télesa [ zobrazi identicky na sebe. Takové automor-
fizmy nazveme F-automorfizmy. Je ziejmé, ze G(K, F) je grupou vzhledem k operaci

skladani zobrazeni.

Definice 3.2. Grupu G(K, F) v8ech F-automorfizmi Galoisova rozsifeni K télesa F na-

zveme Galoisovou grupou K nad F.

Definice 3.3. Rekneme, Ze prvky «, (3 z nadtélesa K télesa IF jsou konjugované nad F,

jestlize maji stejné minimalni polynomy.

Ve vétach 3.1 a 3.2 bude popsan vztah mezi prvky Galoisovy grupy a konjugovanymi
prvky.

Véta 3.1. Necht K je Galoisovo rozsitent télesa F a necht ¢ € G(K, F). Pak pro kazdy
prvek o € K plati, Ze proky o, p(a) jsou konjugované nad F.

Diikaz. Necht f = a,z™ + ... + a1x + ag € Flz]| je minimélni polynom prvku «. Pak

flp(a)) = an(p(a))+. .. +a1(p(a)) +ag = ¢(f(a)) = 0. Tedy f je minimalni polynom
prvku () a prvky «, ¢(a) jsou konjugované nad F [4]. O

Lemma 3.1. Necht K je algebraické rozsiteni nekonecného télesa F a necht proky aq, . . .,
a, € K jsou separabilni nad F. Je-li 3 € K, pak existuje prvek v € K takovy, Ze
Flay, ..., an, ) =F(9).

Definice 3.4. Prvek 9 z predchoziho lemmatu nazveme primitivnim prvkem télesa

F(ay, ..., an, B) nad F.

Véta 3.2. Necht K je Galoisovo rozsiteni télesa F a prvky o, 8 € K jsou konjugované
nad F. Pak ezxistuje prvek ¢ € G(K, F) takovy, Ze § = ¢(a).
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Diikaz. Predpokladejme, ze prvky «, f € K jsou konjugované nad F. Pak télesa F(a),
F(3) jsou kofenové télesa minimélniho polynomu prvki «, . Kazda dvé kofenova nad-
télesa ireducibilniho polynomu nad F jsou F—izomorfni. Proto existuje F—izomorfizmus
n : F(a) — F(5) takovy, ze n(a) = (. Jelikoz K je konecné separabilni rozsifeni télesa
F(«), existuje podle lemmatu 3.1 primitivni prvek ) télesa K nad F(«). Necht f je mini-
malni polynom prvku 9 nad F(«) a necht ¢ : F(«)[z] — F(S)[x] izomorfizmus indukovany
izomorfizmem 7, pro néjz plati ¢)(h) = n(ag)z°+. . .4+n(a,)z™ pro h € F(a)[z]. Je-li g mini-
malni polynom prvku ¥ nad I, pak f|g v F(a)[x] a ¢(f)|g vzhledem k tomu, Ze ¢(g) = g.
Jelikoz polynom g ma kofen ¢ v K, lezi vSechny kofeny polynomu ¢ a vSechny koteny
polynomu ¢ (f) v télese K. Tedy existuje izomorfizmus ¢ : F(«, ¥) — F(3, ¢') takovy,
ze ¢ Ir@y=n a e(v) =1, kde ¥ je né&jaky kofen polynomu #(f). Jelikoz F(c, ¥) = K,
plati p € G(K, F) [4]. O

Nasledujici dvé véty charakterizuji Galoisovy grupy, urcuji pocet prvki a jejich rad.
Véta 3.3. Necht K je Galoisovo rozsitent télesa F. Pak |G(K, F)| = [K : F].

Dikaz. Necht 9 je primitivni prvek télesa K nad F a 94, ..., ¥, jsou kofeny minimélniho
polynomu f prvku 9 nad F. Nechf ¢ je libovolny prvek z G(K, F). Dle véty 3.1 ¢(9) = 9,
pro nékteré j = 1, ..., n, tedy |G(K, F)| < n = [K : F|. Na druhé strané dle véty
3.2 pro kazdé j = 1, ..., n existuje prvek ¢ € G(K, F) takovy, ze ¢(¢) = ¥;. Proto
K:F] =n<|GXK, F)|, tedy |G(K, F)| = [K: F] [4]. O

Véta 3.4. Necht K je normadlni rozsirent stupné n nad télesem F. Pak G(K, F) je koneénd

grupa radu n.

Diikaz. Necht K je normélni rozsifeni stupné n nad télesem F. Pak existuje prvek
takovy, ze K = F(/3). Necht n je stupenn minimalniho polynomu f prvku  nad F. Stupen

rozsiteni K nad [F je n a kazdy prvek a € K lze zapsat ve tvaru
a=ag+afB+... a1 ag, ..., an_q €F.

Kazdy automorfizmus ¢ € G(K, IF) zobrazi kofen /3 na néktery kofen polynomu f. Tedy
kazdému ¢ € G(K, F) odpovida néktery kofen polynomu f.
Piedpokladejme, Ze (3’ je néktery kofen polynomu f. JelikoZ K je normalni rozsiteni

a (€K, taki g € K. Uvazujme zobrazeni ¢ : K — K definované vztahem

m—1

¢(a)=&o+a15'+...+an—1ﬁ L agy -y Qy_q €T,
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Ziejmé ¢ € G(K, F).
Existuje tedy bijekce mezi automorfizmy z G(K, F) a kofeny polynomu f, tedy fad
G(K, F) je roven poctu kofenu f, tj. n [12]. O

Definice 3.5. Necht K je Galoisovo rozsifeni télesa F a necht H je podgrupa Galoi-
sovy grupy G(K, F). Mnozinu K(G, H) = {a € K : ¢(a) = a V¢ € H} nazveme

invariantnim télesem podgrupy H.

Déale budou uvedeny dvé véty bez dikazu, které vyuzijeme k dikazu véty 3.7. Dikazy

téchto vét lze nalézt napt. v [4].

Véta 3.5. Necht K je Galoisovo rozsiteni télesa F a necht H je podgrupa Galoisovy grupy
G(K, ). Pak K(G, H) je podtéleso télesa K obsahujici F. Je-li H normdlni podgrupa
grupy G, pak K(G, H) je normdlni rozsirent télesa F.

Véta 3.6. Necht K je Galoisovo rozsitent télesa F a necht F C I C K je mezitéleso. Je-li
G(K, F) Galoisova grupa télesa K nad F, pak G(K, L) = {¢ € G(K, F); ¢ [L= 1L} je
podgrupa grupy G(K, F). Je-li I normdlni rozsiteni télesa F, pak G(K, L) je normdlni
podgrupa v G(K, F) a« G(L, F) = G(K, F)/G(K, L).

Nésledné bude uvedena hlavni véta Galoisovy teorie. Vyznam této véty je znacny, jelikoz

prevadi zkouméni normélnich rozsiteni na zkoumani podgrup Galoisovy grupy.

Véta 3.7. Necht K je Galoisovo rozsiteni télesa F o G(K, F) Galoisova grupa K nad F.
Necht ® je zobrazeni mnoZziny viech podgrup grupy G(K, F) do mnoZiny vsech mezitéles
F C L C K definované pro H < G(K, F) predpisem ®(H) = K(G, H) = {a € K :
o(a) = a pro kazdé p € H}. Necht ¥ je zobrazeni mnoZiny vSech mezitéles F C L C K
do mnoziny vsech podgrup grupy G(K, F) dané predpisem ¥(L) = G(K, L).
Pak plate:
i) ® a ¥ jsou bijekce, které jsou navzdjem inverzni,
i) ® a ¥ indukuji vzajemné jednoznacénd zobrazeni mezi mnoZinamsi vsech nor-
malnich podgrup grupy G(K, F) a vsech mezitéles normdlnich nad T,
wi) [®(H) : F] =[G : H], K : ®(H)] = |H| pro kaZdou podgrupu H grupy
G(K, F).
w) [L:F]=[G:¥Y(L), [K:L]=|¥L)| pro kazdé mezitéleso F C L. C K.
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Diikaz.

a) Jelikoz (L) = G(K, L), je dle véty 3.3 |¥(L)| = [K: L].

b) Ukézeme, Ze pro kazdou podgrupu H < G(K, FF) je [K : ®(H)] = |H|. Ozna¢me
L = ®(H). Jeli K = G(K, L) Galoisova grupa K nad L, pak zfejmé H < K. Necht
déle ¢ je primitivni prvek télesa K nad L. Uvazujme polynom f € L[z| stupné n, ktery
je minimélnim polynomem prvku ¢. Zfejmé plati [K : L] = n a z véty 3.3 plyne [K :
Ll = |K|. Je-li H={1 =1, pa, ..., pn} a g = ﬁ(m — ©i(9)), pak pro kazdé ¢ € H

=1
plati H = {pv1, v, ..., por}t. Oznac¢me VU : Klz] — K|z] izomorfizmus indukovany ¢.
h

Plati U(g) = [[(z — pwi(9¥)) = g, a tedy g € L|[x]. Polynom g je délitelny polynomem f,
i=1
jelikoz g(¥) = 0. Tedy st f = |K| < stg = |H|. Odtud H = K, tudiz [K: ®(H)] = [K:
L) = |K| = |H].
c) Dle véty 3.3 je [K: F] = |G| a dle a) plati [K : L] = |¥(LL)|. Odtud dostaneme

K : F] B |G|

[L:TF] = K L~ [0 =[G :¥(L)].
Tim bylo dokézano tvrzeni iv).
d) Dle b) je [K: U(H)| = |H|, z ¢eho vyplyva
o KT Gl _
[\I/(H)IF]—[K T (H) E—[G H]

Tim bylo dokézano tvrzeni 7).

e) Nyni jiz lze snadno dokézat tvrzeni 7). Necht W®(H) = {9 € G(K, F) : ¢ [om=
loamy} = {p € GIK, F) : p(a) = a prokazdé a € ®(H)} O H a PY(L) = {a € K :
(o) = a pro kazdé ¢ € ®(LL)} D L. Podle i) a iv) plati

‘ B |G : H] B G : H| _[G:H]_
[WQGD'Hi_[G:W@Gﬂ]_[¢Uﬂ:F]_[G:H]_l’
DU(L) : L] = K : L] _[K:L]_[K:]L]:L

K:®U(L) |¥(L) [K:L]
Tedy pro kazdou podgrupu H grupy G(K, F) je V®(H) = H a pro kadé mezitéleso
FCLCK je ®U(L) = L.
f) Tvrzeni i) vyplyva z tvrzeni i) a z vét 3.5 a 3.6 [4].
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Dusledek 3.1. Necht K je Galoisovo rozsiteni télesa F a necht G(K, F) je Galoisova
grupa télesa K nad F. Pak prvek a € K lezi v F, pravé kdyz p(a) = « pro kaZdé
v € GK, F).

Nésledujici véta dale charakterizuje zobrazeni z véty 3.7. Dtikaz této véty lze najit napft.
v [9].

Véta 3.8. Zobrazeni ¥ : L — G(K, L) (z véty 3.7) zobrazuje svaz viech mezitéles
Ly, Lo, ... na svaz vdech podgrup grupy G(K, F). Jestlize Ly C Lo, pak G(K, L;) D
G(K, Ly).
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Resené piiklady

Priklad 3.1. Naleznéte konjugované prvky k danym prvkim nad uvedenym télesem.

a) a=+v/341nad Q,
b) 3 = V4 nad Zs,
¢)y=+v1++3nad Q.
Reseni:
a) a=+/3+1nad Q.
Dle definice 3.3 konjugované prvky jsou ty, které nad danym télesem maji stejné mini-
malni polynomy.
Nejprve ur¢ime miniméalni polynom pro a nad Q.
a’ =1
al=V3+1
o? = V3 +293+1
a3:3+3€/§+3€/§+1:3(§’@+2%+9—3\7§+1:3a2—3(;¢§j_1/)+4=

a? @

=3a®>—-3a+4

Minimalni polynom pro prvek o nad Q je
f=a*—=32>+32 — 4.

Koreny polynomu f jsou

T =V3+1,
szZ%(%)—I—l,

7 véty 3.1 plyne, Ze prvky x1, x9, x3 jsou konjugované s prvkem « nad Q.
b) 8 = V4 nad Zs.

Pri feSeni postupujeme analogicky jako v predchazejicim pripadé.

Uréime minimalni polynom pro prvek § nad Zs.

=1
Bt =1
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3=V
=1

Minimalni polynom pro prvek 3 nad Zs je g = 23 — 4, ktery mtizeme rozlozit do nésle-

gz(x—ﬁ) <x2+io’/ix+\3/?>.

dujiciho tvaru

Kofeny polynomu ¢ jsou

3/=

4,
Vi VP VT _ ¥ 3 _ 5 (3435

Ir =

X2, 3

Prvky z1, w9, x3 jsou konjugované s prvkem [ nad Zs, dle véty 3.1.

0)7:\3/1+\/§nad(@.

Uréime minimalni polynom pro prvek v nad Q.

73

Minimalni polynom pro prvek v nad Q je
h=a2%—223—2.

Kofeny polynomu 4 jsou

= VTV (255).
Ty =\ 1+\/§<_1_2i\/§) ;
z5 = V/1- \/§<_1J§“/§> )
T6=V1— \/5(*1*“/5) .
Tedy prvky xy, ..., x¢ jsou konjugované s prvkem ~ nad Q.
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Priklad 3.2. Urcete Galoisovu grupu uvedeného rozsireni. Dale urcete zobrazeni z véty 3.7

mezi vSemi podgrupami a podtélesy.

a) Q (1v/3, V2) nad Q,
b) Q (v2, V3) nad Q
Reseni:
2) Q (iv/3, ¥3) nad Q
Dle véty 3.1 kazdy Q-automorfizmus, tedy prvek Galoisovy grupy G(Q(v/2, iv/3), Q),

musi zobrazit /2 na prvek s nim konjugovany a iv/3 na prvek s nim konjugovany.

1. Uréime vechny konjugované prvky s prvkem iv/3 nad Q.
Minimélni polynom pro prvek iv/3 nad Q je

f=a2*4+3.
Koreny polynomu f jsou

T1,2 = :I:Z\/g

Odtud prvky z;, =2 jsou konjugované s prvkem iv/3 nad Q.

2. Uréime vSechny konjugované prvky s v/2 nad Q (Z\/g) .
Minimélni polynom pro /2 nad Q (2\/5) je

g=x>—2.

Kofeny polynomu g jsou

Ty = \3/57
Ta3 = V2 (—7&2@'\/?’) :

Tedy prvky z1, s, 3 jsou konjugované s prvkem +v/2 nad Q (Z\/g) .
Odtud prvky Galoisovy grupy G (Q (2\/§, \3/5) , Q) zfejmé jsou
[ [0
¥1 Z\/§}—)Z\/§7 P2 Z\/§|—>—Z\/§7
V2 V2 (248

V2 V3 (27
iV3— —iV3

©3 ) Pq =
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V2 V2 (21522) V2 V2 (H525)
V31— iv3 V31— —iV/3
Nize bude uvedena tabulka pro operaci skladani zobrazeni mezi prvky Galoisovy grupy

G (Q(iv3,V2), Q).

O |¥P1 P2 P3 P4 P5 Pe
Pr|¥P1 P2 P3 P4 Y5 L6
P2 | P2 P1 P4 Y3 Pe P5
P3| P3 P4 P5 Y6 Y1 P2
Pa|Pe P33 P P5 P2 L1
P5 | ¥P5 P L1 P2 P3 P4
$6 | Y6 Y5 P2 L1 P4 P3

PYs = ) Ve =

Z vyse uvedené tabulky ur¢ime vSechny podgrupy Galoisovy grupy G (Q (@\/3, \3/5) , Q) .

a) jednoprvkova ({¢1}, o),
b) dvouprvkova ({¢1, pa}, o),

C) tﬁprvkové ({9017 ©3, (105}7 O)a
d) éeStiprVkOVéJ ({Splu Y2, ¥3, P4, P5, 906}7 O) = G<Q(l\/§’ \3/5)7 Q)

Poslednim tikolem je najit zobrazeni ® ze svazu vSech podgrup do svazu vSech mezitéles.

d
{e1, w2} {w1, 3, @5} Q(\B/E) Q(Z\/g)

VA

{901}

Vztah mezi podgrupou a mezitélesem v zobrazeni ® je takovy, ze vSechny prvky z dané
podgrupy Galoisovy grupy G (Q (Z\/g, \?75) , Q) ynechaji na misté* vSechny prvky z pri-

slusného mezitélesa.

Tedy zfejmé plati

O({p1}) =Q(iv3, V2), ({1, 3, p5}) = Q (iV3) ,
({1, 2}) =Q (V2), D({p1, P2, ©3, Y1, P5, w6}) = Q.
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b) Q (v2, V3) nad Q.
1. Uréime vechny konjugované prvky s v/2 nad Q.
Minimélni polynom pro prvek v/2 nad Q je

f=a*-2.

Kofeny polynomu f jsou

X1,2 = :|:\/§

Odtud prvky zi, =5 jsou konjugované s prvkem /2 nad Q.

2. Uréime vSechny konjugované prvky s v/3 nad Q (\/5) .
Minimélni polynom pro v/3 nad Q (\/§) je

g=ax*-3.

Kofeny polynomu ¢ jsou

T1,2 = +/3.
Tedy prvky z1, z» jsou konjugované s prvkem /3 nad Q (\/5)
Odtud prvky Galoisovy grupy G (Q (\/5, \/§) , Q) jsou

[ Viev2 VIR
S VTS S VS

V33 ATl VB -3

Nésledné bude uvedena tabulka pro operaci skladéni zobrazeni mezi prvky Galoisovy

grupy G (Q (V2, v3) , Q).

@Z{ﬁH—ﬁ {ﬁH—ﬁ

° |p1 P2 Y3 P4
P1|P1 P2 P3 P4
P2 | P2 V1 Pa L3
P3| ¥P3 Pa 1 P2
Pa|Pe P33 P2 P1
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7 vyse uvedené tabulky urc¢ime vSechny podgrupy Galoisovy grupy G (@ (\/5, \/§) , @) .

a) jednoprvkova ({1}, o).

b) dvouprvkové ({9017 <P2}, o), ({901’ 903}7 O)v ({9017 @4}, O)?
c) ctyiprvkova ({1, w2, @3, ¢a}, 0).

Poslednim tkolem je najit zobrazeni ® ze svazu vSech podgrup do svazu vSech mezitéles.

{1, ., pa} Q(v2, V3)
o,
{1, e2Her, wsHer, pa} Q(v2) Q(v3) Q(v2- Vv3)
{1} Q
Vzhledem k definici zobrazeni ® z véty 3.7 plati
o({x}) =Q(v2, v3), o({p1, v2}) =Q(v2),
D({p1, 3}) =Q (\/3) ) D({p1, pa}) =Q (\/§ \/§> )

D({p1, @2, 3, pa}) = Q.
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Cviceni

Cviceni 3.1. Urcete konjugované prvky k danym prvkim nad uvedenym télesem.
a) a = v/2 nad Q,
b) 6= V1+ V2 nad Zs,

¢) v =2V2+2 nad Zs.
[a) prvky 219 = £v/2, 734 = Fiv/2 jsou konjugované s prvkem a nad Q; b) prvky z; o =
V142, T34 = VI+V2 (§ + g\/i) , Tp6 = V1+V2 (§ — §\/§> jsou konjugované

s prvkem f3 nad Zs; ¢) prvky @1 9 =2+ V2 jsou konjugované s prvkem - nad Z;]

Cviceni 3.2. Urcete Galoisovu grupu uvedeného rozsiteni. Dale urcete zobrazeni z véty 3.7
mezi vSemi podgrupami a podtélesy.

a) Zs (\/5, \3/§> nad Zs,
b) Zs <\/§> nad Zs.

[a) prvky Galaisovy grupy G (Zg (\/5, \3/§> ; Z:s) jsou

[ V22 [ V22 [ V22

R [T A U TS V) A (R GRS 6 Vo)
(VB Vi (Ve i (Vi3

L B U R W FUR T B V) B W6 TN 1 . ) B

Podgrupy Galoisovy grupy G <Z5 <\/§, \3@) : Zs) jsou

({901}7 0)7 ({8017 904}7 0)7 ({(}017 2, ¢3}7 0)7 ({9017 P2, L3, P4, 9057(106}7 O)'
Pro zobrazeni ® plati

o({p1}) = Zs (V2, V2) | ({1, oa}) = Zs (V2).

q)({gph ©2, 903}) = Z5 <\/§> ) (D<{9017 P2, ¥3, P4, Ps, QDG}) = Z5'

b) prvky Galoisovy grupy G (Zg (ﬁ) ; Z3> jsou

pr: V2 V2 g2 V2 —V2,
s V2 V2VZ, 011 V2 —V2V2.
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Podgrupy Galoisovy grupy G <Z5 <\4/§> ) Zs> jsou

({901}7 0)7 ({9017 902}’ O)’ ({9017 P2, ¥3, 904}a O)'

Pro zobrazeni ® plati

2({p1}) = Zs (V2). 2({p1, ¢2}) = s (V2),
({1, 2, 3, pa}) = ZLs ]
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4 (aloisovo cyklické rozsireni

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi Galoisovy grupy separabilnich poly-
nomt. Dale budeme studovat vlastnosti Galoisovych cyklickych grup a Galoisova cyklic-

kého rozsitfeni.

Definice 4.1. Galoisovou grupou separabilniho polynomu f € F[z| rozumime

Galoisovu grupu rozkladového télesa K polynomu f nad F.

Definice 4.2. Galoisovo rozsifeni K télesa F nazveme Galoisovym komutativnim

rozsifenim, je-li pfislusnd Galoisova grupa G (K, IF) abelovska.

Definice 4.3. Galoisovo rozsifeni K télesa F nazveme Galoisovym cyklickym rozsi-

Fenim, je-li pfislusna Galoisova grupa G(K, F) cyklicka.
Definice 4.4. Té¢leso, které nema zadna vlastni podtélesa, nazveme prvotélesem.
Nyni bude uvedena véta bez diikkazu, kterou vyuzijeme k dikazu véty 4.2.

Véta 4.1. Necht F je prvotéleso, n prirozené cislo, pro které plati, Ze neni délitelné
charakteristikou télesa F. Ddle necht K je rozkladové téleso polynomu f = x™ — 1. Pak
mnozina vsech korent polynomu f tvori cyklickou podgrupu multiplikationi grupy télesa

K generovanou libovolnou primitivni n-tou odmocninou z jedne.
Dikaz véty 4.1 lze nalézt napf. v [4].

Definice 4.5. Zobrazeni ¢ : N — N udavajici pocet vSech pfirozenych ¢isel mensich nez

n a soucasné nesoudélnych s n nazveme Eulerovou funkci.

Véta 4.2. Necht' F je téleso a n je pFirozené ¢islo, které neni délitelné charakteristikou
telesa IF. Galoisova grupa polynomu f = x™ — 1 je izomorfni s nékterou podgrupou grupy
vsech jednotek okruhu Z,. Rozkladove téleso K polynomu f je komutativnim rozsirenim
telesa F. Je-li F = Q, pak Galoisova grupa polynomu f je izomorfni s multiplikationi

grupou vsech jednotek okruhu Z, a md rad ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce.

Diikaz. Necht ¢ je primitivni n-t4 odmocnina z jedné. Ziejmé K = F(¢J). Necht o €
G(K, IF), pak o(?) je konjugovany prvek k prvku 9. Tedy o(9) je primitivni n-t4 od-

mocnina z jedné. Zfejmé z predchazejici véty a z véty 17.5 z [3] plyne existence k € N
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nesoudélného s n, pro které plati o(¥)) = ¥*. Ozna¢me k tiidu k+ {n} faktorového okruhu
Z,, obsahujici k a polozme ®(p) = k, kde ® je zobrazeni grupy G(K, F) do grupy vsech
jednotek okruhu Z,. Necht ¢ € G(K, F) je libovolny dalsi prvek, ¢/ (J) = ¢, kde I € N.
Tedy o1)(9) = o(9') = 9*. Odtud ®(py)) = H=F = O(0)®(¢) a tedy ® je homomorfi-
zmus. Je-li o takovy prvek, ze ®(o) = 1, je o(¥) =9 a ¢ = 1. Tedy Ker ® = {1}.
Zbyvé dokazat, ze pro F = Q je homomorfizmus ® surjektivni. Necht &k € Z, je
libovoln4 jednotka. Ziejmé NSD(n, k) = 1, proto ¥* je primitivni n-t4 odmocnina z jedné.
Nechf aq, g, ..., a; jsou pravé vSechny n-té odmocniny z jedné. Uvazujme polynom
fo=(r—a))(x—a) ...  (x — a,). Tento polynom je ireducibilni (to dokazuje véta
39.16 z [4]). Jelikoz polynom f,, je ireducibilni, pak prvky ¥ a 9* jsou konjugované nad Q.
7 véty 3.2 plyne existence prvku o € G(K, F), pro ktery plati o(9) = 9*. Proto ®(0) = k
a rovnost |G(K, F)| = ¢(n) plyne z definice Eulerovy funkce [4]. O

V nasledujici vété je charakterizovano za jaké podminky je pfislusné rozkladové te-
leso polynomu cyklické rozsiteni. Tato véta bude uvedena bez diikazu, jelikoz je pfimym

disledkem predchézejici véty.

Véta 4.3. Necht F je téleso a q prvocislo, rizné od charakteristiky télesa F. Pak roz-
kladové teleso K polynomu x99 — 1 je cyklickym rozsirenim télesa F. Je-li F = Q, pak

Galoisova grupa polynomu x? — 1 je izomorfni s multiplikationi grupou télesa Z,.
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Resené piiklady

Priklad 4.1. Urcete Galoisovu grupu separabilniho polynomu nad uvedenym télesem.

a) f=z*—22% + 2 nad Q(i),
b) g = 2° — 3 nad Zs.

Reseni:
a) f=a*—22% + 2 nad Q(i).
Dle definice 4.1 Galoisovou grupou separabilniho polynomu nad uvedenym télesem rozu-

mime Galoisovu grupu rozkladového télesa tohoto polynomu nad danym télesem.

1. Uréime rozkladové téleso polynomu f nad Q(7).
Nejprve nalezneme kofeny polynomu f.
Zavedme substituci y = 2%. Tedy f = y? — 2y + 2.

Kofeny polynomu f vzhledem k proménné y jsou
y=1+1.

Po zpétném dasazeni do substituce dostaneme koreny polynomu f vzhledem k z, tj.

X1,2 = :l:\/l +Z,
X34 = :|:\/1 — 1.

Oznatme o =1+, f=+/1—1.

Tedy rozkladové téleso polynomu f je Q(i, a, [3).

2. Uréime prvky Galoisovy grupy G(Q(i, «, 3), Q(7)).

i) Minimdlni polynom pro prvek a nad Q(¢) je
fi=a2*—(141).

Kofeny polynomu f; jsou

X1,2 = +a.

i) Minimdlni polynom pro prvek 5 nad Q(i) je

f2:$2—(1—i).
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Koreny polynomu f5 jsou

T1,2 = :l:ﬂ
Odtud prvky Galoisovy grupy G(Q(i, a, ), Q(i)) jsou
a— a—
Y1 = ) P2 = )
B p B =0
a— —a a— —a
Y3 = ) pg = .
p— 0 f—=p

Tabulka pro operaci sklddani zobrazeni mezi prvky grupy G(Q(i, a, ), Q()) je ve tvaru.

O | Y1 P2 Y3 P4
1| ¥P1 P2 Y3 P4
P2 | P2 P1 Pa P3
P3| P3 P4 P1 P2
Pa|Pe Y3 P2 ¥1

b) g = 2° — 3 nad Zs.

Budeme postupovat analogicky jako v ¢asti a).

1. Ur¢ime rozkladové téleso polynomu ¢ nad Zs.
Nejprve nalezneme kofeny polynomu g.

Ziejmé lze polynom g rozlozit do nasledujicho tvaru
g==x §:<x—\/§)(x3+\/§>.
Dale plati
g = (x— %) <x2+{f/§x+ \6/?> (x—i— %) <x2— %x—i— W)

Odtud kofeny polynomu g jsou

71 = V3,
—WN\/_AL\/_ \/—( i )

X2, 3 =

Ty — —\/_,

collcol
I
ol

2

<§i§\/§),
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rpo = VAT 5 (11) 3 43 (3.43v3).
Tedy rozkladové téleso polynomu g je Zs (\/5, \7§> :

2. Ur¢ime prvky Galoisovy grupy G <Z5 (\/5, \/§> , Z5> .

i) Minimdlni polynom pro V2 nad Zs je

G =2 —2.
Kofeny polynomu ¢; jsou
T1,2 = jZ\/§7
ii) Minimalni polynom pro V3 je
g =2%-3

Kofeny polynomu g, jsou

T, = V3,
T3 %(5—1—3\/5),
13:%(5_3@,
2= —V3,
:135:\G/§<§+§\/§>,

xﬁzﬁ(g—éﬁ).

Ztejmé prvky Galoisovy grupy G <Z5 (\/5, \6/§> , Z5> jsou

B V2 V2 B V21— 12

LR B SR 727 V3 3
B V32— V2 _ V32— V2

P VB VBE+3VE) T VB VBE-3VE)
B V32— V23 B V32— V2

7Y VB V3B +3VE) 7Y B VEBE-3VE)
Vil V3 (VB3

Tl Be s R UG
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— \/5'_)
P9 = \(y§'_>

90112{

V2

V32 +3V2)

V2 —V2
V3 V33B+3V2)

— \/5'—>
P10 = 3

90122{

Tabulka pro skladani zobrazeni mezi prvky Galoisovy grupy G <Z5 \/5, V'3

V2
V3(2 -

V25 —V2
V31— V33 -3V2)

ve tvaru.

O |1 Y2 Y3 P4 Y5 PYe PT P8 P9 Yo P11 P12
Y1 | P11 P2 P33 Pa Ps Yo Y7 P8 P9 Yo P11 P12
P2 | P2 Y1 P P55 P4 P3 P8 Y7 P2 P11 Lo P9
Y3 | P3 Pe P4 Y1 P2 Y5 P9 P12 Yo P7 P8 P11
Pa | Pa P5 L1 P33 P P2 Yo P11 P P9 P12 P8
Y5 | P5 P4 P2 P Y3 P1 P11 Lo P8 P2 Po Pr
Y6 | 6 ¥3 Y5 P2 Y1 P4 P2 P9 P11 P8 Y7 P10
$r | Y7 P8 P9 Yo P P2 P11 P2 P3 P4 P5 Pe
P8 | P8 Pr P12 P11 P10 P9 P2 L1 Pe P55 P4 P3
P | P9 P12 Yo L7 Y8 Y1 P33 Yo P4 Y1 P2 Y5
Y10 | Lo P11 Pr P9 P12 P8 P4 P5 P11 P33 Pe P2
Y11 | P11 P10 P8 P2 P9 Pr Y5 P4 P2 P P31
Y12 | P12 P9 P11 P8 Y7 Yo Pe 3 P55 P2 P1 P4

V2) '

)

 Zs) je

Piiklad 4.2. Rozhodnéte, zda dané Galoisovo rozsifeni je komutativni, resp. cyklické.

a) Zs (\4/§> nad Zs,

b) Q (\/5, \/7) nad Q.

Resent:
a) Zs (\4/5) nad Zs.

Dle definice 4.3 plati, ze Galoisovo rozsiteni je cyklické, jestlize Galoisova grupa rozsifeni

je cyklicka.
Nejprve urc¢ime prvky Galoisovy grupy G <Z5 (\4/§> , Z5>.

Minimalni polynom pro prvek V2 nad Zs je

f=a*-2.
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Polynom f lze rozlozit do nasledujiciho tvaru
f= <:l:2— \/5) (:132—1\/5) = (aj—i— %) (x— f/ﬁ) <x+§4 ?) <:1:—§4 §>.
Odtud prvky Galoisovy grupy G <Z5 (\4/§> , Z5> jsou

901:\4/5'_)6757 902:\4/5'_)_6/57

g03:\4/§|—>§\4/§, cp4:\4/§l—>—§\4/§.
Tabulka pro operaci skladani zobrazeni mezi prvky grupy G (Z5 (\75) , Z5> je ve tvaru

O |¥1 P2 Y3 P4
$1|P1 P2 P3 P4
P2 | P2 P1 Pa P3
P3| ¥P3 Pa P2 P1
Pa|Ps V3 P1 P2

Ztejmé Galoisova grupa G <Z5 <\7§> , Z5> je abelovska a dale mé dvé jednoprvkové mno-
ziny generatort {ps}, {¢4}, proto je cyklickd. Tedy dle definic 4.2 a 4.3 je Galoisovo
roziffent Zs (ﬁ) t8lesa Zs komutativni a cyklické.

b) Q(v/5, V/7) nad Q.
Pfi feSeni budeme postupovat analogicky jako v ¢asti a).
Minimélni polynomy pro prvky v/5, v/7 nad Q jsou

Odtud urcime prvky Galoisovy grupy G (Q (\/5, V7 ) , Q

{\/EH\/E
pY1 =

~—

S
T
S
e
I
< &

11
|

%
S S

S

w5

Il
—N—

%
11
|
S
:
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Tabulka pro operaci skladani zobrazeni mezi prvky grupy G (Q (\/3, V7 ) , @) je ve tvaru

O |¥1 P2 Y3 P4
$1|P1 P2 P3 P4
P2 | P2 Y1 P4 P3
P3| ¥P3 Pa P12
Pa|Ps Y3 P2 1

Galoisova grupa G (Q (\/5, VT ) , @) je abelovska, ale nemé zadné jednoprvkové mno-
ziny generatord, proto neni cyklicka. Tedy Galoisovo rozsiteni QQ (\/5, VT ) télesa Q je

komutativni, ale neni cyklické.
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Cviceni
Cviceni 4.1. Urcete Galoisovu grupu separabilniho polynomu nad uvedenym télesem.

a) f=12*—5nad Q,

b) g = 27 — 5 nad Q(&), kde £ je primitivni sedm4 odmocnina z jedné.

[a) rozkladové téleso polynomu f nad Q je Q (z', \4/5), prvky Galoisovy grupy G(Q (2’, {4/5) ,

Q) jsou ve tvaru

{G/BH\“/B {\%H—% {45m<‘/3
Y1 = ) P2 = y  P3 =

{%H—N/S {G/BH% {45H—€/3
P4 = , P55 = ) Y6 = .

) 1 —1

1= —1

\4/5%—>{4/§ \4/5»—>—z'\4/5
Y7 = i . ) P8 = .
1= —1

b) rozkladové téleso polynomu g nad Q(&) je Q (f , \7/5), prvky Galoisovy grupy G(Q(¢, v/5),
Q(¢)) jsou ve tvaru

@1:\73'_)\7/37 802:\7/3'_>\VE€7 @3:\75H\73527
@4:\75H{/5€37 905:\73H€/5€47 @6:\7/5’_)\7/5557

2 \7/3 = \7/356-]
Cviceni 4.2. Rozhodnéte, zda Galoisovo rozsiteni Q (z\/ﬁ) télesa Q je cyklické.
[Prvky Galoisovy grupy G (Q (2\/5) ,@) jsou ve tvaru

V1 V2 - V2, o : V2 - —iV2.

Zrejmé jednoprvkova mnozina {ps} je generdtorem grupy G (Q (Z\/i) ,Q), proto tato
grupa je cyklicka. Tedy rozsifeni Q (2\/5) télesa Q je cyklické.]
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5 Eukleidovské konstrukce a jejich algebraické inter-

pretace

Tato kapitola je zaméfena na aplikaci algebry polynomt a teorie algebraického rozsi-
feni téles na geometrické problémy. Budeme se zabyvat eukleidovskou konstrukei a dale

se podivame na dtkazy nefesitelnosti t¥i antickych tloh.

5.1 Eukleidovské konstrukce

Eukleides ve svém dile Zaklady uvazuje jen takové konstrukce, které lze rozlozit na po-
stupné provadéni nasledujicich dvou elemetarnich konstrukei:

E;) jsou-li ddny v roviné dva rizné body A, B, lze sestrojit pifimku prochéazejici body

A, B;

E,) je dan v roviné bod A a tsecka délky r. Pak lze sestrojit kruznici k se stfedem

v bodé A a polomérem r [12].

Definice 5.1. Kazdou konstrukci, kterou lze slozit postupnym provadénim elementarnich

konstrukci E; a Ej, nazveme eukleidovskou konstrukci.

Definice 5.2. Zakladnimi konstrukcemi rozumime:
K;) prinik dvou ptimek (pokud existuje);
K,) prinik piimky a kruznice (pokud existuje);

K3) prinik dvou kruznic (pokud existuje).

Kazdou eukleidovskou konstrukci 1ze rozlozit na postupné provadéni tii zakladnich kon-
strukel Ky, Ko, K3 [12].

Véta 5.1. Konstrukcni dlohu lze provést eukleidovsky pravée tehdy, kdyZ lze soutadnice
hledanych bodi vypocitat ze souradnic dangych bodu pomoci raciondlnich operaci a druhé

odmocniny.

Diikaz.
L. ="
ad E1) Necht A = [aq, as], B = [b1, bs] jsou dva body uréené souradnicemi v kartézské

soufadné soustavé, kde a; # by. Pfimku p uréenou body A, B Ize v popsat rovnici pomoci
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racionalnich operaci a souradnic téchto bodu ve tvaru

by — as asb; — ayby

p:y—bl—al bl—al

po snadné uprave se dostaneme k obecnému vyjadieni piimky v roviné az + by + ¢ = 0.
ad Ey) Je-li ddn bod A = [ay, as] a Gsecka CD délky r, kde C = [c1, ca], D = [dy, da].
Pak rovnici kruznice k se stfedem v bodé A o poloméru r lze ziskat ze soufadnic bodi

A, C, D pomoci racionélnich operaci ve tvaru

k(e —a)®+ (y—ag)? =77

kder = /(c1 — d1)? + (c2 — d2)?. Opét lze vyjadiit v obecném tvaru z%+y*+ax+by+c =
0.

Eukleidovskou konstrukci miizeme rozlozit na konstrukce K;, Ks, Ks.

ad K;) Méame sestrojit prusec¢ik dvou pfimek, jejichz rovnice jsme ziskali ze soufadnic
danych bodli pomoci racionalnich operaci. Tedy mame fesit soustavu dvou linearnich
rovnic

ar+by+c=0, de+ey+ f=0.

Obé primky se protinaji, jestlize ma soustava prave jedno feseni, které lze urcit z a, b, ¢, d,
e, f pomoci racionalnich operaci, tj. pomoci racionalnich operaci ze souradnic bodu ur-
cujicich dané ptrimky.

ad Ks3) Mame najit prisecik resp. priseciky pfimky s kruZnici, tedy budeme fesit
soustavu rovnic

2+ tar+by+c=0, drtey+ f=0.

Predpokladejme, ze prisecik existuje, tzn. ze soustava ma feseni. Pak soustavu fesime
tak, ze z druhé rovnice vyjadiime jednu neznamou a dosadime do prvni rovnice. Ziskame
kvadratickou rovnici, jejiz koeficienty byly ziskany pomoci racionalnich tprav. Pii feseni
kvadratické rovnice vyuzivame pouze racionalnich operaci a druhé odmocniny. Tedy reseni
puvodni soustavy ur¢ime pomoci uvedenych operaci ze souradnic zadanych bodi.

ad K3) Mame najit prisecik, resp. priseciky dvou kruznic, tedy fesime soustavu dvou

rovnic druhého stupné

2y dar+by+c=0, 22+ +dr+ey+f=0.
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Soustavu fesime tak, ze od druhé rovnice ode¢teme prvni. Soustavu jsme prevedli na tvar
z ¢asti ad Kj). Tedy opét soufadnice priseciki ziskdme ze soutadnic zadanych bodt

pomoci racionalnich operaci a druhé odmocniny.

2. ,&"
Necht jsou dany tsecky a, b, kde b # 0. Stac¢i dokazat, Ze jsme schopni sestrojit tsecky

nasledujicich délek
a

Ea \/a

Konstrukce souctu a rozdilu tsecek je trivialni. Konstrukce sou¢inu a podilu tisecek se

a+b,a—0b,a-b,

provadi na zakladé podobnosti trojihelniku s vyuzitim redukéniho thlu. Pti konstrukei
tsecky o délce \/a vyuzijeme Eukleidovu vétu o vysce [12].
O

Diikaz nésledujici véty lze nalézt napt. v [12].

Véta 5.2. Necht je ddano r usecek o délkdach aq, ..., a,.. Necht F je téleso, které vznikne

z Q adjunkci c¢isel ay, ..., a,. Necht (3 je koten ireducibilniho polynomu
f=buz" + b1z L+ .+ bz + by

nad F. Lze-li usecku o velikosti B sestrojit eukleidovsky, pak stupen polynomu f je moc-

ninou dvojky.

5.2 Dukazy neresitelnosti tfi antickych tuloh

V této ¢asti budou uvedeny t¥i znamé antické tlohy, jejichz konstrukce nelze provést
eukleidovsky. Diikazy o nefesitelnosti téchto tloh byly provedeny az s vyuzitim poznatki

moderni algebry.

1. Delfska aloha — duplikace krychle
Znéni ulohy: ,Necht je ddna krychle o hrané a. Sestrojte eukleidovsky usecku délky x tak,

ze krychle o hrané x ma dvojndsobny objem neZ puvodni krychle o hrane a.”

Diikaz. Musi platit 2® = 2a3. Zvolme a = 1, pak fe§ime rovnici 23 —2 = 0. Polynom 23 —2
je podle Eisensteinova kritéria ireducibility ireducibilni nad Q. Tento polynom je tfetiho
stupné, coz neni mocnina dvojky. Tedy dle véty 5.2 nelze eukleidovsky zkonstruovat
tsecku délky x [12]. O
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2. Trisekce thlu
Znéni ulohy: ,Je ddn uhel 3. Sestrojte eukleidovsky thel g.“

Diikaz. Zvolme v roviné pravotihlou soustavu soufadnic. Uhel 3 umistime tak, aby vrchol

lezel v pocatku soustavy soutadnic a jeho rameno na ose z. Pak tthel [ je uréen body

[0, 0], [1, 0], [cos 3, sin 3].

B

Rozdélit thel na tfetiny znamena sestrojit bod o souradnicich [cos &, sin g] Jelikoz plati

sina = /1 — cos? a, staci zkonstruovat tsecku délky cos §

Dle vzorce znamého z trigonometrie plati vztah

4COSB§ — 3COS§ = cos 3.
Polozme cos 3 = a a cos§ = x, pak plati

423 —3x —a =0,

kde 423 —3z—a je polynom nad Q(a). Tento polynom je pro nékteré hodnoty ziejmé redu-
cibilni nad Q(a) napi. pro a = 0, —1. Tedy jsme schopni provést trisekeci ahlu 90°, 180°.
Staci ukazat, zZe obecné eukleidovska konstrukce neexistuje, tj. existuji thly, které nelze
eukleidovsky délit na tfetiny. Napf. polozme cos 3 = a = % Pak rovnici 422 — 3z —a =0

miizeme prepsat do nasledujiciho tvaru
202° — 150 — 3 =0,

kde polynom 202 —15x—3 je ireducibilni dle Eisensteinova kritéria nad Q. Tento polynom

je tfetiho stupné, tedy dle véty 5.2 nelze tsecku délky cos § sestrojit eukleidovsky [12]. O

3. Kvadratura kruhu
Zméni ulohy: ,Je ddana kruznice k o pomeéru r. Sestrojte eukleidovsky ctverec o strané a,

ktery ma stejny obsah jako vnitrek kruznice k.“

Diikaz. Zvolme polomér r = 1. Pak vnitiek kruznice ma obsah S = 7. Hleddme Ctverec
o obsahu Sg = 7, odtud jeho strana je délky /7. Jelikoz 7 je transcendentni nad Q,
nejsme schopni eukleidovsky zkonstruovat tsecku délky /7 [12]. O
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Resené piiklady

Priklad 5.1. Dokazte, Ze nasledujici konstrukce jsou eukleidovské.
a) Sestrojte tecny z bodu A ke kruznici k o stfedu S a poloméru r, bod A lezi vné
kruznice k.

b) Je dén thel o, sestrojte tihel o velikosti

n[e

Resent:
a) Sestrojte tecny z bodu A ke kruznici k£ o stfedu S a poloméru r, bod A lezi vné
kruznice k.
P1i Teseni vyuzijeme definice 5.2, podle které plati, Ze dand konstrukce je eukleidovska,
jestlize lze slozit z postupného provadéni elementarnich konstrukei.

Tato konstrukce se sklada z néasledujicich kroki:

i) sestrojime kruznici /; se stfedem v A o poloméru |AS| (konstrukce Es);

ii) sestrojime kruznici I se stfedem v S o poloméru |AS| (konstrukce E,), pruseciky
kruznic [y, Iy ozna¢me X, Y;

iii) sestrojime piimku p prochazejici body X, Y (konstrukce E;);

iv) sestrojime piimku ¢ prochazejici body A, S (konstrukce E;), prusecik piimek p, ¢
oznac¢me O;

v) sestrojime kruznici k; se stiedem O a polomérem |OS| (konstrukce E;), pruseciky
kruznic k;, k ozna¢me T o;

vi) sestrojime pfimky ¢;, t5 prochazejici body A, T; a A, Ty (konstrukce Eq); 1, o

jsou hledané tecny.
Tedy dle definice 5.2 je tato konstrukce eukleidovska.
b) Je dan thel a, sestrojte tihel o velikosti 5.
Dle véty 5.1 plati, Ze danou tlohu lze zkonstruovat eukleidovsky pravé tehdy, kdyz lze

ze soutadnic zadanych bod urcit souradnice hledanych bodt pomoci racionalnich operaci

a druhé odmocniny.

Uhel a umistime do pocatku pravothlé soustavy soufadné a necht jendo rameno lezi

na ose x. Pak thel « je urcen body

A =11,0], B=[0,0], C = [cos a, sina].
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Sestrojit thel o velikosti § znamena sestrojit bod X o soutadnicich

Q (6%
= |: a0 ' _:| )
X COS 5 Sin 5

o
5
Dle vzorcti znamych z trigonometrie plati

o 1+cosa . « 1 —cosa
COS -~ =\ ———, sin- = \|——
2 2 2 2

Tato konstrukce je eukleidovska, jelikoz jsme schopni ze souradnic zadanych bodt urcit

tzn. sestrojit usecky o délkach cos g, sin

soufadnice bodu X pomoci racionalnich operaci a druhé odmocniny.

Priklad 5.2. Necht je dan thel a, pro ktery plati, Ze cosa = 13—0. Rozhodnéte, zda lze
eukleidovsky sestrojit uhel o velikosti .
Reseni:

Abychom dany thel mohli roztfetit, musel by byt polynom na levé strané rovnice
o o
4cos® — —3cos— —cosa =0
3 3

reducibilni nad Q(cos «).

o

PoloZme cos 3

x a dosadme za cosa = 13—0, pak

3
42 — 3z — — = 0.
T T 0
Rovnici upravime do nasledujiciho tvaru

4023 — 30x — 3= 0.

7 Eisensteinova kritéria ireducibility plyne, Ze polynom 40z3 — 302 — 3 je ireducibilni

nad Q(f’—o) = Q, proto nelze provést trisekci tohoto thlu.
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Cviceni

Vv

vzhledem k soufadnicim vrcholi plati

a1+b1+01 a2+bQ—|—CQ

T = Y Y
3 3

tedy dle véty 5.1 je dané konstrukce eukleidovska. |

Cviceni 5.2. Rozhodnéte, zda lze eukleidovsky sestrojit trisekce nasledujicich thlu.

o dosazeni do rovnice 4 cos® € — 3cos € = cosa a zavedeni substituce cos ¢ = z dosta-
3 3 3
neme:
a) rovnici 822 —6x—1 = 0. snadno lze ovéfit, Ze rovnice nemé racionalni kofen ve tvaru
)

B takovy, ze p|l a ¢|8, proto nelze provést eukleidovsky trisekci thlu o velikosti %,
q 3
b) rovnici 423 — 3z = 0, polynom 4z* — 3x je reducibilni nad Q (cos 37“) = Q, tedy lze

provést eukleidovsky trisekci tthlu o velikosti 37” ]
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6 Uvod do problematiky algebraického kédovani

V této kapitole se budeme vénovat problematice kédovani ¢islicovych informaci. Ty-
picky je piipad prenosu informace, ktera se sklada z fetézce znakt néjaké konecné abecedy.
Tato abeceda miiZe nap¥. obsahovat 0, 1 € Z,,! nebo se miize sklddat z maljch a velkych
pismen latinské abecedy, z arabskych c¢islic, pfipadné mize obsahovat cislice i pismena.

Déle se budeme zabyvat vlastnostmi blokovych, maticovych, grupovych a polynomickych
kod.

6.1 Dvojkové symetrické kanaly

Pfenos informace pfedstavuje pfenos znakt konecné abecedy néjakym oznamova-
cim (komunika¢nim) kandlem. Nedokonalost oznamovacich kanalt (at uz to jsou draty v
ptipadé telefoniho spojeni ¢i kosmicky prostor v systémech spojovanych druzici) mé za
nasledek to, ze s pravdépodobnosti ¢ vznikne pii pienosu chyba a piijemce zachyti znak
nepresné.

Navrhy komunika¢nich systémi se hodnoti matematickymi metodami vyuzivajici zjed-
nodusené modely oznamovacich kanald. Nejjednodussi, ale pritom realisticky model tako-
vého oznamovaciho kanalu se v pripadé pouziti dvojkové abecedy se signaly 0 a 1 nazyva
dvojkovy symetricky kanal.

Predpokladejme, ze dvojkové signaly, které budeme oznacovat 0 a 1, se po jednom
prenéseji k piijemci. Necht p je pravdépodobnost, Ze piijemce piecte prendsSeny signél
spravné. A necht ¢ = 1 — p je pravdépodobnost, Ze pfijemce precte signal chybné. Pied-
pokladejme, Ze chyby pfi postupném prenaseni ¢islic vznikaji nezavisle na sobé ve smyslu

nasledujici definice [8].

Definice 6.1. Nechf €1, €3, €3, ... je posloupnost nékterych jevi a necht 7 je vlastnost,
kterou kazdé ¢; mize, ale nemusi mit. Ozna¢me p; pravdépodobnost, Ze ¢; ma vlastnost
7T, a necht ¢; = 1 — p; je pravdépodobnost, Ze ¢; nebude mit vlastnost 7. Potom jsou
uvedené jevy nezavislé vzhledem k 7. Pro kazdé dvé disjuktni podmnoziny indext I, J
soucin [[, p; [1,¢; znamena pravdépodobnost toho, Ze kazdé ¢, (i € I) mé vlastnost 7

a soucasné zadné €; (j € J) nema vlastnost 7.

Pozn. V této kapitole budeme prvky télesa Zo znacit 0, 1.
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Véta 6.1. Pravdépodobnost, Ze pri prenosu n-bitové informace (tj. informace o n bindr-

nich symbolech) dvogkovym symetrickym kandlem vznikne presné k chyb, je

p= (D)ot = () ra-w = () a- ot

Dikaz véty 6.1 1ze nalézt napf. v [8].

Definice 6.2. Binarni (m, n)-kéd je sloZen z kédovaci funkce E : 2™ — 2™ a dekddo-

vaci funkce D : 2" — 2™ kde 2" je mnoZina vsech n-tic slozenych z prvki ze Z,.2

Kédy délime na samoopravné, jejichz ikolem je opravit chyby zpiisobené sumem v pre-

nosovém kanalu, a kédy zjistujici chyby, které maji jen odhalit piitomnost chyb.

6.2 Blokovy kod

Blokovy kod definujeme jako kéd, ktery blokim sloZzenym z pevného poctu m sym-
bolu (tj. slovim délky m) pfifazuje bloky s vétSim poctem symboli uréené na pienos
signalt.

Déle budeme predpokladat, ze prenasena posloupnost znaki je slozena jen z nul a jen-

dicek. Blokovy kdd je pak urceny kédovaci funkci E a dekédovaci funkei D, pri¢emz plati
E:2"—=2" D:2" —=2" m<n.

To znamena, ze I zakdduje slova slozena z m cislic na slova slozena z n ¢islic a D pritazuje
kazdé posloupnosti n ¢islic posloupnost m ¢islic. Kazdy takovy kéd nazveme binarnim
blokovym (m, n)-kédem.

Ptedpokladejme, ze kédované slovo a je slozené po fadé z ¢islic aq, ag, ..., a,, coz
budeme zapisovat a = (ay, ..., a,). Pak ¢islice ay, as, ..., a, nazveme soufadnicemi
kédovaného slova a.

Uvazujme kédovand slova a = (a1, ..., a,) a b = (by, ..., b,) s n soufadnicemi.
Vzdalenost dvou kédovanych slov a, b definujeme jako pocet indexit i, pro které plati,

ze a; # b;. Vzdalenost dvou kédovanych slov a, b budeme znacit d(a, b) [8].

Definice 6.3. Necht a = (a4, ..., a,) je bindrni kédované slovo. Pak vahou kédovaného

slova a budeme rozumét pocet jedni¢ek mezi jeho souradnicemi, coz budeme znacit w(a).

2Pozn. V této kapitole budeme predpokladat, ze m, n € N.
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Poznamka 6.1. Necht a, b jsou dvé binarni slova délky n. Pak pro vzdalenost bindrnich

slov a, b plati, Ze je rovna véze jejich binarniho souctu, tedy d(a, b) = w(a + b).

Definice 6.4. Rekneme, ze dvé binarni slova jsou sousedni, jestlize se lisi pravé v jedné

soufradnici.

6.3 Objevovani a opravovani chyb blokovych kédua

m 5 2" (Qznaéme

Uvazujme blokovy bindrni (m, n)-kéd s kédovaci funkci £ : 2
M mnozinu vSech kédovanych slov. Tedy 2" \ M je mnozina vSech nekédovanych slov.
Predpokladejme, ze vysilame slova z M a piijimame slova z mnoziny 2". Pokud jsme
prijali nekédované slovo, fikdme, ze jsme objevili chybu. Je-li pfijaté slovo kédované, pak
bud nedoglo k chybé nebo jsme ji neobjevili. Rekneme, Ze doslo ke k-nasobné chybé,

jestlize pocet chybnych mist je nejvyse k [1].

Definice 6.5. Rekneme, Ze kéd objevuje k-nasobné chyby, jestlize pii vyslani kédo-

vaného slova a pfi vzniku k-nasobné chyby je prijaté slovo vzdy nekédované.

Definice 6.6. Minimalni vzdalenosti kédu rozumime nejmensi vzdélenost dvou rtz-

nych kédovanych slov.

Definice 6.7. Rekneme, 7e kéd opravuje k-nasobné chyby, jestlize pii vyslani kédo-
vaného slova a a pii k-nasobné chybé ma prijaté slovo b vzdalenost od slova a mensi nez

je jeho vzdalenost od libovolného jiného kédovaného slova.
Diikazy néasledujicich dvou vét lze nalézt napt. v [8].

Véta 6.2. Kdd mize zjistovat nejuyse k-ndasobné chyby pravé tehdy, kdyz minimdini vzdd-

lenost mezi kazZdymi dvema kodovanymai slovy je alespor k + 1.

Véta 6.3. Blokovy kod miuze opravovat nejuyse k-nasobné chyby prave tehdy, kdyz mini-

malni vzddlenost mezi dvema kodovanymai slovy je alespon 2k + 1.

6.4 Linearni (maticové) kédy

V této kapitole se budeme zabyvat metodou kédovani slov zalozenou na nasobeni
matici. Vyhodou tohoto kédovani je, Ze vyzaduje mnohem mensi pamét oproti blokovym

kédum.
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Definice 6.8. Binarni kéd se nazyvéa linearni (maticovy), jestlize je podprostorem

linedrniho prostoru 2™. Je-li jeho dimenze n mluvime o (m, n)-kédu.

Definice 6.9. Linearni (m, n)-kdd je urcen libovolnou bazi b, ..., b,. Pak matici
by
a-| "
bn

nazveme koédovaci matici daného kédu.

Vlastnosti kédovaci matice plynouci z predchézejici definice
a) kazdy fadek matice je kédovanym slovem,
b) kazdé kédované slovo je linedrni kombinaci fadkd,
c¢) fadky matice jsou linearné nezavislé.
Poznamka 6.2. Binarni linedrni kéd K s kédovaci matici G = ||g;;|| nad Z, ptfifazuje

kazdému slovu a kédované slovo b takové, ze plati
b=a-G.
Dikazy vét 6.4 a 6.5 lze nalézt napt. v [8].

Véta 6.4. Necht G je kddovaci matice a necht 1,, je diléi matice G typu m x n, kterd
vznikne z matice G vynechanim m + 1, ... n-tého sloupce. Je-li matice I, jednotkovd,

pak vsechna kodovand slova jsou riznd.

Véta 6.5. Necht G je kodovaci matice typu m X n, kterd obsahuje jednotkovou dilci
matici I, (zavedenou v prechdzejici vété). Pak (m, n)-kodovaci funkce a — a - G je
monomorfizmus aditivni grupy puvodnich m-bitovych slov do aditivni grupy kodovanych

slow.
V nasledujici definici zavedeme pojem kontrolni matice linedrniho kédu.

Definice 6.10. Rekneme, Ze matice H je kontrolni matici linedrniho kédu K, jestlize

pro kazdé a € K plati

kde o je nulovy vektor.
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Poznamka 6.3. Pro kédovaci matici G a kontrolni matici H linedrniho kédu plati
H -G'=N,

kde N je nulova matice prislusného typu.

V nasledujici definici zavedeme pojem ekvivaletni kody.

Definice 6.11. Rekneme, ze kéd C je ekvivalentni s kédem C’, jestlize existuje bijekce

mezi kédovanymi slovy z C a kédovanymi slovy z C’, ktera zachovava vzdélenosti.

Véta 6.6. Necht G je kddovaci matice a necht G’ je matice, kterd vznikne pomoci nd-
sledugicich operact nebo jejich kombinaci:

a) permutact fadkd matice G,

b) permutaci sloupci matice G,

¢) prictenim ndsobku jednoho tadku k jinému vadku matice G.
Pak matice G’ je kddovaci matici generujici kod ekvivalentni s kodem generovanym ma-
tict G.
Diikaz véty 6.6 vychazi z definice 6.11.
Véta 6.7 ukazuje vyhodnéjsi postup pfi hledani kontrolni matice linearniho kédu nez

pomoci definice 6.10.

Véta 6.7. Linedrni kdd s kodovaci matici G = (E|B) md kontrolni matici
H = (-B'[E)

kde E, E' jsou jednotkové matice prislusného typu.

Diikaz. Necht K je linearni (m, n)-kéd s kédovaci matici G = (E|B) a kontrolni matici
H. Mame ovéfit, Zze K je linedrni prostor shodny s prostorem K’ vSech feSeni rovnic
H-a' =o' (a € K). Plati

E
H.GT:(—BT|E’).(BT> — BT E+E-B"=-B"+B"=N.

Pro kazdy fadek a matice G plati G - aT = oT. Prostor K’ obsahuje celou bazi prostoru
K, tedy K je podprostorem prostoru K.

Daéle staci ovérit, ze prostory K, K’ maji stejnou dimenzi. Matice G a tedy i matice
B maji n fadki. Jednotkova matice E' je fadu m — n, tedy plati h(H) = m — n. Odtud
plyne, Ze prostor K’ méa dimenzi m — h(H) = n, tedy K = K'[1]. O
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6.5 Grupové kody

V této casti definujeme grupové kédy, uvedeme jejich zakladni vlastnosti a budeme

se zabyvat problematikou dekédovani.

Definice 6.12. Blokovy kdéd, pro ktery plati, ze kédovana slova tvori aditivni grupu,

nazveme grupovym kdédem.

Véta 6.8. Necht je ddn grupovy kdd, ktery obsahuje kodovand slova by, by, ..., bom_q.
Pak minimdini vzddlenost d(b;, b;) (pro i # j) mezi dvéma kddovanymi slovy je rovna

minimdlni vaze w(by) nékterého nenulového kodovaného slova.

Diikaz. Uvazujme kédovana slova bg, by, ..., bom_;, zfejmé tvoii aditivni grupu. Dale
minimélni vzdalenost d(b;, b;) pro néjaké b;, b; (b; # b;). Jelikoz b;+b; je téz kédované
slovo, tedy polozme by, = b; +b;. Z definic vdhy a vzdalenosti kédovanych slov plyne, Ze
w(bg) = d(b;, b;) [8]. O

Nésledné se budeme zabyvat optimalizaci dekodovani grupového kédu G — a- G (G
je kédovaci matice typu m x n). Budeme se snazit o snizeni pravdépodobnosti neodha-
litelnych chyb (tj. pravdépodobnosti D(a - G) # a). Dekédovaci funkce zavisi na vSech
slovech, kterda mohou byt prijata. Zrejmé kédovana slova tvoii podgrupu B (obsahujici
prvky {0, by, by, ..., bam_1}) grupy C vSech moznych slov, kterd mohou byt pfijata.
Sestrojime tabulku mnoziny C' tak, ze v prvnim fadku budou vSechny prvky mnoziny B,

pricemz zacneme prvkem O :
0 b; by ... ban_g

Druhy radek dostaneme tak, ze budeme vybirat néjaké c; € C' a ke kazdému b; € B

pricteme c;.

0 b; bo ... bom_
0+CZ' b1+CZ‘ b2—|—Cl‘ bgm_l—i—ci

Rédek upravime tak, Ze vlevo napiSeme slovo b; + ¢; s nejmensi vdhou, oznacme jej c;.

Déle pfepiseme do tvaru

0 b b, N
C1 b1 +C b2 +c ... b2"”71 +cCy
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Néasledné vybereme dalsi kédované slovo z C, které nepatii do zadného z obou Fadkt
a napiseme treti fadek. Pak z néj vybere prvek s nejmensi vahou, oznac¢me jej co. Cely
radek prepiseme tak, aby co byl na prvnim misté. Postupujeme tak dlouho, dokud tabulka

neobsahuje vSechna slova z C. Konecna tabulka ma tvar

0 b, bo ... bom_g

Cq b1 +C b2 “+ Cq ce b2m,1 “+ Cq

Co b1 + Co b2 + Co Ce bgm,1 + Co
Cmen_l b]_ + Cmen_l b2 _|_ Cmen_l o e bszl + Cgmfn_l

P1i dekédovani vyhleddme v tabulce prijaté slovo ¢ = b; + ¢; a za vysledné kédované

slovo zvolime b; [8].

6.6 Polynomické kody

V této casti se budeme zabyvat polynomickymi kédy, které chapeme jako speci-
alni t¥idu grupovych kéda. Jsou to (m, n)-kédy, které ztotoznuji pivodni slova délky m
s polynomy, a tyto polynomy se pak nasobi pevné zvolenym polynomem. Tak dostaneme
kédovana slova délky n.

Mezi m-bitovymi slovy a = agay .. .a,,_1 a polynomy stupné m — 1 (tedy délky m)

existuje prirozend bijekce takova, ze plati
ac—a=ay+ @+ ...+ apmx™ "
Napr. slovu 110101 odpovida polynom
12° + 1" + 02” + 12° 4 02* + 12°.
V nasledujicich definicich definujeme polynomicky kéd a kédovaci matici.
Definice 6.13. Necht F je libovolné konecné téleso a necht

gzgo+glx+...+gkxkEIF[a:] (9o #0, g #0)

je polynom stupné k. Polynomicky kdéd s kédovacim polynomem ¢ prifazuje kazdému

slovu a = agay . . . a,,—1 kédované slovo b = byb; . .. b,_1, které odpovidé polynomu

b= b0+b1x+...+bn_1x”_1 = ag.
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Definice 6.14. Nechf je ddn m-bitovy polynomicky kéd s kédovacim polynomem

9=0go+qr... + gt

Pak matice

g9 ¢1 --- g 0 ... 0
G_ 0 90 Gk-1 Gk 0
0 0 ... g .- Gr-1 Ok

typu m x (m + k) je kédovaci matici tohoto polynomického kédu.

Poznamka 6.4. Nenulové prvky v j-tém fadku kédovaci matice G z predchézejici defi-

nice tvori blok gog ... gk, ktery lezi na j-tém az (j + k)-tém misté tohoto Fadku.

Véta 6.9. Necht je ddn polynom s koeficienty ze Zs, ktery je délitelny polynomem 1+ x.

Pak md sudy pocet nenuloviyjch koeficient.

Diikaz. Necht je ddn polynom f = ag + a1z + ... + a,x € Zslx] a nechf pro néjaky
polynom h plati f = (z + 1)h. Pro x = 1, plati

F(1) = (1+ 1)h(1) =0.

Déle f(1) = ap+ a1 + ...+ a,, tedy pocet nenulovych koeficienttt musi byt sudy [8]. [

Véta 6.10. Minimdlni vzddlenost dvou kodovanych slov v polynomickém kodu je rovna

minimalni vaze kodovanych slov riznych od nuly.

Dtikaz véty 6.10 je analogicky s dikazem véty 6.8.
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Resené priklady
Priklad 6.1. Blokovy (2, 3)-kéd je urceny funkci
E a1:00r—>b1:001, a2:01r—>b2:011,
83:10P—>b3:100, a4:11r—>b4:111
a) Urcete vzdalenosti mezi kédovanymi slovy d(aj, a4), d(ba, by).

b) Uréete vahu kédovanych slov by, by, bs, by.

c¢) Urcete sousedni slova kédovaného slova b,.

Resend:
a)

Vzdalenost mezi dvéma kédovanymi slovy a, b je rovna poctu indext, pro které plati
i) Uréime d(ay, ay).
Pro souradnice kédovanych slov a;, as plati
aiy # Qai,
a1y # aa.
Odtud d(a;, a4) = 2.
11) Urcéime d(bg, b4)

Pro souradnice kédovanych slov by, by plati

b21 3& 541,
bz2 = b427
b23 = b43-

Odtud d(bg, b4) = 1.

b)
Vaha kdédovaného slova je dle definice 6.3 rovna poctu jednotek mezi jeho souradnicemi.

Tedy plati
w(by) =1, w(by) =2
’LU(bg) = 1, w(b4) = 3.

)

Dle definice 6.4 dvé kédovana slova jsou sousedni, lisi-li se pravé v jedné soutradnici.
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Ziejmé kédovana slova by, by jsou sousedni slova s bs.

Priklad 6.2. Blokovy (2, 6)-kéd uréeny funkci

E: a; =00+ b; = 000000, a, =01+ by=010101,
as = 10 — by = 101010, a, = 11 — by = 111111.

Urcete kolikandsobné chyby muze zjistovat a opravovat tento blokovy kéd.

Resent:
Pii FeSeni vyuzijeme vét 6.2 a 6.3. Podle téchto vét plati, ze dany kéd zjistuje k-nasobné
chyby, praveé kdyz minimalni vzdalenost mezi kazdymi dvéma kédovanymi slovy je alespon
k + 1. Opravuje k-nasobné chyby, pravé kdyz miniméalni vzdalenost mezi kazdymi dvéma
kédovanymi slovy je alespon 2k + 1.
Urcéime vzdalenosti kazdych dvou kédovanych slov:

d(b1, by) =3,  d(bs, b3) =6,

d(by, b3) =3, d(by, by) =3,

d(by, by) =6, d(bs, by) =3.
Odtud miniméalni vzdalenost mezi kédovanymi slovy je 3.

Tedy tento blokovy kéd miize zjistovat nejvyse dvojnasobné chyby a opravovat jednodu-

ché chyby.
Priklad 6.3. Dokazte, ze kazda grupova translace 7 : x — x+c grupy (Z}, +) zachovava
vzdalenosti mezi kédovanymi slovy (pfevzato z [8]).

Reseni:

Nechf c¢ je ve tvaru

c=(c1y ..., ).
Pro kazda dvé slova a; = (a1, ...,a1,), as = (asy, - .., as,) z Z} plati
a; = (alla "'7a1r) = bl = (all +c1, A, +cr>7
Ay = (a217 ...,CLQT) P—>b2: ((lgl—f—cl, ...,a2r+c,,).

Pro vzdalenosti slov a;, as a by, by plati
d(ay, ag) = w(ay + az) = w(ay; + agy, ..., a1, + az,),
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d(by, by) = w(by +be) = w(ay, + 1+ ags +c1, ... a1, + ¢ +ag, +¢,) =
=w

(a11 + agq, - .., a1, + ag,).

Odtud d(a;, a) = d(by, bs), tedy grupova translace zachovava vzdélenosti mezi kédo-

vanymi slovy.

Priklad 6.4. Uvazujme linearni (3, 5)-kdéd s kédovaci matici

1 00
G=|010
0 01

o O =
S ==

Rozhodnéte, zda vsechna kédovana slova tohoto maticového kédu jsou rizna, a urcete
je.
Reseni:

Pfi feSeni vyuzijeme vétu 6.4. Matice I,,, je diléi matici matice G (dle véty 6.4) ve tvaru
1 00
IL,.= 0 10
0 01

Matice I,,, je zfejmé jednotkova, proto dle véty 6.4 jsou vSechna kédovana slova riizné.
Déle urc¢ime vSechna kédovana slova. Maticovy kéd s kédovaci matici G prifazuje kaz-

dému slovu a kédované slovo a - Gz, odtud

000 — 00000, 100 — 10011,
001 +— 00100, 101 — 10111,
010 — 01001, 110 ~— 11010,
011 — 01101, 111 +— 11110.

Priklad 6.5. Uréete kontrolni matici linedrniho kédu K s kédovaci matici

11001010

10 01100
G =

11000001

01111000

Dale ovéite, 7e pro kontrolni a kédovaci matici linedrniho kédu K plati H- GT = 0

(upraveno podle [8]).
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Reseni:

Pii feseni tohoto piikladu vyuZijeme vétu 6.7, podle které plati, Ze matice (—BT|E/) je
kontrolni matici kédu K, je-li kédovaci matice kédu K ve tvaru (E|B).

Nejprve upravime matici G do tvaru G’ = (E|B), kterd je kédovaci matici kédu K’

ekvivalentniho s K. Stac¢i provést permutaci

123456738
m =
76 845 213

na sloupce matice G.

Odtud
100 0|1 110
G — 01 001 011
001 0(01T10
00011 101
Ziejmé plati
1101
w_| 1011
1110
0101
Tedy kontrolni matice kédu K’ je dle véty 6.7 ve tvaru
11011000
- 01 001011
00100110
00011101

Po provedeni inverzni permutace 7’ = 7 ziskdme kontrolni matici ptivodniho kédu

o = O O

0
0
0
1

S O O =
— = O
SO R =
S = = O

0 1
1 1
0 0
0 1

Na zavér zbyva ovérit platnost
H-G'=0.
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Po dosazeni do predchézejiciho vztahu dostaneme

1110
1011
00011110 0101 0000
01010011 0001| |o0o0o00
10000T1T1°1 1101 [oo000
00110100 0100 0000
1000
0010

Priklad 6.6. Urcete dekddovaci tabulku pro grupovy (2, 4)-kéd uréeny kédovaci matici

1 010
G = .
(0111)

V prvnim fadku dekédovaci tabulky jsou vSechna kédovana slova daného grupového kédu,

Reseni:

prvni slovo v fadku je slovo s nejmensi vahou. Nejprve urc¢ime vsechna kédovana slova
daného grupového kodu.

00 +— 0000, 10 — 1010,

01 — 0111, 11 — 1101.
Déale ozna¢me B mnozinu vsech kédovanych slov a C' mnozinu vsech slov, kterda mohou
byt prijata.
Prvni tadek tabulky je zfejmé ve tvaru

0000 0111 1010 1101

Druhy radek tabulky dostaneme tak, ze vybereme libovolné slovo z mnoziny C', které
neni v prvnim rfadku, a ze kazdému slovu z prvniho fadku jej pficteme. Napft. zvolme
1111 a dostaneme druhy fadek v nasledujicim tvaru.

0000 0111 1010 1101

1111 1000 0101 0010

Druhy radek upravime tak, ze vlevo napiSeme slovo s nejmensi vahou a zbytek radku
uréime tak, Ze toto slovo pfi¢itdme ke sloviim z prvniho fadku (analogicky jak je uvedeno

v podkapitole 6.5).
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Odtud
0000 0111 1010 1101
1000 1111 0010 0101

Treti radek dostaneme analogicky jako druhy, zvolime slovo z C', které neni jesté obsazeno

v tabulce, napt. 0100. Tedy plati
0000 0111 1010 1101

1000 1111 0010 0101
0100 0011 1110 1001

Treti radek je jiz ve tvaru, kdy na prvnim misté€ je slovo s nejnizsi vahou, tedy nemusime
jej dale upravovat. Dale uréime ctvrty radek, zvolme napi. slovo 0001 a postupujeme
analogicky jako v pfedchazejicich pripadech:

0000 0111 1010 1101

1000 1111 0010 0101

0100 0011 1110 1001

0001 0110 1011 1100

Ctvrty fadek je téz ve tvaru, kde na prvnim misté je slovo s nejnizsi vahou v fadku.

Ziejmé vSechna slova z C' jsou uvedena v tabulce. Tedy vysSe uvedena tabulka je dekédo-

vaci tabulkou daného grupového kédu.

Piiklad 6.7. Urcete kédovaci matici a minimélni vzdéalenost kédovanych slov trojbito-
vého polynomického kédu s kédovacim polynomem z? + z + 1. Déle uréete kolikandsobné
chyby mtze tento kéd opravovat.

Reseni:

Kédovaci matice pro tento polynomicky kdd je dle definice 6.14 v nasledujicim tvaru

11
G=]01
0 0

—_ =
— = O
- o O

Minimalni vzdalenost kédovanych slov uréime s vyuzitim véty 6.10, podle které je rovna
minimalni vaze vSech nenulovych kédovanych slov. Uré¢ime vSechna kédovana slova a je-

jich vahu.
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a; = 000 — by = 00000

a, = 001 — by = 00111 w(by) =3
az = 010 — by = 01110 w(bs) = 3
as = 011 — by = 01001 w(by) =2
as = 100 — by = 11100 w(bs) = 3
ag = 101 — bg = 11011 w(bg) = 4
a; = 110 — by = 10010 w(by) =2
ag = 111 — bg = 10101 w(bs) =3

Z¥ejmé minimalni vaha nenulovych kédovanych slov je 2, proto i minimalni vzdalenost

kédovanych slov je 2. Tedy tento kdd zjistuje jednoduché chyby.
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Cviceni

Cviceni 6.1. Blokovy (1, 6)-kdd je urceny funkci

E: a; =0~ by = 000000,
a, = 1 — by = 111110.

a) Urcete d(bl, bg), U)(bl), w(bQ)

b) Urcete kolikandsobné chyby tento blokovy kéd miuze zjistovat a opravovat.

[a) d(by, ba) = 5, w(by) = 0, w(by) = 5; b) tento blokovy kéd zjistuje ¢tyfnasobné

a opravuje dvojnasobné chyby, jelikoz minimélni vzdalenost mezi kédovanymi slovy je 5]

Cviceni 6.2. Urcete kontrolni matice naledujicich linearnich kédu.

a) Linearni kéd K s kédovaci matici

b) Linearni kéd L s kédovaci matici

G

e o S S WY
o = o=k o
o R O R
[ o T o S
o~ o o
—_ o o o
o O o =

001010
000101
100000
010010
1110
11 0
011
0
1
; b)Hp =
0
0

10

10

11

01

0

0
100111
001011
110001

Cviéeni 6.3. Polynomicky dvoubitovy kéd s kédovacim polynomem z? + 1. Urcete ko-

dovaci matici a dekédovaci tabulku.

0000 0101 1010 1111

G:<1 01 o). 0001 0100 1011 1110
0101/ 0010 0111 1000 1101

0011 0110 1001 1100
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Zaveér

Teorie téles se uplatiiuje v mnoha oblastech. Vyuzivame ji pri feSeni algebraickych
rovnic, s tim souvisi i celd Galoisova teorie. Dalsi vyuziti nalezla v eukleidovské geo-
metrii, kdy na zakladé této teorie byl objasnén problém t¥i antickych tloh, mj. i pfi
feseni problematiky sestrojovani pravidelnych mnohotihelnikt. Uplatiiuje se i v novodo-
bych technologiich, s ¢imz souvisi mj. problematika kédovani dat. S teorii kédovani se
setkédvame v béZném zivoté, at uz jsou to rodna ¢isla, ISBN kddy, atd.

Tato problematika je rozsahla, proto neni mozné v této praci zpracovat vSechny jiz
zminéné oblasti. Cast prace je zaméfena na Galoisovu teorii, které predchézi zavedeni
normalniho a separabilniho rozsiteni. Jeji hlavni vyznam je znac¢ny pfi feSeni algebraic-
kych rovnic vyssiho stupné pomoci radikalti. S vyuzitim této teorie jsme schopni pfevést
urc¢ité problémy z teorie téles do teorie grup.

Dalsi cast je vénovana zadkladni problematice algebraického kédovani. V této casti
je nastinén pouhy tvod do této teorie, ktery by mél demostrovat, jak je v této oblasti
aplikovana teorie téles. Pro hlubsi studovani této teorie lze doporucit ke studiu [1], [8].

Tato prace obsahuje fesené i nefeSené ulohy. Piiklady jsou koncipovany tak, aby ilu-
strovaly jednotlivé pojmy. Nefesené tlohy jsou uvedeny ve cvicenich, kde ¢tenai nalezne
jejich Teseni. P1i Teseni téchto tloh je predpokladana znalost zakladt algebry a zajem se

touto problematikou zabyvat.



Seznam pouzitych symboli

Symbol

v
=

o}

W > Ccinmg |

N

~~

{

}

Pouziti
YV

dx

(@]

A= B
A B
reM
XCY
XUY
XNy

BT

G, H
E, N
(A[B)

Vyznam

pro kazdé x — obecny kvantifikator
existuje x — existenc¢ni kvatifikator
operace skladani zobrazeni

vyrok A implikuje vyrok B

vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B
x je prvkem mnoziny M

X je podmnozinou Y

sjednoceni mnozin X,Y

prunik mnozin X,Y

matice B

transponovana matice k matici B
kédovaci a kontrolni matice
jednotkova a nulova matice

matice slozend z prvki matic A, B usporada-

nych za sebou

matice slozena z prvkiu matic A, B usporada-
nych pod sebou

kédované slovo a

soufadnice kédovaného slova a

mnozina vsech prirozenych cisel

mnozina vsech celych cisel

mnozina vsech celych ¢isel modulo p

mnozina vSech racionalnich cisel

jednoduché rozsifeni (Q generované prvkem u
mnozina vsech redlnych cisel

polynom f

stupen polynomu f

redukovany stupen polynomu f

usporadana n-tice

obor integrity polynomt jedné neurcité nad F
stupen rozsiteni F nad L

redukovany stupen rozsireni I nad L

n-prvkova mnozina
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