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Uvod

Tématem bakalarské prace jsou nekonecné hry. V prvni kapitole se podivame
pojmy, které budeme vyuzivat ve zbytku préace, véetné Baireovy véty a véty o
perfektni mnoziné. V druhé kapitole se podivame na hry na realné ose a s jejich
pomoci ukazeme napiiklad, Ze interval [0,1] je nespocetny. Ve tieti kapitole se
pak budeme zabyvat topologickymi hrami, které pouzijeme i k dikazu jiz zminéné
Baireovy véty. V posledni kapitole pak narazime na hry geometrické, predevsim

pak rizné formy hry lev a kiestan.



Kapitola 1

Uvod do nekonecnych her

V této kapitole jsem ¢erpal z [7], [12] a [13]. V téchto publikacich je mozné

najit i pripadné nevysvétlené pojmy (predevsim v [7]).

1.1. Matematicky aparat

Definice 1. Topologickym prostorem nazveme dvojici (X, 7), kde X je mnozina
a 7 je kolekce podmozin X takovd, ze ) € 7,X € 7 a sjednoceni libovolného

poctu (tedy konecné, spocetné i nespocetné) prvku 7 néalezi 7.

Definice 2. Borelovskd mnoZina je takova mnozina, kterou lze ziskat pomoci
operaci spocetné sjednoceni, spocetny prunik a relativni doplnék z otevrenych

mnozin (nebo ekvivalentné uzavienych).

Definice 3. Zobrazeni f mezi dvémi topologickymi prostory nazveme homeo-

morfismus, pokud se jedna bijekci, a jak f tak i f~! jsou spojité.

Definice 4. Metrickym prostorem nazyvame dvojici (X, d), kde X je mnozina a

zobrazeni d : X x X — R je tzv. metrika, tedy splnuje pro kazdé z,y,z € X
o d(z,y) 2 0ad(x,y) =0sz=y,
o d(z,y) =d(y,x)

e d(x,y) <d(z,z)+d(y, z).



Metricky prostor nazveme uplnym, pokud je v ném kazda cauchyovska po-
sloupnost konvergentni.
Metricky prostor nazveme separabilni, pokud obsahuje spo¢etnou mnozinu v

ném hustou.

Veéta 5. Uzavrend podmnoZina uplného metrického systému je uplnyg metricky

systém.

Diikaz. Zanovou metriku si vezmeme restrikci puvodni metriky na tuto podmozinu.
Kazda cauchyovska posloupnost tedy konverguje, navic protoze je mnozina uzaviend
tak i limita nalezi nasi podmnoziné. O]
Definice 6. Mé¢jme mnozinu M v topologickém prostoru S a bod x € X. Tento
bod nazveme hromadngm bodem mnoziny M, pokud se v kazdém prstencovém

okoli x nachézi prvek z mnoziny M. Mnozinu vSech hromadnych budi mnoziny

M znac¢ime M.
Definice 7. Symbolem w budeme znacit nejmensi spocetny nekonecny ordinél.

Definice 8. Symbolem A% budeme znacit mnozinu vSech nekonec¢nych posloup-

nosti prvku z A a symbolem A<“ pak vSechny koneéné posloupnosti prvku z

A.

Definice 9. Pro kazdou posloupnost a € A“ a pro kazdé k € w, budeme znagcit
konecénou posloupnost prvnich k& prvki a jako a|k. Pocet prvku a budeme znacit

lal.

Definice 10. Necht s € A<¥ at € A% Us € A“ fekneme, Ze t prodluiuje s,

pokud t||s| = s, znacime ¢ < s.

Piiklad 11 (Cantorova mnozina). Cantorovu mnozZinu C' je mozné zadat vicero
zpusoby. Ukazme si jeden z nich. Mé&jme uzavieny interval [0, 1], z tohoto intervalu
vyjméme prostiedni tFetinu (bez krajnich bodu). Ziskdme tim dva nové intervaly
[0, %], [%, 1], na kazdém tomto intervalu opét vyjmeme prostiedni ¢ast, a tento
proces opakujeme. Pokud oznacéime: Ay = [0,1], 4; = [0,3] U [3,1], A3 = [0, 5] U

3 ’9
[%7%] U [%75] ) [%71]7-'-7 pak C = nnEwA"'
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Obréazek 1.1: Tvorba Cantorovy mnoziny

Poznamka 12. Cantorova mnozina je uzaviena, protoze se jednd o prunik uzavienych

mnozin.

Definice 13. Uzavienou mnozinu M nazveme perfektni, pokud je rovna mnoziné

svych hromadnych bodu, tedy M = M’.

Priklad 14. e Klasickymi piiklady perfektnich mnozin jsou R, protoze s
kazdym x € R patif do R i kazdé jeho okoli, nebo [0,1], kde pro kazdé
x € (0,1) existuje okoli uvnitt (0,1), a pro krajni body 0 a 1, existuje

pravé, respektive levé, okoli které také patii (0, 1).

1

e Naopak interval (0, 1) nenf perfektni. Pokud bychom méli posloupnost (;=5 )new

pak plati Vn € w : a, € (0,1). A pro kazdé e > 0 se nachazi néjaky ¢len v

této posloupnosti v pravém e-ovém okoli nuly, protoze Ve > 0dn € w : = < e.

SI=

e Mnozina M = {%\n € w}, neni perfektni, diky stejnému argumentu jako v
predchozim bodu a tomu, ze 0 ¢ M. Dokonce M’ = {0} a M UM’ =

- )

protoze se jednd o mnozinu slozenou z izolovanych bod.

e Cantorova mnozina C' je perfektni.

Diikaz. Méjme libovolné x € C a a libovolné ¢ > 0. Pak existuje n € w,
ze 37" < €. Ze zpusobu konstrukce Cantorovy mnoziny je zjevné, ze Vim €

w: x € A, protoze jinak by nemohlo pattit pruniku A,,, a lezi tedy i v
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A,. Mnozina A, se skldda z intervalu délky %, oznaCme si ten interval,
ktery obsahuje z, jako I. Je-li I* maximalni uzavieny interval takovy, ze
I* C A,,, pak jeho krajni body lezi v C'. Vidime, ze alespon jeden z krajnich
bodu I lezi v pruniku Cantorovy mnoziny a epsilonového okoli bodu .
7 libovolnosti x pak plyne C' C C’. Opacné inkluze plyne z uzavienosti

Cantorovy mnoziny. O
Definice 15. Méjme topologicky prostor X, A C X. Pak rekneme, ze
o A je hustd v X, pokud plati A = X.
o A je 7idkd, pokud A mé prazdny vnitiek.
e A nazveme pruni kategorie, pokud je spoc¢etnym sjednocenim fidkych mnozin.

e A je druhé kategorie, pokud neni prvni kategorie.
Ukazme si ptriklady jednotlivych typt mnozin.

Priklad 16. e Mnozina ptirozenych ¢isel je fidka v R, protoze mame-li libo-
volné n € w, pak prstencové okoli o poloméru e = 0,5 ma prazdny prunik

s prirozenymi cisly.

e Kazda spocetna podmnozina R je prvni kategorie. Pokud je mnozina spocetna,

pak ji lze zapsat jako |, . {a,}, coz je spocetné sjednoceni fidkych mnozin.

new

e Vsimnéme si, ze mnozina prvni kategorie muze byt husta. Mnozina Q je

spocetna, tedy prvni kategorie, ale je husta v R.

e Piikladem mnoziny druhé kategorie muze byt napiiklad interval [0,1] v
R. Realna cisla tvoii uplny metricky prostor, a takovyto prostor je podle

Baireovi véty (viz 23) Baireuv, a ten je druhé kategorie sam v sobeé.

Definice 17. o C A<¥ nazveme strom, jestlize: Vs,t € A, s <t:t € 0 —

s e€o.

Definice 18. Strom o C A<¥ nazveme prorezany, pokud Vs € cda € A : s"a €

g.

11



Definice 19. Té¢lo stromu o, znacime [o], definujeme jako:

o] ={x € A”|Vn € w: z|n € o}

Poznamka 20. Na A predpokladdme diskrétni topologii, tedy kazda podmnozina
A je oteviend. Diskrétni topologie generuje diskrétni metriku tj. d(x,y) = 1 pro

Daéle na A“ predpokladdme produktovou metriku, tj. d(z,y) = 2,1%, pokud
x,y € A, x # y a n je nejmensi n, ze x, # y,. Bazi této topologie na A“ tvoii

mnoziny Ny = {z € A¥ : s <z}, kde s € A¥.

1.2. Baireova véta a Baireovy prostory

Definice 21. Topologicky prostor nazveme Baireuv, pokud spocetny prunik v

ném hustych otevienych mnozin, je v ném husty.

Nejednd se o jedinou z moznych definic Baireova prostoru, uvedme si bez

dukazu nasledujici vétu [12]:

Véta 22. Topologicky prostor X je Baireuv, pravé kdyz X \ M je hustd v X pro
kazdou M C X pruni kategorie.

Véta 23 (Baireova véta o kategoriiich). KaZdy uplnyg metricky prostor je Baireuv.

Poznamka 24. Tuto vétu si dokdzeme pozdéji, pomoci Choquetovy hry (viz

kapitola 3.1).
Ukazme si néjaké piimé vyuziti predchazejici véty na piikladu z [9]:

Priklad 25. Mé&jme nekonecéné diferencovatelnou funkei f : [0, 1] — R takovou,
7e pro kazdé fixni x € [0,1] existuje n = n(z) € w splaujici f™(z) = 0. Pak
existuje neprazdny otevieny interval (a,b) C [0,1] na némz je f polynomialni
funkce.

Oznac¢me si F, = {z € [0,1]|f™(x) = 0}. Ze zadéni vime, Ze pro kazdé

r € [0,1] existuje n takové, ze x € F,. Tedy [0,1] = U, ., Fn a mnoziny F,

12



jsou uzaviené. Uvédomime-li si, Ze interval [0, 1] je mnozina druhé kategorie, coz
plyne z vét 23 a 22, nebot se jednd o tiplny metricky prostor, pak musi existovat
m € w takové, ze mnozina F,, neni tidkd. Tedy existuje interval (a,b) C F,,
a Vo € (a,b) : f0"(x) = 0. Pak f™Y(z) je konstantni funkce na (a,b), a

néaslednou opakovanou integraci dostaneme f(x) = Z?jol Sa', kde ¢; € R.

Uved'me si nékolik netrividlnich piikladi Baireovych prostorit:

Priklad 26. Cantorova mnozina je Baireuv prostor, protoze se jednéd o uzavieny
podprostor uplného metrického prostoru a tedy tuplny metricky prostor. Tato
mnozina je druhé kategorie sama v sobé, prestoze se jedna o mnozinu prvni ka-

tegorie v intervalu [0, 1].

Piiklad 27 (Sorgenfreyova piimka). Sorgenfreyova piimka je topologicky prostor
na ose R s topologii 7 = {[a,b)|a,b € R,a < b}. Tento prostor je Bairetuv, ale

neni metricky.

1.3. Uvod do nekonec¢nych her

Nésledujici hru budeme chapat jako definici pojmu nekonecné hry:

Hra 28. Uvedme si piiklad nekonecné hry:
Méjme neprazdnou mnozinu A a mnozinu X C A¥. Hra¢ A a hrac B stiidave

voli prvky a; € A1 € w.

hrac A qg as ay ag ag

hrac B ai as as ar

Hrac A vyhrava prave tehdy kdyz (ay,)new € X, jinak vyhrdva hrac B. Tuto
hru budeme znacit G(A, X). Hram v tomto tvaru se nékdy iika i Gale-Stewartovy

hry.

Definice 29. Hrou s uplnou informovanosti nazveme hru, pii niz zna hrac¢ pri
svém rozhodnuti vSechna rozhodnuti, provedena kazdym z hracu. Pokud toto

neplati, nazveme tuto hru hrou s nedplnou informovanosti.

13



Poznamka 30. U vsech her zminénych v této praci predpokladame tiplnou in-

formovanost.

Definice 31. Strategii hrdce A nazveme zobrazeni ¢ : A<¥ — A<¥ splnujict:
a) Vs € A< : [p(s)] = [s] + 1,
b) Vi, s € A< t < s:p(t) < p(s).

Poznamka 32. Strategie urcuje tahy hrace A ve hie nasledujicim zpiisobem:

e(0) = ao, p(a1) = (ao, a2), p((a1,a3)) = (ao, az, as), . ..
Strategii muzeme ekvivalentné definovat i takto:

Definice 33. Strategie hrace A je strom o C A< splnujici:
a) o je neprazdny a profezany,

b) pokud (aq,...,as;) € o, pak pro kazdé asj11 € A plati (ag, . . ., asj, a2j41) €

g,

c¢) pokud (ao,...,azj—1) € o, pak existuje pravé jedno ay; € A takové, ze

plati (ao, ..., as;) € 0.

Definice 34. Strategii hrace A nazveme vitéznd, pokud s ni vyhraje hrac A,

nehledé na volby hrace B. Tedy [o] := {x € A“|Vn €w:zn€ o} C X

Hra 35. Hra s pravidly: Méjme 7' C A<¥ profezany strom a X C [T]].

hrac A ag as ay ag ag
hrac B ay as as ar
Pro kazdé n € w musi platit (ag,ai,...,a,) € T. Rekneme, ze strom T

oznacuje tzv. pripustné pozice. Tuto hru budeme znacit G(T, X).

Poznamka 36. e Strategii a vitéznou strategii pro hrace B definujeme ana-

logicky.
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e Vitézna strategie nemusi existovat pro zadného hrace, a pokud existuje, tak

jen pro jednoho z nich.
Ukazme si ptriklad hry, ve které nemd ani jeden z hracu vitéznou strategii.

Piiklad 37. Méjme hru G(A, X) kde A = {0,1} a X C 2¥ je tzv. Bernsteinova
mnozina, tedy pro kazdou perfektn{ F' C 2¥ plati: FNX =0 a FN(2¥\ X) = 0.

Pak nemad ani jeden z hracu vitéznou strategii.

Dikaz. Sporem: Méjme ¢ : 2<% — 2<% vitéznou strategii hrdce A. Definujme

p* 2 — 2¥ nasledujicim predpisem:
v (ay,as,...) = (ap,as,as...), (1.1)

kde ¢((a1,as, ... a2-1)) = (ag,a1,as ..., as;) pro j € w.

Zobrazeni ¢* je prosté. Pokud by platilo ¢*(a) = ¢*(b) pak podle (1.1)
(co,a1,c2,a3...) = (co,by,c2,b3...) a tedy Vi € w : a; = b;. Zobrazeni ¢* je
navic spojité, nebot pro libovolnd «, 8 € 2 k € w, kterd spliuji bk = c|k,
plati p(blk) = ¢(c|k). Tedy v soucinové metrice (b,c) < ¢ = Vi € w :
d(¢*(b), ¢*(c)) < €, protoze index prvniho rozdilného prvku je stejny.

Mnozina 2“ je nespocCetnd a kompaktni. Pak je ovsem ¢*(2¥) C X kom-
paktni (spojity obraz kompaktni mnoziny), a nespocetnd(prosty obraz nespocetné
mnoziny). Tedy mnozina X obsahuje podle véty o perfektni mnoziné, viz véta 44,

neprazdnou perfektni podmnozinu a to je spor s definici Bernsteinovi mnoziny.

Pro hrace B bychom dosli ke sporu stejnym postupem. n

Definice 38. Rekneme, Ze nekonecna hra je determinovand, pokud ma jeden z

hracu vitéznou strategii.

Pozniamka 39. Neformélné muZzeme ftict Ze:

e Hra¢ A ma vitéznou strategii, pokud plati: JagVa;3asVas - - - : (ag, a1, as,a3...) €
X

e Hric¢ B md vitéznou strategii, pokud plati: Vag3aiVasJas - - - : (ag, a1, a9,a3...) &
X

15



Definice 40. Rekneme Ze pozice x = (zg,21,...,%,),n € w je neprohravajici

pozice hrace A, jestlize hra¢ B nemad vitéznou strategii s timto zacatkem.
Ukazme si nyni hru ktera je determinovana.

Véta 41 (Gale-Stewart, 1953). Méjme mnozinu A # 0, T C A< je neprdzdny
profezany strom a necht X C [T] je uzaviend v [X]. Pak hra G(T, X) je deter-

minovand.

Diikaz. Predpokladejme, ze hra¢ B nema vitéznou strategii, a zkonstruujme vitéznou
strategii pro hrace A.
Predpoklddejme, ze z = (ao, . . ., as,—1) je neprohravajici pozice hrace A. Pak

musi existovat takové ao, € A, ze plati
e (ag,...,as,) €T,

e pro kazdé ag, 1 € A, splaujici (ag,...,a2,+1) € T, je tato pozice ne-

prohravajici pro hrace A.

Protoze neexistuje vitéznd strategie pro hrace B, muze hra¢ A volit své tahy
tak, aby byl vzdy v neprohravajici pozici.

Dokazme, ze se jednd o vitéznou strategii hrace A. Kdyby se nejednalo o
vitéznou strategii hrdce A, pak (ag, ay,...) € [T], volend pomoci tohoto postupu,
neni v X. Mnozina [T] \ X je oteviend v [T] (doplnék uzaviené mnoziny). Proto
dn € w takové, Ze mnozina vSech piipustnych prodlouzeni vektoru (ao, . .., ;1)
je podmnozinou [T]\ X a nejednd se tedy o neprohréavajici pozici hrace A, dokonce

muze hra¢ B hrat cokoliv a vyhraje, coz je spor. O]
Plati dokonce silngjsi tvrzeni.

Véta 42 (Martin, 1985). Necht T # 0 je prorezany strom na A a X C [T] je
borelovskd. Pak G(T,X) je determinovand.

Poznamka 43. Toto hluboké tvrzeni nebudeme v této praci dokazovat. Dukaz

je mozné najit v [11].
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1.4. Nekonecné hry a véta o perfektni mnoziné

V posledni c¢asti této kapitoly si ukdzeme, jak je mozné vyuzit nekonecné hry

a jejich determinovatnost. A to alternativnim dukazem véty o perfektni mnoziné.

Véta 44 (Véta o perfektni mnoziné). Méjme iplny metricky separabilni prostor
X a borelovskou podmnozinu A C X . Pak A je spocetnd, nebo obsahuje Cantorovu

mnozinu (diskontinuum), respektive jeji homeomorfni obraz.

Hra 45. Mé&jme neprazdny separabilni tiplny metricky prostor X. Necht v je
spocetna baze X sestavena z neprazdnych otevienych mnozin a A C X. definu-

jeme hru G*(A), takto
hrac A U, UL U, U v o
hrac B io 2.1 ig ce

kde plati pro kazdé piirozené n, i € {0,1}:

U™ e V,diamU;™ < 27",

Ué”) N Uln) = ®7

o U uUY c U,

in

in € {0,1}.

U, .:). Hrac A vyhraje pravé tehdy, kdyz

new 1

Definujme prvek x € X jako z := )
r € A

Véta 46. Necht X je neprdzdny separabilni 1iplny metricky prostor a A C X.
Uvazme hru G*(A). Pak

i) Hrdacé A md vitéznou strategii prave tehdy, kdyz A obsahuje Cantorovu mnozinu.
ii) Hrda¢ B md vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz A je spocetnd.

Diikaz. i) Ukazme si vitéznou strategii pro hrace A. Mé&jme néasledujici posloup-
nost (Us)sca<w\p, spliujict:
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U, je oteviena a neprazdna,

US/\Q U Us/\l C US, USAO N Us/\l == (b

diam U, < 271sI+1,

Vy € 2¢ : (e, Unry je jednoprvkovad mnozina v A.

Pak () new U|S|:n U, je homeomorfni obraz Cantorovy mnozina.

Necht naopak obsahuje A homeomorfni obraz Cantorovy mnozinu C. Pak
staci hraci A volit v kazddm kole obé mnoziny Ui(n),z' € {0, 1}, aby jejich prunik
s mnozinou C' byl neprazdny, tedy U™ N C # 0 # Uén) N C. Staél tady volit
dvé oteviené mnoziny, které obsahuji néktorou z mnozin z konstrukce Cantorovy
mnoziny.

i1) Pokud je A spocetnda, pak ji lze seradit do posloupnosti (a,), € w. Hra¢ B
bude volit pro kazdé ptirozené n hodnotu i, tak, aby x, ¢ U 5:) Tedy () newl E:) =
0.

Naopak predpokladejmeé, ze ma hrac B vitéznou strategii o. Méjme x € A.
Rekneme e pozice p = (U ,Ul(o)), U Uy ) je dobrd pro
pokud byla hréna podle 0 a x € U . , pricemz prazdné posloupnost je dobra pro
vsechna a € A. Pokud by pro kazdou dobrou pozici pro z, existovalo prodlouzent,
které je také dobré pro z, pak by existovala sekvence dand strategii o, jejimz
vysledkem je x € A. To ovSem znamena, ze vyhral hra¢ A a o tedy neni vitézna
strategie hrace B.

A tedy pro kazdy x € A existuje maximalni posloupnost p pi"isluéné danému
z. Oznacme A, = {y € U E:;l)| pro kazdé pifpustné prodlouzeni (U™, U™) : v
tahu i podle strategie o plati: y € U"}. Pak A C Up Ay, navic A, je vzdy nejvyse
jednoprvkovd mnozina. Pokud bychom méli yo, 11 € A,,y0 = y1, pak existuji
mnoziny Uy, 7e yo € Uy a Uy, 7e y1 € Uy a navic Uy, Uy € UL Y. Pokud by hraé
A zahral tuto kombinaci, pak by hra¢ B musel jeden z bodu ,vyradit“. Pak je
Up A, spocetnd mnozina, spocetné sjednoceni nejvyse jednoprvkovych mnozin.

Tedy i mnozina A je spocetné.
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Nyni jiz k dukazu véty 44.

Diikaz (véty o porfekini mnoziné). Pokud bychom veédéli, ze hra G*(A), A C X,
je determinovand, pak podle piedchozi véty je bud A spocetné, nebo obsahuje
obraz Cantorovy mnoziny.

Vzhledem k Martinove vété staéi ukdzat, ze mnozina V' C [T piipustnych
vysledku hry, v nichz vyhraje hra¢ A, je borelovskd v [T].

Uvazme zobrazeni ¢ : [T] — X, které pfifadi behu hry G*(A), tj. posloupnosti
(U, Ui, ..), bod x € N0, UM,

Ukdzeme, Ze zobrazeni ¢ je spojité. Necht (B,,),e. konverguje k B v [T]. Pak
pro kazdé m € w musi existovat ng € w, ze B,|m = B|m pro n > ny. Proto
©(B,,) konverguje k ¢(B).

Jelikoz hra¢ A vyhraje, pravé kdyz béh B hry spliuje ¢(B) € A, plati pro
mnozinu V', ze V = ¢ (A). Podle predpokladu je A borelovskd mnozina. Navic
spojity vzor borelovské mnoziny je opét borelovskd mnozina, tedy V' je bore-
lovska, coz jsme chtéli dokézat.

O

Poznamka 47. Vsimnéme si, ze pokud bychom misto Martinovy véty o determi-
novanosti borelovské hry pouzili v predchozim dukazu determinovanost uzaviené
hry (tedy veéty 41), dokdzali bychom specidlni piipad véty o perfektni mnoziné

pro uzaviené mnoziny.
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Kapitola 2

Hry na realné ose

V této kapitole se budeme zabivat nekoneénymi hrami, které se hraji, jak

nazev kapitoli napovida, na realné ose, nebo na néjakém jejim podintervalu.

2.1. Point-open
V této kapitole jsem Cerpal z [1].

Hra 48. Hru Point-open hrajeme na redlné ose. Necht je ddna mnozina X C R.
Pak v n-tém tahu, n € w, nejdiive hra¢ A voli ¢islo x,, € X a poté hrac B voli
otevienou mnozinu U,, C R takovou, aby platilo x,, € U,,. Ozna¢me U = UHEW U,,

pak hrac A vyhraje prave tehdy, kdyz plati: X C U.
Ukazme si nékolik voleb mnoziny X, pii kterych je tato hra determinovana.

Veéta 49. Pokud je mnozina X spocetnd, pak md hrac¢ A vitéznou strategii ve hre

Point-open.

Dukaz. Diky tomu ze mnozina X je spocetnd, jsme schopni ji seradit do po-
sloupnosti, ozna¢me si ji (2;);e,. Pokud bude hra¢ A pro kazdé ptirozené n volit
Tn = Zn, tak vyhraje, protoze se pak kazdy prvek z, bude vyskytovat alespon v

mnoziné U,,. ]

Véta 50. Pokud X = R, pak md hrac¢ B vitéznou strategiv ve hre Point-open.
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Diikaz. Pokud bude hrac B volit Vn € w volit U, tak aby jeji Lebesqueova mira
byla 2, pak bude platit A(U) < A(X 1N U,) < S 20N UL) =325 =14
A(R) = oo. Velikost U je tedy mensi nez R a tudiz nemuze platit R C U. Jedna

se tedy o vitéznou strategii pro hrace B. ]
Tuto vétu muzeme jesté zobecnit.

Véta 51. Necht X C R md nenulovou (Lebesqueovu) miru, pak hrd¢ B md

vitéznou strategit ve hre Point-open.

Diikaz. Necht A\(X) = a,a > 0. Pokud bude hrd¢ B volit pro kazdé pfirozené n
U, jako interval délky £, pak A(U) < S I A(U,) = 3050 & = 2 < a. Tedy
stejnym argumentem jako v dikazu predchozi véty plati, ze se jedna o vitéznou

strategii hrace B. O]

2.2. Banachova hra

V této kapitole jsem Cerpal z [15].

Hra 52. Banachovu hru hrajeme na nekonecné dlouhé polopiimce p, kde p =
{z € R|0 = x £ oo}. Méjme pfedem danou mnozinu Z C p. Pak hraci A a B voli
kladnad cisla a;, b; € p tak, aby a; > b; > a;,.1,1 € w, a hra¢ A zac¢ina. Takto hraci

vytvoii posloupnost

a; > by > a9 > by >as3 >by > ... (2.1)

Polozme g := > % (a; +b;). Pak hrac A vyhrava, pokud g € Z, jinak vyhrava
hrac B.

Véta 53. Necht Z je spocetnd mnoZina. Pak md hrdc¢ B vitéznou strategii.

Diikaz. Zacnéme tim, ze vyuzijeme spocetnosti Z a sefadime ji do posloupnosti
(2i)icw, je-li Z konetnd, budou se nékteré prvky opakovat. Oznaéme si s, =
a1+bi+as+by+ -+ ap_1+ b1+ ax . Nyni pro kazdé k € w hledejme b, jako

funkci 2 a sp.

21



Zvolme tedy libovolné k£ a pokusme se dokézat, ze hrac B je schopen dosdhnout
vhodnou volbou svych tahu toho, ze nerovnost zp # g plati. To zajistime vhod-
nou volbou kladnych redlnych ¢isel 5F, BF 41 ---, které na volby hrdce B pridaji

podminku
Vi€ w,i>k:b < pBF (2.2)

Pro z, < s, muzeme volit ¢fsla 8% v podstaté libovolné, nebot platnost

pozadované nerovnosti zp # ¢, plyne z kladnosti b;. Polozme naptiklad 1 =

BE=pBE . =....
Pro 2z, > s, jiz musime byt s volbou 3 opatrnéjsi. Budeme je volit tak, aby

platilo
< . _ |z — sil
> B < = (2.3)
i=k

Toho Ize docilit napiiklad volbou BF = ‘Z’g%k‘, protoze plati S BF < ST gk =

;;Of ‘Z’g;ﬁk‘ = |Z’€gs’“‘ Zfoo 2i = @ Diky takovéto volbé plati g = s + (bx +
apr1) + (b1 + appo) ++ - < sp+2 :f,j BF < sy, +2%5%% = 2. Kde prvnf nerov-
nost plyne z (2.1) a (2.2), zatimco druhd plyne z (2.3). Tedy i v tomto pripadé
jsem schopni docilit z; # g.

Nyni jiz k samotnym volbdm hrace B. Necht zvoli v k. kole ¢islo by, tak, ze

plati nasledujici nerovnosti

k k k
bk<ak,bk <51,bk <B2,...,bk <ﬁk7

kde prvni nerovnost je pozadovana (2.1) a ostatni (2.2). Pak v k-tém kole zajisti

hra¢ B, volbou danych 3%, platnost nerovnosti z; # g. n

Poznamka 54. Hodnotu ﬁij muzeme tedy interpretovat jako horni omezeni b,

vytvorené v kole i.

2.3. Limitni hra

V této kapitole jsem cerpal z [2].
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Hra 55. Tuto hru hraji dva hraci na intervalu [0, 1]. Nejdfive zvolime mnozinu
S C [0,1]. Pak budou hraci A a B volit éisla z intervalu [0, 1] podle nasledujicich
pravidel.

Hrac A zvoli realné cislo a; tak, aby platilo 0 < a; < 1. Poté hrac B voli
by s nasledujici podminkou a; < by < 1, kazdy dalsi tah pak voli prvek mezi
poslednimi dvémi zvolenymi. Tedy pokud oznac¢ime ag = 0 a by = 1, pak pro kazdé
n € w volime a, tak, aby platilo a, | < a, < b,_1 a b, tak aby a,, < b, < b,_1.

Ze zpusobu volby (ay)ne, vidime, Ze se jednd o monotonni a omezenou po-
sloupnost a tedy mé limitu. Ozna¢me o = lim,,_, a,, kde a € [0,1]. Hrd¢c A

vyhraje, pokud « € S, jinak (« € S) vyhraje hrac B.
Veéta 56. Pokud je S spocetnd, pak md hrac¢ B vitéznou strategii.

Diikaz. Tato véta je zjevnd pro S = (). Pokud by S byla neprdzdné spocetna
mnozina, pak by sla sefadit do posloupnosti (s,)ne,, pokud by byla S kone¢na,
budou se nékteré prvky opakovat. Zformulujme nésledujici strategii pro hrace B.
Pro kazdé n > 1 voli hra¢ B v n-tém kole b,, = s,, pokud je to mozné, tedy plati-li

n—1+an
2

a, < S, < b,_1, jinak voli b . Pak pro kazdé n € w plati bud s, < a,,

nebo s, > b,. Navic plati Vn € w : a, < a < b,, nebot posloupnosti (a,); %] a
(by); 25 jsou monotonni a plati lim, o an = o = lim,, o0 b,. Tedy a & S. Coz

znamena ze se jednd o vitéznou strategii hrace B. O]

Pomoci této hry muzeme alternativné dokézat, ze interval [0, 1] je nespocetnd

mnozina.
Véta 57. Interval [0,1] C R je nespocetny.

Diikaz. Zvolme v limitni hie S = [0, 1]. Uvédomime si, ze plati a € [0,1]. Nee-
xistuje tedy vitéznd strategii pro hrace B, naopak kazda strategie je vitézna pro

hrace A, a proto dle minulé véty je tento interval nespocetny. O]

Pted tim, nez si ukdzeme pro jaké mnoziny S ma vitéznou strategii hrac A,

uvedme si nékolik pomocnych lemmat a definic.
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Definice 58. Oznacme St = {x e RVe > 0: (x,x +e)NS#0}a S ={x €
RVe >0: (z—e€,2)NS #0}

Lemma 59. Pokud je neprdzdnd mnozina S C [0, 1] perfektni, pak plati inf(S) €
ST,

Diikaz. Oznaéme si toto infimum jako m. Z definice infima plyne, Ze neexistuji
prvky S které by byli mensi nez S, tedy S € S™. Protoze je navic m hromadnym
bodem S, pak existuje posloupnost prvki z této mnoziny, ktera konverguje k m

a tedy m € ST. O

Lemma 60. Méjme S C [0,1] neprdzdnou perfekini mnozinu a x € S, pak

Ve > 0 obsahuge interval (x,x + €) bod, ktery také ndlezi ST.

Diikaz. Protoze a € ST, muzeme najit a,b,c € S spliujici z < a < b < c < x+e.
Oznacme d := inf((a,c) N S). Protoze b € (a,c) NS, plati a < d < b. Pokud
by platilo d = a, pak protoze a je infimem (a,c) NS, tak existuje i posloupnost
prvku této mnoziny, kterd konverguje k a zprava a tedy a € ST. Pokud by platilo
d > a, pak d € S, protoze S je uzaviena. Tedy d je hromadny bod S, protoze
S je perfektni. Navic existuje levé okoli d, jehoz prunik s S je prazdna mnozina,

tedy d € S~. Jelikoz se ale jednd o hromadny bod, tak musf platit d € S*. [
Véta 61. Pokud je S perfektni mnozina, pak md hrdc¢ A vitéznou strategii.

Dukaz. Omezeni hrace A v kole n,n > 1, ma podobu a,_1 < a, < b,_1. Zvolme
ap = inf(S), pak z lemmatu 59, plati ag € ST. Podle lemmatu 60 existuje pro
kazdé n > 1 a, € (a,_1,b,_1) takové, ze a, € ST. Hra¢c A tedy muze v kazdém
kole volit a,, tak, aby platilo a, € S*. Pak a = lim,,_,, a,, a navic plati, ze

ST C S a S je uzaviend mnozina, protoze S je perfektni, a tedy o € S. O
Véta 62. Kazdd perfekini mnozina S C [0, 1] je nespocetnd.
Dukaz. Toto tvrzeni plyne z vét 56, 61 a toho ze vitézna strategie existuje pro

nejvyse jednoho z hracu. m
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Poznamka 63. Pripomenme si, Ze podle véty o perfektni mnoziné (véta 44)
obsahuje kazda nekone¢na borelovskd mnozina homeomorfni kopii Cantorovy

mnoziny, coz je perfektni mnozina.

Véta 64. Pokud je S C [0,1] nespocetnd borelovska mnoZzina, pak md hrdé A

vitéznou strategii.

Dukaz. Podle poznamky 63, muzeme v S najit perfektni podmnozinu, ozna¢me
si ji P. Pak muzeme zopakovat postup z dukazu véty 61 jen s tim rozdilem, ze
budeme vybirat a, z P*. Pak plati « € P a P C S, a jedna se tedy opét o

vitéznou strategii hrace A. m
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Kapitola 3

Topologické hry

3.1. Choquetova hra

V této kapitole jsem cerpal z [7], [5] a [13].

Hra 65. Méjme neprazdny topologicky prostor X. Choquetovu hru definujeme
takto:
hrac A U(] U 1 U. 2 U. 3 U4

hrac B Vo Vi Va V3
kde plati

e U;, V; jsou neprazdné oteviené mnoziny, i € w.
e U;DV,DUjy1,1 €w
Hrac B vyhrava prave tehdy, kdyz (,c, Vi = Nneo Ui # 0.

Veéta 66. Neprdzdny topologicky prostor je Baireuv pravé tehdy, kdyz hra¢ A

nemda vitéznou strategii v Choquetové hre.

Diikaz. <= (Sporem) Predpokladejme, ze X neni Baireuv. Pak existuje neprazdna
oteviena mnozina U a spocetné mnoho otevienych hustych mnozin G,,n € w,
takovych, ze U N(),c, Gn = 0. Voli-li hréc A Uy =U a U, = V,_1 NGy, n € w,
U, je neprazdnéd oteviend mnozina, protoze (G, je hustd a jedna se o prunik

dvou otevienych mnozin. Pak prunik () _ U; = () a popsali jsme tedy vitéznou

new

strategii hrace A, coz je spor.
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— (opét sporem) Pfedpoklddejme, ze mé hrac A vitéznou strategii o. Necht
Uy je prvni tah podle 0. Ukazeme, ze Uy neni Baireuv. Zkonstruujeme proto strom

S C o takovy, ze pro p = (Up, Vi, ...,U,) € S je mnozina

U, = {U|(Uo, Ve, ..., U, U) € S} (3.1)
tvorena disjuktnimi otevienymi mnozinami a (J U, je hustd v U,,. Ozna¢me

W = J{Ual(U0, Y, ..., Uy) € S} (3.2)

Pak mnoziny W,, jsou husté a oteviené v Uy pro kazdé n. Necht je prinik MNnew Wn
neprazdny (a x := ()., Wn), pak musi existovat vétev stromu S(Up, Vp,...)

takové, ze plati x € [, ., Un. To je oviem ve sporu s tim, ze o je vitéznd strategie

new

hréce A. A tedy (,c, Un = 0 a Uy neni Bairetiv prostor.
Existuje ovsem takovyto strom? Zkonstruujme jej matematickou indukci podle

délky vétve.
e es

e Pokud mame (U, Vp,...,V,—1) € S, pak je (Uo, Vo, ..., Viu1,U,) € S jed-
noznacné dana strategii o. Méjme tedy p = (Up, Vo, ..., Vu_1,U,) € S. Ne-
cht v, je maximaln{ systém neprdzdnych otevienych podmozin V;, takovy,
ze {V |V, € v} je disjunktni, kde V7 je tah pozadovany jako prodlouzeni
p"V,. Piidejme do S vSechny posloupnosti (Uy, Vo, ..., Vi1, Up, Vo, V), V, €
v,. Pak mnozina {V}|V,, € v,} je hustd v U,. Pokud by nebyla husta, pak by
existovala oteviend neprazdnd mnozina G C U, disjunktni s {V}|V,, € 1, }.

Pak v, UG, je sporem s maximalitou v,
O

Definice 67. Topologicky prostor X nazveme Choquetuv, pokud v ném ma hrac

B vitéznou strategii v. Choquetové hrte.

Poznamka 68. Predchozi véta nam tedy tika ze kazdy Choquetuv prostor je

Baireuv.
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Veéta 69. Pokud prostor X, obsahuje neprdazdnou otevienou mnozZinu M, kterd

je prond kategorie, pak md hrac¢ A vitéznou strategii.

Dikaz. Pokud je M prvni kategorie pak M = |J _ M,, kde M, jsou ridké.

necw
Navic plati, ze rozdil oteviené a uzaviené mnoziny je oteviend mnozina, protoze
A\ B = AN B¢ a to je prunik dvou otevienych mnozin. Pokud hrd¢ A voli
Up:=MaVn €w:U, =V, 1\ M, # 0 (protoze M, je ¥idkd), tak po spocetném

poctu kroku vyradi vsechny prvky a tedy vyhraje. O
Uved'me si jedno pomocné lemma.

Lemma 70. V dplném metrickém prostoru X je prunik vnotenich neprdzdnych

uzavrenych mnozin (Fy,)new, spliugici lim,,_, o, diam(F,,) = 0, neprdzdny.

Diikaz. Necht pro kazdé n € w a,, je libovolny prvek mnoziny F),, pak posloupnost
(@n)new je konvergentni. To plyne z toho, ze X je uplny prostor a (a,)new je
cauchyovskd, coz ziskdme z podminky lim,,_,, diam(F,) = 0. Ve > 0,3In € w :
diam(F,) < €, pak Vm > n : ||a, — a,|| < €, protoze oba prvky patii F,,, diky
vnorenosti. Oznacme limitu jako a, diky uzavienosti nasich mnozin navic plati

Vn€w:a€ F,atedya€(), ., Fn, tedy tento prunik je neprézdny. m

new

Veéta 71. Pokud je X duplny metricky prostor, pak je Choquetuv.

Dikaz. Chceme ukazat, ze v iplném prostoru (tedy takovém, kde cauchyovskost
je ekvivalentni s konvergenci) mé hrd¢ B vitéznou strategii v Choquetové hre.
Necht hraje hra¢ B v kazdém tahu V,, tak, aby platilo, ze V,, C U,.

V.cN

a jedna se o vitéznou strategii hrace B. O

Z lemmatu 70 mame z € () U,,. Tento prunik je tedy neprazdny

new new

Poznamka 72. Protoze jsme si na zac¢atku kapitoly dokazali, ze kazdy Choquetuv

prostor je Baireuv, tak nam véta 71 dava alternativni dukaz Baireovy véty.

3.2. Banachova-Mazurova hra

V této kapitole jsem cerpal z [12], [13] a [7].
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.....

hrac B, hraji nekone¢nou hru tak, ze sttidavé voli uzaviené intervaly s nenulovou
délkou [I,,, n € w tak, aby splnovaly I,, 1 D I, D I,41.

Jsou dany mnoziny A C Iy, B = Iy \ A. Hra¢ A vyhravé prave tehdy, kdyz
Nyew In VA # 0.

Veéta 74. Hrac¢ B md vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz je A proni kategorie.

Dikaz. Zacneme tim, ze si ukazeme, jak obecné vypada strategie hrace B. Méjme

funkce fn : ([07 [1 R Ignfl) — Ignfl. Tedy

fallo, Iy oo Iop—1) C Iopos. (3.3)

Pak f,, musi byt definovana na kazdé vnotené posloupnosti uzavienych intervalu

Iy DDy, (34)

ktera vznikla

Vi S {1, 2, e, = 1} . ]22‘ = fi(](), Il N Igi_1> (35)

Posloupnost ( f;)ic. pak tvoii strategii pro hrace B. Pokud navic plati | J,., I; C B,
pro kazdou posloupnost spliujici (3.4) a (3.5), pak se jedna o vitéznou strategii
pro hrace B.

<= Pokud je A prvni kategorie, pak A =, . A;, kde A; jsou fidké. Pokud

new
bude hra¢ B volit I, C Ip,_1 \ A, # 0 (protoze A, jsou iidké), pak postupné
,vyradi® v8echny prvky A a tedy vyhraje.

= MZéjme vitéznou strategii hrace B fi,fs .... Pro f; vytvorime systém

uzavienych intervalu J; C I, i = 1,2... splaujici:
Z) Kz = fl(](b Jz) jSOU disjunktni.
it) U, K¢ je husté v I.

a to nasledujicim postupem. Méjme posloupnost (.5;);e,, intervalu s racionalnimi
koncovymi body. Pak J; = S, a dalsi J; je prvni ¢len S; € (5;)ic, takovy,
ze S; C Ip\ Ki\ .... Takto ziskané mnoziny ocividné splauji 7). Pokud by
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neplatila i7), pak by existoval interval mezi nékterymi dvéma intervaly K;, K;
nenulové miry, oznac¢me jej P. Pak jisté existuje Sp C P prvek posloupnosti
(Si)icw, Pak z (3.3) vime, ze fi(lo,Sp) C P, a muzeme jej pridat do (5;)icw,
¢imz vzniknou 2 nové podintervaly P, s mirou mensi nez mira P, které nepatii
do |, K3. Tento proces muzeme opakovat, dokud nebudou konce jednotlivych
intervalu ,,dostate¢né blizko*.

Stejné vybudujeme i posloupnost uzavienych intervalu (J;;)ic, v K7 ta-
kovych, ze intervaly K;; = fa(lo, J;, Ki, Jij), jsou disjunktni a jejich vnitiky
jsou husté v K;. Pak je i |J; 2K, husté v Iy. Tento postup budeme opakovat.

i,j=0
Takto vybudujeme dva systémy uzavienych intervala J;, ;. a K ;. , kde
n,i, € w, které splnuji:
Kih...,in - fn([oa Jip Ki17 J’i1,i27 ) Jil,...,in) (36)
Jil:--~in+l C K?l,ln (37>
Pro kazdé prirozené n jsou intervaly K, ;, disjunktni, a
sjednocenti jejich vnitiku je husté v 1. (3.8)
Méjme libovolnou sposloupnosti indext (i, )ne, @ pro ni definujeme
Vnew: lon1 =iy, insLon = Ki, i, (3.9)

Jednd se o platnou pozici hrace B, (3.3) a (3.4) jsou splnény diky (3.7) a (3.5)
je az na znaceni totoznd, a po preznaceni podle (3.9) identickd, s (3.6). Protoze
jsme se do této pozice dostali prostrednictvim vitézné strategie, tak navic plati

ﬂnEW I, C B.

Definujme pro kazdé pfirozené n, G, = |J

[¢]
74'17”-7;1'1, 115--45ln

a oznaCtme F =
Mhew Gn- Pak pro kazdé x € E, existuje unikatni posloupnost indext i,, pro niz
platiVn € w,z € K;, .,
(3.9), a tedy = € (e, In C B, coz dokazuje E C B, pak A=1I,\ B C I\ E =
U,,(Zo \ G,). Navic z (3.8) plyne, ze Vn € w: Iy \ G, je iidka, jedna se o doplnék

. Kazd4 tato sekvence ndm zadé jednu hru prostiednictvim

husté mnoziny, tvofené otevienymi intervaly s nenulovou délkou. Dohromady je

tedy A prvni kategorie. m
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Veéta 75. Hrac A md vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz existuje uzavreny in-

terval Iy C Iy spliugici, Ze I N B je prond kategorie.

Diikaz. <= Pokud takovyto interval existuje, pak voli hra¢ A v prvnim kole
praveé tuto mnozinu. Pak BNI; = Unew B,, kde B, jsou tidké. Pokud bude volit
v kazdém svém tahu n € w: Iy, 11 C Iy, \ B, # 0 (z iidkosti), pak () .., [,NB =0
a tedy (,e, In € A.

—> Abychom mohli pozit vétu 74, musime nejdiive vytesit to, ze podminky

new

vitézstvi hracu A a B nejsou symetrické, pokud vitézna mnozina neni jednoprv-
kova. Pokud m& hrac¢ A vitéznou strategii, je schopen ji vzdy upravit tak, aby
vysledny prunik (1) _. I, byl jednoprvkovd mnozina, napiiklad muze od jistého

new
kroku volit A(Is,41) = @ Toto je diky nasemu predpokladu vitézné strategie
prvniho hrace ve hie s poc¢atecnimi mnozinami A a B, ovSem udavam vitéznou
strategii v kazdém kole, pokud byla sekvence hrana do tohoto kola podle ni. Tedy
jedna se i o vitéznou strategii pro druhého hrace ve hre, kdy hra¢ A dostane
mnoziny B N I; a hra¢ B dostane mnozinu A N I, kde I; je mnozina dana touto
vitéznou strategii. OvSem z pfedchozi véty plyne, ze vitéznd strategie existuje

praveé tehdy, kdyz A N I; je prvni kategorie. ]

Definice 76. Rekneme ze mnozina A, podmnozina topologického prostoru X, ma

Baireovu vlastnost, pokud existuje uzaviend mnozina G a mnozina prvni kategorie

P takové, ze A = GAP. Kde A je symetrickd diference: AAB = (A\B)U(B\A).
Veéta 77. Pokud md mnoZina A Baireovu vlastnost, pak:

e pokud je A prvni kategorie, pak md hrac¢ B vitéznou strategii.

e pokud je A druhé kategorie, pak md hrda¢ A vitéznou strategii.

Diikaz. Necht A = GAP, kde G je oteviend a P je prvni kategorie. Pokud G = 0,
pak A je prvni kategorie a podle véty 74 méa hra¢c B vitéznou strategii. Pokud
G # (), pak muze hrac A zvolit I; C G, protoze pak plati I; N B je prvni kategorie

a 7 véty 75 existuje vitézna strategie pro hrace A. m

31



Kapitola 4

Geometrické hry

Na zdvér se podivame na hry vychézejici ze hry Lev a kiestan. Jedna se o
problém, ktery je znamy jiz od poc¢atku minulého stoleti. Konkrétné jej formulo-
val v roce 1925 némecky matematik Richard Rado. Ukézeme si puvodni problém
i jeho TeSeni, jez bylo publikovano o vice nez 30 let pozdéji. Pak dvé jednoducha
zobecnéni dané hry a kapitolu zakonéime hrou Bod-ptimka, kterou vytvorili ¢esti
matematici M. Zeleny a J. Maly, ktefi ji vyuzili k poskytnuti elegantniho dukazu
problému gradientu od Andrého Weila. Ten byl formulovan v Sedesatych letech
minulého stoleti a zustal otevieny az do roku 2005, kdy jej vytesil Zoltan Bulc-

zolich.

4.1. Lev a ktestan
V této kapitole jsem cerpal z [3].

Hra 78. Lev a kiestan jsou v kruhové ifmské aréné. Lev se snazi ulovit a sezrat
kiestana. Otdzkou je, zda se mu to muze podafit v koneéném ¢ase za predpokladu,

7e maximdlni rychlost kiestana i lva je stejna.

Poznamka 79. Odpovéd na tuto otazku poskytl A.S. Besicovitch, kdyz dokazal,
7e kiestan je schopen vzdy utéct Ivu, pokud pobéZi po vhodné zvolené polygonalni

trase. Tento dukaz si zde nyni ukazeme.

Véta 80. Eristuje vitéznd strategie pro krestana ve hie Lev a krestan.
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Diikaz. Necht polomér arény je roven 1, stied arény oznac¢me O, M, pozici
kiestana v ¢asovy okamzik ti, Lj pozici lva v tento okamzik a (1 — €) vzdalenost
kiestana od stfedu arény v ¢ase 0. Navic piedpokladejme, Ze se kiestan vidy
pohybuje svou nejvyssi moznou rychlosti, a ze se My nerovna Ly, jinak bychom
zac¢inali v okamziku, kdy lev hoduje na kiestanovi a celd hra by postrddala smysl.

Zagnéme tim, ze zkonstruujeme posloupnost bodu (Mg ) e, podle nasledujicich

pravidel:
e Bod My, lezi na primce kolmé k pirimce MO, obsahujici bod Mj.

e Bod L nepatii vnittku oteviené poloroviny urcené primkou MO, ktera

obsahuje bod M4

Obrazek 4.1: Konstrukce bodu My ;.

Pti této konstrukei vidime, ze Vk € w, Ly # M. To plyne z naseho predpokladu
My # Lo a toho ze My, hleddme v poloroving, ktera neobsahuje L;. Tedy v
téchto bodech kiestan uloven nebude. Navic diky tomu, jak jsme volili body
M, nedostihne lev kiestana ani mezi témito body. Toto muZeme nahlednout
tak, ze si vybereme libovolny bod tusecky MMy, a oznacime si tento bod B.

7Z predpokladii plyne, Ze aby zde mohl byt lev ve stejny moment jako kiestan,
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musel by startovat na bodu kruznice se sttedem v bodé B s polomérem rovnym

vzdalenosti B od M. Tato kruznice ale lezi, s vyjimkou bodu My, uvnitt poloro-

viny, kterda neobsahovala L;, takze by muselo platit L, = M}, coz neni mozné.
Podle predchoziho navodu zkonstruujeme posloupnost (Mj) s dodatetnymi

vlastnostmi:
e M, jsou vSechny uvnitt arény.
e Trasa, kterou kiestan probéhne, je nekonecéné dlouh4.

Podivejme se, jak téchto dvou vlastnosti dosdhneme. Oznacme [ vzdélenost bodu
M1 a M. Délka celkové trasy tedy bude rovna Z;:’l lx. Chceme, aby tato suma
divergovala a zaroven body M, zustaly uvnitt arény. Pomoci Pythagorovi véty
vidime, ze vzddlenost bodu M, od stiedu arény je roven (1 —¢€)* + >, 7 <
(1—€)+ >, I%, a tento vyraz musi byt mensi nez 1. To je ovSem ekvivalentn{
s nerovnosti Y ;_, [7 < e.

e c

) 00 2
, a za ¢ dosadme §, pak suma Zkzl(k—%)

<

Zvolme [, napiiklad ve tvaru .

jisté diverguje, coz ovérime napiiklad porovnanim se harmonickou fadou. Navic

plati

€xr2

1 <1 3
Z(lk)z =c? e < (1 +/ —3) =3c% = Zez < €.
- 2 1

Nasli jsme tedy nekonecnou trasu, kterd se cela nachazi uvnitt arény a tim

jsme dokdzali Ze kiestan muze lvu utéct.

]

Poznamka 81. Jak by se dalo cekat, nejedna se o jediny mozny postup tvorby
této trasy. Uved'me si jesté jeden postup, ktery pozdéji vyuzijeme pii zobeciiovani

této hry do vyssich dimenzi. Tento lze najit v [3].

Alternationi dukaz. Méjme body My, My, . .. které jsme ziskali v minulém dukazu,
volme body M, M7, ... tak, ze Mj = My, a pak v kazdém bodé budeme volit bod

M., tak, aby splioval ndsledujici pozadavky. Oznacme si A, kolmici k pfimce
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Obrazek 4.2: Tvorba bodu M,

L, M obsahujici bod M, a P, patu kolmice na )\, obsahujici pocatek O. Pak
ndmi hledany bod bude lezet na A, za P, tak, aby délka usecky M P, byla
rovna b,y = | M, M, 1]

Pokud budeme trasu volit takto a kiestan pobézi vidy plnou rychlosti, pak
lev opét nechyt{ kiestana v zddném bodé, protoze plati |L, M, ||* = |L,M,|* +
|\ M, M, 1> < |M,M,,1]*. A stejnym argumentem bychom ukézali, Ze lev ne-
ulovi kiestana ani mezi témito body. Ze je trasa nekone¢nd, plyne z rovnice
\MyMy. | = |M;P,|+|M,M, | atoho, Ze uz suma vzdélenosti piivodnich bodu
diverguje. Zbyva nam tedy dokazat, ze se i pii této konstrukci udrzime uvnitf
arény.

Zacnéme tim, Ze si vyjddifme vzdalenosti bodu My, M, od stfedu arény.
|OM;)|* = |OP,[* + [P, M| (4.1)
OM; |2 = [OP,[* + [P My 4 |* = [OP,[* + 1544 (4.2)
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Odectenim (4.1) od (4.2) ziskdme

‘OM;H’Q - |OM;’2 = 1121+1 - ’OPn|2 < lr21+1 (4-3>

Nyni pomoci matematické indukce dokazme nerovnost |OM| < |OM,,|:

a) n=0:

Ocividné plati, protoze My = M

b) Ukazme nyni, ze platnost formule pro n implikuje jeji platnost pro n + 1:
[OMuia? = 0 + [OM]* 2(|0M; 4 |* = [OM;[?) + |OM,|* =
[OM; ” + (|OMy|* — [OM;]*) = |OM; 4|,

V prvni nerovnosti jsme pouzili (4.3), a v druhé nerovnosti jsme aplikovali
indukéni predpoklad na zavorku, ktera je diky nému kladna. Po odmocnéni

mdame pozadovanou nerovnost, nebot délky tsecek jsou jisté kladné.

Nové body jsou tedy nejhufre stejné daleko od poéatku jako ty puvodni, a jsou
tedy v aréné, a tudiz jsme zde popsali druhou vitéznou strategii pro kiestana.

]

4.2. Ptaci a moucha

V této kapitole jsem cerpal z [1].

Hra 82. Jednim ze zobecnéni minulé hry je jeji posunuti do vice dimenzi, roli lva

.7 ’ ’ z ~ ) ’ 7 z . . ’ ’
zde zaujima ptak, zatimco kiestana moucha, misto arény pak méame n-dimenzionalni
sféru. Otazka zni: Kolik n-D ptaku je tfeba na uloveni mouchy pokud maji vSichni
zucastneéni stejné rychlosti a ptaci maji nulovou reakéni dobu, coz jim umoznuje

kopirovat pohyb mouchy? Odpovéd ndm podd nésledujici véta.

Véta 83. Necht moucha i v§ichni ptdci maji stejnou maximdind rychlost a ptdci
maji nulovou reakéni dobu, coZ jim umoznuje kopirovat pohyb mouchy. Pak nutny
a postacujici pocet ptaku potrebngch k uloveni mouchy v jednotkové n-D sfére, je
Prave n.
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Dukaz. Oznaéme stied sféry jako O, polohu mouchy v case t;, jako M(t) a polohu
i-tého ptéka v tento cas jako P;(t).

Zacnéme dukazem toho, ze n — 1 ptaku nestaci. K tomu si zkonstruujeme
nadrovinu N (t), kterd obsahuje M (t), Pi(t), Pa(t), ..., P,—1(t). Pokud takovychto
nadrovin existuje vice, tak si jednu vybereme. K ni zkonstruujeme kolmici ),
obsahujici M (t). Oznacme @, patu kolmice na A; obsahujici O. Nyni vyuzijeme
vysledku ziskanych v kapitole (4.1) a bod M (t+ 1) budeme hledat na \; tak, aby
|Q: M (t + 1)| = l;, kde hodnotu [; jsme ziskali v dukazu véty 80, a podle dukazu
81 se jedna o vitéznou strategii pro mouchu, nebot vypocet v tomto dikazu
prezentovany je nezavisly na dimenzi prostoru.

Vime, ze n — 1 ptéaki nebude na mouchu stacit. Podivejme se tedy, zda jich
bude opravdu stacit n. Pujdeme na to pomoci matematické indukce podle di-

menze prostoru.

a) n=1:

V 1-D je situace zjevna, bude moucha ulovena nejvyse za cas, ktery ptak
potiebuje na urazeni vzdélenosti | PK|, kde K je krajni bod ,arény“ takovy,

ze plati M € PK.

b) Z n plyne n + 1:

Zacnéme tim, ze zavedeme kartézsky soutradnicovy systém se souiradnicemi
(1,22, ..., Tp, Tpi1) a s pocatkem ve stiedu arény. Na zacatku lovu se ptéci
sefati do nadroviny, danou rovnici z,,; = 0. Oznacme M* projekci M
do této nadroviny. Dle indukéniho predpokladu ,ulovi® ptaci P, ..., P,y
projekci M*. Necht ji ulovi ptdk P,,;. Ten se pak bude pohybovat tak,
ze rozlozi svuj vektor na dvé kolmé slozky, jedna slozka bude v nadroviné
kolmé na spojici P, 1 s M, tato slozka bude stejna jako rychlost projekce
mouchy v této nadroviné, neboli bude mit poiad stejné souradnice v této
nadroviné jako M*, druhd slozka bude mitit smérem k mouse a jeji velikost

bude takova, aby celkova rychlost tohoto ptdka byla maximalni mozna.

Ozna¢me nyni X (¢) nadrovinu obsahujici M (t), rovnobéznou s nadrovinou

37



Tne1 = 0. Pak se ptaci Py, ..., P, zacnou co nejrychleji pohybovat tak, aby
se dostali do nadroviny X (¢). Nadrovina X (¢) se bude ,,pohybovat® ve sméru
Tna1, rychlost tohoto posunu bude zalezet na (M’(t)),4+1(coz je (n + 1)-ni
slozka rychlosti mouchy). Rozdélme si nyni problém na dva piipady podle

velikosti této derivace.

a) Pokud je [(M'(t))n+1] = 3 po dobu alesponi dvou ¢asovych jednotek.
Pak je souradnice z,,,1 ptaka P, 1 rovna 1, protoze ptak urazil vzdalenost
alespon 1 ve sméru této souradnice, zaroven tato souradnice mouchy
musi byt v absolutni hodnoté ostte vétsi. Jinak by ji, vzhledem k tomu,
ze vsechny ostatni souradnice M a P, jsou stejné, ptak jiz ulovil. To
ale neni mozné, protoze jinak by se jiz moucha nachéazela mimo arénu,
ptak P,.; tedy mouchu ulovil na hranici sféry.

b) Necht je |(M'(t))nt1] < 3 az na dobu maximalné dvou €asovych jed-
notek.

Pak se ptaci Py, ..., P, mohou rychlosti alespon % ve sméru ., blizit
k nadroviné X (¢). V momenté, kdy se tito ptéci dostanou do nadro-
viny X (coz znamend, ze bude platit Vi € {1,2,...,n}, P, € X) se
vsichni ptaci budou chovat tak, aby zustali v této nadrovinég, tedy bu-
dou kopirovat pohyb mouchy ve sméru z,.;, a vSechnu svou zbylou
rychlost budou pouzivat na pohyb uvnitt této nadroviny tak, aby chy-
tili mouchu. Tedy n ptaku se bude v n-dimenziondlnim prostoru snazi
chytit mouchu uvnitt sféry, zatimco maji stejnou maximalni rychlost.
Preskalovanim rychlosti a velikosti sféry bychom dostali naprosto iden-
tickou 1lohu jako v indukénim predpokladu a z néj tedy plyne, Ze ptaci

mouchu ulovi.

4.3. Muz a mnoho lvu

Podivejme se nyni na dalsi podobnou tlohu, v této kapitole jsem ¢erpal z [0].
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Hra 84. Méjme muze a libovolné spocetné mnozstvi lva v nekoneéné pousti, tedy
neexistuje hranice, uvnitt které by se lov musel odehravat. Existuji nyni néjaké
podminky, za kterych by muz utekl, nebo byl naopak sezran?

Nez zacneme tyto otazky zkoumat oznacme si do konce kapitoly polohu muze
v ¢ase t jako M (t), polohu jednotlicych lva v tento ¢as jako Ly (t), La(t), . .., Ln(t),
konvexni obal bodu Ly(0), ..., L,(0) jako C' a maximélni rychlost ozna¢ime jako

w.

Véta 85. Pokud M(0) neni vnitrnim bodem konvexni mnoziny C, pak existuje

vitéznd strategie pro muze.

Diikaz. Protoze M (0) neni vnitinim bodem C, existuje piimka p obsahujici M (0),
délici rovinu na dvé poloroviny, z nichz jedna neobsahuje zadné body C'. Pokud
se clovék rozbéhne po polopiimce kolmé na p obsahujici M (0), sméfujici do po-

loroviny neobsahujici C, pak unikne lvim. Totiz:

[ Li(0) Li(2)| < |MO)M(t)| < |Li(0)M(2)].

O

Véta 86. Pokud M(0) je wvnitinim bodem konvexni mnoziny C, pak existuje

vitéznd strategie pro lvy.

Diikaz. Ozna¢me rychlost ¢lovéka , rychlost i-tého lva v;, dale projekce téchto

—/

rychlosti na tsecku M L; jako ¢, respektive w;, a kone¢né zavedeme @ := o —

—

a v = v — , grafické zndzornéni situace lze najit v obrazku 4.4. Pokud se lvi

zaridi podle nasledujicich ti{ pravidel, pak ulovi ¢lovéka:
i) v; = w (Lvi bézi maximalni rychlosti.)
i1) w; = v (Diky tomu si lvi udrzi ¢lovéka mezi sebou.)

7

—
i1i) U, ma stejnou orientaci jako ML; (Kazdy lev se snazi priblizovat se k

cloveku.)
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Obrazek 4.3: Situace pokud M & C°

Dokazme, ze tyto pozadavky jsou skutecné postacujici. Nejprve ozna¢me a; =

=

M(0)L;(0). Z podminky i) vime, ze v; > u a z ii) ze U, = ¥, z téchto dvou
nerovnic a Pythagorovy véty ziskame v, > ul, coz ndm tika, ze vzdélenost mezi
¢lovékem a libovolnym lvem nikdy neroste. Z i7) navic plyne Ze orientace a; se v

case nemeéni. K dokonceni dukazu vyuzijeme néasledujici lemma.

Lemma 87. Euxistuje ostry tuhel a takovy, Ze existuje i € {1,2,...,n}, pro které

plati | £(U,d;)| < a.

Diikaz. Vyjdéme z toho ze M (0) € C. Pak musi platit, ze pro kazdé 2 lvy umisténé

ve vrcholech € je vnitinf dhel [Z(M(0)L:(0}, M(0)L,(0))| < . Pokud by tomu
tak nebylo, byl by muz mimo vnittek C. Vezméme nejvétsi takovyto thel, a
polovinu jeho velikosti ozna¢me «. Pak tato « je ta hledana. Pokud by totiz byly
vsechny uhly ostfe vétsi nez a, pak by thel rozdéleny vektorem « musel byt ostie

vetsi nez 2«, coz by bylo ve sporu s tim, ze jsme vybrali ten nejveétsi. O

Nyni si vezmeme thel « z lematu 87, a najdeme lva L(i) tak, aby platilo
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M

Obrazek 4.4: Piiklad mozného rozkladu rychlosti ¢lovéka a lva

|/ (id@;)| < a.. Nyni

|77 | = |d@| < |u]sina < wsina, (4.4)

|"¢_’¥| =\ 2712 - 62’2 > \/"LU2 — w?sin® o = w cos a. (4,5)

Kde v (4.5) jsme pouzili nejdiive ) a (4.4), a v rovnosti nezapornost jak w, tak

funkce kosinus na intervalu [0, 5]. Diky tomu, ze tihel « je ostry, miif i vektor
smérem k L;. Pokud navic prihlédneme k tomu, ze orientace jednotlivych a; se
v ¢ase nemeéni, tak vzdalenost mezi M a L; klesa alespon rychlosti w cos a. Pak
tedy vime, ze vzdélenost mezi ¢lovékem a kazdym lvem neroste a jedna z téchto
vzdalenosti klesa. Vidime, ze soucet |MLq| + |M Ly| + ... + |M L, | klesé alespon

rychlosti w cos a. Tedy lvi ulovi ¢lovéka v koneéném case. O]

4.4. Hra bod-primka

V této kapitole jsem ¢erpal z [3].

Hra 88. Dva hraci, hra¢ B a hrac P, hraji nekonec¢nou hru na jednotkovém
kruhu K. Hra zacind tim, ze hrac¢ B zvoli bod zy € K, nacez hrac P zvoli primku
Do : Ty € po. Hraci poté stiidavé hraji podle nésledujicich podminek. V n-tém
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kole, n € w,n > 1, voli hra¢c B bod z, : x, € K,x, € p,_1, a poté voli hrac P
primku p, : z, € p,.
Takto hréaci vytvori posloupnosti (z;)icw a (p;)icw. Hra¢ P vyhraje prave tehdy,

kdyz je posloupnost (z;);c, konvergentni, jinak vyhrava hrac B.
Veéta 89. Hrdc P md vitéznou strategii ve hre bod-primka.

Diikaz. Oznaéme O stied kruhu K. Predpokladejme, ze existuje systém vnotenych
mnozin {Kjs : § € 7}, kde pro kazdé § je Ks konvexni podmozina K, a 7 C [0, 7]

je indexovd mnozina splnujici:
(i) 7 je hustd v [0, 7] a K5 m4a obsah 0,
(ii) pokud 0 < dy < 9y <, pak K5 C Ks,,

(iii) Pro kazdé ¢ : 0 < ¢ < m a d > 0 existuji 7,0 : 7 < ¢ < § takové, ze
diam K \ KA/ <d

(iv) Ve € 7 plat Nss, 5e, K5 = Ko,
(v) Ko ={O}.

Zpusob konstrukce tohoto systému ukazeme na konci dukazu. Predpokldadejme,
ze hra¢ B nebude hrat v kazdém kole O, jinak by Slo o konstantni posloupnost
a tedy o posloupnost konvergentni. Zacneme tedy s prvnim tahem v némz voli
hra¢ B jiny bod nez je O, tedy =1 # O.

Necht hra¢ P zkonstruuje dvojici posloupnosti indexti z 7 a to 0 = vy < v <

o< mal <oy, 0, <, splnujici pro kazdé n € w:

(a) OS(Sn—%S L

(b) oznacime-li D, := Kj, \ K,,, pak diam(D,,) < 1,
(¢) z, € D,.

Ukazme konstrukci téchto posloupnosti matematickou indukeci. Pokud bychom
méli jiz uréeny 7o, ... Vo1, 01,...0p—1 PIO T1,...,Tp_1 a necht z, ¢ K,

n—1"
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Ozna¢me ¢, = inf{~v : z,, € K, }. Podle podminky (iv) plati: ¥y > ¢, : z,, € K.,
protoze K., je prunik vSech téchto mnozin. Z (iii) muzeme najit 7, a d,, vol-

%, navic protoze diam(D,,) < % a tedy obsah D,, je mensi

bouc =¢, ad=
nez pravé jeho prumeér. Jedna se nejvyse o kruh s prumérem %, a tedy protoze
On—"n = S(Dy) < %%2 < %2 < 1 = diam(D,) je spln¢na i podminka (a). Protoze
jsme predpokladali, ze z,, ¢ K, ,, platii,_1 < ~,. Pokud by toto neplatilo byl
by to spor s (iv).

Piimku p,, pak volime tak, aby prochézela z, a méla prazdny prunik s K., ,
coz je konvexni a uzaviend mnozina. To muzeme napiiklad udélat tak, ze najdeme
Un € K, @ Yyp = ming, cx. |zn, — ynl| & pn volime kolmou na z,y,. Pro n = 1,
mame jen K., = {0}, a z naseho predpokladu navic #; # O. Cimz jsme ukazali
platnost indukéniho predpokladu.

Dokazme, ze pokud bude hrat hra¢ P podle tohoto postupu, tak donuti hrace
B hrat konvergentni posloupnost. K tomu nam staci ukazat cauchyovskost po-
sloupnosti (z;);e. K tomu staci ukézat, ze pro kazdé m € w existuje mnozina
M, : diam(M,,) < =, kterd obsahuje vSechna x,, s dostateéné velkym n. K tomu
sl oznacme ¢ := sup V.

Predpokladejme, ze existuje N > m : dy > c. Protoze (Vn)neo konverguje
k ¢ zleva, protoze je monotonni a omezend, pak musi konvergovat i posloupnost
(0n)new, protoze ¥n € w : v, — 4§, = % Tak musi od urcitého n platit d,, < dn,
ax, € Ks, \ K,, C Ks, \ K, = Dy, coz je nase hledana mnozina protoze
diam(Dy) = & < +.

Pokud by platilo naopak Vn > m : §,, < ¢, pak najdeme pouzitim (iii) v <
¢ < 0 takové, ze diam(Ks \ K,) < =. Protoze (7,)ne. konverguje k ¢ zleva,
existuje N € w takové, ze pro kazdé n > N plati ¢ > v, > v a navic plati
Vn>m: 6, <c<94. Tedy z, € K;, \ K,, C K5\ K,.

Tedy v obou piipadech je posloupnost (z,)ne., cauchyovskd a tudiz konver-
gentni. Zbyva nam jen ukdazat, jak zkonstruujeme nas systém mnozin. Indexy se
nebudeme zabyvat, nebot se bude jednat o obsahy jednotlivych mnoZin.

Zacnéme s K, := K, ten si rozdélime podle schématu 4.5, budeme z néj
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Obréazek 4.5: Prvni faze fezdni

odrezavat nejdrive pulmeésice 1,2 a 3, a pak trojuhelniky 4,5, ..., pficemz nam
vzdy zustane alespon pravidelny trojihelnik obsahujici stted kruhu, ¢imz ziskavame
(v). Pro takto ziskané K, by platilo diam(K, \ K, ) < v/3, coz je délka hrany
nejvétsiho trojuhelniku.

Dalsiho zjemnéni dosdhneme roziezanim jednotlivych ¢asti vezmeme trojihelnik
(pulmesic) a spojime stiedy jeho stran, kterymi se tento dtvar nedotykéd zbytku
nasi konvexni mnoziny, to je prvni fez. Spojime jeden z koncu tohoto fezu s
opatnym koncem posledni hrany trojihelniku, kterou jsme nerozpulili, to je

druhy tez. Poté budeme vzdy spojovat stied nové vytvorené strany s protéjsSim
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Obrézek 4.6: Rezan{ trojihelniku

krajnim bodem puvodni strany trojihelniku, ukazeme si fezéani pro trojihelnik
4 v obrazku 4.6. Diky tomuto procesu vidime (ii) a (iii).

Tento proces budeme opakovat na takto ziskané trojuhelniky. Timto muzeme
roziezat K na libovolné malé kousicky, navic s kazdym fezanim klesa i polomér
rozdili jednotlivych mnozin z ¢ehoz plyne (i) a (iii). Pokud se navic budeme
drzet toho, ze budeme vzdy Tezat nejdiive velké kusy, podle jiz diive uvedeného
poradi, az po té co odebereme vSechny velké kousky, které jsme potiebovali,
zacneme odebirat mensi kousky, tak vyslednd mnozina je vzdy konvexni.

]

Pozniamka 90. Uvedme si pro zajimavost Weiltiv problém gradientu, pro jehoz
feSeni je mozné tuto hru pouzit.

Predpokladejme ze mame, n € w,n > 2 a G C R" je oteviena mnozina. Na
ni zkonstruujeme diferencovatelnou funkci f : G — R takovou, ze V f zobrazuje
G do R™. Je pravda, ze pro kazdou otevienou mnozinu 2 C R" je mnozina
(V) 1) bud prézdnd nebo nulové Lebesgueovy miry?

Pro n = 1 je toto tvrzeni pravdivé a nazyva se Denjoy-Clarksonova vlast-

nost. Ve vyssich dimenzich uz toto tvrzeni neplati, coz dokazal Z. Buczolich a
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alternativni dukaz pomoci hry bod-ptimka podali J. Maly s M. Zelenym v ¢lanku

[10].
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Zaver

Cilem prace bylo pomoci fady piikladi demonstrovat koncept nekonecné
hry. Hry jako Sachy nebo dama zacaly byt z pohledu matematiky systematicky
zkoumany na zacatku 20. stoleti, kdy dochéazelo také k prudkému rozvoji teo-
rie mnozin. Neni ndhodou, Ze v obou téchto matematickych oblastech zanechal
vyznamnou stopu Ernst Zermelo (prulomovym pro teorii her byl ¢lanek [11]).
Pozdéji se zacaly formulovat konecné hry vice matematické povahy, jako je hra
véznovo dilema, kterd byla poprvé formulovana v roce 1950. Pak jiz nestalo nic
v cesté zobecnéni koneénych na hry s nekoneénym poctem tahu. V praci jsme
se pokusili dolozit, ze nejde jen o neplodné formalni zobecnéni — ukézalo se, Ze
nekoneéné hry jsou silnym dukazovym nastrojem v mnoha ¢astech matematiky.
Moznosti nekoneénych her jsou v préaci naznaceny napiiklad ve vété 57 (alterna-
tivni dukaz nespocetnosti intervalu [0, 1]), vété 71 (alternativni dukaz Baireovy
véty) a vété 44 (alternativni dukaz Véty o perfektni mnoziné). Celd kapitola 4.4
je vénovana hie ,Bod-piimka‘“, pomoci niz J. Maly a M. Zeleny alternativnim
zpusobem vyftesili Weiluv problém gradientu. Dikazy pomoci nekonecnych her
jsou cenné, protoze poskytuji jiny vhled do problému nez ,konvenéni“ dukazy.
Trochu stranou stoji trojice geometrickych her ,Lev a kiestan®, ,Ptdci a mou-
cha* a ,Muz a mnoho lvu*, které mohou poslouzit jako motivace pro zminénou
hru ,,Bod a ptimka“, ale jsou zajimavé i samy o sobé, protoze davaji navod, jak
pomoci sledu jednoduchych geometrickych tivah zodpovédét i na prvni pohled

nefesitelné otazky.
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