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2.1 Point-open . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Banachova hra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Úvod

Tématem bakalářské práce jsou nekonečné hry. V prvńı kapitole se pod́ıváme

pojmy, které budeme využ́ıvat ve zbytku práce, včetně Baireovy věty a věty o

perfektńı množině. V druhé kapitole se pod́ıváme na hry na reálné ose a s jejich

pomoćı ukážeme např́ıklad, že interval [0, 1] je nespočetný. Ve třet́ı kapitole se

pak budeme zabývat topologickými hrami, které použijeme i k d̊ukazu již zmı́něné

Baireovy věty. V posledńı kapitole pak naraźıme na hry geometrické, předevš́ım

pak r̊uzné formy hry lev a křest’an.
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Kapitola 1

Úvod do nekonečných her

V této kapitole jsem čerpal z [7], [12] a [13]. V těchto publikaćıch je možné

naj́ıt i př́ıpadné nevysvětlené pojmy (předevš́ım v [7]).

1.1. Matematický aparát

Definice 1. Topologickým prostorem nazveme dvojici (X, τ), kde X je množina

a τ je kolekce podmožin X taková, že ∅ ∈ τ,X ∈ τ a sjednoceńı libovolného

počtu (tedy konečné, spočetné i nespočetné) prvk̊u τ nálež́ı τ .

Definice 2. Borelovská množina je taková množina, kterou lze źıskat pomoćı

operaćı spočetné sjednoceńı, spočetný pr̊unik a relativńı doplněk z otevřených

množin (nebo ekvivalentně uzavřených).

Definice 3. Zobrazeńı f mezi dvěmi topologickými prostory nazveme homeo-

morfismus, pokud se jedná bijekci, a jak f tak i f−1 jsou spojité.

Definice 4. Metrickým prostorem nazýváme dvojici (X, d), kde X je množina a

zobrazeńı d : X ×X → R je tzv. metrika, tedy splňuje pro každé x, y, z ∈ X

� d(x, y) ≥ 0 a d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

� d(x, y) = d(y, x),

� d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).
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Metrický prostor nazveme úplným, pokud je v něm každá cauchyovská po-

sloupnost konvergentńı.

Metrický prostor nazveme separabilńı, pokud obsahuje spočetnou množinu v

něm hustou.

Věta 5. Uzavřená podmnožina úplného metrického systému je úplný metrický

systém.

D̊ukaz. Za novou metriku si vezmeme restrikci p̊uvodńı metriky na tuto podmožinu.

Každá cauchyovská posloupnost tedy konverguje, nav́ıc protože je množina uzavřená

tak i limita nálež́ı naš́ı podmnožině.

Definice 6. Mějme množinu M v topologickém prostoru S a bod x ∈ X. Tento

bod nazveme hromadným bodem množiny M , pokud se v každém prstencovém

okoĺı x nacháźı prvek z množiny M . Množinu všech hromadných bud̊u množiny

M znač́ıme M ′.

Definice 7. Symbolem ω budeme značit nejmenš́ı spočetný nekonečný ordinál.

Definice 8. Symbolem Aω budeme značit množinu všech nekonečných posloup-

nost́ı prvk̊u z A a symbolem A<ω pak všechny konečné posloupnosti prvk̊u z

A.

Definice 9. Pro každou posloupnost a ∈ Aω a pro každé k ∈ ω, budeme značit

konečnou posloupnost prvńıch k prvk̊u a jako a|k. Počet prvk̊u a budeme značit

|a|.

Definice 10. Necht’ s ∈ A<ω a t ∈ A<ω ∪ s ∈ Aω řekneme, že t prodlužuje s,

pokud t||s| = s, znač́ıme t ≺ s.

Př́ıklad 11 (Cantorova množina). Cantorovu množinu C je možné zadat v́ıcero

zp̊usoby. Ukažme si jeden z nich. Mějme uzavřený interval [0, 1], z tohoto intervalu

vyjměme prostředńı třetinu (bez krajńıch bod̊u). Źıskáme t́ım dva nové intervaly

[0, 1
3
], [2

3
, 1], na každém tomto intervalu opět vyjmeme prostředńı část, a tento

proces opakujeme. Pokud označ́ıme: A0 = [0, 1], A1 = [0, 1
3
] ∪ [2

3
, 1], A3 = [0, 1

9
] ∪

[2
9
, 1
3
] ∪ [2

3
, 7
9
] ∪ [8

9
, 1], . . . , pak C =

⋂
n∈ω An.
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Obrázek 1.1: Tvorba Cantorovy množiny

Poznámka 12. Cantorova množina je uzavřená, protože se jedná o pr̊unik uzavřených

množin.

Definice 13. Uzavřenou množinu M nazveme perfektńı, pokud je rovná množině

svých hromadných bod̊u, tedy M = M ′.

Př́ıklad 14. � Klasickými př́ıklady perfektńıch množin jsou R, protože s

každým x ∈ R patř́ı do R i každé jeho okoĺı, nebo [0, 1], kde pro každé

x ∈ (0, 1) existuje okoĺı uvnitř (0, 1), a pro krajńı body 0 a 1, existuje

pravé, respektive levé, okoĺı které také patř́ı (0, 1).

� Naopak interval (0, 1) neńı perfektńı. Pokud bychomměli posloupnost ( 1
n+1

)n∈ω,

pak plat́ı ∀n ∈ ω : an ∈ (0, 1). A pro každé ϵ > 0 se nacháźı nějaký člen v

této posloupnosti v pravém ϵ-ovém okoĺı nuly, protože ∀ϵ > 0∃n ∈ ω : 1
n
< ϵ.

� Množina M = { 1
n
|n ∈ ω}, neńı perfektńı, d́ıky stejnému argumentu jako v

předchoźım bodu a tomu, že 0 ̸∈ M . Dokonce M ′ = {0} a M ∪ M ′ = ∅,

protože se jedná o množinu složenou z izolovaných bod̊u.

� Cantorova množina C je perfektńı.

D̊ukaz. Mějme libovolné x ∈ C a a libovolné ϵ > 0. Pak existuje n ∈ ω,

že 3−n < ϵ. Ze zp̊usobu konstrukce Cantorovy množiny je zjevné, že ∀m ∈

ω : x ∈ Am, protože jinak by nemohlo patřit pr̊uniku Am, a lež́ı tedy i v

10



An. Množina An se skládá z interval̊u délky 1
3n
, označme si ten interval,

který obsahuje x, jako I. Je-li I∗ max́ımálńı uzavřený interval takový, že

I∗ ⊂ Am, pak jeho krajńı body lež́ı v C. Vid́ıme, že alespoň jeden z krajńıch

bod̊u I lež́ı v pr̊uniku Cantorovy množiny a epsilonového okoĺı bodu x.

Z libovolnosti x pak plyne C ⊆ C ′. Opačná inkluze plyne z uzavřenosti

Cantorovy množiny.

Definice 15. Mějme topologický prostor X, A ⊆ X. Pak řekneme, že

� A je hustá v X, pokud plat́ı A = X.

� A je ř́ıdká, pokud A má prázdný vnitřek.

� A nazveme prvńı kategorie, pokud je spočetným sjednoceńım ř́ıdkých množin.

� A je druhé kategorie, pokud neńı prvńı kategorie.

Ukažme si př́ıklady jednotlivých typ̊u množin.

Př́ıklad 16. � Množina přirozených č́ısel je ř́ıdká v R, protože máme-li libo-

volné n ∈ ω, pak prstencové okoĺı o poloměru ϵ = 0, 5 má prázdný pr̊unik

s přirozenými č́ısly.

� Každá spočetná podmnožina R je prvńı kategorie. Pokud je množina spočetná,

pak ji lze zapsat jako
⋃

n∈ω{an}, což je spočetné sjednoceńı ř́ıdkých množin.

� Všimněme si, že množina prvńı kategorie může být hustá. Množina Q je

spočetná, tedy prvńı kategorie, ale je hustá v R.

� Př́ıkladem množiny druhé kategorie může být např́ıklad interval [0, 1] v

R. Reálná č́ısla tvoř́ı úplný metrický prostor, a takovýto prostor je podle

Baireovi věty (viz 23) Baire̊uv, a ten je druhé kategorie sám v sobě.

Definice 17. σ ⊂ A<ω nazveme strom, jestliže: ∀s, t ∈ A<ω, s ≺ t : t ∈ σ =⇒

s ∈ σ.

Definice 18. Strom σ ⊂ A<ω nazveme prořezaný, pokud ∀s ∈ σ∃a ∈ A : s∧a ∈

σ.
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Definice 19. Tělo stromu σ, znač́ıme [σ], definujeme jako:

[σ] = {x ∈ Aω|∀n ∈ ω : x|n ∈ σ}

Poznámka 20. Na A předpokládáme diskrétńı topologii, tedy každá podmnožina

A je otevřená. Diskrétńı topologie generuje diskrétńı metriku tj. d(x, y) = 1 pro

x ̸= y.

Dále na Aω předpokládáme produktovou metriku, tj. d(x, y) = 1
2n+1 , pokud

x, y ∈ Aω, x ̸= y a n je nejmenš́ı n, že xn ̸= yn. Bázi této topologie na Aω tvoř́ı

množiny Ns = {x ∈ Aω : s ≺ x}, kde s ∈ A<ω.

1.2. Baireova věta a Baireovy prostory

Definice 21. Topologický prostor nazveme Baire̊uv, pokud spočetný pr̊unik v

něm hustých otevřených množin, je v něm hustý.

Nejedná se o jedinou z možných definic Baireova prostoru, uved’me si bez

d̊ukazu nasleduj́ıćı větu [12]:

Věta 22. Topologický prostor X je Baire̊uv, právě když X \M je hustá v X pro

každou M ⊂ X prvńı kategorie.

Věta 23 (Baireova věta o kategoriíıch). Každý úplný metrický prostor je Baire̊uv.

Poznámka 24. Tuto větu si dokážeme později, pomoćı Choquetovy hry (viz

kapitola 3.1).

Ukažme si nějaké př́ımé využit́ı předcházej́ıćı věty na př́ıkladu z [9]:

Př́ıklad 25. Mějme nekonečně diferencovatelnou funkci f : [0, 1] → R takovou,

že pro každé fixńı x ∈ [0, 1] existuje n = n(x) ∈ ω splňuj́ıćı f (n)(x) = 0. Pak

existuje neprázdný otevřený interval (a, b) ⊂ [0, 1] na němž je f polynomiálńı

funkce.

Označme si Fn = {x ∈ [0, 1]|f (n)(x) = 0}. Ze zadáńı v́ıme, že pro každé

x ∈ [0, 1] existuje n takové, že x ∈ Fn. Tedy [0, 1] =
⋃

n∈ω Fn a množiny Fn
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jsou uzavřené. Uvědomı́me-li si, že interval [0, 1] je množina druhé kategorie, což

plyne z vět 23 a 22, nebot’ se jedná o úplný metrický prostor, pak muśı existovat

m ∈ ω takové, že množina Fm neńı ř́ıdká. Tedy existuje interval (a, b) ⊂ Fm

a ∀x ∈ (a, b) : f (m)(x) = 0. Pak f (m−1)(x) je konstantńı funkce na (a, b), a

následnou opakovanou integraćı dostaneme f(x) =
∑m−1

i=0
ci
i!
xi, kde ci ∈ R.

Uved’me si několik netriviálńıch př́ıklad̊u Baireových prostor̊u:

Př́ıklad 26. Cantorova množina je Baire̊uv prostor, protože se jedná o uzavřený

podprostor úplného metrického prostoru a tedy úplný metrický prostor. Tato

množina je druhé kategorie sama v sobě, přestože se jedná o množinu prvńı ka-

tegorie v intervalu [0, 1].

Př́ıklad 27 (Sorgenfreyova př́ımka). Sorgenfreyova př́ımka je topologický prostor

na ose R s topologíı τ = {[a, b)|a, b ∈ R, a < b}. Tento prostor je Baire̊uv, ale

neńı metrický.

1.3. Úvod do nekonečných her

Následuj́ıćı hru budeme chápat jako definici pojmu nekonečné hry:

Hra 28. Uved’me si př́ıklad nekonečné hry:

Mějme neprázdnou množinu A a množinu X ⊂ Aω. Hráč A a hráč B stř́ıdavě

voĺı prvky ai ∈ A, i ∈ ω.

hráč A a0 a2 a4 a6 a8 ...

hráč B a1 a3 a5 a7 ...

Hráč A vyhrává právě tehdy když (an)n∈ω ∈ X, jinak vyhrává hráč B. Tuto

hru budeme značit G(A, X). Hrám v tomto tvaru se někdy ř́ıká i Gale-Stewartovy

hry.

Definice 29. Hrou s úplnou informovanost́ı nazveme hru, při ńıž zná hráč při

svém rozhodnut́ı všechna rozhodnut́ı, provedená každým z hráč̊u. Pokud toto

neplat́ı, nazveme tuto hru hrou s neúplnou informovanost́ı.

13



Poznámka 30. U všech her zmı́něných v této práci předpokládáme úplnou in-

formovanost.

Definice 31. Strategíı hráče A nazveme zobrazeńı φ : A<ω → A<ω splňuj́ıćı:

a) ∀s ∈ A<ω : |φ(s)| = |s|+ 1,

b) ∀t, s ∈ A<ω, t ≺ s : φ(t) ≺ φ(s).

Poznámka 32. Strategie určuje tahy hráče A ve hře následuj́ıćım zp̊usobem:

φ(∅) = a0, φ(a1) = (a0, a2), φ((a1, a3)) = (a0, a2, a4), . . .

Strategii můžeme ekvivalentně definovat i takto:

Definice 33. Strategie hráče A je strom σ ⊂ A<ω splňuj́ıćı:

a) σ je neprázdný a prořezaný,

b) pokud (a0, . . . , a2j) ∈ σ, pak pro každé a2j+1 ∈ A plat́ı (a0, . . . , a2j, a2j+1) ∈

σ,

c) pokud (a0, . . . , a2j−1) ∈ σ, pak existuje právě jedno a2j ∈ A takové, že

plat́ı (a0, . . . , a2j) ∈ σ.

Definice 34. Strategii hráče A nazveme v́ıtězná, pokud s ńı vyhraje hráč A,

nehledě na volby hráče B. Tedy [σ] := {x ∈ Aω|∀n ∈ ω : x|n ∈ σ} ⊂ X

Hra 35. Hra s pravidly: Mějme T ⊂ A<ω prořezaný strom a X ⊂ [T ].

hráč A a0 a2 a4 a6 a8 ...

hráč B a1 a3 a5 a7 ...

Pro každé n ∈ ω muśı platit (a0, a1, . . . , an) ∈ T . Řekneme, že strom T

označuje tzv. př́ıpustné pozice. Tuto hru budeme značit G(T, X).

Poznámka 36. � Strategii a v́ıtěznou strategii pro hráče B definujeme ana-

logicky.
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� Vı́tězná strategie nemuśı existovat pro žádného hráče, a pokud existuje, tak

jen pro jednoho z nich.

Ukažme si př́ıklad hry, ve které nemá ani jeden z hráč̊u v́ıtěznou strategii.

Př́ıklad 37. Mějme hru G(A, X) kde A = {0, 1} a X ⊂ 2ω je tzv. Bernsteinova

množina, tedy pro každou perfektńı F ⊂ 2ω plat́ı: F ∩X = ∅ a F ∩ (2ω \X) = ∅.

Pak nemá ani jeden z hráč̊u v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Sporem: Mějme φ : 2<ω → 2<ω v́ıtěznou strategii hráče A. Definujme

φ∗ : 2ω → 2ω následuj́ıćım předpisem:

φ∗(a1, a3, . . . ) = (a0, a1, a2 . . . ), (1.1)

kde φ((a1, a3, . . . , a2j−1)) = (a0, a1, a2 . . . , a2j) pro j ∈ ω.

Zobrazeńı φ∗ je prosté. Pokud by platilo φ∗(a) = φ∗(b) pak podle (1.1)

(c0, a1, c2, a3 . . . ) = (c0, b1, c2, b3 . . . ) a tedy ∀i ∈ ω : ai = bi. Zobrazeńı φ
∗ je

nav́ıc spojité, nebot’ pro libovolná α, β ∈ 2ω, k ∈ ω, která splňuj́ı b|k = c|k,

plat́ı φ(b|k) = φ(c|k). Tedy v součinové metrice (.b, c) < ϵ =⇒ ∀i ∈ ω :

d(φ∗(b), φ∗(c)) < ϵ, protože index prvńıho rozd́ılného prvku je stejný.

Množina 2ω je nespočetná a kompaktńı. Pak je ovšem φ∗(2ω) ⊂ X kom-

paktńı (spojitý obraz kompaktńı množiny), a nespočetná(prostý obraz nespočetné

množiny). Tedy množina X obsahuje podle věty o perfektńı množině, viz věta 44,

neprázdnou perfektńı podmnožinu a to je spor s definićı Bernsteinovi množiny.

Pro hráče B bychom došli ke sporu stejným postupem.

Definice 38. Řekneme, že nekonečná hra je determinovaná, pokud má jeden z

hráč̊u v́ıtěznou strategii.

Poznámka 39. Neformálně můžeme ř́ıct že:

� Hráč A má v́ıtěznou strategii, pokud plat́ı: ∃a0∀a1∃a2∀a3 · · · : (a0, a1, a2, a3 . . . ) ∈

X

� Hráč B má v́ıtěznou strategii, pokud plat́ı: ∀a0∃a1∀a2∃a3 · · · : (a0, a1, a2, a3 . . . ) ̸∈

X
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Definice 40. Řekneme že pozice x = (x0, x1, . . . , xn), n ∈ ω je neprohrávaj́ıćı

pozice hráče A, jestliže hráč B nemá v́ıtěznou strategii s t́ımto začátkem.

Ukažme si nyńı hru která je determinovaná.

Věta 41 (Gale-Stewart, 1953). Mějme množinu A ̸= ∅, T ⊂ A<ω je neprázdný

prořezaný strom a necht’ X ⊂ [T ] je uzavřená v [X]. Pak hra G(T, X) je deter-

minovaná.

D̊ukaz. Předpokládejme, že hráč B nemá v́ıtěznou strategii, a zkonstruujme v́ıtěznou

strategii pro hráče A.

Předpokládejme, že x = (a0, . . . , a2n−1) je neprohrávaj́ıćı pozice hráče A. Pak

muśı existovat takové a2n ∈ A, že plat́ı

� (a0, . . . , a2n) ∈ T ,

� pro každé a2n+1 ∈ A, splňuj́ıćı (a0, . . . , a2n+1) ∈ T , je tato pozice ne-

prohrávaj́ıćı pro hráče A.

Protože neexistuje v́ıtězná strategie pro hráče B, může hráč A volit své tahy

tak, aby byl vždy v neprohrávaj́ıćı pozici.

Dokažme, že se jedná o v́ıtěznou strategii hráče A. Kdyby se nejednalo o

v́ıtěznou strategii hráče A, pak (a0, a1, . . . ) ∈ [T ], volená pomoćı tohoto postupu,

neńı v X. Množina [T ] \X je otevřená v [T ] (doplněk uzavřené množiny). Proto

∃n ∈ ω takové, že množina všech př́ıpustných prodloužeńı vektoru (a0, . . . , a2n−1)

je podmnožinou [T ]\X a nejedná se tedy o neprohrávaj́ıćı pozici hráče A, dokonce

může hráč B hrát cokoliv a vyhraje, což je spor.

Plat́ı dokonce silněǰśı tvrzeńı.

Věta 42 (Martin, 1985). Necht’ T ̸= ∅ je prořezaný strom na A a X ⊂ [T ] je

borelovská. Pak G(T,X) je determinovaná.

Poznámka 43. Toto hluboké tvrzeńı nebudeme v této práci dokazovat. Důkaz

je možné naj́ıt v [11].
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1.4. Nekonečné hry a věta o perfektńı množině

V posledńı části této kapitoly si ukážeme, jak je možné využ́ıt nekonečné hry

a jejich determinovatnost. A to alternativńım d̊ukazem věty o perfektńı množině.

Věta 44 (Věta o perfektńı množině). Mějme úplný metrický separabilńı prostor

X a borelovskou podmnožinu A ⊆ X. Pak A je spočetná, nebo obsahuje Cantorovu

množinu (diskontinuum), respektive jej́ı homeomorfńı obraz.

Hra 45. Mějme neprázdný separabilńı úplný metrický prostor X. Necht’ ν je

spočetná báze X sestavená z neprázdných otevřených množin a A ⊂ X. definu-

jeme hru G∗(A), takto

hráč A U
(0)
0 , U

(0)
1 U

(0)
0 , U

(0)
1 U

(0)
0 , U

(0)
1 . . .

hráč B i0 i1 i2 . . .

kde plat́ı pro každé přirozené n, i ∈ {0, 1}:

� U
(n)
i ∈ V, diamUi

(n) < 2−n,

� U
(n)
0 ∩ U

(n)
1 = ∅,

� U
(n+1)
0 ∪ U

(n+1)
1 ⊂ U

(n)
in

,

� in ∈ {0, 1}.

Definujme prvek x ∈ X jako x :=
⋂

n∈ω U
(n)
in

. Hráč A vyhraje právě tehdy, když

x ∈ A.

Věta 46. Necht’ X je neprázdný separabilńı úplný metrický prostor a A ⊂ X.

Uvažme hru G∗(A). Pak

i) Hráč A má v́ıtěznou strategii právě tehdy, když A obsahuje Cantorovu množinu.

ii) Hráč B má v́ıtěznou strategii právě tehdy, když A je spočetná.

D̊ukaz. i) Ukažme si v́ıtěznou strategii pro hráče A. Mějme následuj́ıćı posloup-

nost (Us)s∈2<ω\∅, splňuj́ıćı:
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� Us je otevřená a neprázdná,

� Us∧0 ∪ Us∧1 ⊂ Us, Us∧0 ∩ Us∧1 = ∅

� diamUs < 2−|s|+1,

� ∀y ∈ 2ω :
⋂

n∈ω Un∧y je jednoprvková množina v A.

Pak
⋂

n∈ω
⋃

|s|=n U s je homeomorfńı obraz Cantorovy množina.

Necht’ naopak obsahuje A homeomorfńı obraz Cantorovy množinu C. Pak

stač́ı hráči A volit v každám kole obě množiny U
(n)
i , i ∈ {0, 1}, aby jejich pr̊unik

s množinou C byl neprázdný, tedy U
(n)
1 ∩ C ̸= ∅ ̸= U

(n)
0 ∩ C. Stač́ı tady volit

dvě otevřené množiny, které obsahuj́ı něktorou z množin z konstrukce Cantorovy

množiny.

ii) Pokud je A spočetná, pak ji lze seřadit do posloupnosti (an)n ∈ ω. Hráč B

bude volit pro každé přirozené n hodnotu in tak, aby xn ̸∈ U
(n)
in

. Tedy
⋂

n∈ωU
(n)
in

=

∅.

Naopak předpokládejmě, že má hráč B v́ıtěznou strategii σ. Mějme x ∈ A.

Řekneme že pozice p = ((U
(0)
0 , U

(0)
1 ), i0, . . . (U

(n−1)
0 , U

(n−1)
1 ), in−1) je dobrá pro x,

pokud byla hrána podle σ a x ∈ U
(n−1)
in−1

, přičemž prázdná posloupnost je dobrá pro

všechna a ∈ A. Pokud by pro každou dobrou pozici pro x, existovalo prodloužeńı,

které je také dobré pro x, pak by existovala sekvence daná strategíı σ, jej́ımž

výsledkem je x ∈ A. To ovšem znamená, že vyhrál hráč A a σ tedy neńı v́ıtězná

strategie hráče B.

A tedy pro každý x ∈ A existuje maximálńı posloupnost p př́ıslušná danému

x. Označme Ap = {y ∈ U
(n−1)
in−1

| pro každé př́ıpustné prodloužeńı (U
(n)
0 , U

(n)
1 ) : v

tahu i podle strategie σ plat́ı: y ∈ Un
i }. Pak A ⊂

⋃
p Ap, nav́ıc Ap je vždy nejvýše

jednoprvková množina. Pokud bychom měli y0, y1 ∈ Ap, y0 = y1, pak existuj́ı

množiny U0, že y0 ∈ U0 a U1, že y1 ∈ U1 a nav́ıc U0, U1 ⊂ U
(n−1)
in−1

. Pokud by hráč

A zahrál tuto kombinaci, pak by hráč B musel jeden z bod̊u
”
vyřadit“. Pak je⋃

pAp spočetná množina, spočetné sjednoceńı nejvýše jednoprvkových množin.

Tedy i množina A je spočetná.
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Nyńı již k d̊ukazu věty 44.

D̊ukaz (věty o porfektńı množině). Pokud bychom věděli, že hra G∗(A), A ⊂ X,

je determinovaná, pak podle předchoźı věty je bud’ A spočetná, nebo obsahuje

obraz Cantorovy množiny.

Vzhledem k Martinově větě stač́ı ukázat, že množina V ⊂ [T ] př́ıpustných

výsledk̊u hry, v nichž vyhraje hráč A, je borelovská v [T ].

Uvažme zobrazeńı φ : [T ] → X, které přǐrad́ı běhu hry G∗(A), tj. posloupnosti

((U
(0)
0 , U

(0)
1 ), i0, . . .), bod x ∈

⋂
n∈ω U

(n)
in

.

Ukážeme, že zobrazeńı φ je spojité. Necht’ (Bn)n∈ω konverguje k B v [T ]. Pak

pro každé m ∈ ω muśı existovat n0 ∈ ω, že Bn|m = B|m pro n ≥ n0. Proto

φ(Bn) konverguje k φ(B).

Jelikož hráč A vyhraje, právě když běh B hry splňuje φ(B) ∈ A, plat́ı pro

množinu V , že V = φ−1(A). Podle předpokladu je A borelovská množina. Nav́ıc

spojitý vzor borelovské množiny je opět borelovská množina, tedy V je bore-

lovská, což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 47. Všimněme si, že pokud bychom mı́sto Martinovy věty o determi-

novanosti borelovské hry použili v předchoźım d̊ukazu determinovanost uzavřené

hry (tedy věty 41), dokázali bychom speciálńı př́ıpad věty o perfektńı množině

pro uzavřené množiny.
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Kapitola 2

Hry na reálné ose

V této kapitole se budeme zab́ıvat nekonečnými hrami, které se hraj́ı, jak

název kapitoli napov́ıdá, na reálné ose, nebo na nějakém jej́ım podintervalu.

2.1. Point-open

V této kapitole jsem čerpal z [1].

Hra 48. Hru Point-open hrajeme na reálné ose. Necht’ je dána množina X ⊂ R.

Pak v n-tém tahu, n ∈ ω, nejdř́ıve hráč A voĺı č́ıslo xn ∈ X a poté hráč B voĺı

otevřenou množinu Un ⊆ R takovou, aby platilo xn ∈ Un. Označme U =
⋃

n∈ω Un,

pak hráč A vyhraje právě tehdy, když plat́ı:X ⊆ U .

Ukažme si několik voleb množiny X, při kterých je tato hra determinovaná.

Věta 49. Pokud je množina X spočetná, pak má hráč A v́ıtěznou strategii ve hře

Point-open.

D̊ukaz. Dı́ky tomu že množina X je spočetná, jsme schopni ji seřadit do po-

sloupnosti, označme si ji (zi)i∈ω. Pokud bude hráč A pro každé přirozené n volit

xn = zn, tak vyhraje, protože se pak každý prvek zn bude vyskytovat alespoň v

množině Un.

Věta 50. Pokud X = R, pak má hráč B v́ıtěznou strategii ve hře Point-open.
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D̊ukaz. Pokud bude hráč B volit ∀n ∈ ω volit Un tak aby jej́ı Lebesqueova mı́ra

byla 1
2n
, pak bude platit λ(U) ≤ λ(

∑+∞
n=1 Un) ≤

∑+∞
n=1 λ(Un) =

∑+∞
n=1

1
2n

= 1 ̸=

λ(R) = ∞. Velikost U je tedy menš́ı než R a tud́ıž nemůže platit R ⊆ U . Jedná

se tedy o v́ıtěznou strategii pro hráče B.

Tuto větu můžeme ještě zobecnit.

Věta 51. Necht’ X ⊆ R má nenulovou (Lebesgueovu) mı́ru, pak hráč B má

v́ıtěznou strategii ve hře Point-open.

D̊ukaz. Necht’ λ(X) = a, a > 0. Pokud bude hráč B volit pro každé přirozené n

Un jako interval délky a
2n
, pak λ(U) ≤

∑+∞
n=1 λ(Un) =

∑+∞
n=1

a
2n

= a
2
< a. Tedy

stejným argumentem jako v d̊ukazu předchoźı věty plat́ı, že se jedná o v́ıtěznou

strategii hráče B.

2.2. Banachova hra

V této kapitole jsem čerpal z [15].

Hra 52. Banachovu hru hrajeme na nekonečně dlouhé polopř́ımce p, kde p =

{x ∈ R|0 ≦ x ≦ ∞}. Mějme předem danou množinu Z ⊂ p. Pak hráči A a B voĺı

kladná č́ısla ai, bi ∈ p tak, aby ai > bi > ai+1, i ∈ ω, a hráč A zač́ıná. Takto hráči

vytvoř́ı posloupnost

a1 > b1 > a2 > b2 > a3 > b3 > . . . (2.1)

Položme g :=
∑+∞

i=1 (ai+bi). Pak hráč A vyhrává, pokud g ∈ Z, jinak vyhrává

hráč B.

Věta 53. Necht’ Z je spočetná množina. Pak má hráč B v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Začněme t́ım, že využijeme spočetnosti Z a seřad́ıme ji do posloupnosti

(zi)i∈ω, je-li Z konečná, budou se některé prvky opakovat. Označme si sk =

a1 + b1 + a2 + b2 + · · ·+ ak−1 + bk−1 + ak . Nyńı pro každé k ∈ ω hledejme bk jako

funkci zk a sk.
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Zvolme tedy libovolné k a pokusme se dokázat, že hráč B je schopen dosáhnout

vhodnou volbou svých tah̊u toho, že nerovnost zk ̸= g plat́ı. To zajist́ıme vhod-

nou volbou kladných reálných č́ısel βk
k , β

k
k+1 . . . , které na volby hráče B přidaj́ı

podmı́nku

∀i ∈ ω, i ≥ k : bi < βk
i (2.2)

Pro zk ≤ sk můžeme volit č́ısla βk
i v podstatě libovolně, nebot’ platnost

požadované nerovnosti zk ̸= g, plyne z kladnosti bk. Položme např́ıklad 1 =

βk
k = βk

k+1 = . . . .

Pro zk > sk již muśıme být s volbou βk
i opatrněǰśı. Budeme je volit tak, aby

platilo

+∞∑
i=k

βk
i <

|zk − sk|
2

. (2.3)

Toho lze doćılit např́ıklad volbou βk
i = |zk−sk|

2i+1 , protože plat́ı
∑+∞

i=k β
k
i ≤

∑+∞
i=1 β

k
i =∑+∞

i=1
|zk−sk|
2i+1 = |zk−sk|

2

∑+∞
1

1
2i

= |zk−sk|
2

. Dı́ky takovéto volbě plat́ı g = sk + (bk +

ak+1)+ (bk+1+ak+2)+ · · · < sk+2
∑+∞

i=k β
k
i < sk+2 zk−sk

2
= zk. Kde prvńı nerov-

nost plyne z (2.1) a (2.2), zat́ımco druhá plyne z (2.3). Tedy i v tomto př́ıpadě

jsem schopni doćılit zk ̸= g.

Nyńı již k samotným volbám hráče B. Necht’ zvoĺı v k. kole č́ıslo bk tak, že

plat́ı následuj́ıćı nerovnosti

bk < ak, bk < βk
1 , bk < βk

2 , . . . , bk < βk
k ,

kde prvńı nerovnost je požadována (2.1) a ostatńı (2.2). Pak v k-tém kole zajist́ı

hráč B, volbou daných βk
i , platnost nerovnosti zk ̸= g.

Poznámka 54. Hodnotu βj
i můžeme tedy interpretovat jako horńı omezeńı bj

vytvořené v kole i.

2.3. Limitńı hra

V této kapitole jsem čerpal z [2].
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Hra 55. Tuto hru hraj́ı dva hráči na intervalu [0, 1]. Nejdř́ıve zvoĺıme množinu

S ⊆ [0, 1]. Pak budou hráči A a B volit č́ısla z intervalu [0, 1] podle následuj́ıćıch

pravidel.

Hráč A zvoĺı reálné č́ıslo a1 tak, aby platilo 0 < a1 < 1. Poté hráč B voĺı

b1 s následuj́ıćı podmı́nkou a1 < b1 < 1, každý daľśı tah pak voĺı prvek mezi

posledńımi dvěmi zvolenými. Tedy pokud označ́ıme a0 = 0 a b0 = 1, pak pro každé

n ∈ ω voĺıme an tak, aby platilo an−1 < an < bn−1 a bn tak aby an < bn < bn−1.

Ze zp̊usobu volby (an)n∈ω vid́ıme, že se jedná o monotonńı a omezenou po-

sloupnost a tedy má limitu. Označme α = limn→+∞ an, kde α ∈ [0, 1]. Hráč A

vyhraje, pokud α ∈ S, jinak (α ̸∈ S) vyhraje hráč B.

Věta 56. Pokud je S spočetná, pak má hráč B v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Tato věta je zjevná pro S = ∅. Pokud by S byla neprázdná spočetná

množina, pak by šla seřadit do posloupnosti (sn)n∈ω, pokud by byla S konečná,

budou se některé prvky opakovat. Zformulujme následuj́ıćı strategii pro hráče B.

Pro každé n ≥ 1 voĺı hráč B v n-tém kole bn = sn pokud je to možné, tedy plat́ı-li

an < sn < bn−1, jinak voĺı bn−1+an
2

. Pak pro každé n ∈ ω plat́ı bud’ sn < an,

nebo sn > bn. Nav́ıc plat́ı ∀n ∈ ω : an < α < bn, nebot’ posloupnosti (an)
+∞
n=0 a

(bn)
+∞
n=0 jsou monotonńı a plat́ı limn→+∞ an = α = limn→+∞ bn. Tedy α ̸∈ S. Což

znamená že se jedná o v́ıtěznou strategii hráče B.

Pomoćı této hry můžeme alternativně dokázat, že interval [0, 1] je nespočetná

množina.

Věta 57. Interval [0, 1] ⊂ R je nespočetný.

D̊ukaz. Zvolme v limitńı hře S = [0, 1]. Uvědomı́me si, že plat́ı α ∈ [0, 1]. Nee-

xistuje tedy v́ıtězná strategii pro hráče B, naopak každá strategie je v́ıtězná pro

hráče A, a proto dle minulé věty je tento interval nespočetný.

Před t́ım, než si ukážeme pro jaké množiny S má v́ıtěznou strategii hráč A,

uved’me si několik pomocných lemmat a definic.
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Definice 58. Označme S+ = {x ∈ R|∀ϵ > 0 : (x, x + ϵ) ∩ S ̸= ∅} a S− = {x ∈

R|∀ϵ > 0 : (x− ϵ, x) ∩ S ̸= ∅}

Lemma 59. Pokud je neprázdná množina S ⊂ [0, 1] perfektńı, pak plat́ı inf(S) ∈

S+.

D̊ukaz. Označme si toto infimum jako m. Z definice infima plyne, že neexistuj́ı

prvky S které by byli menš́ı než S, tedy S ̸∈ S−. Protože je nav́ıc m hromadným

bodem S, pak existuje posloupnost prvk̊u z této množiny, která konverguje k m

a tedy m ∈ S+.

Lemma 60. Mějme S ⊂ [0, 1] neprázdnou perfektńı množinu a x ∈ S+, pak

∀ϵ > 0 obsahuje interval (x, x+ ϵ) bod, který také nálež́ı S+.

D̊ukaz. Protože a ∈ S+, můžeme naj́ıt a, b, c ∈ S splňuj́ıćı x < a < b < c < x+ ϵ.

Označme d := inf((a, c) ∩ S). Protože b ∈ (a, c) ∩ S, plat́ı a ≤ d ≤ b. Pokud

by platilo d = a, pak protože a je infimem (a, c) ∩ S, tak existuje i posloupnost

prvk̊u této množiny, která konverguje k a zprava a tedy a ∈ S+. Pokud by platilo

d > a, pak d ∈ S, protože S je uzavřená. Tedy d je hromadný bod S, protože

S je perfektńı. Nav́ıc existuje levé okoĺı d, jehož pr̊unik s S je prázdná množina,

tedy d ̸∈ S−. Jelikož se ale jedná o hromadný bod, tak muśı platit d ∈ S+.

Věta 61. Pokud je S perfektńı množina, pak má hráč A v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Omezeńı hráče A v kole n, n ≥ 1, má podobu an−1 < an < bn−1. Zvolme

a0 := inf(S), pak z lemmatu 59, plat́ı a0 ∈ S+. Podle lemmatu 60 existuje pro

každé n ≥ 1 an ∈ (an−1, bn−1) takové, že an ∈ S+. Hráč A tedy může v každém

kole volit an tak, aby platilo an ∈ S+. Pak α = limn→+∞ an, a nav́ıc plat́ı, že

S+ ⊂ S a S je uzavřená množina, protože S je perfektńı, a tedy α ∈ S.

Věta 62. Každá perfektńı množina S ⊂ [0, 1] je nespočetná.

D̊ukaz. Toto tvrzeńı plyne z vět 56, 61 a toho že v́ıtězná strategie existuje pro

nejvýše jednoho z hráč̊u.
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Poznámka 63. Připomeňme si, že podle věty o perfektńı množině (věta 44)

obsahuje každá nekonečná borelovská množina homeomorfńı kopii Cantorovy

množiny, což je perfektńı množina.

Věta 64. Pokud je S ⊂ [0, 1] nespočetná borelovská množina, pak má hráč A

v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Podle poznámky 63, můžeme v S naj́ıt perfektńı podmnožinu, označme

si ji P . Pak můžeme zopakovat postup z d̊ukazu věty 61 jen s t́ım rozd́ılem, že

budeme vyb́ırat an z P+. Pak plat́ı α ∈ P a P ⊂ S, a jedná se tedy opět o

v́ıtěznou strategii hráče A.
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Kapitola 3

Topologické hry

3.1. Choquetova hra

V této kapitole jsem čerpal z [7], [5] a [13].

Hra 65. Mějme neprázdný topologický prostor X. Choquetovu hru definujeme

takto:

hráč A U0 U1 U2 U3 U4 ...

hráč B V0 V1 V2 V3 ...

kde plat́ı

� Ui, Vi jsou neprázdné otevřené množiny, i ∈ ω.

� Ui ⊃ Vi ⊃ Ui+1, i ∈ ω

Hráč B vyhrává právě tehdy, když
⋂

n∈ω Vi =
⋂

n∈ω Ui ̸= ∅.

Věta 66. Neprázdný topologický prostor je Baire̊uv právě tehdy, když hráč A

nemá v́ıtěznou strategii v Choquetově hře.

D̊ukaz. ⇐= (Sporem) Předpokládejme, žeX neńı Baire̊uv. Pak existuje neprázdná

otevřená množina U a spočetně mnoho otevřených hustých množin Gn, n ∈ ω,

takových, že U ∩
⋂

n∈ω Gn = ∅. Voĺı-li hráč A U0 = U a Un = Vn−1 ∩ Gn, n ∈ ω,

Un je neprázdná otevřená množina, protože Gn je hustá a jedná se o pr̊unik

dvou otevřených množin. Pak pr̊unik
⋂

n∈ω Ui = ∅ a popsali jsme tedy v́ıtěznou

strategii hráče A, což je spor.
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=⇒ (opět sporem) Předpokládejme, že má hráč A v́ıtěznou strategii σ. Necht’

U0 je prvńı tah podle σ. Ukážeme, že U0 neńı Baire̊uv. Zkonstruujeme proto strom

S ⊂ σ takový, že pro p = (U0, V0, . . . , Un) ∈ S je množina

Up = {U |(U0, V0, . . . , Un, U) ∈ S} (3.1)

tvořena disjuktńımi otevřenými množinami a
⋃
Up je hustá v Un. Označme

Wn =
⋃

{Un|(U0, V0, . . . , Un) ∈ S}. (3.2)

Pak množinyWn jsou husté a otevřené v U0 pro každé n. Necht’ je pr̊unik
⋂

n∈ω Wn

neprázdný (a x :=
⋂

n∈ω Wn), pak muśı existovat větev stromu S(U0, V0, . . . )

taková, že plat́ı x ∈
⋂

n∈ω Un. To je ovšem ve sporu s t́ım, že σ je v́ıtězná strategie

hráče A. A tedy
⋂

n∈ω Un = ∅ a U0 neńı Baire̊uv prostor.

Existuje ovšem takovýto strom? Zkonstruujme jej matematickou indukćı podle

délky větve.

� ∅ ∈ S

� Pokud máme (U0, V0, . . . , Vn−1) ∈ S, pak je (U0, V0, . . . , Vn−1, Un) ∈ S jed-

noznačně dána strategíı σ. Mějme tedy p = (U0, V0, . . . , Vn−1, Un) ∈ S. Ne-

cht’ νp je maximálńı systém neprázdných otevřených podmožin Vn takový,

že {V ∗
n|Vn ∈ νp} je disjunktńı, kde V ∗

n je tah požadovaný jako prodloužeńı

p∧Vn. Přidejme do S všechny posloupnosti (U0, V0, . . . , Vn−1, Un, Vn, V
∗
n), Vn ∈

νp. Pak množina {V ∗
n|Vn ∈ νp} je hustá v Un. Pokud by nebyla hustá, pak by

existovala otevřená neprázdná množina G ⊂ Un, disjunktńı s {V ∗
n|Vn ∈ νp}.

Pak νp ∪G, je sporem s maximalitou νp.

Definice 67. Topologický prostor X nazveme Choquet̊uv, pokud v něm má hráč

B v́ıtěznou strategii v Choquetově hře.

Poznámka 68. Předchoźı věta nám tedy ř́ıká že každý Choquet̊uv prostor je

Baire̊uv.
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Věta 69. Pokud prostor X, obsahuje neprázdnou otevřenou množinu M , která

je prvńı kategorie, pak má hráč A v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Pokud je M prvńı kategorie pak M =
⋃

n∈ω Mn, kde Mn jsou ř́ıdké.

Nav́ıc plat́ı, že rozd́ıl otevřené a uzavřené množiny je otevřená množina, protože

A \ B = A ∩ Bc a to je pr̊unik dvou otevřených množin. Pokud hráč A voĺı

U0 := M a ∀n ∈ ω : Un = Vn−1 \Mn ̸= ∅ (protože Mn je ř́ıdká), tak po spočetném

počtu krok̊u vyřad́ı všechny prvky a tedy vyhraje.

Uved’me si jedno pomocné lemma.

Lemma 70. V úplněm metrickém prostoru X je pr̊unik vnořených neprázdných

uzavřených množin (Fn)n∈ω, splňuj́ıćı limn→+∞ diam(Fn) = 0, neprázdný.

D̊ukaz. Necht’ pro každé n ∈ ω an je libovolný prvek množiny Fn, pak posloupnost

(an)n∈ω je konvergentńı. To plyne z toho, že X je úplný prostor a (an)n∈ω je

cauchyovská, což źıskáme z podmı́nky limn→+∞ diam(Fn) = 0. ∀ϵ > 0,∃n ∈ ω :

diam(Fn) < ϵ, pak ∀m > n : ∥an − am∥ < ϵ, protože oba prvky patř́ı Fn, d́ıky

vnořenosti. Označme limitu jako a, d́ıky uzavřenosti našich množin nav́ıc plat́ı

∀n ∈ ω : a ∈ Fn a tedy a ∈
⋂

n∈ω Fn, tedy tento pr̊unik je neprázdný.

Věta 71. Pokud je X úplný metrický prostor, pak je Choquet̊uv.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že v úplném prostoru (tedy takovém, kde cauchyovskost

je ekvivalentńı s konvergenćı) má hráč B v́ıtěznou strategii v Choquetově hře.

Necht’ hraje hráč B v každém tahu Vn tak, aby platilo, že Vn ⊂ Un.

Z lemmatu 70 máme x ∈
⋂

n∈ω Vn ⊂
⋂

n∈ω Un. Tento pr̊unik je tedy neprázdný

a jedná se o v́ıtěznou strategii hráče B.

Poznámka 72. Protože jsme si na začátku kapitoly dokázali, že každý Choquet̊uv

prostor je Baire̊uv, tak nám věta 71 dává alternativńı d̊ukaz Baireovy věty.

3.2. Banachova-Mazurova hra

V této kapitole jsem čerpal z [12], [13] a [7].
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Hra 73. Je dán uzavřený interval I0. Dva hráči, již tradičně značeńı jako hráč A a

hráč B, hraj́ı nekonečnou hru tak, že stř́ıdavě voĺı uzavřené intervaly s nenulovou

délkou In, n ∈ ω tak, aby splňovaly In−1 ⊃ In ⊃ In+1.

Jsou dány množiny A ⊂ I0, B = I0 \ A. Hráč A vyhrává právě tehdy, když⋂
n∈ω In ∩ A ̸= ∅.

Věta 74. Hráč B má v́ıtěznou strategii právě tehdy, když je A prvńı kategorie.

D̊ukaz. Začneme t́ım, že si ukážeme, jak obecně vypadá strategie hráče B. Mějme

funkce fn : (I0, I1 . . . I2n−1) → I2n−1. Tedy

fn(I0, I1 . . . I2n−1) ⊂ I2n−1. (3.3)

Pak fn muśı být definovaná na každé vnořené posloupnosti uzavřených interval̊u

I0 ⊃ I1 ⊃ · · · ⊃ I2n−1, (3.4)

která vznikla

∀i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} : I2i = fi(I0, I1 . . . I2i−1) (3.5)

Posloupnost (fi)i∈ω pak tvoř́ı strategii pro hráče B. Pokud nav́ıc plat́ı
⋃

i∈ω Ii ⊂ B,

pro každou posloupnost splňuj́ıćı (3.4) a (3.5), pak se jedná o v́ıtěznou strategii

pro hráče B.

⇐= Pokud je A prvńı kategorie, pak A =
⋃

n∈ω Ai, kde Ai jsou ř́ıdké. Pokud

bude hráč B volit I2n ⊂ I2n−1 \ An ̸= ∅ (protože An jsou ř́ıdké), pak postupně

”
vyřad́ı“ všechny prvky A a tedy vyhraje.

=⇒ Mějme v́ıtěznou strategii hráče B f1,f2 . . . . Pro f1 vytvoř́ıme systém

uzavřených interval̊u Ji ⊂ I◦0, i = 1, 2 . . . splňuj́ıćı:

i) Ki = f1(I0, Ji) jsou disjunktńı.

ii)
⋃

i K
◦
i je husté v I0.

a to následuj́ıćım postupem. Mějme posloupnost (Si)i∈ω interval̊u s racionálńımi

koncovými body. Pak J1 = S1, a daľśı Ji je prvńı člen Sj ∈ (Si)i∈ω takový,

že Sj ⊂ I0 \ K1 \ . . . . Takto źıskané množiny očividně splňuj́ı i). Pokud by
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neplatila ii), pak by existoval interval mezi některými dvěma intervaly Ki, Kj

nenulové mı́ry, označme jej P . Pak jistě existuje SP ⊂ P prvek posloupnosti

(Si)i∈ω, pak z (3.3) v́ıme, že f1(I0, SP ) ⊂ P , a můžeme jej přidat do (Si)i∈ω,

č́ımž vzniknou 2 nové podintervaly P , s mı́rou menš́ı než mı́ra P , které nepatř́ı

do
⋃

i K
◦
i . Tento proces můžeme opakovat, dokud nebudou konce jednotlivých

interval̊u
”
dostatečně bĺızko“.

Stejně vybudujeme i posloupnost uzavřených interval̊u (Ji,j)i∈ω v K◦
i ta-

kových, že intervaly Ki,j = f2(I0, Ji, Ki, Ji,j), jsou disjunktńı a jejich vnitřky

jsou husté v Ki. Pak je i
⋃

+∞
i,j=0Ki,j husté v I0. Tento postup budeme opakovat.

Takto vybudujeme dva systémy uzavřených interval̊u Ji1,...,in a Ki1,...,in , kde

n, in ∈ ω, které splňuj́ı:

Ki1,...,in = fn(Io, Ji1 , Ki1 , Ji1,i2 , . . . , Ji1,...,in) (3.6)

Ji1,...in+1 ⊂ K0
i1,...in

(3.7)

Pro každé přirozené n jsou intervalyKi1,...indisjunktńı, a

sjednoceńı jejich vnitřk̊u je husté v I0. (3.8)

Mějme libovolnou sposloupnosti index̊u (in)n∈ω a pro ni definujeme

∀n ∈ ω : I2n−1 = Ji1,...,in , I2n = Ki1,...,in (3.9)

Jedná se o platnou pozici hráče B, (3.3) a (3.4) jsou splněny d́ıky (3.7) a (3.5)

je až na značeńı totožná, a po přeznačeńı podle (3.9) identická, s (3.6). Protože

jsme se do této pozice dostali prostřednictv́ım v́ıtězné strategie, tak nav́ıc plat́ı⋂
n∈ω In ⊂ B.

Definujme pro každé přirozené n, Gn :=
⋃

i1,...in
K◦

i1,...,in
a označme E :=⋂

n∈ω Gn. Pak pro každé x ∈ E, existuje unikátńı posloupnost index̊u in, pro niž

plat́ı ∀n ∈ ω, x ∈ Ki1...in . Každá tato sekvence nám zadá jednu hru prostřednictv́ım

(3.9), a tedy x ∈
⋂

n∈ω In ⊂ B, což dokazuje E ⊂ B, pak A = I0 \ B ⊂ I0 \ E =⋃
n(I0 \Gn). Nav́ıc z (3.8) plyne, že ∀n ∈ ω : I0 \Gn je ř́ıdká, jedná se o doplněk

husté množiny, tvořené otevřenými intervaly s nenulovou délkou. Dohromady je

tedy A prvńı kategorie.
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Věta 75. Hráč A má v́ıtěznou strategii právě tehdy, když existuje uzavřený in-

terval I1 ⊂ I0 splňuj́ıćı, že I1 ∩B je prvńı kategorie.

D̊ukaz. ⇐= Pokud takovýto interval existuje, pak voĺı hráč A v prvńım kole

právě tuto množinu. Pak B ∩ I1 =
⋃

n∈ω Bn, kde Bn jsou ř́ıdké. Pokud bude volit

v každém svém tahu n ∈ ω: I2n+1 ⊂ I2n\Bn ̸= ∅ (z ř́ıdkosti), pak
⋂

n∈ω In∩B = ∅

a tedy
⋂

n∈ω In ∈ A.

=⇒ Abychom mohli pož́ıt větu 74, muśıme nejdř́ıve vyřešit to, že podmı́nky

v́ıtězstv́ı hráč̊u A a B nejsou symetrické, pokud v́ıtězná množina neńı jednoprv-

ková. Pokud má hráč A v́ıtěznou strategii, je schopen ji vždy upravit tak, aby

výsledný pr̊unik
⋂

n∈ω In byl jednoprvková množina, např́ıklad může od jistého

kroku volit λ(I2n+1) =
λ(I2n)

2
. Toto je d́ıky našemu předpokladu v́ıtězná strategie

prvńıho hráče ve hře s počátečńımi množinami A a B, ovšem udávám v́ıtěznou

strategii v každém kole, pokud byla sekvence hraná do tohoto kola podle ńı. Tedy

jedná se i o v́ıtěznou strategii pro druhého hráče ve hře, kdy hráč A dostane

množiny B ∩ I1 a hráč B dostane množinu A ∩ I1, kde I1 je množina daná touto

v́ıtěznou strategíı. Ovšem z předchoźı věty plyne, že v́ıtězná strategie existuje

právě tehdy, když A ∩ I1 je prvńı kategorie.

Definice 76. Řekneme že množina A, podmnožina topologického prostoruX, má

Baireovu vlastnost, pokud existuje uzavřená množina G a množina prvńı kategorie

P taková, že A = G△P . Kde△ je symetrická diference: A△B = (A\B)∪(B\A).

Věta 77. Pokud má množina A Baireovu vlastnost, pak:

� pokud je A prvńı kategorie, pak má hráč B v́ıtěznou strategii.

� pokud je A druhé kategorie, pak má hráč A v́ıtěznou strategii.

D̊ukaz. Necht’ A = G△P , kde G je otevřená a P je prvńı kategorie. Pokud G = ∅,

pak A je prvńı kategorie a podle věty 74 má hráč B v́ıtěznou strategii. Pokud

G ̸= ∅, pak může hráč A zvolit I1 ⊂ G, protože pak plat́ı I1∩B je prvńı kategorie

a z věty 75 existuje v́ıtězná strategie pro hráče A.
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Kapitola 4

Geometrické hry

Na závěr se pod́ıváme na hry vycházej́ıćı ze hry Lev a křest’an. Jedná se o

problém, který je známý již od počátku minulého stolet́ı. Konkrétně jej formulo-

val v roce 1925 německý matematik Richard Rado. Ukážeme si p̊uvodńı problém

i jeho řešeńı, jež bylo publikováno o v́ıce než 30 let později. Pak dvě jednoduchá

zobecněńı dané hry a kapitolu zakonč́ıme hrou Bod-př́ımka, kterou vytvořili češt́ı

matematici M. Zelený a J. Malý, kteř́ı ji využili k poskytnut́ı elegantńıho d̊ukazu

problému gradientu od Andrého Weila. Ten byl formulován v šedesátých letech

minulého stolet́ı a z̊ustal otevřený až do roku 2005, kdy jej vyřešil Zoltan Bulc-

zolich.

4.1. Lev a křest’an

V této kapitole jsem čerpal z [3].

Hra 78. Lev a křest’an jsou v kruhové ř́ımské aréně. Lev se snaž́ı ulovit a sežrat

křest’ana. Otázkou je, zda se mu to může podařit v konečném čase za předpokladu,

že maximálńı rychlost křest’ana i lva je stejná.

Poznámka 79. Odpověd na tuto otázku poskytl A.S. Besicovitch, když dokázal,

že křest’an je schopen vždy utéct lvu, pokud poběž́ı po vhodně zvolené polygonálńı

trase. Tento d̊ukaz si zde nyńı ukážeme.

Věta 80. Existuje v́ıtězná strategie pro křest’ana ve hře Lev a křest’an.
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D̊ukaz. Necht’ poloměr arény je roven 1, střed arény označme O, Mk pozici

křest’ana v časový okamžik tk, Lk pozici lva v tento okamžik a (1− ϵ) vzdálenost

křest’ana od středu arény v čase 0. Nav́ıc předpokládejme, že se křest’an vždy

pohybuje svou nejvyšš́ı možnou rychlost́ı, a že se M0 nerovná L0, jinak bychom

zač́ınali v okamžiku, kdy lev hoduje na křest’anovi a celá hra by postrádala smysl.

Začněme t́ım, že zkonstruujeme posloupnost bod̊u (Mk)k∈ω podle následuj́ıćıch

pravidel:

� Bod Mk+1 lež́ı na př́ımce kolmé k př́ımce MkO, obsahuj́ıćı bod Mk.

� Bod Lk nepatř́ı vnitřku otevřené poloroviny určené př́ımkou MkO, která

obsahuje bod Mk+1

Obrázek 4.1: Konstrukce bodu Mk+1.

Při této konstrukci vid́ıme, že ∀k ∈ ω, Lk ̸= Mk. To plyne z našeho předpokladu

M0 ̸= L0 a toho že Mk+1 hledáme v polorovině, která neobsahuje Lk. Tedy v

těchto bodech křest’an uloven nebude. Nav́ıc d́ıky tomu, jak jsme volili body

Mk, nedostihne lev křest’ana ani mezi těmito body. Toto můžeme nahlednout

tak, že si vybereme libovolný bod úsečky MkMk+1 a označ́ıme si tento bod B.

Z předpoklad̊u plyne, že aby zde mohl být lev ve stejný moment jako křest’an,
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musel by startovat na bodu kružnice se středem v bodě B s poloměrem rovným

vzdálenosti B od Mk. Tato kružnice ale lež́ı, s výjimkou bodu Mk, uvnitř poloro-

viny, která neobsahovala Lk, takže by muselo platit Lk = Mk, což neńı možné.

Podle předchoźıho návodu zkonstruujeme posloupnost (Mk) s dodatečnými

vlastnostmi:

� Mk jsou všechny uvnitř arény.

� Trasa, kterou křest’an proběhne, je nekonečně dlouhá.

Pod́ıvejme se, jak těchto dvou vlastnost́ı dosáhneme. Označme lk vzdálenost bod̊u

Mk−1 a Mk. Délka celkové trasy tedy bude rovna
∑+∞

k=1 lk. Chceme, aby tato suma

divergovala a zároveň body Mk z̊ustaly uvnitř arény. Pomoćı Pythagorovi věty

vid́ıme, že vzdálenost bodu Mn od středu arény je roven (1 − ϵ)2 +
∑n

k=1 l
2
k ≤

(1− ϵ) +
∑n

k=1 l
2
k, a tento výraz muśı být menš́ı než 1. To je ovšem ekvivalentńı

s nerovnost́ı
∑n

k=1 l
2
k < ϵ.

Zvolme lk např́ıklad ve tvaru c

k
3
4
, a za c dosad’me ϵ

2
, pak suma

∑∞
k=1(

c

k
3
4
)2

jistě diverguje, což ověř́ıme např́ıklad porovnáńım se harmonickou řadou. Nav́ıc

plat́ı

n∑
k=1

(lk)
2 = c2

n∑
k=1

1

k
3
2

< c2
(
1 +

∫ ∞

1

1

x
3
2

)
= 3c2 =

3

4
ϵ2 < ϵ.

Našli jsme tedy nekonečnou trasu, která se celá nacháźı uvnitř arény a t́ım

jsme dokázali že křest’an může lvu utéct.

Poznámka 81. Jak by se dalo čekat, nejedná se o jediný možný postup tvorby

této trasy. Uved’me si ještě jeden postup, který později využijeme při zobecňováńı

této hry do vyšš́ıch dimenźı. Tento lze naj́ıt v [8].

Alternativńı d̊ukaz. Mějme bodyM0,M1, . . . které jsme źıskali v minulém d̊ukazu,

volme bodyM∗
0 ,M

∗
1 , . . . tak, žeM

∗
0 = M0, a pak v každém bodě budeme volit bod

M∗
n+1 tak, aby splňoval následuj́ıćı požadavky. Označme si λn kolmici k př́ımce
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Obrázek 4.2: Tvorba bodu M∗
n+1

LnM
∗
n obsahuj́ıćı bod Mn a Pn patu kolmice na λn obsahuj́ıćı počátek O. Pak

námi hledaný bod bude ležet na λn za Pn tak, aby délka úsečky M∗
n+1Pn byla

rovna ln+1 = |MnMn+1|.

Pokud budeme trasu volit takto a křest’an poběž́ı vždy plnou rychlost́ı, pak

lev opět nechyt́ı křest’ana v žádném bodě, protože plat́ı |LnM
∗
n+1|2 = |LnMn|2 +

|MnMn+1|2 < |MnMn+1|2. A stejným argumentem bychom ukázali, že lev ne-

ulov́ı křest’ana ani mezi těmito body. Že je trasa nekonečná, plyne z rovnice

|M∗
nM

∗
n+1| = |M∗

nPn|+ |MnMn+1| a toho, že už suma vzdálenost́ı p̊uvodńıch bod̊u

diverguje. Zbývá nám tedy dokázat, že se i při této konstrukci udrž́ıme uvnitř

arény.

Začněme t́ım, že si vyjádř́ıme vzdálenosti bod̊u M∗
n,M

∗
n+1 od středu arény.

|OM∗
n|2 = |OPn|2 + |PnM

∗
n|2 (4.1)

|OM∗
n+1|2 = |OPn|2 + |PnM

∗
n+1|2 = |OPn|2 + l2n+1 (4.2)
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Odečteńım (4.1) od (4.2) źıskáme

|OM∗
n+1|2 − |OM∗

n|2 = l2n+1 − |OPn|2 ≤ l2n+1 (4.3)

Nyńı pomoćı matematické indukce dokažme nerovnost |OM∗
n| ≤ |OMn|:

a) n = 0:

Očividně plat́ı, protože M0 = M∗
0

b) Ukažme nyńı, že platnost formule pro n implikuje jej́ı platnost pro n+ 1:

|OMn+1|2 = l2n+1 + |OMn|2 ≥(|OM∗
n+1|2 − |OM∗

n|2) + |OMn|2 =

|OM∗
n+1|2 + (|OMn|2 − |OM∗

n|2) ≥ |OM∗
n+1|2.

V prvńı nerovnosti jsme použili (4.3), a v druhé nerovnosti jsme aplikovali

indukčńı předpoklad na závorku, která je d́ıky němu kladná. Po odmocněńı

máme požadovanou nerovnost, nebot’ délky úseček jsou jistě kladné.

Nové body jsou tedy nejh̊uře stejně daleko od počátku jako ty p̊uvodńı, a jsou

tedy v aréně, a tud́ıž jsme zde popsali druhou v́ıtěznou strategii pro křest’ana.

4.2. Ptáci a moucha

V této kapitole jsem čerpal z [4].

Hra 82. Jedńım ze zobecněńı minulé hry je jej́ı posunut́ı do v́ıce dimenźı, roli lva

zde zauj́ımá pták, zat́ımco křest’ana moucha, mı́sto arény pak máme n-dimenzionálńı

sféru. Otázka zńı: Kolik n-D pták̊u je třeba na uloveńı mouchy pokud maj́ı všichni

z̊učastněńı stejné rychlosti a ptáci maj́ı nulovou reakčńı dobu, což jim umožňuje

koṕırovat pohyb mouchy? Odpověd’ nám podá následuj́ıćı věta.

Věta 83. Necht’ moucha i všichni ptáci maj́ı stejnou maximálńı rychlost a ptáci

maj́ı nulovou reakčńı dobu, což jim umožňuje koṕırovat pohyb mouchy. Pak nutný

a postačuj́ıćı počet pták̊u potřebných k uloveńı mouchy v jednotkové n-D sféře, je

právě n.
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D̊ukaz. Označme střed sféry jako O, polohu mouchy v čase tk jako M(t) a polohu

i-tého ptáka v tento čas jako Pi(t).

Začněme d̊ukazem toho, že n − 1 pták̊u nestač́ı. K tomu si zkonstruujeme

nadrovinu N(t), která obsahuje M(t), P1(t), P2(t), . . . , Pn−1(t). Pokud takovýchto

nadrovin existuje v́ıce, tak si jednu vybereme. K ńı zkonstruujeme kolmici λt

obsahuj́ıćı M(t). Označme Qt patu kolmice na λt obsahuj́ıćı O. Nyńı využijeme

výsledk̊u źıskaných v kapitole (4.1) a bod M(t+1) budeme hledat na λt tak, aby

|QtM(t+ 1)| = lt, kde hodnotu lt jsme źıskali v d̊ukazu věty 80, a podle d̊ukazu

81 se jedná o v́ıtěznou strategii pro mouchu, nebot’ výpočet v tomto d̊ukazu

prezentovaný je nezávislý na dimenzi prostoru.

Vı́me, že n − 1 pták̊u nebude na mouchu stačit. Pod́ıvejme se tedy, zda jich

bude opravdu stačit n. Půjdeme na to pomoćı matematické indukce podle di-

menze prostoru.

a) n = 1:

V 1-D je situace zjevná, bude moucha ulovena nejvýše za čas, který pták

potřebuje na uražeńı vzdálenosti |PK|, kdeK je krajńı bod
”
arény“ takový,

že plat́ı M ∈ PK.

b) Z n plyne n+ 1:

Začněme t́ım, že zavedeme kartézský souřadnicový systém se souřadnicemi

(x1, x2, . . . , xn, xn+1) a s počátkem ve středu arény. Na začátku lovu se ptáci

seřat́ı do nadroviny, danou rovnićı xn+1 = 0. Označme M∗ projekci M

do této nadroviny. Dle indukčńıho předpokladu
”
ulov́ı“ ptáci P2, . . . , Pn+1

projekci M∗. Necht’ ji ulov́ı pták Pn+1. Ten se pak bude pohybovat tak,

že rozlož́ı sv̊uj vektor na dvě kolmé složky, jedna složka bude v nadrovině

kolmé na spojici Pn+1 s M , tato složka bude stejná jako rychlost projekce

mouchy v této nadrovině, neboli bude mı́t pořád stejné souřadnice v této

nadrovině jako M∗, druhá složka bude mı́̌rit směrem k mouše a jej́ı velikost

bude taková, aby celková rychlost tohoto ptáka byla maximálńı možná.

Označme nyńı X(t) nadrovinu obsahuj́ıćı M(t), rovnoběžnou s nadrovinou
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xn+1 = 0. Pak se ptáci P1, . . . , Pn začnou co nejrychleji pohybovat tak, aby

se dostali do nadrovinyX(t). NadrovinaX(t) se bude
”
pohybovat“ ve směru

xn+1, rychlost tohoto posunu bude záležet na (M ′(t))n+1(což je (n + 1)-ńı

složka rychlosti mouchy). Rozdělme si nyńı problém na dva př́ıpady podle

velikosti této derivace.

a) Pokud je |(M ′(t))n+1| ≥ 1
2
po dobu alespoň dvou časových jednotek.

Pak je souřadnice xn+1 ptáka Pn+1 rovna 1, protože pták urazil vzdálenost

alespoň 1 ve směru této souřadnice, zároveň tato souřadnice mouchy

muśı být v absolutńı hodnotě ostře větš́ı. Jinak by ji, vzhledem k tomu,

že všechny ostatńı souřadnice M a Pn+1 jsou stejné, pták již ulovil. To

ale neńı možné, protože jinak by se již moucha nacházela mimo arénu,

pták Pn+1 tedy mouchu ulovil na hranici sféry.

b) Necht’ je |(M ′(t))n+1| < 1
2
až na dobu maximálně dvou časových jed-

notek.

Pak se ptáci P1, . . . , Pn mohou rychlost́ı alespoň 1
2
ve směru xn+1 bĺıžit

k nadrovině X(t). V momentě, kdy se tito ptáci dostanou do nadro-

viny X (což znamená, že bude platit ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, Pi ∈ X) se

všichni ptáci budou chovat tak, aby z̊ustali v této nadrovině, tedy bu-

dou koṕırovat pohyb mouchy ve směru xn+1, a všechnu svou zbylou

rychlost budou použ́ıvat na pohyb uvnitř této nadroviny tak, aby chy-

tili mouchu. Tedy n pták̊u se bude v n-dimenzionálńım prostoru snaži

chytit mouchu uvnitř sféry, zat́ımco maj́ı stejnou maximálńı rychlost.

Přeškálováńım rychlost́ı a velikosti sféry bychom dostali naprosto iden-

tickou úlohu jako v indukčńım předpokladu a z něj tedy plyne, že ptáci

mouchu ulov́ı.

4.3. Muž a mnoho lv̊u

Pod́ıvejme se nyńı na daľśı podobnou úlohu, v této kapitole jsem čerpal z [6].
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Hra 84. Mějme muže a libovolné spočetné množstv́ı lv̊u v nekonečné poušti, tedy

neexistuje hranice, uvnitř které by se lov musel odehrávat. Existuj́ı nyńı nějaké

podmı́nky, za kterých by muž utekl, nebo byl naopak sežrán?

Než začneme tyto otázky zkoumat označme si do konce kapitoly polohu muže

v čase t jakoM(t), polohu jednotlicých lv̊u v tento čas jako L1(t), L2(t), . . . , Ln(t),

konvexńı obal bod̊u L1(0), . . . , Ln(0) jako C a maximálńı rychlost označ́ıme jako

w.

Věta 85. Pokud M(0) neńı vnitřńım bodem konvexńı množiny C, pak existuje

v́ıtězná strategie pro muže.

D̊ukaz. ProtožeM(0) neńı vnitřńım bodem C, existuje př́ımka p obsahuj́ıćıM(0),

děĺıćı rovinu na dvě poloroviny, z nichž jedna neobsahuje žádné body C. Pokud

se člověk rozběhne po polopř́ımce kolmé na p obsahuj́ıćı M(0), směřuj́ıćı do po-

loroviny neobsahuj́ıćı C, pak unikne lv̊um. Totiž:

|Li(0)Li(t)| ≤ |M(0)M(t)| < |Li(0)M(t)|.

Věta 86. Pokud M(0) je vnitřńım bodem konvexńı množiny C, pak existuje

v́ıtězná strategie pro lvy.

D̊ukaz. Označme rychlost člověka u⃗, rychlost i-tého lva v⃗i, dále projekce těchto

rychlost́ı na úsečku MLi jako v⃗′i, respektive u⃗′
i, a konečně zavedeme u⃗′′

i := u⃗− u⃗′
i

a v⃗′′i = v⃗ − v⃗′i, grafické znázorněńı situace lze naj́ıt v obrázku 4.4. Pokud se lvi

zař́ıd́ı podle následuj́ıcich tř́ı pravidel, pak ulov́ı člověka:

i) vi = w (Lvi běž́ı maximálńı rychlost́ı.)

ii) u⃗′′
i = v⃗′′i (Dı́ky tomu si lvi udrž́ı člověka mezi sebou.)

iii) v⃗′i má stejnou orientaci jako
−−→
MLi (Každý lev se snaž́ı přibližovat se k

člověku.)
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Obrázek 4.3: Situace pokud M ̸∈ C0

Dokažme, že tyto požadavky jsou skutečně postačuj́ıćı. Nejprve označme a⃗i =
−−−−−−−→
M(0)Li(0). Z podmı́nky i) v́ıme, že vi ≥ u a z ii) že u⃗′′

i = v⃗′′i , z těchto dvou

nerovnic a Pythagorovy věty źıskáme v′i ≥ u′
i, což nám ř́ıká, že vzdálenost mezi

člověkem a libovolným lvem nikdy neroste. Z ii) nav́ıc plyne že orientace a⃗i se v

čase neměńı. K dokončeńı d̊ukazu využijeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 87. Existuje ostrý úhel α takový, že existuje i ∈ {1, 2, . . . , n}, pro které

plat́ı |∠(u⃗, a⃗i)| ≤ α.

D̊ukaz. Vyjděme z toho žeM(0) ∈ C. Pak muśı platit, že pro každé 2 lvy umı́stěné

ve vrcholech C je vnitřńı úhel |∠(
−−−−−−−→
M(0)Li(0),

−−−−−−−→
M(0)Lj(0))| < π. Pokud by tomu

tak nebylo, byl by muž mimo vnitřek C. Vezměme největš́ı takovýto úhel, a

polovinu jeho velikosti označme α. Pak tato α je ta hledaná. Pokud by totiž byly

všechny úhly ostře větš́ı než α, pak by úhel rozdělený vektorem u⃗ musel být ostře

větš́ı než 2α, což by bylo ve sporu s t́ım, že jsme vybrali ten největš́ı.

Nyńı si vezmeme úhel α z lematu 87, a najdeme lva L(i) tak, aby platilo
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Obrázek 4.4: Př́ıklad možného rozkladu rychlost́ı člověka a lva

|∠(u⃗a⃗i)| < α. Nyńı

|v⃗′′i | = |u⃗′′
i | ≤ |u⃗| sinα ≤ w sinα, (4.4)

|v⃗′| =
√
v⃗2i − u⃗′′2

i ≥
√

w2 − w2 sin2 α = w cosα. (4.5)

Kde v (4.5) jsme použili nejdř́ıve i) a (4.4), a v rovnosti nezápornost jak w, tak

funkce kosinus na intervalu [0, π
2
]. Dı́ky tomu, že úhel α je ostrý, mı́̌ŕı i vektor u⃗′

i

směrem k Li. Pokud nav́ıc přihlédneme k tomu, že orientace jednotlivých a⃗i se

v čase neměńı, tak vzdálenost mezi M a Li klesá alespoň rychlost́ı w cosα. Pak

tedy v́ıme, že vzdálenost mezi člověkem a každým lvem neroste a jedna z těchto

vzdálenost́ı klesá. Vid́ıme, že součet |ML1|+ |ML2|+ . . .+ |MLn| klesá alespoň

rychlost́ı w cosα. Tedy lvi ulov́ı člověka v konečném čase.

4.4. Hra bod-př́ımka

V této kapitole jsem čerpal z [3].

Hra 88. Dva hráči, hráč B a hráč P, hraj́ı nekonečnou hru na jednotkovém

kruhu K. Hra zač́ıná t́ım, že hráč B zvoĺı bod x0 ∈ K, načež hráč P zvoĺı př́ımku

p0 : x0 ∈ p0. Hráči poté stř́ıdavě hraj́ı podle následuj́ıćıch podmı́nek. V n-tém
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kole, n ∈ ω, n ≥ 1, voĺı hráč B bod xn : xn ∈ K, xn ∈ pn−1, a poté voĺı hráč P

př́ımku pn : xn ∈ pn.

Takto hráči vytvoř́ı posloupnosti (xi)i∈ω a (pi)i∈ω. Hráč P vyhraje právě tehdy,

když je posloupnost (xi)i∈ω konvergentńı, jinak vyhrává hráč B.

Věta 89. Hráč P má v́ıtěznou strategii ve hře bod-př́ımka.

D̊ukaz. OznačmeO střed kruhuK. Předpokládejme, že existuje systém vnořených

množin {Kδ : δ ∈ τ}, kde pro každé δ je Kδ konvexńı podmožina K, a τ ⊂ [0, π]

je indexová množina splňuj́ıćı:

(i) τ je hustá v [0, π] a Kδ má obsah δ,

(ii) pokud 0 ≤ δ1 < δ2 ≤ π, pak Kδ1 ⊂ Kδ2 ,

(iii) Pro každé c : 0 < c ≤ π a d > 0 existuj́ı γ, δ : γ < c ≤ δ takové, že

diamKδ \Kγ < d

(iv) ∀c ∈ τ plat́ı
⋂

δ>c,δ∈τ Kδ = Kc,

(v) K0 = {O}.

Zp̊usob konstrukce tohoto systému ukážeme na konci d̊ukazu. Předpokládejme,

že hráč B nebude hrát v každém kole O, jinak by šlo o konstantńı posloupnost

a tedy o posloupnost konvergentńı. Začneme tedy s prvńım tahem v němž voĺı

hráč B jiný bod než je O, tedy x1 ̸= O.

Necht’ hráč P zkonstruuje dvojici posloupnost́ı index̊u z τ a to 0 = γ0 ≤ γ1 ≤

· · · ≤ π a 0 ≤ δ1, δ2, · · · ≤ π, splňuj́ıćı pro každé n ∈ ω:

(a) 0 ≤ δn − γn ≤ 1
n
,

(b) označ́ıme-li Dn := Kδn \Kγn , pak diam(Dn) ≤ 1
n
,

(c) xn ∈ Dn.

Ukažme konstrukci těchto posloupnost́ı matematickou indukćı. Pokud bychom

měli již určeny γ0, . . . γn−1, δ1, . . . δn−1 pro x1, . . . , xn−1 a necht’ xn ̸∈ Kγn−1 .
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Označme cn = inf{γ : xn ∈ Kγ}. Podle podmı́nky (iv) plat́ı: ∀γ ≥ cn : xn ∈ Kγ,

protože Kcn je pr̊unik všech těchto množin. Z (iii) můžeme naj́ıt γn a δn, vol-

bou c = cn a d = 1
n
, nav́ıc protože diam(Dn) ≤ 1

n
a tedy obsah Dn je menš́ı

než právě jeho pr̊uměr. Jedná se nejvýše o kruh s pr̊uměrem 1
n
, a tedy protože

δn−γn = S(Dn) ≤ π
4
1
n

2
< 1

n

2 ≤ 1
n
= diam(Dn) je splněna i podmı́nka (a). Protože

jsme předpokládali, že xn ̸∈ Kγn−1 , plat́ı i γn−1 ≤ γn. Pokud by toto neplatilo byl

by to spor s (iv).

Př́ımku pn pak voĺıme tak, aby procházela xn a měla prázdný pr̊unik s Kγn ,

což je konvexńı a uzavřená množina. To můžeme např́ıklad udělat tak, že najdeme

yn ∈ Kγn : yn = minyn∈Kγn
∥xn − yn∥ a pn voĺıme kolmou na xnyn. Pro n = 1,

máme jen Kγ0 = {O}, a z našeho předpokladu nav́ıc x1 ̸= O. Č́ımž jsme ukázali

platnost indukčńıho předpokladu.

Dokažme, že pokud bude hrát hráč P podle tohoto postupu, tak donut́ı hráče

B hrát konvergentńı posloupnost. K tomu nám stač́ı ukázat cauchyovskost po-

sloupnosti (xi)i∈ω. K tomu stač́ı ukázat, že pro každé m ∈ ω existuje množina

Mm : diam(Mm) <
1
m
, která obsahuje všechna xn s dostatečně velkým n. K tomu

si označme c := sup γn.

Předpokládejme, že existuje N ≥ m : δN > c. Protože (γn)n∈ω konverguje

k c zleva, protože je monotonńı a omezená, pak muśı konvergovat i posloupnost

(δn)n∈ω, protože ∀n ∈ ω : γn − δn = 1
n
. Tak muśı od určitého n platit δn < δN ,

a xn ∈ Kδn \ Kγn ⊂ KδN \ KγN = DN , což je naše hledaná množina protože

diam(DN) =
1
N

< 1
m
.

Pokud by platilo naopak ∀n ≥ m : δn ≤ c, pak najdeme použit́ım (iii) γ <

c ≤ δ takové, že diam(Kδ \ Kγ) < 1
m
. Protože (γn)n∈ω konverguje k c zleva,

existuje N ∈ ω takové, že pro každé n ≥ N plat́ı c ≥ γn > γ a nav́ıc plat́ı

∀n ≥ m : δn ≤ c ≤ δ. Tedy xn ∈ Kδn \Kγn ⊂ Kδ \Kγ.

Tedy v obou př́ıpadech je posloupnost (xn)n∈ω cauchyovská a tud́ıž konver-

gentńı. Zbývá nám jen ukázat, jak zkonstruujeme náš systém množin. Indexy se

nebudeme zabývat, nebot’ se bude jednat o obsahy jednotlivých množin.

Začněme s Kπ := K, ten si rozděĺıme podle schématu 4.5, budeme z něj
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Obrázek 4.5: Prvńı fáze řezáńı

odřezávat nejdř́ıve p̊ulměśıce 1, 2 a 3, a pak trojúhelńıky 4, 5, . . . , přičemž nám

vždy z̊ustane alespoň pravidelný trojúhelńık obsahuj́ıćı střed kruhu, č́ımž źıskáváme

(v). Pro takto źıskané Kγ by platilo diam(Kγ \ Kγ′) ≤
√
3, což je délka hrany

největš́ıho trojúhelńıku.

Daľśıho zjemněńı dosáhneme rozřezáńım jednotlivých část́ı vezmeme trojúhelńık

(p̊ulměśıc) a spoj́ıme středy jeho stran, kterými se tento útvar nedotýká zbytku

naš́ı konvexńı množiny, to je prvńı řez. Spoj́ıme jeden z konc̊u tohoto řezu s

opačným koncem posledńı hrany trojúhelńıku, kterou jsme nerozp̊ulili, to je

druhý řez. Poté budeme vždy spojovat střed nově vytvořené strany s protěǰśım
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Obrázek 4.6: Řezáńı trojúhelńıku

krajńım bodem p̊uvodńı strany trojúhelńıku, ukážeme si řezáńı pro trojúhelńık

4 v obrázku 4.6. Dı́ky tomuto procesu vid́ıme (ii) a (iii).

Tento proces budeme opakovat na takto źıskané trojúhelńıky. T́ımto můžeme

rozřezat K na libovolně malé kouśıčky, nav́ıc s každým řezáńım klesá i poloměr

rozd́ıl̊u jednotlivých množin z čehož plyne (i) a (iii). Pokud se nav́ıc budeme

držet toho, že budeme vždy řezat nejdř́ıve velké kusy, podle již dř́ıve uvedeného

pořad́ı, až po té co odebereme všechny velké kousky, které jsme potřebovali,

začneme odeb́ırat menš́ı kousky, tak výsledná množina je vždy konvexńı.

Poznámka 90. Uved’me si pro zaj́ımavost Weil̊uv problém gradientu, pro jehož

řešeńı je možné tuto hru použ́ıt.

Předpokládejme že máme, n ∈ ω, n ≥ 2 a G ⊂ Rn je otevřená množina. Na

ńı zkonstruujeme diferencovatelnou funkci f : G → R takovou, že ∇f zobrazuje

G do Rn. Je pravda, že pro každou otevřenou množinu Ω ⊂ Rn je množina

(∇f)−1(Ω) bud’ prázdná nebo nulové Lebesgueovy mı́ry?

Pro n = 1 je toto tvrzeńı pravdivé a nazývá se Denjoy-Clarksonova vlast-

nost. Ve vyšš́ıch dimenźıch už toto tvrzeńı neplat́ı, což dokázal Z. Buczolich a
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alternativńı d̊ukaz pomoćı hry bod-př́ımka podali J. Malý s M. Zeleným v článku

[10].
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Závěr

Ćılem práce bylo pomoćı řady př́ıklad̊u demonstrovat koncept nekonečné

hry. Hry jako šachy nebo dáma začaly být z pohledu matematiky systematicky

zkoumány na začátku 20. stolet́ı, kdy docházelo také k prudkému rozvoji teo-

rie množin. Neńı náhodou, že v obou těchto matematických oblastech zanechal

významnou stopu Ernst Zermelo (pr̊ulomovým pro teorii her byl článek [14]).

Později se začaly formulovat konečné hry v́ıce matematické povahy, jako je hra

vězňovo dilema, která byla poprvé formulována v roce 1950. Pak již nestálo nic

v cestě zobecněńı konečných na hry s nekonečným počtem tah̊u. V práci jsme

se pokusili doložit, že nejde jen o neplodné formálńı zobecněńı – ukázalo se, že

nekonečné hry jsou silným d̊ukazovým nástrojem v mnoha částech matematiky.

Možnosti nekonečných her jsou v práci naznačeny např́ıklad ve větě 57 (alterna-

tivńı d̊ukaz nespočetnosti intervalu [0, 1]), větě 71 (alternativńı d̊ukaz Baireovy

věty) a větě 44 (alternativńı d̊ukaz Věty o perfektńı množině). Celá kapitola 4.4

je věnována hře
”
Bod-př́ımka“, pomoćı ńıž J. Malý a M. Zelený alternativńım

zp̊usobem vyřešili Weil̊uv problém gradientu. Důkazy pomoćı nekonečných her

jsou cenné, protože poskytuj́ı jiný vhled do problému než
”
konvenčńı“ d̊ukazy.

Trochu stranou stoj́ı trojice geometrických her
”
Lev a křest’an“,

”
Ptáci a mou-

cha“ a
”
Muž a mnoho lv̊u“, které mohou posloužit jako motivace pro zmı́něnou

hru
”
Bod a př́ımka“, ale jsou zaj́ımavé i samy o sobě, protože dávaj́ı návod, jak

pomoćı sledu jednoduchých geometrických úvah zodpovědět i na prvńı pohled

neřešitelné otázky.
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