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Uvod

Hlavnym cielom bakaldrskej prace je nastudovat a spracovat problematiku
tedrie mnozin, uviest potrebné tvrdenia k tomu, aby bolo mozné definovat po-
jem spocitatelnej a nespocitatelnej mnoziny a taktiez uviest niektoré zdkladné
vysledky v oblasti tedrie mnozin. Bakalarska praca sa venuje vykladu naivnej
teérie mnozin, axiomaticki vystavbu teérie mnozin je mozné najst napr. v [2].

V prvej kapitole je nédhlad do dvodu danej problematiky, kde sa snazim
citatelovi priblizit zakladné vztahy tedérie mnozin, a to poéinajiic samotnym po-
jmom mnoziny. Vystavba textu uvadza axiomatické zavedenie mnoziny redlnych
¢isel, z ktorej je nasledne odvodena mnozina prirodzenych ¢isel ako podmnozina
mnoziny redlnych ¢isel spliajica urcité vlastnosti. Velmi dolezitym pojmom k
tomu, aby bolo mozné porozumiet vztahom medzi mnoZinami, je pojem zobra-
zenia. Je to jeden zo zdkladnych pojmov, na ktorom stavia teéria mnozin.

V druhej kapitole sa venujem pojmu mohutnost mnoziny, ktory je uréitym
zovieobecnenim pojmu pocet prvkov mnoziny. Poukazujem hlavne na vztahy
medzi mohutnostami mnozin, kde uvddzam mnozstvo nazornych prikladov ku
lepsiemu pochopeniu zdanlivych paradoxov vyskytujicich sa v tedrii mnozin. V
zavere druhej kapitoly rozoberdm otdzku spocitatelnosti resp. nespoéitatelnosti
mnoziny. Jedna sa samozrejme o abstraktné pojmy, ktoré vsak prinasaja eleganté
metody rieSenia matematickych problémov, a napriek svojej abstraktnosti maju
pomerne jednoduchy sposob formulacie.

V poslednej kapitole sa okrajovo venujem topoldgii, ktora stavia svoje vysledky
na teérii mnozin. Poukazujem na logicki nadvaznost ziskanych pojmov v pred-
chadzajucich kapitolach. V zavere prace uvadzam priklad na rozne typy topolo-
gickych priestorov. Podrobny vyklad zaoberajici sa topoldgiou je mozné najst

napr. v [3].



1 Uvod do tedrie mnozin

1.1 Pojem mnoziny

Definovat pojem znameng urcit pomocou zndmych pojmov ¢o definovany po-
jem je a ¢o nie je, teda k definicii ur¢itého pojmu sa vyuzivajui iné zname po-
jmy. Niekde je vsak nutné zacat, t. j. niektory pojem musi byt prvy a vtedy ho
vlastne nemoZzeme definovat. Prikladom takého pojmu moze byt napriklad bod.
Aj mnozina je takym pojmom, ktory stoji ako prvy v rade definicii a teda v ma-
tematickom zmysle ho nie je mozné definovat. D4 sa vSak urcit, ¢o mnozina je a
Co nie je.

Podla B. Bolzana je mnozina chdpand ako sthrn uréitych prvkov, kde je sposob
usporiadania Tahostajny.
G.Cantor definuje mnozinu ako sihrn veci, ktoré si chapané ako jeden celok.

Ak z je prvkom mnoziny A , piSseme x patri do A.

re A

V opaé¢nom pripade zapisujeme x nepatri do A
r¢ A

Povieme, 7Ze dve mnoziny sa rovnaji vtedy a len vtedy, ked maji tie isté prvky.

Téato vlastnost sa tiez nazyva azidma extenzionality.
A=B & (Vr)(r€e A v € B)

Préazdna mnozina je v matematike definovand ako mmnozina neobsahujica
ziadne prvky.

Pre mnozinu X definujeme () := {y € X; y # y}

Ak A, B st mnoziny, tak mnozina A sa nazyva podmnozinou mnoziny B, ak

kazdy prvok mnoziny A je zaroven prvkom mnoziny B. Zapisujeme:

ACB
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Na zéklade axiomy extenzionality plati :

A=B& (ACBABCA)

Ak =z, y su nejaké objekty, tak budeme uvazovat usporiadani dvojicu |x,y].

Zakladna vlastnost usporiadanej dvojice je vyjadrend ekvivalenciou:
[l‘,y] = [U7U] A ([L’ =uNy= U)

V matematike sa pojem usporiadanej dvojice definuje rozne v zavislosti od toho,
v akom kontexte sa definicia d'alej pouziva. Pre svoju jednoduchost je populdrna
napriklad Kuratowského definicia, podla ktorej je usporiadand dvojica §pecidlnou

dvojprvkovou mnozinou:

[a,6] := {{a},{a, b}}.

Na tvorbu novych mnozin z danych mnozin sa pouzivajui tieto principy

tvorby mnozin.
P1 Ak z, y st nejaké prvky, tak existuje mnozina X taka, ze pre kazdé z plati
zeX & (z=xVz=y).
Mnozinu X oznac¢ime {z,y}. Ak z = y piseme {z,y} = {z}.
P2 Ak A, B st mnoziny, tak existuje mnozina C' taka, ze pre kazdé z plati
zeC&e (€ AVzeDB).
Mnozinu C' nazyvame zjednotenim mnozin A a B a zapisujeme A U B.
P3 Ak A, B st mnoziny, tak existuje mnozina D takd, ze pre kazdé z plati
ze€ D& (dx e A)(Jy € B)(z = [z,y]).

Mnozinu D oznaCime A X B a nazyvame karteziansky sucin mnozin A a B.



P4 Ak A je mnozina, tak existuje mnozina E taka, ze pre kazdé z plati
zeBF&e 2CA

Mnozinu E ozna¢ime P(A) a nazyvame potencnd mnozina mnoziny A.

P5 Ak A je mnozina a V je vlastnost, tak existuje mnozina F taka, Ze pre kazdé
z plati
zeEF & (z€ ANY)

Poznamka 1.1. Pre karteziansky sucin obecne neplati asociativny a komutativny

zakon.

Priklad 1.2. Ndajdite priklad mnozin A, B takych, Ze A X B # B x A.
Riesenie:

Zvolme A = {a}, B = {b} také, e a # b. Potom aj mnoZiny A x B = {[a,b]} a
Bx A ={[b,al} si jednoprvkové. Ak by sa rovnali, znamenalo by to, zZe {[a,b]} =
{[b,al} , ¢o je na zdklade definicie usporiadanej dvojice ekvivalentné a = b, ¢o je

spor.

Priklad 1.3. Ndjdite mnoziny A, B,C také, ze A x (B x C) # A x (B x O).
Riesente:

Polozme A= B = C = {0}.

AXx (B xC)={0} > {[0,0]} = {10, [0,0]]}

(Ax B) x C={[0,0]} x {0} = {[[0, 0], 0]}

Ak by sa tieto mnoziny rovnali, tak by platilo:

0,[0,0]] = [[0,0],0] co je ekvivalentné O = [0,0]. Na zdklade Kuratowského de-

finicie usporiadanej dvojice plati: [0, 0] = {{0}}.Co nie je prazdna mnoZina.

V tedrii mnozin casto predpokladame, ze vSetky nami uvazované mnoziny
st podmnoZinou uré¢itej pevne danej mnoziny, ktori budeme nazyvat zdkladnij
priestor X. Ak napriklad riesime planimetricku tlohu, zékladnym priestorom je

mnozina vsetkych bodov roviny.
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Priklad 1.4 (Operacie na mnozinach). Nech A, B C X.

Na zdklade principu P5 je mozné definovat zndme zdkladné operdcie:

(a) Nech V(x) oznacuje vyrokovi funkciu x € B.
Potom ANB ={x € ANz € B}.

(b) Nech V(x) oznacuje vyrokovi funkciu x ¢ B.
Potom A\ B={r € ANz ¢ B}.

(c) Oznacme A° = X \ A.
Definujme d'alej indukciou pre A, -+, A, C X,n > 2

(a) kartezidnsky sucin Ay X -+ x A, = (A1 x -+ x A,_1) X A, = A",
Prvkom kartezidnskeho stuc¢inu A; x - - - x A, je usporiadand n-tica [xq - - - x,],

kde x; € A,.
(b) prienik (), A= (AiN---NA,_1)NA,
(c) zjednotenie | J , A; = (A U---UA,_1)UA,

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2].

1.2 Realne cisla

Jednym zo zékladnych pojmov matematiky je realne ¢islo. Ucelent predstavu
o redlnych ¢islach a ich vlastnostiach mali uz staroveki grécki matematici.
Pytagoras a jeho ziaci dokonca vedeli, ze dizka prepony pravouhlého troju-
holnika, ktorého odvesny maju dizku jedna, nie je racionélne ¢islo. Archimedes
formuloval tvrdenie dnes zndme ako Archimedova vlastnost. (Pre lubovolné redlne
¢islo a existuje také prirodzené ¢islo n, ze plati: n > a.) Takto vybudované tedria
redlnych ¢isel vystacila matematikom do zaciatku 19. storocia. Nezavisle na sebe
B. Bolzano a Auguste Louis Cauchy sformulovali princip KaZda bolzano-
cauchyovskd postupnost redlnych céisel md limitu.

Po vybudovani teérie mnozin G. Cantorom matematici postupne vybudovali

11



teoriu realnych c¢isel, v ramci tedrie mnozin. Dolezity matematicky pojem - realne
¢islo - bol zredukovany na pojem mnozina.

Mnozinu vsetkych redlnych c¢isel oznacéme pismenom R.

Cislo a nazveme horné ohranicenie mnoziny X C R ak pre kazdé z € X plati
x < a. Mnozina X C R je zhora ohranicend, ak existuje jej horné ohranicenie.
Hornych ohraniceni je nekoneéne vela. Cislo s sa nazjva supremum mnoziny X,
ak je najmensim hornym ohrani¢enim. PiSeme s = sup X.

Mnozina redlnych cisel ma tieto zakladné vlastnosti-axiémy realnych ¢éisel.

e (R,+,—,-,0,1) je pole, kde 0 je neutrdlny prvok operdcie "+"a 1 je ne-

M N

utralnym prvkom operacie 77,
e neexistuje r € R také, ze x < x,
e (tranzitivita) ak z,y,z € Rjx <yay < z, tak x < z
e pre kazdé dve rozne ¢isla z,y € R plati bud x < y alebo y < z,
e 0 <1,
e akr.yzeRx <y, takr+2<y—+ 2,
e akx,ye R,z >0,y >0, tak .y > 0,
e kazda neprazdna zhora ohranicend mnozina redlnych ¢isel ma supremum.

MmnoZzina prirodzenych ¢isel N je definovana ako podmnozina mnoziny R splnujica
nasledujice vlastnosti:

0eN
reEN=2x+1cN
VXCR)(0eXAN(zeX=>a+1eX))=NCX

Prvky mnozinyIN nazyvame prirodzené cisla.

Veta 1.5 (O matematickej indukcii). UvaZujme vjrokovi funkciu V(x) defino-

vani pre kazdné x € IN a predpokladajme, Ze

12



e plati V(0);
e ak plati V(n), tak plati V(n + 1);
Potom V(n) plati pre vsetky n € IN.

Dékaz. Nech X = {n € N;V(n)}. Chceme ukézat, ze X = IN. Zrejme X C IN.
Podla predpokladu m& mnozina X vlastnosti 0 € X a (z € X) = (z+1€ X). Z
definicie mnoziny IN vyplyva, ze N C X. Teda N = X. [J

Priklad 1.6. Dokadzte vyuZitim matematickej indukcie, Ze pre vsetky n € IN plati

1
12+23+~~+Mn+ngmn+nm+2)

Riesenie:

a) Pre n =0 turdenie trividlne plati.

b) Predpokladajme platnost tvrdenia pre n, dokdzeme, Ze turdenie plati pre n+ 1.
12423+ --+nn+1)]+n+1)(n+2)=in(n+1)(n+2)+ (n+1)(n+2) =

n(n+1)(n+2)—3}-3(n+1)(n+2) _ %n(n+ 1)(7’L + 2)(n+ 3)

Tym sme ukdzali platnost tvrdenia pre véetky n € IN. O

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2], [1].

1.3 Mnozinova algebra

V predchadzajicej kapitole sme uviedli niektoré zdkladné mnozinové operacie.

Uved'me niekolko vlastnosti tychto operacii. Nech A, B,C C X

(a) AUB=BUA ANB=BNA

(b) (AUB)UC =AU (BUC) (ANB)NC =AN(BNC)

(¢) AUBNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(d) AUA=A ANA=A

(e) AUD=A AND=10

() AN (Ui 4i) = Mig(A\ A)) AN (MiZo Ai) = Uo(A\ A))

Rovnosti v prvom riadku vyjadruji komutativnost operacii zjednotenia a prie-

niku, druhy riadok obsahuje asociativne zdkony, treti distributivne zdkony. Stvrty

13



riadok obsahuje zdkony idempotencie, piaty vlastnost prazdnej mnoziny. Koneéne
Siesty riadok obsahuje de Morganove pravidla.

Predpokladajme dalej , Ze F C X je nekoneénd postupnost mnozin a IN je
mnozina prirodzenych ¢isel, potom pre prienik a zjednotenie mnozin z F' pouzijeme
znacenie (), Fy miesto (.-, F; a |J, Fs miesto ;- Fi.

Potom plati:

e VN, F.CERCU,F,VteN

(2) (USFS)CstFSC ) (ﬂsFS)C:USFSC,VSG]N

(3) ((Vs € N)(F, € A)) = (U, Fs € A)

o (4) (Vs e N)(AC F)) = (AC ), F)

Ako priklad uvedieme dokaz implikdcie v tretom riadku. Nech z € J, F.
Potom existuje sg také, ze x € Fy,. Na zaklade predpokladu plati, ze F;, C A.Teda
x € A. Z toho vyplyva, ze |J, Fs C A. O

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2], [1].

1.4 Relacie

Mnozina S sa nazyva n-drna reldcia, ak existuje mnozina A taka, ze S C A™.
Zrejme kazda podmnozina S kartezianskeho siucinu Ay x - - - x A, je n-drna reldcia.

Ak S C A", tak hovorime, ze S je n-arna relacia na mnozine A.

Poznamka 1.7. Pre n = 1 nazyvame undrna reldicia, pre n = 2 nazyvame

bindrna reldcia, pre n = 3 nazjvame terndrna reldcia.

Pripomenme niektoré vlastnosti binarnych relécii.
Nech R je bindrna reldcia na mnozine A, t. j. R C A2%. Budeme hovorit, ze R je
reflexivna na A, ak pre kazdé = € A plati [x,z] € R. Reldcia R je symetrickd,
ak pre kazdé =,y € A také, ze [r,y] € R plati aj [y,z] € R. Relacia R je
antisymetrickd, ak z podmienok [z,y] € R, [y, z] € R plynie x = y. Nakoniec, R
je tranzitivna, ak z podmienok [z,y] € R, [y, z] € R vyplyva [z, z] € R.
14



Priklad 1.8. Na mnoZine I =< —1;1 > moéZeme definoval terndrnu reldciu
R={[zr,y,2] € I’;a* +y* + 22 = 1}
Grafom takto definovanej reldcie je sféra so stredom v [0, 0, 0] a polomerom r = 1.

Definujme d'alej inverznt relaciu. Ak R je bindrna reldcia na A, tak inverznd

reldcia R~! je definovand rovnostou
R~ = {[z,y] € A% [y, 2] € R}

Zrejme (R7')™' = R.
Ak R, S su bindrne reldcie na mnozine A, tak ich kompozicia je definovana pred-
pisom

RoS ={[z,y] € A%, (32)([z,2] € RA[z,y] € 5)}
Veta 1.9. Pre 'ubovolné bindrne reldcie plati asociativny zdkon t. j.
(RoS)oT =Ro(SoT).

Dokaz.
Nech a, d si nejaké objekty. Postupne dostaneme :
la,d] € (RoS)oT &
de([a,c] € RoSA[e,d] €T) &

([a,0) e RAb, ] € S)N[e,d] € T) &

(3 €T)
EIb(a b € RA3e([b,c] € S Ale,d] eT)) =
(I

3b([a,b] € RA [b,d] € SoT) & [a,d] € Ro(SoT). O

Dalsim dolezitym typom bindrnej reldcie je ekvivalencia. Povieme, Ze reldcia
E na mnozine A je ekvivalencia, ak je reflexivna na mnozine A, symetrickd a
tranzitivna.
Reldcia ekvivalencie jednoznacne urcuje rozklad (faktormnozinu) mnoziny A na

triedy ekvivalencie. Mnozina R C P(A) sa nazyva rozklad mnoziny A ak plati:

0 € R,
15



(X17X2 - R, X1 7£ XQ) = (Xl ﬂXQ = @)7

Ve AdX € Rz € X.

Triedy ekvivalencie si podmnoziny mnoziny A, pricom kazda trieda ekvivalencie
obsahuje prave vsetky také prvky z mnoziny A, ze kazdé dva su navzajom ekvi-
valentné v zmysle danej relacie.

Triedu ekvivalencie, do ktorej patri prave nejaky prvok a € A znaéime [a]g. Je
zrejmé, ze tento prvok a € [a]g je ekvivalentny s kazdym inym prvkom néleziacim
do [a]g.

Rozklad mnoziny A podla ekvivalencie E je nasledujiica mnozina:
A/R = {[a]g;a € A}.

V tejto podkapitole bolo cerpané z [1], [2], [1], [7], [3]-

1.5 Zobrazenia

Definicia 1.10. Nech A, B si mnoziny, f je podmnozZina A X B. MnoZina f sa
nazyva zobrazenie, ok pre kazdé x € A, y1,y2 € B také,ze [x,y1] € [, [x,y2]) €
plati y; = yo. Mnozina

D(f) ={z € A (Fy)lz,y] € [}

sa nazyva obor definicie zobrazenia f a mnoZina

H(f)={y € B;(3x)[x,y] € f}

sa nazyva obor hodndét zobrazenia f.
Ak x € D(f), potom ezistuje jediné y také, Ze [x,y] € f. Toto y oznacujeme f(z)

a nazyvame hodnota zobrazenia f v bode x.
Skutocnost, ze f je zobrazenie, D(f) = A, H(f) = B budeme zapisovat
f:A—B
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a citat fje zobrazenie z mnoZiny A do mnoZiny B. Dve zobrazenia f,g: A — B
sa rovnaju, ak pre vsetky x € A plati f(x) = g(x).
Pocet prvkov mnoziny X budeme oznacovat #X. Pre prazdnu mnozinu kladieme

#( = 0. Pre Tubovolné koneéné mnoziny platia nasledujice vztahy
#(AUB) = #A + #B — #(AN B)

#(A X B) = #A#B
Z poslednej rovnosti je zrejmé, ze
#H(X") = (#X)"

Mnozinu véetkych zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B budeme oznacovat B4

teda
BY={f;f:A— B}

Zobrazenie f : A — A sa nazyva transformdcia mnoziny A alebo tiez undrna

operdcia na mnozine A

Veta 1.11. Nech A je mnozZina. Potom zobrazenie oznacované
idy = {[z,x];x € A}

nazyvame identické zobrazenie mnoziny A.

Priklad 1.12. Quverte, Ze pre f: A — B platiidyo f = foidg = f.

Riesenie: nech [x,y] € idyo f < (32)([x,2] € ida A [z,y] € f).Ale podmienka
[z, 2] € ida znamend, Ze x = z, preto |x,y] € f. Teda plati [z,y] € idao f &

[z,y] € f. Teda ids = f. Zvy$nd éast tvrdenia sa dokdze obdobne. O

Veta 1.13. Ak f : A — B, tak zobrazenie g : B — A nazyvame inverzné

zobrazenie k zobrazeniu f, ak plati:
f g = idA?

go f =1dp.
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Zobrazenie f : A — B sa nazyva prosté alebo tiez injektivne ¢i injekcia,
ak roznym prvkom w1,z € A priraduje rozne prvky f(xy), f(z2) € B, t.j. ak
plati

(Vy, 29 € A)(71 # 22 = f(11) # f(22)).

Co mozno ekvivalentne vyjadrit pomocou obmeny implikdcie v tvare

(Vzy, 290 € A)(f(x1) = f(22) = 21 = 29).

Zobrazenie f : A — B sa nazyva zobrazenie na mnozinu Y alebo tiez surjekcia,

ak kazdy prvok mnoziny B sa zobrazi na nejaky prvok mnoziny A. t.j. ak plati

(Vy € B)(3z € A)(y = f(x)).

Hovorime, ze f : A — B je prosté zobrazenie A na B alebo tiez bijektivne
zobrazenie ¢i bijekcia, ak f je zaroven prosté a na, t.j. injektivne a surjektivne,

¢o mozno vyjadrit podmienkou:

(Vy € B)3'w € A)(y = f(x)).

F) (It

Obr. 1: Surjekcia, injekcia a bijekcia.

Veta 1.14. Ak f, g su zobrazenia, tak kompozicia f o g je zobrazenie. Obor de-

finicie f o g je mnoZina:
D(fog)={x e D(f); f(z) € D(g)}.

Pre x € D(f o g) plati
(f o g)(x) = g(f(x)).
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Dékaz. Ukazeme, ze f o g je zobrazenie. Nech [z, y1], [z, y2] € f o g. Chceme
ukdzat, Ze y; = y». Podla definicie kompozicie reldcii existuji zi, 2z, také, Ze
[z,21] € flz1,01] € g a [v,2] € f,[22,92] € g. KedZe f je zobrazenie, tak
z1 = zy. Z toho, ze g je zobrazenie plati y; = y». Pre obor definicie f o g platia

ekvivalencie

z € D(fog) e (Fy)lz,y)) € fog) = (Fy)(F2)([z, 2] € fA[z,] € g).
z € D(f) & (32)([z, 2] € f)
a ked'ze pre x € D(f) je také z jediné a to f(z), tak méme

z€D(fog) e (ze€D(f)Af(z) € D(g)).

Podobne: f(z) og(z) =y < [z,y] € fog < (F2)(f(x) =2Ag(2) =y) &y =
g9(f(x)). O

Dosledok 1.15. Ak f: A— B,g: B— C takfog: A— C.
Priklad 1.16. Nech
f=Alz,y] € R% 2y = x(zy + 1)}

g={[x,y] € R* e =z}

Potom D(f) = R\ {=v/2;v/2}, D(g) = (0,00) Pre x € D(f o g) plati

(fog)z)=g(f(x)) = l”( - )

2 — 22

D(f o 9) = {x € R\{~V2 V2}; 37— >0} = (00, =V2) U (0, V2).

12

Veta 1.17. Nech f je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B. Potom si nasledujice

podmienky ekvivalentné:
a) existuje zobrazenie g : B — A inverzné k zobrazeniu f;

b) fje prosté zobrazenie na mnozZinu B;
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c) reldcia f~1 je zobrazenie s oborom definicie B

Dékaz. Najprv dokdzeme a) = b). Nech plati a), t.j. existuje zobrazenie
g : B — A inverzné k zobrazeniu f. Nech xy,29 € A, ;7 # x5. Oznacme
y1 = f(21),y2 = f(z2). Podla vety 1.13 je g(y1) = 21,9(y2) = 22. Kedze g
je zobrazenie, tak y; # yp. Odtial vyplyva, Ze f je prosté. Nech teraz y € B.
Potom opat podla vety 1.13 plati f(g(y)) = v, t.j. existuje x = g(y) € A také, ze
f(x) = y.Takze f je zobrazenie na mnozinu B.
Dokézeme implikaciu b) = ¢).Nech plati b). Ak [x,y1] € f, [z,y2] € f, tak
[y1,2] € 7Y [y2, 2] € f71 Kedze f je prosté, tak y; = yo. To ale znamend,
ze [~! je zobrazenie. Zrejme D(f™') = H(f) = B.
Ostéva nam ukdzat tretiu implikdciu. Nech plati ¢). Potom f=': B — A a staci
ukéazat, ze fo fl =idysa flof=idg. Ak x € Aay= f(zr), tak [z,y] € f
aly,r] € f71. Teda f'(y) = = a (f o f7')(z) = x. Podobne pre y € B je
fofly)=y. O

Veta 1.18. Nech f : A — B,g : B — C. Ak existuji inverzné zobrazenia k

zobrazeniam f, g tak existuje aj inverzné zobrazenie k zobrazeniu f o g a plati:
(fog) =g tof™

Dékaz. Oznacme L = (fog) ™t a P =g o f~! Nech c e C,a € A. Dvojica
[c,a] patri do L préave vtedy, ked dvojica [a,c] patri do fog. To je ekvivalentné s
tym, Zze 3b € B také, Ze [a,b] € fA[b, ] € g s vlastnostami [c,b] € g1, [b,a] € f7L.
To je ale ekvivalentné s podmienkami [c,a] € g7' o f~1 = P. Tym je dokédzand

rovnost L = P. O

Definicia 1.19. Ak f : A — B je zobrazenie a C C A, tak zobrazenie f|c :
C' — B definované predpisom f|c = f(x) pre vsetky x € C, nazjvame ziuZenie
(restrikcia) zobrazenia f na mnoZinu C. MnoZinovo mézZeme definiciu ziZenia

zobrazenia zapisat ako

fle=1n(Cx B).
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Priklad 1.20. Nech f je zobrazenie definované predpisom: ¥n € N\ {0}; f(n) =

#a potomf:{[l,l],[Z,}l],[i% ] [47 116] }
Restrikcia f na mnozinu C = {1,2,3} je trojprvkovd mnozina f|c = fO(C'XxB) =

FOL,2,3) x {7z.n e NA{0}}) = {[1,1], [2, 3], 3, 5]}-

Definicia 1.21. Nech f : X — Y je zobrazenie a A C X,B C Y. Potom
mnozinu f(A) = {f(a);a € A} nazveme obraz mnoziny A v zobrazeni f a

mnozinu f~Y(B) = {a; f(a) € B} nazjvame vzor mnoziny B v zobrazeni f.

Uvedme niektoré zakladné vlastnosti vzoru a obrazu mnozin. Nech F je
mnozina mnozin, t.j. pre kazdé A € F plati, ze A je mnozina. Definujme zjedno-

tenie mnoziny mnozin | JF takto:

vel| JFe @A)eANAcT)

Platia nasledujice rovnosti:

| J{A,B}=AUB,

U]: Uzd; A).

AeF

Veta 1.22. Nech T # () je mnoZina, f : A — B a F,G si systémy mnoZin s
indexmi v mnozine T také, Ze F; C A a Gy C B pre kazdét € T. Nech X, Y C A.
Potom plati:

a) f(XUY)=fX)U[(Y),
b) f(UteT Ft) = UteT f(Ft>v

c) f(XNY) C f(X)n f(Y), ak je f navyse injektivne, tak f(X NY) =
JX)nfY)

d) f((Mer Ft) € Nier f(FL), ak je f navyse injektivne, tak f((,er F1) = (ier f(F2),

6) fﬁl<Ut6T Gt) = UteT fﬁl(Gt%
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f) fﬁl<ﬂteT Gt) = ﬂteT fﬁl(Gt)-

Dokaz. Ako priklad uvedieme dokaz tvrdenia c¢) a f). Ak z € f(X NY),
znamenda to, ze = f(c¢),c € X NY. Potom ale ¢ € X Ac € Y. Z toho
plynie, ze z = f(c) sucasne patri do f(X) a f(Y), teda patri aj do prieniku
F(X) N f(Y). Ukazali sme, ze ak x € f(XNY) = x € f(X)N f(Y) teda
FXNY) € F(X) N FY).

Predpokladajme navyse, ze f je injektivne zobrazenie. Ak z € f(X) N f(Y),
tak = f(a) pre nejaké a € X Az = f(b) pre nejaké b € B. Z rovnosti
x = f(a) = f(b) dostdvame na zdklade injektivnosti a = b. Teda prvok a patri
do X NY az = f(a) je prvkom mnoziny f(X NY). Tym sme dokézali opa¢ni
inkliziu, ¢o dohromady ddva rovnost.

Nech dalej x € f'((Ner Gr) & f(z) € (Ver Gi- To je ekvivalentné s pod-
mienkou (V¢ € T)(f(z) € G;). Tito podmienku mozeme dalej ekvivalentne
prepisat ako (Vi € T)(x € f~1(G,)) a tiez € (\,ep /7' (G,). Teda podmienky
€ fTHNer Gi) @ © € e f71(Gy) st ekvivalentné. O

Veta 1.23. Nech A, B siu mnoziny, potom zobrazenia p; : A X B — A,psy :
A x B — B, dané predpisom

pi([a,b]) = a
p2([a, b]) = b
pre [a,b] € A x B, budeme nazjvat projekcie z kartezidnskeho sicinu A X B na

mnoziny A a B.

Definicia 1.24. Nech T C R a pre kazdé s € T je Ay mnozina. Potom kar-
teziansky sucin systému mnozin Ag, s € T definujeme ako mnoZinu véetkijch zob-
razeni z T do |
Oznacujeme ho [] . As.

ser As takych, Ze obraz proku s patri do A,.

]i[AAs:{faf]ﬁ_> UAs;f(S)GAs}'

seT seT

Pre kazdé s € T definujeme zobrazenie p, : [[,op As — As, ktoré nazjvame s-td

projekcia kartezidnskeho sucinu [[,.p As na mnoZinu A,.
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Priklad 1.25. Nech T = {0, 1,2}. V akom vztahu je kartezidnsky sicin [ . As
a kartezidnsky sucin mnozin Ag, A1, Ay ? Je zrejmé, Ze sa nerovnaju, ale sa len
mdlo lisia. Proky sicinu [[,.p As st zobrazenia f také, Ze f(0) € Ao, f(1) €
Ay, f(2) € As. Takéto zobrazenie ndm ddva ti isti informdciu ako usporiadand
trogica [f(0), f(1), f(2)], ktord je prvkom Ay x Ay X As.

Naopak kazdej usporiadanej trojici [x,y, z] € Ay X Ay X Ay odpovedd jeding pr-
vok f € [l,er As, kde je zobrazenie f definované predpisom f(0) = x, f(1) =
Yy, f(2) =z

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2], [1], [7].
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2 Mohutnosti mnozin

2.1 Vztahy medzi mohutnostami mnozin

Pri niektorych mnozinach je mozné uréit ich pocet prokov. V predchadzajiicej
kapitole sme pocet prvkov nejakej mnoziny A oznacovali # A, kde sme predpokla-
dali, ze A je kone¢nd, t.j. ma kone¢ény pocet prvkov. K takymto mnozinam patri
napr. pocet obyvatelov Ziliny, pocet obyvatelov Zeme, pocet vsetkych atémov v
galaxii. Kazd4 z tychto mnozin obsahuje koneény, aj ked moZno pre nis neznamy
alebo nepredstavitelny pocet prvkov. Naproti tomu existuji nekoneéné mnoziny,
ako napr. mnozina prirodzenych ¢isel, mnozina realnych ¢isel, alebo taktiez in-
terval. Ak potrebujeme porovnat dve koneéné mnoziny, mozeme porovnavat ich
pocet prvkov a na zaklade toho postdit, v akom vztahu si dané mnoZiny. Ako
je to vSak s nekoneénymi mnozinami? M4 zmysel pytat sa, ¢i je viac prirodze-
nych, celych alebo realnych ¢isel? B. Bolzano a G. Cantor pri stidiu nekoneéna
zacali hned porovndvanim roznych nekoneéien. Museli abstrahovat od uréitého
zataZenia mysle, ktoré je sposobené znalostou toho, ¢o Tudstvo uz vie. Museli sa
zbavit idey, Ze pocet prvkov mnoziny je ¢islo, zacat s porovndvanim poctu prvkov
dvoch mnozin a na zdklade toho sa poktsit urcit v akom vztahu st.

Uvazujme nasledujuici priklad. Ucitel telesnej vychovy sa snazi rozdelit Ziakov
do dvoch skupin tak, Ze nechd Ziakov rozpocitat sa na prvého a druhého. Jednu
skupinu tvoria prvi, druht skupinu druhi. Ak ich bol parny pocet, tak obidve
skupiny maji rovnaky pocet ziakov, i ked nevieme, aky je pocet Ziakov v kazdej
skupine. V matematickom zmysle by sme mohli povedat, Ze dve mnoZiny maji
rovnaky pocet prvkov (aj ked pre nds moze byt nezndmy), ak existuje bijekcia
medzi danymi mnozinami.

Co to vlastne znamend, ked povieme, ze pocet obyvatelov Ziliny je 83 684 ? Je
to to isté ako to, Ze ich je rovnako vela ako ¢isel 1,2,---,83684 alebo ako ¢isel
(prirodzenych) mensich ako 83 684. Takze ked vieme, ze nejakd mnozina m4
n prvkov, n € IN, tak vieme len to, ze méa rovnaky pocet prvkov ako mnozina

{1,2,--- ,n} alebo mnozina {k € IN : k<n}. V silade s uz uvedenym definujme
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novy pojem.

Definicia 2.1. Povieme, Ze mnoziny A, B maji rovnaky pocet prvkov alebo rov-
naki mohutnost & rovnaki kardinalitu, ak existuje prosté zobrazenie mnoziny A
na mnozinu B. Zapisujeme |A| = | B|. Negdciu vijroku |A| = | B| budeme zapisovat

Al # B

Pre kvantifikovanie velkosti nekoneénych mnozin slizia kardindlne éisla.
Pojem mohutnost sa potom pouZiva ako synonymum k pojmu kardinalita, oba

pojmy znacia kardindlne ¢&fslo vyjadrujice velkost prislusnej mnoziny.
Priklad 2.2.
a) Nech je dand mnozina X pre n€ N, n konecné
X ={[1,n+1]; [1,n+2]; - - - ; [1;2n]; [2, n+1]; [2,n+2]; - - - 5 [2,2n];- - - ;[n, 2n]}.

Ndjdite mnoziny X1, Xo, ktoré maji rovnaki mohutnost také, ze X x Xy =
X.

Riesenie: definujme projekcie
P1 - Xl X XQ — Xl

p23X1><X2—>X2

p1 a pa su zobrazenia, kde D(p1) = D(p2) = X, a teda H(p1) = X; a
H(py) = Xy. Potom mnoZiny H(p1) a H(ps) maji rovnaki mohutnost,
pretoZe existuje prosté zobrazenie f: H(py) — H(pa), f = {[1,n+1];[2,n+
2] in,2n]}. Xo ={1,2,...n}, Xo ={n+1,n+2,..,n}

b) Necha<b<c<d; a,b,c,d € R. Ukdazme, Ze intervaly < a,b >, < ¢,d > maji
rovnakiy mohutnost, t.j. je nutné ndjst prosté zobrazenie f :< a,b >—<
¢,d > . Nagjednoduchsie je poloZit f(x) = mx +mn9 a dopoéitat ny,ny, (m =

— —d - s -« e - . 7
Z—_Z; Ny =cC— %) Je zregmé, Ze takto definované zobrazenie je prosté.

c¢) Zobrazenie h(n) = 2n;n € IN je prosté a zobrazuje mnozinu IN na mnozinu

2IN.
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d) Uvazujme mnozinu R* U {oo} a tzv. Riemannovu sféru. Jednd sa o sféru,
ktord sa juznym pélom dotyka pociatku siradnicového systému [0,0,0]. Kto-
rémukolvek bodu z roviny R* U {oo} mozZno priradit bod na Riemannovej
sfére prelozenim priamky medzi bodom [x,y,0] € R? a severnym pdlom tejto
sféry. Bod, v ktorom sa tdto priamka pretne so sférou, je bod Riemannovej
sféry, odpovedajiici bodu roviny R* U {oo}. Severny pdl Riemannovej sféry
odpovedd nekonecnu, c¢o je v sulade s prirodzenou geometrickou predstavou.
Jednd sa o bijektivne zobrazenie, ktoré sa nazjva stereografickd projek-

cta. Teda mnoZina R? a Riemannova sféra maji rovnaké mohutnosti.
Veta 2.3.
a) Pre kazdi mnozinu A plati |A| = |Al.
b) Ak |A| = |B|, tak |B| = |A].
c) Ak |A| = |B| a |B| =|C|, tak |A| =|C].
Dokaz.
a) Zobrazenie id, je bijektivne.

b) Ak |A| = |B|, tak existuje prosté zobrazenie f mnoziny A na mnozinu B.
Podla vety 1.17 je f~! prostym zobrazenim mnoziny B na mnozinu A. Teda
|B| = |Al

c¢) Tvrdenie plynie z faktu, ze kompozicia dvoch bijektivnych zobrazeni je opét

bijektivne zobrazenie. []

Priklad 2.4. UvaZujme restrikciu funkcie tangens na interval (—%,%). Takto

272
definovand restrikcia je prosté zobrazenie intervalu (—%, %) na mnoZinu redlnych
7 T T . ~ .~ .. .

cisel , teda |(—%, %) = [R|. Inverzngm zobrazenim ku funkcii tangens je funk-

cia arkustangens, ktord je zrejme prostym zobrazenim mnoZiny redlnych cisel na

interval (=5, %), teda |R| = [(=F, 5)|. Situdciu ilustruje obr. 2.
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no[

Obr. 2: Funkcia y = arctg(x).

Definicia 2.5. Povieme, Ze mnozina A md mohutnost mensiu alebo rovni ako
mnozina B, oznacujeme |A| < |B|, ak existuje prosté zobrazenie mnozZiny A do

mmnoziny B, t.j. ak existuje injekcia z A do B. Ak navyse plati

Al < [BIA]A] #

|B|, tak povieme, Ze mnoZina A md mohutnost mensiu ako mnoZina B.

Veta 2.6.
o) Al < 1A
b) Ak |A] < |B| a |B| <|C], tak |A] < |C].
¢c) Al = |B] = [A] <|B|.
Dokaz.
a) Zobrazenie id, je injektivne.
b) Kompozicia dvoch injekcif je opat injekcia.
¢) Ak je zobrazenie bijektivne, tak je injektivne. [J

Priklad 2.7.

a) Interval (0,1) md mohutnost mensiu alebo rovnaki ako interval < 0,1 >,

pretoZe id 1y je prosté zobrazenie intervalu (0,1) do < 0,1 > .
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b) Nech A= {[v,y] € R*2* +y* <1}, B = {[r,y] € R*2* +y* < 1}.
Mnozina A md mohutnost mensiu alebo rovnaki ako mnoZina B, pretoZe

id [z ylcRiz2+y2<1} J€ PTOStE zobrazenie mnoZiny A do mnoZiny B.

¢) Mnozina {0} md mohutnost mensiu alebo rovnaki ako mnozina < 0,1 > .

Zrejme ezistuge prosté zobrazenie {0} do < 0,1 > .
d) Nech A=10,0], B={[z,y] € R;2* +y* < 1}, zrejme |A| < |B|.

Doké&zeme velmi doleziti vetu, jeden zo zakladnych vysledkov v oblasti tedrie

v/ ’ . J . . , . ./
mnozin, ktora ukazuje platnost antisymetrie pre porovnavanie mnozin.

Veta 2.8 (Cantorova-Bernsteinova-Schréderova veta). Ak |A| < |B| a |B| < |4],
tak |A| = |B|. Co sa dd ekvivalentne formulovat:

Ak existuje injekcia f : A — B a injekcia g : B — A, tak existuje bijekcia
f:A— B.

Tato veta sa casto vyuziva v dokazoch roznych tvrdeni, pretoze mnohokrat
je technicky menej naroéné zostrojit injekcie oboma smermi, ako priamo hladat
bijekciu medzi danymi mnozinami. Existuje viacero dokazov daného tvrdenia,
kde je myslienka obdobna. Ukazeme jeden z nich.

Dékaz. Nech f: A — B,g: B — A. Definujme zobrazenie F' : P(A) — P(A)
predpisom:

F(X) = A\g(B\ f(X))

Dalej indukciou definujme mnoziny X,,,n € IN nésledovne:
Xo=0,X,,1=F(X,)

a polozme Y :=J 7| X,,.

Potom plati:

PY) = FIUZ, Xa) = A\ g(B\ U X)) = A\ g(5 B\ f(X)) =
U (A\g(B\ f(X,)) =U.~, F(X,) =Y. Teda sme ukézali, ze F(Y) =Y (¥
je pevnym bodom zobrazenia F).

Kde sme vyuzili vetu 1.22, fakt, ze f, g su injekcie a tiez opakovane de Morganove
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pravidla.
Dalej je zrejmé, ze platia ekvivalencie:
FY)=Y <Y =A\gB\ f(Y)) & A\Y = g(B\ f(Y)). Definujme teraz

zobrazenie h : A — B nasledovne:

), wey
LR FA

Obr. 3: Ilustracia k dokazu Cantor-Bernsteinovej-Schroderovej vety.

Tento predpis skutocne definuje zobrazenie, kazdy prvok z mnoziny A bud
patri do Y alebo do A\ Y, ¢iZe sa pouzije prave jedna z uvedenych vetiev. Ak
r € A\Y, tak existuje y € B s vlastnostou g(b) = z, pretoze A\Y = g(B\ f(Y)).
Sucasne z injektivnosti g existuje jediné také b.

Ukézme d'alej, Ze toto zobrazenie je bijektivne. Overme najprv injektivnost. Nech

plati i(xy) = h(xs). Rozanalyzujme vsetky moznosti, ktoré moézu nastat:

a) Oba prvky si z mnoziny Y, t.j. x1,22 € Y. Potom ak h(x;) = h(z2), tak
f(x1) = f(x2) a z injektivnosti f dostaneme z; = .

b) Jeden z tychto prvkov je z Y a druhy je z A\ Y. Ak h(x1) = h(z2
g(f(z1)) = x9. Potom z9 € g(f(Y)) a sticasne 20 € A\ Y =g
dostdvame z € g(f(Y)) Ng(B\ f(Y)) = g(f(Y) N (B\ f(Y))

Spor.

c) Oba prvky si v A\ Y, t.j. z1, 29 € A\ Y. Potom z h(z,) = h(z2) = b vyplyva
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g(b) = 71 = w2,

Este ostdva overit surjektivnost:

Ak b € B, tak mozu nastat dva pripady. Bud b € f(Y), a potom b = f(c) pre
nejaké ¢ € Y, ¢o znamend, ze b = h(c). Ak b € B\ f(Y), tak g(b) € A\Y =
g(B\ f(Y)), ¢o podla definicie zobrazenia h znamend, ze b = h(g(b)). O

Dosledok 2.9.
a) a<a
b) a<bANb<a=a=b
c)a<bAb<c=a<c

Kde a, b, ¢ su kardinalne cisla.
V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2], [1], [L1].

2.2 Definicia konec¢nosti

V tejto kapitole definujeme pojem konecnej mnoziny a preskimame niekto-
ré jej zakladné vlastnosti. Ukazeme rozne formulacie pojmu konetnd mnozina.
Mnozinu prirodzenych ¢isel sme definovali ako najmensiu podmnozinu mnoziny
realnych ¢isel, ktora spiﬁa urcité vlastnosti. Mnozinu prirodzenych ¢isel pokladame
za najmensiu "nekoneéni” mnozinu. Vyuzijeme to k definicii kone¢nej mnoziny a

uvidime, ze tato predstava je spravna.

Veta 2.10. Mnozina A sa nazjva konecénd, ok |A| < |IN|. MnoZina sa nazijva

nekonecnd, ak nie je konecnd.

Priklad 2.11. Mnoziny 0, {0}, {1,2} si koneéné mnoziny. Mnoziny N, Z, Q, R, C,

st nekonecné.

Veta 2.12. MnozZina A sa nazyva konecnd, ak existuje prirodzené c¢islo n také,

ze |Al = n.
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Veta 2.13 (Dedekindova definicia konecnosti). Ak X je koneénd mnozina, A C
X, A# X, tak |A] < |X|.

Dokaz. Dokaz povedieme sporom. Nech existuje mnozina A C X, A # X taka,
ze |A| > | X|. Kedze |A| < | X|, tak musi platit |A| = | X|. Podla vety 2.11 existuje
n € N také, ze |X| = n. Mnozina X \ A je neprazdna. Nech z € X \ A, potom
AU{z} C X. Z toho, ze |A| = | X| = n vsak plynie, ze |[AU{z}| =n+1, ¢o je
spor. [J

Ciastoéne usporiadand mnozina je definovand ako dvojica (A, <), kde A je
mnozina a” <7 je na nej definovana binarna relacia, ktora je reflexivna, antisy-

metricka a tranzitivna. Tato relacia sa nazyva usporiadanie.

Veta 2.14 (Tarského definicia konecnosti). Nech A je ciastocne usporiadand
mnozina, budeme hovorit, Ze mnoZina A je koneénd podla Tarského, ak kaZdd

neprazdna podmnozina mnoziny P(A) obsahuje svoj maximdlny prvok.
Veta 2.15. Nech A je mnozina. Potom su nasledujice podmienky ekvivalentné.
a) |A[ <|NJ.

b) V kazdej neprdzdnej ciastoéne usporiadanej mnozine (X, <), |X| < |P(A)]

existuje maximdalny prvok.
¢) Mnozina A je konecnd podla Tarského.

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [12].

2.3 Operéacie nad mohutnostami mnozin

Zakladné operécie s kardindlnymi ¢islami ktoré zavedieme su sucet, sucin a

umocnovanie kardinalnych cisel.

Definicia 2.16. Nech a,b si kardindlne c¢isla a nech A, B si mnoZiny také, Ze

|A| = a,|B| = b. Potom plati:
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a) Ak A, B su disjunktné, potom siucet kardindlnych ¢isel a a b je kardindlne

¢islo mnoziny AU B, t.j.

a+b=|AUB|

b) Sucin kardindlnych cisel a a b je kardindlne ¢islo mnoziny |A x B|, t.j.

ab=|AXx B.

c) Kardindlne ¢islo a umocnené na kardindlne c¢islo b je kardinalita mnoziny
vsetkych zobrazeni z B do A. T.j.
a® = |AB|, kde AP={f; f je zobrazenie z B do A}.

V prvej ¢asti definicie pozadujeme, aby boli mnoziny A, B disjunktné. Ak sme
uZ nasli mnoziny A, B spliiajice |A| = a;|B| = b, ktoré nie st disjunktné, tak
namiesto nich mozeme pouzit napr. A x {@}; B x {{0}}. Tieto mnoziny maji
rovnaku kardinalitu a urcite su disjunktné.

Sposob, akym sme zaviedli operacie na kardinalnych cislach je pomerne pri-
rodzeny-pre konec¢né mnoziny funguje tak, ako obvyklé sc¢itanie, nasobenie a
umociovanie. Lahko si uvedomime, Ze ak mame m-prvkovii a n- prvkovi mnozinu,
ktoré su disjunktné, tak ich zjednotenie ma m + n prvkov. Takisto karteziansky
sucin m-prvkovej a n-prvkovej mnoziny ma m.n prvkov a zobrazeni z n- prvkovej
mnoziny do m- prvkovej mnoziny je m™.(Pre kazdy prvok z n prvkov mame prave
m moznosti jeho obrazu.)

Kardindlne ¢islo mnozZiny prirodzenych ¢isel budeme oznacovat RNy, a ¢itame ” dlef

nula.”Znak Xy je prvé pismeno hebrejskej abecedy.
Veta 2.17. Nech X je lubovolnd mnoZina. Potom plati:
P(X)| = 2¥.

Dokaz. Na dokaz treba ndjst bijekciu medzi mnozinami {0,1}* a P(X). De-
finujme zobrazenie f : P(X) — {0,1}*, ¢g: {0,1}* — P(X) nasledovne:
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f(A) = xa, pre AC X
g(h)={z € X;h(x) =1}, pre h : X — {0, 1}.

Kde xa(x) =1prex € A; xa(x) =0 pre x # A. Plati g(f(A)) ={r € X;xa =
1} = 4; f(g(h)) = X{wex:h@)=1} = h. Kedze ku f existuje inverzné zobrazenie, je
to bijekcia. [

Nech |A| = a,|B| = b,|C| = c. Pre ndsobenie a sc¢itanie kardinalnych ¢isel platia

zékony aritmetiky, s¢itanie je komutativne
a+b=b+a,

asociativne

(a+b)+c=a+ (b+c),

nasobenie je komutativne

a.b=bua

asociativne

(a.b).c = a.(b.c)

a plati distributivny zakon
a.(b+c) = (a.b) + (a.c).

Pre umocnovanie kardinalnych ¢isel platia tiez zdkony podobné aritmetickym:

a’ ¢ = ab.a°
(a.b)® = a®.b°
(ab>c — Clb c

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2].
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2.4 Spocitatelné a nespoéitatelné mnoziny

V tomto ¢lanku preskimame zakladnu klasifikdciu nekoneénych mnozin. Pre-
skimame vlastnosti mnozin, ktoré sa dajui prosto zobrazif do mnoZiny prirod-
zenych ¢isel. Obozndmime sa s pojmami ako st spoéitatelna a nespoéitatelna
mnozina. Pojem spocitatelnej mnoziny mozno zjednodusene priblizit tak, Ze jej
prvky dokdZzeme spocitat. Spoc¢itanim tu rozumieme, Ze dokdzeme jej prvky po-
stupne ocislovat prirodzenymi ¢&fslami, pritom je jedno, ¢i pouZijeme konecny
alebo nekoneény pocet prirodzenych &isel. Naproti spocéitatelnym mnoZindm stoja
mnozZiny nespocitatelné. Opit by sme zjednodusene mohli tvrdit, Ze uréitd mnozina
je nespocitatelnd, ak nie sme schopni jej prvky postupne oéislovat prirodzenymi

Cislami.

Definicia 2.18. MnoZina A sa nazjva spocitatelnd, ak |A| < |IN|, t.j. ak existuje
prosté zobrazenie mnoziny A do mnozZiny prirodzenyjch cisel. Mnozina, ktord nie

. ~ 7 ) s ’ v 7 ) s
je spocitatelnd, sa nazyva nespocitatelnd.

Z definicie vyplyva, Ze kazd4 koneénd mnozina je spocitatelnd. Mnozina pri-
rodzenych ¢isel je spocitatelnd, ale nie je koneénd. KedZe je mohutnost kazdej
podmnoziny mnoziny prirodzenych ¢isel mensia alebo rovna mohutnosti prirod-
zenych ¢fsel plati, Ze kazdd podmnozina prirodzenych &fsel je spoéitatelna.
Mohutnost prirodzenych éfsel budeme oznacovat pismenom ¥, éitame ”alef nula”.
Znak Ny je prvé pismeno hebrejskej abecedy.

Budeme hovorit, Ze mnozina A sa dé zoradit do postupnosti, ak existuje surjekcia

f:IN — At.j. aby sa mnoZina A dala pisat ako:

Veta 2.19. Neprdzdna mnoZzina je spocitatelnd vtedy a len vtedy, ak sa dd zoradit

do postupnosti.

Dékaz. Predpokladajme, 7Ze A je spocitatelnd. Teda existuje prosté zobrazenie

mnoziny A do mnoziny prirodzenych ¢isel. Nech B = H(f) C N. Potom f je
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bijekcia A na B. Teda existuje inverzné zobrazenie f~! : B — A. Na zédklade

predpokladu existuje prvok a € A. Zostrojme zobrazenie g : N — A takto:
g(n)=f"'(n)in€B
g(n) =a;n e N\ B.

Takto definované zobrazenie je surjekcia.

Nech teraz naopak, mnozina A sa d4 zoradif do postupnosti, t.j. existuje zob-
razenie f : IN — A, ktoré je surjektivne. Teda pre kazdy prvok z € A existuje
n € IN také, ze f(n) = z; modze ich existovat aj viac. Potrebujeme vSak prave
jedno.Potrebujeme ho nejak vybrat. Vyuzijeme k tomu usporiadanie mnoziny

prirodzenych ¢isel a vyberieme vzdy najmensie mozné n.Nech

C = {n € IN: (Vk < ) (k) # [(n)}.

Uvazujme zobrazenie h = f|C': C' — A, h je injekcia; ak totiz ny,ny € C,ny # ng
tak je napr. ny < mg. Z toho, ze ny € C vyplyva h(ny) = f(ny) # f(n2) = h(ns).
Ak x € A, tak existuje n také, ze f(n) = z. Nech n je najmensie také ¢islo. Teda
pre k < n je f(k) # x. Z toho vyplyva, ze n € C a teda x = h(n). Takze takto
definované zobrazenie h je bijektivne, teda existuje inverzné zobrazenie h=! : A —

C' C N do mnoziny prirodzenych ¢isel, takze mnozina A je spocitatelna.
Priklad 2.20.
a) Ukdzte, Ze mnozina (0,1)NQ je spocitatelnd. MnoZina je spocitatelnd, ak sa

dd zoradit do postupnosti. Pruky mnoziny (0,1)NQ st tvorené zlomkami, kde

je citatel mensi ako menovatel. Lahko tieto proky zoradime do postupnosti:

b) Mnozina Z je taktieZ spocitatelnd, pretoZe ju jednoducho vieme zoradit do
postupnosti:

0,1,-1,2,—2.3,—3,...,n,-n,...
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c¢) Ukdzte, Ze plati |IN x N| = |IN| = Rg. Na dokaz staci zostrojit bijekciu
medzi IN x IN a IN. Takijchto bijekcii existuje vela a nazjvaji sa pdrujice
funkcie, ukdzeme jednu velmi zndmu pochddzajicu uZ od G. Cantora. Je

nutné usporiadané dvojice prirodzenijch &isel zoradit do postupnosti:

0,0] [L,0] [2,0] [3,0] .-+ [n,0]
0,1 [1,1} [2,1] [3,1] --- [n,1]
0,2] [1,2] [2,2] [3,2] --- [n,2]
0,3 [1,3] [2,3] [3,3] -+ [n,3]
[O,Tl] [17”’] [2777’] [3,71] T [nv ’I”L]

Zobrazenie f : IN x N — IN definujme tak, ze kazdej usporiadanej dvojici pri-
radime poziciu, na ktorej sa nachadza v tejto postupnosti, t.j. [0,0] — 0; [0, 1] —
1;[1,0] — 2;[0,2] — 3;[1,1] = 4;[2,0] = 5 atd.

Vsimnime si, Ze dvojice na tej istej diagondle (t.j. také dvojice [m, n], ktoré maju
rovnaky sucet m + n), zoradujeme podla prvej stradnice a vsetky prvky z dia-
gondl, ktoré si nalavo od nich. Teda ak m +n =5, tak 1 +2+--- + 5 = @
prirodzenych ¢isel sme pouzili na predchadzajice diagondly. Poradie na diagonale

uréime podla m, takze dostaneme:

f(m,n) = %(m+n)(m+n+ 1) +m.

Ukazeme, ze takto definované zobrazenie je prosté. Oznacme A, = >/ k =
@(éiie A, je a—te trojuholnikové ¢islo.) Potom funkciu f mozeme pisat ako

f(m,n) = Ain +m. Oznacme dalej I, = {Ag, Aay1, -+, Day1 — 1} pre kazdé
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a € IN. Systém [,;a € IN tvori rozklad mnoziny IN (Tento fakt plynie z toho, ze
plati:Ag = 0 a A, < Agy1). Iy ={0}, [, = {1,2}, I, = {3,4,5}.... Je zrejmé, ze
f(m,n) € I,,,,. Vdaka tomu z rovnosti f(m +n) = f(k+1) a z toho, 7ze systém
1, je disjunktny plynie m+n = k+1. Z Apin+m = A,y +k dostaneme m = k,

a teda aj n = . TYym sme dokézali injektivnost zobrazenia. [

Veta 2.21. Zjednotenie a kartezidnsky sucin dvoch spocitatelnijch mmoZin je

spocitatelnd mnozina.

Dékaz. Nech A, B st spocitatelné mnoziny. Ak #A4 = 0V #B = 0 tvrdenie
trividlne plati. Predpokladajme teda, Ze mnoziny A, B st neprazdne. Podla vety
2.19 sa daju zoradit do postupnosti t.j. existuji surjekcie f : N — A;g: N — B.

Mnozinu A U B zoradime do postupnosti takto:

t.j. polozime :

h(n) = f(%) pre n parne
h(n) = g(*5) pre n nepédrne.
Takto definované zobrazenie h : N — A U B je surjekcia. Pre karteziansky sti¢in
budeme postupovat inak. Z toho, Ze A, B st spocitatelné mnoziny vyplyva, Ze
existuju injekcie f : A — IN,g: B — IN. Nech 7 : N x N — NN je nejaka parujuca
funkcia. Zobrazenie F' definované predpisom:
F(la, b)) = n(f(a), g(b))

je injekcia z A x B do IN. [J

Veta 2.22. Nech I je spoéitatelnd mnozina a A; je taktieZ spoéitatelnd pre kazdé
i € I.(Tj. systém {A;;i € I} je spocitatelny systém spoéitatelnych mnoZin.)
Potom aj mnozina | J,.; A; je spocitatelnd mnoZina.
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Dokaz tohoto tvrdenia vyuziva axiomu vyberu, ktorej sa v tomto texte nebu-
deme venovat, preto dany dokaz vynechdvame.

Dokaz. Dokaz v [2], veta 4.4.2, str. 77.

Priklad 2.23. Nech je dand mnozina prirodzenych cisel. Ukazte, Ze mnoZina
vsetkych konecnijch postupnosti prvkov z IN dl/éky k je spoéitatelnd mnoZina pre
kazdé k € IN; k konecné.

Riesenie: Ak by sme poloZili k = 1, postupnosti by boli jednoprvkové. Vsetkiych
tijchto postupnosti je prdve tolko, kolko je prirodzenych cisel.

Pre k = 2 je situdcia obdobna. Vsetkijch postupnosti dl/zvky 2 je prdve tolko, kolko
je usporiadanych dvojic IN x IN.

Takto postupujeme v dvahdch d'alej, je zrejmé, Ze sa jednd o mnozinu IN¥. Spocetnost
INK sa over? vyuzitim matematickej indukcie. Pre k = 2 je NK = IN x IN, ¢o je
podla vety 2.21 spocitatelnd mnozina. Predpokladajme d'alej, Ze IN¥ je spocitatelnd

mnozina. Potom IN¥1 = INK x IN, ¢o je opdt spocitatelnd mnoZina.

Doposial sme sa v texte zaoberali iba spoéitatelnymi mnoZinami, teraz si
ukéZeme, Ze mnozina redlnych ¢isel je nespocitatelnd. Otdzkou, ¢i je mozné mnozinu
redlnych ¢isel zoradit do postupnosti sa zaoberal aj G.Cantor, ktory v roku 1890
uverejnil dokaz nespocitatelnosti mnoziny realnych éisel.

Tento dokaz je zalozeny na metode Cantorovej diagondly. Jej modifikdciou boli

ziskané dolezité vysledky v roznych oblastiach matematiky.
Veta 2.24. Mnozina vietkiyjch redlnych c¢isel je nespocitatelnd.

Dokaz. Dokaz urobime sporom. Sledujeme povodny Cantorov dokaz. Pred-
pokladajme teda, Ze mnozina R je spocitatelnd, potom aj interval < 0,1 > je

spocitatelny a mozno ho zoradit do postupnosti:

< 0,1 >={ay;n € N,n > 0}.

Kazdé ¢islo a,, méa dekadicky zapis:

—+00
a, = E ank.lO_k.
k=1
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Ak ¢islo a, mé dva rozne dekadické zépisy, tak vyberieme nekoneény zapis. Cisla

an,n € N,n > 0 a ich dekadické zapisy mozeme zoradit nasledovne:

aq :07 air a1 413 ... Ay ...
CL2:07 a921 Q29 23 ... A9p ...
ap =0, Gn1 Ap2 Qp3 ... Gpp ...
Teraz pouzijeme metédu diagondly. Zostrojme cislo b = 0, by by bs ... b, ...

takto. Ak agx = 1 polozme by = 9. Ak ay, # 1, polozme b, = 1. Potom cislo b
patri do intervalu < 0,1 >, teda existuje n také, 7e a, = b. Specidlne mus{ byt
apn = by,. Ale ¢islo b bolo zostrojené tak, aby pre kazdé k bolo b, # ayy, teda aj
Anp # by.To je hladany spor. [

Priklad 2.25 (Dalsie priklady nespocitatelnych mnozin).

a) Oznacme symbolom NIN mnoZinu vietkych postupnosti prirodzengjch ¢isel.
Obmenou Cantorovej diagondly ukdazZeme, Ze takto definovand mnoZina je
nespoéitatelnd. Ak A C NIN je spocitatelnd, tak existuje postupnost h € NIN
takd, Ze h ¢ A. Nech A je spoéitatelnd mnoZina postupnosti prirodzenijch

¢isel. Potom teda A mozno zoradit do postupnosti:
A= {fn;n € N}

Polozme

h(k) = fu(k) + 1.

Zrejme h € WIN. Ukdzme, Ze h ¢ A. Keby totiz h € A, tak existuje n

také, Ze h = f,. Na zdiklade toho, ako bolo definované h vsak dostivame

h(n) # fu(n).
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b) Dalsim prikladom nespocitatelnej mnoZiny je tzv. Cantorovo diskonti-
nuum. Je to matematicky pojem oznacujici isti mnoZinu bodov na pri-
amke. Cantorovo diskontinuum byva povazZované za fraktdl.

Konstrukcia Cantorovho diskontinua:

Uvazugme interval < 0,1 > . Ak z neho odoberieme prostredni tretinu,
ziskame tym dva nové uzavreté intervaly tretinovej dl/zvky. Ak z tychto in-
tervalov opdat odoberieme ich prostredné tretiny, ziskame celkom $tyri nové
intervaly devatinovej dl/éky. Ak budeme takto postupovat dalej a urobime
nekonecne vela tijchto krokov je zrejmé, Ze dlzka intervalov bude konver-
govat k nule. Touto tivahou ziskame mnoZinu limitnijch bodov, oznacovanii
ako Cantorovo diskontinuum.

(Tdto mnozina ma Lebesqueovu mieru rovni nule a je tzv. perfektnd mnozina,
pretoze je rovnd mnozine svojich limitnych bodov.) Konstrukcia Cantorovho

diskontinua je ilustrovand na obr. 4.

Obr. 4: Siedma iteracia Cantorovho diskontinua.

Ukézme este jeden dokaz toho, Ze mnoZina redlnych ¢isel je nespocitatelnd.

Ku doékazu ndm pomozu nasledujice pomocné tvrdenia.

Lemma 2.26. Nech {I,}°, je postupnost neprddznych uzavretych intervalov

takad, Ze
a) pre kazdé n plati 1,1 C I,,;
b) Dlzka intervalov I,, konverguje k nule.

Potom prienik (,_, obsahuje prdve jedno redlne éislo.
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Lemma 2.27. Nech < a,b > je uzavrety interval, a < b. Pre kaZdé redalne cislo

r €< a,b > existuje interval < c¢,d >,c < d taky, Ze
a) T €< c,d>;
b) <c,d>C<a,b>;
¢)d—c<i(b—a).

Teraz dokdzeme takéto tvrdenie: Ak X C R je spocitatelnd mnozina, tak
X # R. Je zrejmé, ze tvrdenie je ekvivalentné vete 2.24.

Dokaz.

Nech X = {z,;n € N} je spocitatelnd mnozina redlnych ¢isel. Oznaéme I
taky interval dlzky 1, ktory neobsahuje ¢islo 2. Ak méme zostrojeny interval I,,
tak podla lemmy 2.27 existuje interval I,,,; C I, neobsahujici ¢islo z,4; a taky,
7e jeho dlzka je kladnd a mensia ako polovica dlzky I,,.

Postupnost intervalov {I,,}°2, spiﬁa predpoklady lemmy 2.26, a teda existuje
cislo x € (2 In. Keby z € X, tak © = x,, pre nejaké n a to je spor s tym, ze
xe€l,ar ¢, Tedax ¢ X aztoho uz vyplyva, ze X # R. O

Pytagoras a jeho ziaci v 6. storoci pred n. 1. vedeli, ze uhlopriecka jednotkového
stvorca, t.j. v/2 nie je éfslo raciondlne. Za viac ako 2000 rokov matematici nenagli
iny typ iraciondlnych ¢isel, ako odmocniny a ich kombinacie. V prvej polovici 18.
storocia Euler ukazal, ze ¢islo e a potom Johan Heinrich Lambert (1728-1777),
ze Cislo 7 je iraciondlne. Vznikla prirodzena otazka, i existuju iracionality iného
typu ako "kombinécie odmocnin”. Andrien-Marie Legendere (1752-1833) vyslovil
hypotézu, ze ¢islo m nie je koreiom polynému s racionalnymi koeficientmi. To
viedlo bezprostredne k zavedeniu nového pojmu.

Realne ¢islo a sa nazyva algebraické, ak existuju racionalne ¢isla ayg, ..., a, také,
7e a je korefiom polynému ag + a1x + ... + a,a™, |ag| + ... + |a,| # 0 Cislo, ktoré
nie je algebraické, sa nazyva transcedentdlne.

Dalsim délezitym krokom bol dokaz Legendreovej hypotézy o transcedentélnosti

¢isla 7, ktory v roku 1873 vyslovil Charles Hermite (1822-1901). V roku 1874
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vyznacny uspech v tomto smere dosiahol G.Cantor. G.Cantor ukézal, ze mnozina
algebraickych ¢fsel je spocitatelnd, teda mnozina transcedentalnych éisel je ne-

spocitatelna.
Veta 2.28. Mnozina redlnych algebraickijch &isel je spocitatelnd.

Dokaz.
Mnozinu algebraickych ¢isel oznacme Alg. Ak f € Z" je usporiadana n-tica

celych ¢éisel f = [ag, ..., an—1], tak oznacme:

Pr={a€eR;a0+aia+ ..+ an_1a™ ' = 0}.

Podla definicie algebraického &fsla, a je algebraické vtedy a len vtedy, ked existuje
n € IN a n-tica celych ¢isel f # [0, ..., 0], ze plati a € Py.
Teda:

Ag=J) U P

nelN fezn\{[0,...,0]}

Mnoziny Z",n € N su spocitatelné. Z algebry je zrejmé, ze kazdd mnozina P je
kone¢nd, na zaklade prikladu 2.23 a vety 2.22 je mnozina Alg spocitatelna. [

Mnozinu vsetkych redlnych ¢isel nazyvame redlne kontinuum. Jej mohut-
nost |R| sa preto nazyva mohutnost kontinua a oznacuje sa c.

Veta 2.24 tvrdi, ze
Cc > No.

Velkym problémom matematiky 20. storocia bola tzv. Hypotéza kontinua. Je
zalozend na nasledujicej uvahe, nech IN je mnozina prirodzenych cisel a R je
mnozina redlnych ¢isel. Vieme, ze |IN| < |R|. Otdzka znie, ¢i existuje nejakd

mnozina X, pre ktort by platil nasledujici vztah :

IN| < |IX] < [RJ.

v . . . ’ v 7 Y . ’ ’ ~ . )
Teda, ¢i existuje nejaka nespocitatelnd mnozina, ktora ma mensiu mohutnost ako

42



kontinuum. Hypotéza kontinua tvrdi, ze mnozina X neexistuje, t.j. Ze mnozina
’ ~ 7 . . ~ . ~ 7 Y ’ ~ .
realnych ¢isel je najmensia nespocitatelna mnozina.

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [1], [2], [1], [9], [10].
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3 Topologické priestory
3.1 Euklidovsky a metricky priestor

Definicia 3.1. N-rozmerny euklidovsky priestor E, je mnoZina vsetkych
usporiadanych n-tic X = |xo, ..., Tn—1] redlnych ¢isel, pricom je definovand vzdi-

alenost dvoch n-tic X = [xg, ..., Tn_1],Y = [Yo, - Yn_1] vztahom :

N-ticu X = [zo, ..., z,_1] redlnych ¢isel nazyvame bodom priestoru E, a cisla
g, ..., Tn_1 suradnice tohoto bodu.
Okolie bodu A presnejsie e-ové okolie O(A, €) je mnozina vsetkych bodov

X € E,, ktorych vzdialenost od bodu A je mensia ako e. Teda:

O(Ayje) ={X € E,; p(A, X) < €}.

Nech M je mnozina bodov v euklidovskom priestore E,,.
Bod A € M nazyvame wvnutornym bodom mnozZiny M, ak existuje také okolie
bodu A, ktoré celé patri do M. Bod A nazyvame hranicnym bodom mnoziny M,
ak v kazdom okoli bodu A existuje aspon jeden bod patriaci do mnoziny M a
aspon jeden bod nepatriaci do mnoziny M. Bod A nazyvame izolovangm bodom
mnoziny M, ak existuje okolie bodu A, ktoré obsahuje iba jediny bod mnoziny M,
a to A. Je zrejmé, ze izolovany bod mnoziny M je zaroven jej hrani¢nym bodom.
Bod A nazyvame hromadnym bodom mnoziny M, ak v kazdom okoli existuje
aspon jeden bod mnoziny M rozny od A.
Mnozinu vSetkych vnutornych bodov nazyvame wvnitrom mnoziny M.
Mnozina M sa nazyva otvorena, ak kazdy jej bod je jej vniatornym bodom.
Mnozina vsetkych hrani¢nych bodov mnoziny M sa nazyva hranica mnoziny M.
Mnozina M sa nazyva uzavretd, ak FE, \ M je mnozina otvorend. Mnozina M

sa nazyva suvisld, ak jej lubovolné dva rozne body mozeme spojit jednoduchou
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krivkou, ktorej vsetky body patria do M. Mnozina M, ktora je otvorend a suvisla,

sa nazyva oblast.

Definicia 3.2. Nech X je nejakd neprazdna mnozZina. Definujme zobrazenie
d: X x X — R, na usporiadanych dvojiciach prvkov mnoziny X, ktoré spl/ﬁa

nasledujice podmienky:
a) d(z,y) 2 0;d(z,y) =0 &z =y,
b) d(xz,y) = d(y, x) (symetria),
c) d(z,y) < d(x,2) + d(z,y) (trojuholnikovd nerovnost).

Usporiadani dvojicu (X, d) nazgvame metrickgm priestorom, zobrazenie
d metrikou a mnoZinu X meratelnym priestorom. Metrika je zovseobecnenim

pojmu vzdialenost.

Definicia 3.3. Nech (X,d) je metricky priestor. A C X. Bod x € X nazveme
bodom uzdveru mnoziny A, ak existuje postupnost {x,}2,x, € A,n =0,1,...,
ktord konverguje k bodu x. Mnozinu véetkych bodov uzdveru mnoziny A nazjvame

uzdverom mnoziny A a oznacujeme A.

Veta 3.4. Nech (X, d) je metricky priestor, potom plati:

0.

a) Pre prdzdnu mnozinu ) C X plati 1]

b) Pre lubovolni mnozinu A C X plati A C A.

|

¢) Pre lubovolni mnoZinu A C X plat{j =

d) Pre lubovolné dve mnoziny A, B C X plati (AUB) = AU B.

Definicia 3.5. Mnozina A sa nazjva uzavretd, ok A = A. MnoZinu A C X

nazveme otvorenou, ak X \ A je uzavretd mnozina.

Ku problematike uzavretych a otvorenych mnoZin sa mozno dostat aj cez

otvorené mnoziny.
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Definicia 3.6. Nech (X, d) je metricky priestor. A C X. Bod P € A nazveme
vnidtornym bodom mnoziny A, ak existuje € > 0 také, Ze O(P,e) C A, kde O(P,e¢)
je otvorend gula so stredom v bode P a polomerom e. Vniitro mnoZiny A oznacime

intA.
Veta 3.7. Mnozina A sa nazjva otvorend, ak A = intA.

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [11], [15].

3.2 Topologicky priestor

Topoldgia (z gréckeho topos-miesto a logos-studia) je matematicka disciplina,
ktorej tlohou je objasnovanie a vyskum idey spojitosti. Topoldgia spolu s alge-
brou sa dnes povazuje za vSeobecny zaklad suc¢asnej matematiky.

Topoldgia studuje také vlastnosti utvarov, ktoré sa nemenia pri obojstrannych
spojitych zobrazeniach. V topolégii nezalezi na geometrickych vlastnostiach zavislych
na vzdialenosti, krivosti a podobne. Z hladiska topoldgie je mozné v rovine
povazovat stvorec a kruh za rovnocenné.

Podla metdd, ktorymi topolégia studuje topologické utvary, sa rozlisuje na to-
pologiu algebraicki a topolégiu mnozinovii. Moderna topoldgia svoje vysledky
stavia na tedrii mnozin vybudovanej G.Cantorom.

V tejto kapitole zavedieme zakladné pojmy mnozinovej topolégie. Budeme
studovat mnoziny, na ktorych je dand topologickd struktira (=topoldgia), t.j.

systém ich podmnozin, siﬁajﬁci ur¢ité podmienky (axiémy topoldgie).

Topologickou struktirou na mnozine X rozumieme systém 7 podmnozin mnoziny

X splnajuci nasledujice podmienky:
a) Prazdna mnozina () a mnozina X patria systému 7,
b) Zjednotenie Tubovolného sytému mnozin z 7 patri systému 7,
¢) Prienik dvoch lubovolnych mnozin z 7 patri systému 7.

Topologicku struktiru na mnozine X tiez nazyvame topolégia na X. Uvedené
podmienky sa nazyvaji axiéomy topoldgie.
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Mnozinu X, na ktorej je dana topoldgia 7 nazyvame topologicky priestor a

oznacujeme (X, 7); ak je zrejmé o aku topoldgiu sa jednd, miesto symbolu (X, 7)

pouzivame symbol X. Prvky topoldgie 7 nazyvame otvorené mnoziny. Kazdy

komplement otvorenej mnoziny sa nazyva uzavretad mnozina.

Priklad 3.8 (Priklady topologickych priestorov).

9

b)

Q)

)

Medzi najznamejsie topologické priestory patri (X, 7), kde X =R a G € T
prave vtedy, ak s kazZdym bodom g € G je v G obsiahnuty aj nejaky interval
(9—€; g+¢€) pre vhodné e. Tito topoldgiu nazgvame obvykld topoldgia redlnej

081.

Zvolme X = R", kde n je prirodzené ¢islo rozne od nuly, G € 7, ak s
kazdym bodom g € G je v G obsiahnutd otvorend gula s polomerom € pri

vhodnej volbe e.

Mnozina X = {a,b,c,d} ananej definovand topolégia T = {{0},{a,b,c,d}},
ktord obsahuje jediné dve podmmnoziny mnoziny X poZadované definiciou, sa

nazyva trividlna alebo tieZ antidiskrétna topologia.

Mnoziny X = {a,b,c,d} a7 = {{0},{b}, {a,b},{b,c},{a,b,c} {a,b,c,d}}

tvoria topologicky priestor.

Nech (X, d) je metricky priestor. Za topoldgiu T4 vezmeme systém vsetkijch
otvorenyich mnozin v X vzhladom ku d. Takto definovand topoldgia sa nazijva

topologia indukovand metrikou d.

Topolégiou na lubovolnej mnoZine je aj potencénd mnozina P(X). Topo-
logicky priestor (X, P(X)) sa nazgva diskrétny. Vsimnime si, Ze diskrétna
topolégia P(X) je najvicsou topoldgiou na X. Tdto topolégia je indukovand

tzv. diskrétnou metrikou d definovanou na X predpisom:

1, z
ﬂ%MZ{O xig
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g) Nech X je lubovolnd mnozina. Za topoldgiu T moZeme vziat mnoZinu vietkijch

tijch podmnozin, ktorych doplnok je vzhladom ku X spocitatelns.

h) Nech (X, <) je usporiadand mnoZzina. Za topologiu T< vezmeme vsetky podmnoZiny
mnoziny X, ktoré s kazZdym svojim bodom obsahuji niektori mnoZinu tvaru

{z € X;x <z <y}. Takdto topoldgia na X sa nazyva intervalovd topoldgia.

Definicia 3.9. Topologickyj priestor (X, T) sa nazjva metrizovatelny, ak topoldgia

T je indukovand niektorou metrikou.

Definicia 3.10 (Slabsia topolégia, silnejsia topolégia). Nech 71,7 si dve to-
poldgie na mnozine X. Hovorime, Ze topoldgia T, je slabsia (hrubSia, mensia) ako
topologia o, ak plati: U € 7y = U € 1. Hovorime tieZ, Ze topologia o je silnejsia
(jemnejsia, vicsia). Zapisujeme: 71 < Ty.

Poznamka 3.11. Je zreymé, Ze v predchadzajicom priklade je topolégia defino-

vand za d) jemnejsia ako topoldgia definovand za c).
Veta 3.12.

1) Nech X je topologicky priestor. Systém o vsetkych uzavretych podmnozin X

splnuge tieto podmienky:

a) 0, X € o,
b) Prienik lubovolného systému mnoZin zo systému o patri systému o,

c¢) Zjednotenie lubovolngch dvoch mnozin zo systému o patri systému o.

2) Nech X je mnozina, o je systém podmnozin X splnajici podmienky a),b), c).
Potom systém 7 = {U C X;U = X \ A; A € o} je topolégia na X. Systém

vsetkych uzavretych mnozin v topologii T splyva so systémom o.

Dokaz. Dokdzeme turdenie 1). Podmienka a) vypljva priamo z definicie. Nech
I je indexovd mnozina, (A;)icr je systém uzavretych podmnozin mnoziny X. Po-
tom X\ (N A;) = U(X\A), coje mnoZina otvorend, teda (| A; musi byt mnoZina
uzavretd. To dokazuje podmienku b). Nakoniec pre lubovolné uzavreté mnoZiny
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A, B € X, mnozina X \ (AUB) = (X \ A) N (X \ B) je mnozina otvorend, teda
mnozina AU B je mnoZina uzavretd, co dokazuje podmienku c).

Dokdzeme tvrdenie 2).Z aziomov topoldgie priamo plynie, Ze systém T je to-
poldgiou na X. Dalej plati, zZe kazdd mnozina patriaca do o je uzavretd v T.
Naopak, nech A je uzavretd mnozina, potom ezistuje otvorend mmnozina U tak,
e A= X \U. Podla predpokladu U = X \ B, kde B € 0. Odtial B= X \U = A,
ty. Aco. I

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [3], [13], [0].

3.3 Lokalna baza, baza a subbaza topologického priestoru

Zo studia algebry vieme, Ze v mnohych pripadoch staéf urciti vlastnost ove-
rovat na prvkoch nejakej bazy, aby bola zaruc¢end platnost danej vlastnosti vade.
Obdobna situdcia je aj v topoldgii, namiesto chovania vsetkych otvorenych mnozin
sta¢i poznat chovanie iba vybranych, aby bolo mo7né prenasat zovseobecnené

usudky. V tejto sivislosti zavedieme nasledujice pojmy.

Veta 3.13. Nech (X, 1) je topologicky priestor, okolim bodu x € X rozumieme

mnozinu O, pre ktord plati:

a) x € O,

b) U € 7 takd, ze x € U C O,.

Definicia 3.14. Mnozinu B, okoli bodu x v topologickom priestore (X, T) na-
zveme lokdlnou bdzou, ak pre kaZdé okolie O, bodu x existuje okolie U, € B,

tak, zZe x € U, C O,.
Priklad 3.15.

a) MnozZina vsetkych guli so stredom v bode x metrického priestoru (X,d) je

lokdlnou bdzou bodu x vzhladom ku topoldgii 7, indukovanou metrikou d.
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b) Ak sa obmedzime iba na gule s kladnymi raciondlnymi polomermi, resp. s
polomermi tvaru %; kde n € IN \ {0} dostaneme spocitatelni lokdlnu bdzu

bodu x.

Definicia 3.16. Systém mnozin B C 1 topologického priestoru (X, T) nazjvame
bdazou topologie, ak pre kazdy bod x € X a pre kazdé okolie O, bodu x existuje
B e % také, ze x € B C O,.

Bézu topoldgie mozno ekvivalentne definovat ndsledovne: Bizou topolégie 7
rozumieme podsystém % systému 7 taky, ze kazda neprazdna mnozina z T je

zjednotenim nejakych mnozin systému 2.
Priklad 3.17.

a) MnozZina vsetkych otvorengch guli metrického priestoru je bdzou topoldgie
indukovanej danou metrikou. Ak sa obmedzime iba na gule s kladngmi ra-
ciondlnymi polomermi, taktieZ obdrzime bazu topoldgie indukovanej danou

metrikou.

b) Mnozina vsetkyjch jednoprvkovych podmnozin mnoziny P(X) je bazou diskrétnej

topologie na X.

Veta 3.18. Systém mnozin A je bdzou topoldgie na mnozine X = |J{B; B € %}
prave vtedy, ak pre kazdé A, B € B a pre kazdé v € AN B existuje C' € A take,

Ze plati x € C' C AN B. Topoldgia je svojou bazou jednoznacne urcéend.

Definicia 3.19. Systém mnozZin . nazveme subbdzou topoldgie T, ak mnoZina

vsetkych moznych koneénych prienikov mnozin z . tvori bdzu T.
Priklad 3.20.

a) Mnozina vsetkijch moznich intervalov typu (—o0;a), (a,00),a € R tvori

subbdzu obvyklej topoldgie na R.

b) Kazdd baza nejakej topoldgie je zdroven jej subbdzou.
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Veta 3.21. Kazdy systém mnoZin 7 je subbdzou jedinej topoldgie na mnoZine

X ={S;S € 7}

Doékaz.

Staci overit, Ze mnozina %4 tvorend vsetkymi koneénymi prienikmi mnozin
z . spliiuje podmienku vety 3.18. Nech A, B € %A. Potom moZeme pisat A =
$1NSN..NS,B=PNPN..NP, kde S;, P; € .. Dalej plati AN B =
(S1NSyN..NS,)NGHENP,N...NP,), ¢o je opat koneény prienik mnozin z .7,
takze podmienka vety 3.17 je splnena a & je baza jedinej topologie na X. [J

Poznamka 3.22. Topoldgia z predchddzajice) vety sa niekedy nazyva topoldgia

generovand systémom ..

Sposob definicie uzavretej mnoziny ako doplnku ku otvorenej mnozine umoznuje

na zéklade deMorganovych pravidiel definovat bdzu a subbdzu uzavretych mnozin.

Definicia 3.23. Povieme, Ze systém & wuzavretych mnozin topologického pries-
toru (X, T) tvori bazu uzavretiych mnozin, ak kazdi uzavretd mnozinu v X méozZeme
vyjadrit ako prienik mnoZin z 9. Povieme, Ze systém uzavretyjch mnozin & tvori
subbdzu uzavretych mnozin, ak mnoZina vsetkych konecnych zjednoteni prvkov z

P tvori bazu uzavretyjch mnozin v (X, T).

Poznamka 3.24. Je zreymé, Ze systém B podmnozin mnoZiny X tvori bazu resp.
subbdzu nejakej topoldgie T na X, prdve vtedy, ked mnozina vsetkiyjch doplnkov
prokov z B vzhladom ku X tvord bdzu resp. subbdzu uzavretijch mnozin vzhladom

ku T.

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [3], [13], [0].

3.4 Topologické priestory I. a II. typu spocitatelnosti

Definicia 3.25. Povieme, Ze topologicky priestor (X, T) spliuje prvy aziom spo-
¢itatelnosti (je prvého typu spocitatelnosti), ak kazdy bod x € X md spocitatelni

lokdlnu bdzu.
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Definicia 3.26. Povieme, Ze topologicky priestor spliuje druhy aziom spocita-
telnosti (je druhého typu spocitatelnosti), ak existuje spocitatelnd bdza topoldgie

T.

Veta 3.27. Nech X je topologicky priestor prvého typu spocitatelnosti. Potom
pre lubovolny bod x € X emistuje lokdlna bdza topoldgie v bode x tvaru (Uy)en,

kde U;11 C U; pre kazdé i € IN.

Dékaz. Pre Tubovolnt spocitatelni bazu (V;);ew topoldgie 7 v bode x polozme
U=V, Uy=UiNVy ..., Uy =U;_1 NV, ... . Potom systém mnozin (U;);en

ma pozadované vlastnosti. [J

Poznamka 3.28. Systém mnoZin, ktorého zjednotenie je nadmnozinou X sa

nazyva pokrytim X.

Veta 3.29 (Lindel6fov teorém). Kazdé otvorené pokrytie topologického priestoru

druhého typu spocitatelnosti obsahuje spocitatelné podpokrytie.

Dokaz.

Nech X je topologicky priestor druhého typu spocitatelnosti, (U;)ies je ot-
vorené pokrytie X. 4 je spocitatelnd baza topolégie X. Kazda z mnozin U; je
zjednotenim elementov bazy %. Nech £ C A je podsytém splinujuci nasledujtice

vlastnosti:

a) Kazdy element V' C % je podmnozinou niektorej z mnozin Uy,
b) J# je pokrytie X.

Ku kazdému elementu V' € J# zvolme idex [(V) tak, ze V C Uyy). Systém
(Uivy)ver je spocitatelny podsystém systému (U;);er. Tento podsystém je po-
krytim X. [J

Veta 3.30. Topologicky priestor sa nazyva Lindeléfov, ak kaZdé jeho otvorené

pokrytie obsahuje spocitatelné podpokrytie.

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [3], [13], [0].
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3.5 Husté mnoziny a separabilné priestory

Definicia 3.31. Povieme, Ze podmnoZina A topologického priestoru X je hustd

v X, ak A=X.

Veta 3.32. Nech X je topologicky priestor, A je hustd v X. Potom pre lubovolni
otvorenii mmozinu U C X plati U = (U N A).

Dokaz.

Nech z € U. Pre Tubovolné okolie O, bodu z plati O, N U # (). Z toho, 7ze A
je hustd v X vyplyva, Ze mnozina O, N U obsahuje body A, t.j. O, NU N A # 0.
7 Tubovolnosti O, plynie, ze x € (U N A). Teda U C (U N A).
Naopak U N A C U, t.j. (UNA) C U. (veta 3.4) Celkovo teda dostidvame
U— (UAA). O

Definicia 3.33. Topologicky priestor sa nazyva separabilny, ak v 1iom existuje

najviac spocitatelnd hustd mnoZina.
Veta 3.34. Topologicky priestor druhého typu spocitatelnosti je separabilni.

Dokaz.

Nech 4 je spocitatelnd baza topologického priestoru X. Ku kazdému elementu
U C % vyberme x € U. Dostavame tak spocitatelni mnozinu A C X. MnoZina
X \ A je otvorend, neobsahuje vSak ziadny element bazy 2%, takze musi platif
X\A=0aA=X.0O

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [3], [13], [0].

3.6 Hausdorffove priestory

Topologicky priestor sa nazyva Hausdorffov alebo tiez oddelitelny, ak pre
kazdé dva rozne body x,y € X existuje okolie U bodu x a okolie V' bodu y tak,
e UNV =10.

Viacsina topologickych priestorov vyskytujucich sa v geometrii a analyze su

hausdorffove.
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Priklad 3.35.

a) Uvazugme trividlnu topoldgiu 7 = {0, X} topologického priestoru X. Za
subbdzu (systém generdtorov) T moZeme zvolit jednoprvkovi mnoZinu { X}
alebo dvogprvkovii mnozinu {0, X'}; tieto systémy generdtorov si zdroven
bazou topologie T.

Trividlny topologicky priestor je druhého typu spoéitatelnosti, je teda aj
prvého typu spocitatelnosti, je separabilngy. Trividlny topologicky priestor z

jednoprvkove; mnoziny je Hausdorffov.

b) Uvazujme diskrétnu topoldgiu T = P(X) topologického priestoru X.Za subbdzu
(systém generdtorov) mozeme vziat systém vsetkijch jednoprvkovijch podmnoZin
mnoziny X. Tento systém je zdroven bazou topologie T.

Diskrétny topologicky priestor je prvého typu spocitatelnosti, je druhého
typu spocitatelnosti prave vtedy, ked mnoZina X je spoéitatelnd. Diskrétny

topologicky priestor je Hausdorffov.

c) Uvazugme obvykli topoldgiu redlnej osi. Ukdzme, Ze (R, T) je druhého typu
spocitatelnosti. Uvazujme mnoZinu vietkyjch intervalov (x — %; r+ %), kde
x € Q;n € N. Nech y € R, je otvoreny interval obsahujici y. Eristuje
€ > 0 tak, Ze (y—e;y+e) C I. Zvolme m € N tak, aby platilo % <sare€Q
tak, aby x € (y— L3y +=). Potomy € (x — L2+ L) C (y—ey+e) C 1.
Potom je wvaZovany systém intervalov bazou obvyklej topoldgie na R.
Pretoze mnoziny Q,IN si spocitatelné, je tdto bdza spocitatelnd. Z vety 3.34
plynie, Ze R je separabilny topologicky priestor.

Lokdlnu bdzu obvyklej topoldgie v bode x € R mozno vybrat v tvare interva-
lov (x — ¢, x +€), kde € > 0. Spocitatelnou lokdlnou bdzou v bode x € R je
mozné vybrat napr. v tvare (x — %; T+ %), n € IN.

Topologicky priestor R je Hausdorffov. Nech x,y € R st dva rozne body. Nech
x < y. Bristuji ¢isla a,b,c € R tak, Ze a < x < b <y < c. Interval (a,b)
resp. interval (b,c) je okolim bodu x resp. okolim bodu y, pricom tieto in-

tervaly nemagi spolocny bod. Topologicky priestor R je teda Hausdorffov.
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d)

Nech 1i je systém podmnozin mnozZiny R redlnych cisel, tvoreny dopin-
kami vsetkiyjch konecéngch mnoZin a mnoZinami O a R. 7x je topoldgia na
R; nazyva sa topoldgia konecnych doplnkouv.

Ukdzme, Ze (R, Tx) nie je prvého typu spocitatelnosti. Predpokladajme, Ze
existuje spocitatelny systém konecngch mnozin A;;i € W taky, Ze (R\A;)ien
je lokdlna baza topologie T v bode x. Potom pre konecni mnoZinu B ne-
obsahujicu bod x existuje index n tak, Ze R\ A, C R\ B, tj. B C A,.
Mnozina \J A; je spocitatelnd a neobsahuge bod x. Mnozina (R\J A;) \ {z}
je neprdzdna. Zvolme y € (R\J A:)\{z}. R\{y} je okolim bodu x ay ¢ A,
pre Ziadne i € N, neexistuje teda index m € N tak, Ze R\ A, C R\ {y};

T, teda nie je prvého typu spoéitatelnosti.

Topologickyj priestor (R, 7x) nie je Hausdorffov. Nech x,y € R si dva rézne
body. U je okolim bodu x, V je okolim bodu y. Podla definicie je U = R\
A,V =R\B, kde A, B si konec¢né mnoziny. Plati UNV = R\ (AUB); AUB
je konecnd mnozina takze UNV # (. Takze topologicky priestor (R, 7k ) nie
je Hausdorffov.

Zlava uzavreté a sprava otvorené intervaly v mnoZine R redlnych cisel tvo-
ria bdzu topologie na R, ktori nazgvame Sorgenfreyova a oznacujeme Tg.
Ukdzme, Ze (R,Ts) je prvého typu spocitatelnosti. Staci ukdzat, Ze pre
Tubovolny bod x € R. systém intervalov < x;x + %), n € N tvori spocitatelni
bdzu topoldgie Ts v bode x. Nech U je lubovolné okolie bodu x. U obsa-
huje element bazy < wx;x + €) pre vhodné ¢ > 0. Pre n > %dostcivame
< xxr+ %) C < x;x + €), takZe uvaZovany systém intervalov je lokdlnou
bdzou 75 v bode x. Tento systém je spocitatelny.

Topologicky priestor (R, 7s) nie je druhého typu spocitatelnosti, t.j. nemd
spocitatelni bdzu topoldgie. Lubovolné okolie lubovolného bodu x € R v to-
poldgii T totiz obsahuje interval < x;x + €) pre isté € > 0.

Kazdd bdza topoldgie Ts musi obsahovat mnoZiny tvaru < x;a,), kde a, > x.
MnoZina R je nespocitatelnd, takze kazdd bdza topoldgie Ts musi byt taktiez
nespocitatelnd.
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Topologicky priestor (R, Ts) je separabilny, pretoze obsahuje mnoZinu @,

ktord je spocitatelnd a hustd v (R, Ts).

V tejto podkapitole bolo ¢erpané z [3]
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Zaver

Cielom prace bolo prestudovat a spracovat problematiku teérie mnozin. Doraz
je kladeny hlavne na spocitatelné resp. nespocitatelné mnoziny. Praca taktieZ
uvadza zékladny ndhlad do topoldgie.

V prvych dvoch kapitoldch bolo mozné nahliadnut do zdkladov teérie mnozin.
V druhej kapitole bola uvedend formulécia a dokaz Cantor-Bernsteinovej-Schrode-
rovej vety, ktora je pokladand za dolezity prinos v tedrii mnozin. V zavere dru-
hej kapitoly bola uvedena formulacia hypotézy kontinua, jedného zo zakladnych
problémov matematiky 20. storocia.

Mojim osobnym prinosom v tejto praci je riesenie vlastnych prikladov, ktoré
sa zaoberaju hlavne vztahmi medzi mnozinami a taktiez problematikou zaobe-
rajticou sa otdzkou mohutnosti mnozin. Taktiez som sa snazil modifikovat niek-
toré tvrdenia, aby jednotlivé casti textu medzi sebou korespondovali. Text bol
vysadeny systémom IXTEX. Obrazky uvedené v texte boli spracované pomocou

programu GeoGebra.
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