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2



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Ferdinand Čapka
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V Žiline dňa 9. mája 2015

4



Pod’akovanie
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Úvod

Hlavným ciel’om bakalárskej práce je naštudovat’ a spracovat’ problematiku

teórie množ́ın, uviest’ potrebné tvrdenia k tomu, aby bolo možné definovat’ po-

jem spoč́ıtatel’nej a nespoč́ıtatel’nej množiny a taktiež uviest’ niektoré základné

výsledky v oblasti teórie množ́ın. Bakalárska práca sa venuje výkladu naivnej

teórie množ́ın, axiomatickú výstavbu teórie množ́ın je možné nájst’ napr. v [2].

V prvej kapitole je náhl’ad do úvodu danej problematiky, kde sa snaž́ım

čitatel’ovi pribĺıžit’ základné vzt’ahy teórie množ́ın, a to poč́ınajúc samotným po-

jmom množiny. Výstavba textu uvádza axiomatické zavedenie množiny reálnych

č́ısel, z ktorej je následne odvodená množina prirodzených č́ısel ako podmnožina

množiny reálnych č́ısel splňajúca určité vlastnosti. Vel’mi dôležitým pojmom k

tomu, aby bolo možné porozumiet’ vzt’ahom medzi množinami, je pojem zobra-

zenia. Je to jeden zo základných pojmov, na ktorom stavia teória množ́ın.

V druhej kapitole sa venujem pojmu mohutnost’ množiny, ktorý je určitým

zovšeobecneńım pojmu počet prvkov množiny. Poukazujem hlavne na vzt’ahy

medzi mohutnost’ami množ́ın, kde uvádzam množstvo názorných pŕıkladov ku

lepšiemu pochopeniu zdanlivých paradoxov vyskytujúcich sa v teóríı množ́ın. V

závere druhej kapitoly rozoberám otázku spoč́ıtatel’nosti resp. nespoč́ıtatel’nosti

množiny. Jedná sa samozrejme o abstraktné pojmy, ktoré však prinášajú eleganté

metódy riešenia matematických problémov, a napriek svojej abstraktnosti majú

pomerne jednoduchý spôsob formulácie.

V poslednej kapitole sa okrajovo venujem topológii, ktorá stavia svoje výsledky

na teórii množ́ın. Poukazujem na logickú nadväznost’ źıskaných pojmov v pred-

chádzajúcich kapitolách. V závere práce uvádzam pŕıklad na rôzne typy topolo-

gických priestorov. Podrobný výklad zaoberajúci sa topológiou je možné nájst’

napr. v [3].
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1 Úvod do teórie množ́ın

1.1 Pojem množiny

Definovat’ pojem znamená určit’ pomocou známych pojmov čo definovaný po-

jem je a čo nie je, teda k defińıcii určitého pojmu sa využ́ıvajú iné známe po-

jmy. Niekde je však nutné začat’, t. j. niektorý pojem muśı byt’ prvý a vtedy ho

vlastne nemôžeme definovat’. Pŕıkladom takého pojmu môže byt’ napŕıklad bod.

Aj množina je takým pojmom, ktorý stoj́ı ako prvý v rade defińıcíı a teda v ma-

tematickom zmysle ho nie je možné definovat’. Dá sa však určit’, čo množina je a

čo nie je.

Podl’a B. Bolzana je množina chápaná ako súhrn určitých prvkov, kde je spôsob

usporiadania l’ahostajný.

G.Cantor definuje množinu ako súhrn većı, ktoré sú chápané ako jeden celok.

Ak x je prvkom množiny A , ṕı̌seme x patŕı do A.

x ∈ A

V opačnom pŕıpade zapisujeme x nepatŕı do A

x /∈ A

Povieme, že dve množiny sa rovnajú vtedy a len vtedy, ked’ majú tie isté prvky.

Táto vlastnost’ sa tiež nazýva axióma extenzionality.

A = B ⇔ (∀x)(x ∈ A⇔ x ∈ B)

Prázdna množina je v matematike definovaná ako množina neobsahujúca

žiadne prvky.

Pre množinu X definujeme ∅ := {y ∈ X; y 6= y}

Ak A, B sú množiny, tak množina A sa nazýva podmnožinou množiny B, ak

každý prvok množiny A je zároveň prvkom množiny B. Zapisujeme:

A ⊆ B
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Na základe axiómy extenzionality plat́ı :

A = B ⇔ (A ⊆ B ∧B ⊆ A)

Ak x, y sú nejaké objekty, tak budeme uvažovat’ usporiadanú dvojicu [x, y].

Základná vlastnost’ usporiadanej dvojice je vyjadrená ekvivalenciou:

[x, y] = [u, v]⇔ (x = u ∧ y = v)

V matematike sa pojem usporiadanej dvojice definuje rôzne v závislosti od toho,

v akom kontexte sa defińıcia d’alej použ́ıva. Pre svoju jednoduchost’ je populárna

napŕıklad Kuratowského defińıcia, podl’a ktorej je usporiadaná dvojica špeciálnou

dvojprvkovou množinou:

[a, b] := {{a}, {a, b}}.

Na tvorbu nových množ́ın z daných množ́ın sa použ́ıvajú tieto prinćıpy

tvorby množ́ın.

P1 Ak x, y sú nejaké prvky, tak existuje množina X taká, že pre každé z plat́ı

z ∈ X ⇔ (z = x ∨ z = y).

Množinu X označ́ıme {x, y}. Ak x = y ṕı̌seme {x, y} = {x}.

P2 Ak A, B sú množiny, tak existuje množina C taká, že pre každé z plat́ı

z ∈ C ⇔ (z ∈ A ∨ z ∈ B).

Množinu C nazývame zjednoteńım množ́ın A a B a zapisujeme A ∪B.

P3 Ak A, B sú množiny, tak existuje množina D taká, že pre každé z plat́ı

z ∈ D ⇔ (∃x ∈ A)(∃y ∈ B)(z = [x, y]).

Množinu D označ́ıme A×B a nazývame karteziánsky súčin množ́ın A a B.
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P4 Ak A je množina, tak existuje množina E taká, že pre každé z plat́ı

z ∈ E ⇔ z ⊆ A

Množinu E označ́ıme P (A) a nazývame potenčná množina množiny A.

P5 Ak A je množina a V je vlastnost’, tak existuje množina F taká, že pre každé

z plat́ı

z ∈ F ⇔ (z ∈ A ∧ V)

Poznámka 1.1. Pre karteziánsky súčin obecne neplat́ı asociat́ıvny a komutat́ıvny

zákon.

Pŕıklad 1.2. Nájdite pŕıklad množ́ın A,B takých, že A×B 6= B × A.

Riešenie:

Zvol’me A = {a}, B = {b} také, že a 6= b. Potom aj množiny A × B = {[a, b]} a

B×A = {[b, a]} sú jednoprvkové. Ak by sa rovnali, znamenalo by to, že {[a, b]} =

{[b, a]} , čo je na základe defińıcie usporiadanej dvojice ekvivalentné a = b, čo je

spor.

Pŕıklad 1.3. Nájdite množiny A,B,C také, že A × (B × C) 6= A × (B × C).

Riešenie:

Položme A = B = C = {∅}.

A× (B × C) = {∅} × {[∅, ∅]} = {[∅, [∅, ∅]]}

(A×B)× C = {[∅, ∅]} × {∅} = {[[∅, ∅], ∅]}

Ak by sa tieto množiny rovnali, tak by platilo:

[∅, [∅, ∅]] = [[∅, ∅], ∅] čo je ekvivalentné ∅ = [∅, ∅]. Na základe Kuratowského de-

fińıcie usporiadanej dvojice plat́ı: [∅, ∅] = {{∅}}.Čo nie je prázdna množina.

V teórii množ́ın často predpokladáme, že všetky nami uvažované množiny

sú podmnožinou určitej pevne danej množiny, ktorú budeme nazývat’ základný

priestor X. Ak napŕıklad riešime planimetrickú úlohu, základným priestorom je

množina všetkých bodov roviny.
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Pŕıklad 1.4 (Operácie na množinách). Nech A,B ⊆ X.

Na základe prinćıpu P5 je možné definovat’ známe základné operácie:

(a) Nech V(x) označuje výrokovú funkciu x ∈ B.

Potom A ∩B = {x ∈ A ∧ x ∈ B}.

(b) Nech V(x) označuje výrokovú funkciu x /∈ B.

Potom A \B = {x ∈ A ∧ x /∈ B}.

(c) Označme AC = X \ A.

Definujme d’alej indukciou pre A1, · · · , An ⊆ X,n ≥ 2

(a) karteziánsky súčin A1 × · · · × An = (A1 × · · · × An−1)× An = An.

Prvkom karteziánskeho súčinu A1×· · ·×An je usporiadaná n-tica [x1 · · ·xn],

kde xi ∈ Ai.

(b) prienik
⋂n
i=1Ai = (A1 ∩ · · · ∩ An−1) ∩ An

(c) zjednotenie
⋃n
i=1Ai = (A1 ∪ · · · ∪ An−1) ∪ An

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2].

1.2 Reálne č́ısla

Jedným zo základných pojmov matematiky je reálne č́ıslo. Ucelenú predstavu

o reálnych č́ıslach a ich vlastnostiach mali už staroveḱı grécki matematici.

Pytagoras a jeho žiaci dokonca vedeli, že d́lžka prepony pravouhlého troju-

holńıka, ktorého odvesny majú d́lžku jedna, nie je racionálne č́ıslo. Archimedes

formuloval tvrdenie dnes známe ako Archimedova vlastnost’. (Pre l’ubovol’né reálne

č́ıslo a existuje také prirodzené č́ıslo n, že plat́ı: n > a.) Takto vybudovaná teória

reálnych č́ısel vystačila matematikom do začiatku 19. storočia. Nezávisle na sebe

B. Bolzano a Auguste Louis Cauchy sformulovali prinćıp Každá bolzano-

cauchyovská postupnost’ reálnych č́ısel má limitu.

Po vybudovańı teórie množ́ın G. Cantorom matematici postupne vybudovali
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teóriu reálnych č́ısel, v rámci teórie množ́ın. Dôležitý matematický pojem - reálne

č́ıslo - bol zredukovaný na pojem množina.

Množinu všetkých reálnych č́ısel označme ṕısmenom R.

Č́ıslo a nazveme horné ohraničenie množiny X ⊆ R ak pre každé x ∈ X plat́ı

x ≤ a. Množina X ⊆ R je zhora ohraničená, ak existuje jej horné ohraničenie.

Horných ohraničeńı je nekonečne vel’a. Č́ıslo s sa nazýva supremum množiny X,

ak je najmenš́ım horným ohraničeńım. Ṕı̌seme s = sup X.

Množina reálnych č́ısel má tieto základné vlastnosti-axiómy reálnych č́ısel.

• (R,+,−, ·, 0, 1) je pole, kde 0 je neutrálny prvok operácie ”+”a 1 je ne-

utrálnym prvkom operácie ”·”,

• neexistuje x ∈ R také, že x < x,

• (tranzitivita) ak x, y, z ∈ R, x < y a y < z, tak x < z

• pre každé dve rôzne č́ısla x, y ∈ R plat́ı bud’ x < y alebo y < x,

• 0 < 1,

• ak x, y, z ∈ R, x < y, tak x+ z < y + z,

• ak x, y ∈ R, x > 0, y > 0, tak x.y > 0,

• každá neprázdna zhora ohraničená množina reálnych č́ısel má supremum.

Množina prirodzených č́ıselN je definovaná ako podmnožina množinyR splňujúca

nasledujúce vlastnosti:

0 ∈ N

x ∈ N⇒ x+ 1 ∈ N

(∀X ⊆ R)
(
0 ∈ X ∧ (x ∈ X ⇒ x+ 1 ∈ X)

)
⇒ N ⊆ X

Prvky množinyN nazývame prirodzené č́ısla.

Veta 1.5 (O matematickej indukcíı). Uvažujme výrokovú funkciu V(x) defino-

vanú pre každné x ∈ N a predpokladajme, že

12



• plat́ı V(0);

• ak plat́ı V(n), tak plat́ı V(n+ 1);

Potom V(n) plat́ı pre všetky n ∈ N.

Dôkaz. Nech X = {n ∈ N;V(n)}. Chceme ukázat’, že X = N. Zrejme X ⊆ N.

Podl’a predpokladu má množina X vlastnosti 0 ∈ X a (x ∈ X)⇒ (x+ 1 ∈ X). Z

defińıcie množiny N vyplýva, že N ⊆ X. Teda N = X. �

Pŕıklad 1.6. Dokážte využit́ım matematickej indukcie, že pre všetky n ∈ N plat́ı

1.2 + 2.3 + · · ·+ n(n+ 1) =
1

3
n(n+ 1)(n+ 2).

Riešenie:

a) Pre n = 0 tvrdenie triviálne plat́ı.

b) Predpokladajme platnost’ tvrdenia pre n, dokážeme, že tvrdenie plat́ı pre n+ 1.

[1.2 + 2.3 + · · ·+n(n+ 1)] + (n+ 1)(n+ 2) = 1
3
n(n+ 1)(n+ 2) + (n+ 1)(n+ 2) =

n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
3

= 1
3
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3).

Tým sme ukázali platnost’ tvrdenia pre všetky n ∈ N. �

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4].

1.3 Množinová algebra

V predchádzajúcej kapitole sme uviedli niektoré základné množinové operácie.

Uved’me niekol’ko vlastnost́ı týchto operácíı. Nech A,B,C ⊆ X

(a) A ∪B = B ∪ A A ∩B = B ∩ A
(b) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
(c) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
(d) A ∪ A = A A ∩ A = A
(e) A ∪ ∅ = A A ∩ ∅ = ∅
(f) A \ (

⋃n
i=0Ai) =

⋂n
i=0(A \ Ai) A \ (

⋂n
i=0Ai) =

⋃n
i=0(A \ Ai)

Rovnosti v prvom riadku vyjadrujú komutat́ıvnost’ operácíı zjednotenia a prie-

niku, druhý riadok obsahuje asociat́ıvne zákony, tret́ı distribut́ıvne zákony. Štvrtý
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riadok obsahuje zákony idempotencie, piaty vlastnost’ prázdnej množiny. Konečne

šiesty riadok obsahuje de Morganove pravidlá.

Predpokladajme d’alej , že F ⊆ X je nekonečná postupnost’ množ́ın a N je

množina prirodzených č́ısel, potom pre prienik a zjednotenie množ́ın z F použijeme

značenie
⋂
s Fs miesto

⋂∞
i=0 Fi a

⋃
s Fs miesto

⋃∞
i=0 Fi.

Potom plat́ı:

• (1)
⋂
s Fs ⊆ Ft ⊆

⋃
s Fs,∀t ∈ N

• (2) (
⋃
s Fs)

c =
⋂
s F

c
s , (

⋂
s Fs)

c =
⋃
s F

c
s , ∀s ∈ N

• (3) ((∀s ∈ N)(Fs ⊆ A))⇒ (
⋃
s Fs ⊆ A)

• (4) ((∀s ∈ N)(A ⊆ Fs))⇒ (A ⊆
⋂
s Fs)

Ako pŕıklad uvedieme dôkaz implikácie v tret’om riadku. Nech x ∈
⋃
s Fs.

Potom existuje s0 také, že x ∈ Fs0 . Na základe predpokladu plat́ı, že Fs0 ⊆ A.Teda

x ∈ A. Z toho vyplýva, že
⋃
s Fs ⊆ A. �

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4].

1.4 Relácie

Množina S sa nazýva n-árna relácia, ak existuje množina A taká, že S ⊆ An.

Zrejme každá podmnožina S karteziánskeho súčinu A1×· · ·×An je n-árna relácia.

Ak S ⊆ An, tak hovoŕıme, že S je n-árna relácia na množine A.

Poznámka 1.7. Pre n = 1 nazývame unárna relácia, pre n = 2 nazývame

binárna relácia, pre n = 3 nazývame ternárna relácia.

Pripomeňme niektoré vlastnosti binárnych relácíı.

Nech R je binárna relácia na množine A, t. j. R ⊆ A2. Budeme hovorit’, že R je

reflex́ıvna na A, ak pre každé x ∈ A plat́ı [x, x] ∈ R. Relácia R je symetrická,

ak pre každé x, y ∈ A také, že [x, y] ∈ R plat́ı aj [y, z] ∈ R. Relácia R je

antisymetrická, ak z podmienok [x, y] ∈ R, [y, x] ∈ R plynie x = y. Nakoniec, R

je tranzit́ıvna, ak z podmienok [x, y] ∈ R, [y, z] ∈ R vyplýva [x, z] ∈ R.
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Pŕıklad 1.8. Na množine I =< −1; 1 > môžeme definovat’ ternárnu reláciu

R = {[x, y, z] ∈ I3;x2 + y2 + z2 = 1}

Grafom takto definovanej relácie je sféra so stredom v [0, 0, 0] a polomerom r = 1.

Definujme d’alej inverznú reláciu. Ak R je binárna relácia na A, tak inverzná

relácia R−1 je definovaná rovnost’ou

R−1 = {[x, y] ∈ A2; [y, x] ∈ R}

Zrejme (R−1)−1 = R.

Ak R, S sú binárne relácie na množine A, tak ich kompoźıcia je definovaná pred-

pisom

R ◦ S = {[x, y] ∈ A2; (∃z)([x, z] ∈ R ∧ [z, y] ∈ S)}

Veta 1.9. Pre l’ubovol’né binárne relácie plat́ı asociat́ıvny zákon t. j.

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T ).

Dôkaz.

Nech a, d sú nejaké objekty. Postupne dostaneme :

[a, d] ∈ (R ◦ S) ◦ T ⇔

∃c
(
[a, c] ∈ R ◦ S ∧ [c, d] ∈ T

)
⇔

∃c
(
∃b
(
[a, b] ∈ R ∧ [b, c] ∈ S

)
∧ [c, d] ∈ T

)
⇔

∃b
(

[a, b] ∈ R ∧ ∃c
(
[b, c] ∈ S ∧ [c, d] ∈ T

))
⇔

∃b
(
[a, b] ∈ R ∧ [b, d] ∈ S ◦ T

)
⇔ [a, d] ∈ R ◦ (S ◦ T ). �

Ďaľśım dôležitým typom binárnej relácie je ekvivalencia. Povieme, že relácia

E na množine A je ekvivalencia, ak je reflex́ıvna na množine A, symetrická a

tranzit́ıvna.

Relácia ekvivalencie jednoznačne určuje rozklad (faktormnožinu) množiny A na

triedy ekvivalencie. Množina R ⊆ P (A) sa nazýva rozklad množiny A ak plat́ı:

∅ ∈ R,

15



(X1, X2 ∈ R,X1 6= X2)⇒ (X1 ∩X2 = ∅),

∀x ∈ A ∃X ∈ R;x ∈ X.

Triedy ekvivalencie sú podmnožiny množiny A, pričom každá trieda ekvivalencie

obsahuje práve všetky také prvky z množiny A, že každé dva sú navzájom ekvi-

valentné v zmysle danej relácie.

Triedu ekvivalencie, do ktorej patŕı práve nejaký prvok a ∈ A znač́ıme [a]E. Je

zrejmé, že tento prvok a ∈ [a]E je ekvivalentný s každým iným prvkom náležiacim

do [a]E.

Rozklad množiny A podl’a ekvivalencie E je nasledujúca množina:

A/R = {[a]E; a ∈ A}.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4], [7], [8].

1.5 Zobrazenia

Defińıcia 1.10. Nech A,B sú množiny, f je podmnožina A× B. Množina f sa

nazýva zobrazenie, ak pre každé x ∈ A, y1, y2 ∈ B také,̌ze [x, y1] ∈ f , [x, y2] ∈ f

plat́ı y1 = y2. Množina

D(f) = {x ∈ A; (∃y)[x, y] ∈ f}

sa nazýva obor defińıcie zobrazenia f a množina

H(f) = {y ∈ B; (∃x)[x, y] ∈ f}

sa nazýva obor hodnôt zobrazenia f .

Ak x ∈ D(f), potom existuje jediné y také, že [x, y] ∈ f . Toto y označujeme f(x)

a nazývame hodnota zobrazenia f v bode x.

Skutočnost’, že f je zobrazenie, D(f) = A, H(f) = B budeme zapisovat’

f : A→ B
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a č́ıtat’ f je zobrazenie z množiny A do množiny B. Dve zobrazenia f, g : A→ B

sa rovnajú, ak pre všetky x ∈ A plat́ı f(x) = g(x).

Počet prvkov množiny X budeme označovat’ #X. Pre prázdnu množinu kladieme

#∅ = 0. Pre l’ubovol’né konečné množiny platia nasledujúce vzt’ahy

#(A ∪B) = #A+ #B −#(A ∩B)

#(A×B) = #A.#B

Z poslednej rovnosti je zrejmé, že

#(Xn) = (#X)n

Množinu všetkých zobrazeńı z množiny A do množiny B budeme označovat’ BA

teda

BA = {f ; f : A→ B}

Zobrazenie f : A→ A sa nazýva transformácia množiny A alebo tiež unárna

operácia na množine A

Veta 1.11. Nech A je množina. Potom zobrazenie označované

idA = {[x, x];x ∈ A}

nazývame identické zobrazenie množiny A.

Pŕıklad 1.12. Overte, že pre f : A→ B plat́ı idA ◦ f = f ◦ idB = f .

Riešenie: nech [x, y] ∈ idA ◦ f ⇔ (∃z)([x, z] ∈ idA ∧ [z, y] ∈ f).Ale podmienka

[x, z] ∈ idA znamená, že x = z, preto [x, y] ∈ f. Teda plat́ı [x, y] ∈ idA ◦ f ⇔

[x, y] ∈ f . Teda idA = f. Zvyšná čast’ tvrdenia sa dokáže obdobne. �

Veta 1.13. Ak f : A → B, tak zobrazenie g : B → A nazývame inverzné

zobrazenie k zobrazeniu f , ak plat́ı:

f ◦ g = idA,

g ◦ f = idB.
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Zobrazenie f : A → B sa nazýva prosté alebo tiež injekt́ıvne či injekcia,

ak rôznym prvkom x1, x2 ∈ A prirad’uje rôzne prvky f(x1), f(x2) ∈ B, t.j. ak

plat́ı

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)).

Čo možno ekvivalentne vyjadrit’ pomocou obmeny implikácie v tvare

(∀x1, x2 ∈ A)(f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2).

Zobrazenie f : A→ B sa nazýva zobrazenie na množinu Y alebo tiež surjekcia,

ak každý prvok množiny B sa zobraźı na nejaký prvok množiny A. t.j. ak plat́ı

(∀y ∈ B)(∃x ∈ A)(y = f(x)).

Hovoŕıme, že f : A → B je prosté zobrazenie A na B alebo tiež bijekt́ıvne

zobrazenie či bijekcia, ak f je zároveň prosté a na, t.j. injekt́ıvne a surjekt́ıvne,

čo možno vyjadrit’ podmienkou:

(∀y ∈ B)(∃!x ∈ A)(y = f(x)).

Obr. 1: Surjekcia, injekcia a bijekcia.

Veta 1.14. Ak f, g sú zobrazenia, tak kompoźıcia f ◦ g je zobrazenie. Obor de-

fińıcie f ◦ g je množina:

D(f ◦ g) = {x ∈ D(f); f(x) ∈ D(g)}.

Pre x ∈ D(f ◦ g) plat́ı

(f ◦ g)(x) = g(f(x)).
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Dôkaz. Ukážeme, že f ◦ g je zobrazenie. Nech [x, y1], [x, y2] ∈ f ◦ g. Chceme

ukázat’, že y1 = y2. Podl’a defińıcie kompoźıcie relácíı existujú z1, z2 také, že

[x, z1] ∈ f, [z1, y1] ∈ g a [x, z2] ∈ f, [z2, y2] ∈ g. Ked’že f je zobrazenie, tak

z1 = z2. Z toho, že g je zobrazenie plat́ı y1 = y2. Pre obor defińıcie f ◦ g platia

ekvivalencie

x ∈ D(f ◦ g)⇔ (∃y)([x, y]) ∈ f ◦ g)⇔ (∃y)(∃z)([x, z] ∈ f ∧ [z, y] ∈ g).

x ∈ D(f)⇔ (∃z)([x, z] ∈ f)

a ked’že pre x ∈ D(f) je také z jediné a to f(x), tak máme

x ∈ D(f ◦ g)⇔
(
x ∈ D(f) ∧ f(x) ∈ D(g)

)
.

Podobne: f(x) ◦ g(x) = y ⇔ [x, y] ∈ f ◦ g ⇔ (∃z)(f(x) = z ∧ g(z) = y) ⇔ y =

g(f(x)). �

Dôsledok 1.15. Ak f : A→ B, g : B → C, takf ◦ g : A→ C.

Pŕıklad 1.16. Nech

f = {[x, y] ∈ R2; 2y = x(xy + 1)}

g = {[x, y] ∈ R2; ey = x}

Potom D(f) = R \ {−
√

2;
√

2}, D(g) = (0,∞) Pre x ∈ D(f ◦ g) plat́ı

(f ◦ g)(x) = g(f(x)) = ln
( x

2− x2
)

D(f ◦ g) = {x ∈ R \ {−
√

2;
√

2}; x

2− x2
>0} = (−∞,−

√
2) ∪ (0,

√
2).

Veta 1.17. Nech f je zobrazenie množiny A do množiny B. Potom sú nasledujúce

podmienky ekvivalentné:

a) existuje zobrazenie g : B → A inverzné k zobrazeniu f;

b) f je prosté zobrazenie na množinu B;
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c) relácia f−1 je zobrazenie s oborom defińıcie B

Dôkaz. Najprv dokážeme a) ⇒ b). Nech plat́ı a), t.j. existuje zobrazenie

g : B → A inverzné k zobrazeniu f . Nech x1, x2 ∈ A, x1 6= x2. Označme

y1 = f(x1), y2 = f(x2). Podl’a vety 1.13 je g(y1) = x1, g(y2) = x2. Ked’že g

je zobrazenie, tak y1 6= y2. Odtial’ vyplýva, že f je prosté. Nech teraz y ∈ B.

Potom opät’ podl’a vety 1.13 plat́ı f(g(y)) = y, t.j. existuje x = g(y) ∈ A také, že

f(x) = y.Takže f je zobrazenie na množinu B.

Dokážeme implikáciu b) ⇒ c).Nech plat́ı b). Ak [x, y1] ∈ f, [x, y2] ∈ f , tak

[y1, x] ∈ f−1, [y2, x] ∈ f−1. Ked’že f je prosté, tak y1 = y2. To ale znamená,

že f−1 je zobrazenie. Zrejme D(f−1) = H(f) = B.

Ostáva nám ukázat’ tretiu implikáciu. Nech plat́ı c). Potom f−1 : B → A a stač́ı

ukázat’, že f ◦ f−1 = idA a f−1 ◦ f = idB. Ak x ∈ A a y = f(x), tak [x, y] ∈ f

a [y, x] ∈ f−1. Teda f−1(y) = x a (f ◦ f−1)(x) = x. Podobne pre y ∈ B je

f−1 ◦ f(y) = y. �

Veta 1.18. Nech f : A → B, g : B → C. Ak existujú inverzné zobrazenia k

zobrazeniam f, g tak existuje aj inverzné zobrazenie k zobrazeniu f ◦ g a plat́ı:

(f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

Dôkaz. Označme L = (f ◦ g)−1 a P = g−1 ◦ f−1, Nech c ∈ C, a ∈ A. Dvojica

[c, a] patŕı do L práve vtedy, ked’ dvojica [a,c] patŕı do f ◦ g. To je ekvivalentné s

tým, že ∃b ∈ B také, že [a, b] ∈ f∧[b, c] ∈ g s vlastnost’ami [c, b] ∈ g−1, [b, a] ∈ f−1.

To je ale ekvivalentné s podmienkami [c, a] ∈ g−1 ◦ f−1 = P. Tým je dokázaná

rovnost’ L = P. �

Defińıcia 1.19. Ak f : A → B je zobrazenie a C ⊆ A, tak zobrazenie f |C :

C → B definované predpisom f |C = f(x) pre všetky x ∈ C, nazývame zúženie

(reštrikcia) zobrazenia f na množinu C. Množinovo môžeme defińıciu zúženia

zobrazenia zaṕısat’ ako

f |C = f ∩ (C ×B).
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Pŕıklad 1.20. Nech f je zobrazenie definované predpisom: ∀n ∈ N \ {0}; f(n) =

1
n2 , potom f = {[1, 1], [2, 1

4
], [3, 1

9
], [4, 1

16
] · · · }.

Reštrikcia f na množinu C = {1, 2, 3} je trojprvková množina f |C = f∩(C×B) =

f ∩ ({1, 2, 3} × { 1
n2 , n ∈ N \ {0}}) = {[1, 1], [2, 1

4
], [3, 1

9
]}.

Defińıcia 1.21. Nech f : X → Y je zobrazenie a A ⊆ X,B ⊆ Y . Potom

množinu f(A) = {f(a); a ∈ A} nazveme obraz množiny A v zobrazeńı f a

množinu f−1(B) = {a; f(a) ∈ B} nazývame vzor množiny B v zobrazeńı f .

Uved’me niektoré základné vlastnosti vzoru a obrazu množ́ın. Nech F je

množina množ́ın, t.j. pre každé A ∈ F plat́ı, že A je množina. Definujme zjedno-

tenie množiny množ́ın
⋃
F takto:

x ∈
⋃
F ⇔ (∃A)(x ∈ A ∧ A ∈ F).

Platia nasledujúce rovnosti: ⋃
{A,B} = A ∪B,

⋃
F =

⋃
A∈F

idF(A).

Veta 1.22. Nech T 6= ∅ je množina, f : A → B a F,G sú systémy množ́ın s

indexmi v množine T také, že Ft ⊆ A a Gt ⊆ B pre každé t ∈ T. Nech X, Y ⊆ A.

Potom plat́ı:

a) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y ),

b) f(
⋃
t∈T Ft) =

⋃
t∈T f(Ft),

c) f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y ), ak je f navyše injekt́ıvne, tak f(X ∩ Y ) =

f(X) ∩ f(Y )

d) f(
⋂
t∈T Ft) ⊆

⋂
t∈T f(Ft), ak je f navyše injekt́ıvne, tak f(

⋂
t∈T Ft) =

⋂
t∈T f(Ft),

e) f−1(
⋃
t∈T Gt) =

⋃
t∈T f

−1(Gt),
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f) f−1(
⋂
t∈T Gt) =

⋂
t∈T f

−1(Gt).

Dôkaz. Ako pŕıklad uvedieme dôkaz tvrdenia c) a f). Ak x ∈ f(X ∩ Y ),

znamená to, že x = f(c), c ∈ X ∩ Y. Potom ale c ∈ X ∧ c ∈ Y. Z toho

plynie, že x = f(c) súčasne patŕı do f(X) a f(Y ), teda patŕı aj do prieniku

f(X) ∩ f(Y ). Ukázali sme, že ak x ∈ f(X ∩ Y ) ⇒ x ∈ f(X) ∩ f(Y ) teda

f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y ).

Predpokladajme navyše, že f je injekt́ıvne zobrazenie. Ak x ∈ f(X) ∩ f(Y ),

tak x = f(a) pre nejaké a ∈ X ∧ x = f(b) pre nejaké b ∈ B. Z rovnosti

x = f(a) = f(b) dostávame na základe injekt́ıvnosti a = b. Teda prvok a patŕı

do X ∩ Y a x = f(a) je prvkom množiny f(X ∩ Y ). Tým sme dokázali opačnú

inklúziu, čo dohromady dáva rovnost’.

Nech d’alej x ∈ f−1(
⋂
t∈T Gt) ⇔ f(x) ∈

⋂
t∈T Gt. To je ekvivalentné s pod-

mienkou (∀t ∈ T )(f(x) ∈ Gt). Túto podmienku môžeme d’alej ekvivalentne

preṕısat’ ako (∀t ∈ T )(x ∈ f−1(Gt)) a tiež x ∈
⋂
t∈T f

−1(Gt). Teda podmienky

x ∈ f−1(
⋂
t∈T Gt) a x ∈

⋂
t∈T f

−1(Gt) sú ekvivalentné. �

Veta 1.23. Nech A,B sú množiny, potom zobrazenia p1 : A × B → A, p2 :

A×B → B, dané predpisom

p1([a, b]) = a

p2([a, b]) = b

pre [a, b] ∈ A × B, budeme nazývat’ projekcie z karteziánskeho súčinu A × B na

množiny A a B.

Defińıcia 1.24. Nech T ⊆ R a pre každé s ∈ T je As množina. Potom kar-

teziánsky súčin systému množ́ın As, s ∈ T definujeme ako množinu všetkých zob-

razeńı z T do
⋃
s∈T As takých, že obraz prvku s patŕı do As.

Označujeme ho
∏

s∈T As.∏
s∈T

As = {f ; f : T →
⋃
s∈T

As; f(s) ∈ As}.

Pre každé s ∈ T definujeme zobrazenie ps :
∏

s∈T As → As, ktoré nazývame s-tá

projekcia karteziánskeho súčinu
∏

s∈T As na množinu As.
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Pŕıklad 1.25. Nech T = {0, 1, 2}. V akom vzt’ahu je karteziánsky súčin
∏

s∈T As

a karteziánsky súčin množ́ın A0, A1, A2? Je zrejmé, že sa nerovnajú, ale sa len

málo ĺı̌sia. Prvky súčinu
∏

s∈T As sú zobrazenia f také, že f(0) ∈ A0, f(1) ∈

A1, f(2) ∈ A2. Takéto zobrazenie nám dáva tú istú informáciu ako usporiadaná

trojica [f(0), f(1), f(2)], ktorá je prvkom A0 × A1 × A2.

Naopak každej usporiadanej trojici [x, y, z] ∈ A0 × A1 × A2 odpovedá jediný pr-

vok f ∈
∏

s∈T As, kde je zobrazenie f definované predpisom f(0) = x, f(1) =

y, f(2) = z.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4], [5].
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2 Mohutnosti množ́ın

2.1 Vzt’ahy medzi mohutnost’ami množ́ın

Pri niektorých množinách je možné určit’ ich počet prvkov. V predchádzajúcej

kapitole sme počet prvkov nejakej množiny A označovali #A, kde sme predpokla-

dali, že A je konečná, t.j. má konečný počet prvkov. K takýmto množinám patŕı

napr. počet obyvatel’ov Žiliny, počet obyvatel’ov Zeme, počet všetkých atómov v

galaxii. Každá z týchto množ́ın obsahuje konečný, aj ked’ možno pre nás neznámy

alebo nepredstavitel’ný počet prvkov. Naproti tomu existujú nekonečné množiny,

ako napr. množina prirodzených č́ısel, množina reálnych č́ısel, alebo taktiež in-

terval. Ak potrebujeme porovnat’ dve konečné množiny, môžeme porovnávat’ ich

počet prvkov a na základe toho posúdit’, v akom vzt’ahu sú dané množiny. Ako

je to však s nekonečnými množinami? Má zmysel pýtat’ sa, či je viac prirodze-

ných, celých alebo reálnych č́ısel? B. Bolzano a G. Cantor pri štúdiu nekonečna

začali hned’ porovnávańım rôznych nekonečien. Museli abstrahovat’ od určitého

zat’aženia mysle, ktoré je spôsobené znalost’ou toho, čo l’udstvo už vie. Museli sa

zbavit’ idey, že počet prvkov množiny je č́ıslo, začat’ s porovnávańım počtu prvkov

dvoch množ́ın a na základe toho sa pokúsit’ určit’ v akom vzt’ahu sú.

Uvažujme nasledujúci pŕıklad. Učitel’ telesnej výchovy sa snaž́ı rozdelit’ žiakov

do dvoch skuṕın tak, že nechá žiakov rozpoč́ıtat’ sa na prvého a druhého. Jednu

skupinu tvoria prv́ı, druhú skupinu druh́ı. Ak ich bol párny počet, tak obidve

skupiny majú rovnaký počet žiakov, i ked’ nevieme, aký je počet žiakov v každej

skupine. V matematickom zmysle by sme mohli povedat’, že dve množiny majú

rovnaký počet prvkov (aj ked’ pre nás môže byt’ neznámy), ak existuje bijekcia

medzi danými množinami.

Čo to vlastne znamená, ked’ povieme, že počet obyvatel’ov Žiliny je 83 684 ? Je

to to isté ako to, že ich je rovnako vel’a ako č́ısel 1, 2, · · · , 83684 alebo ako č́ısel

(prirodzených) menš́ıch ako 83 684. Takže ked’ vieme, že nejaká množina má

n prvkov, n ∈ N, tak vieme len to, že má rovnaký počet prvkov ako množina

{1, 2, · · · , n} alebo množina {k ∈ N : k<n}. V súlade s už uvedeným definujme
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nový pojem.

Defińıcia 2.1. Povieme, že množiny A,B majú rovnaký počet prvkov alebo rov-

nakú mohutnost’ či rovnakú kardinalitu, ak existuje prosté zobrazenie množiny A

na množinu B. Zapisujeme |A| = |B|. Negáciu výroku |A| = |B| budeme zapisovat’

|A| 6= |B|.

Pre kvantifikovanie vel’kosti nekonečných množ́ın slúžia kardinálne č́ısla.

Pojem mohutnost’ sa potom použ́ıva ako synonymum k pojmu kardinalita, oba

pojmy značia kardinálne č́ıslo vyjadrujúce vel’kost’ pŕıslušnej množiny.

Pŕıklad 2.2.

a) Nech je daná množina X pre n∈ N, n konečné

X = {[1, n+1]; [1, n+2]; · · · ; [1; 2n]; [2, n+1]; [2, n+2]; · · · ; [2, 2n]; · · · ; [n, 2n]}.

Nájdite množiny X1, X2, ktoré majú rovnakú mohutnost’ také, že X1×X2 =

X.

Riešenie: definujme projekcie

p1 : X1 ×X2 → X1

p2 : X1 ×X2 → X2

p1 a p2 sú zobrazenia, kde D(p1) = D(p2) = X, a teda H(p1) = X1 a

H(p2) = X2. Potom množiny H(p1) a H(p2) majú rovnakú mohutnost’,

pretože existuje prosté zobrazenie f : H(p1)→ H(p2), f = {[1, n+1]; [2, n+

2] · · · ; [n, 2n]}. X1 = {1, 2, ..., n}, X2 = {n+ 1, n+ 2, ..., n}.

b) Nech a<b<c<d ; a, b, c, d ∈ R. Ukážme, že intervaly < a, b >,< c, d > majú

rovnakú mohutnost’, t.j. je nutné nájst’ prosté zobrazenie f :< a, b >→<

c, d > . Najjednoduchšie je položit’ f(x) = η1x+ η2 a dopoč́ıtat’ η1, η2, (η1 =

c−d
a−b ; η2 = c− a(c−d)

a−b ). Je zrejmé, že takto definované zobrazenie je prosté.

c) Zobrazenie h(n) = 2n;n ∈ N je prosté a zobrazuje množinu N na množinu

2N.
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d) Uvažujme množinu R2 ∪ {∞} a tzv. Riemannovu sféru. Jedná sa o sféru,

ktorá sa južným pólom dotýka počiatku súradnicového systému [0, 0, 0]. Kto-

rémukol’vek bodu z roviny R2 ∪ {∞} možno priradit’ bod na Riemannovej

sfére preložeńım priamky medzi bodom [x, y, 0] ∈ R3 a severným pólom tejto

sféry. Bod, v ktorom sa táto priamka pretne so sférou, je bod Riemannovej

sféry, odpovedajúci bodu roviny R2 ∪ {∞}. Severný pól Riemannovej sféry

odpovedá nekonečnu, čo je v súlade s prirodzenou geometrickou predstavou.

Jedná sa o bijekt́ıvne zobrazenie, ktoré sa nazýva stereografická projek-

cia. Teda množina R2 a Riemannova sféra majú rovnaké mohutnosti.

Veta 2.3.

a) Pre každú množinu A plat́ı |A| = |A|.

b) Ak |A| = |B|, tak |B| = |A|.

c) Ak |A| = |B| a |B| = |C|, tak |A| = |C|.

Dôkaz.

a) Zobrazenie idA je bijekt́ıvne.

b) Ak |A| = |B|, tak existuje prosté zobrazenie f množiny A na množinu B.

Podl’a vety 1.17 je f−1 prostým zobrazeńım množiny B na množinu A. Teda

|B| = |A|.

c) Tvrdenie plynie z faktu, že kompoźıcia dvoch bijekt́ıvnych zobrazeńı je opät’

bijekt́ıvne zobrazenie. �

Pŕıklad 2.4. Uvažujme reštrikciu funkcie tangens na interval (−π
2
, π
2
). Takto

definovaná reštrikcia je prosté zobrazenie intervalu (−π
2
, π
2
) na množinu reálnych

č́ısel , teda |(−π
2
, π
2
)| = |R|. Inverzným zobrazeńım ku funkcii tangens je funk-

cia arkustangens, ktorá je zrejme prostým zobrazeńım množiny reálnych č́ısel na

interval (−π
2
, π
2
), teda |R| = |(−π

2
, π
2
)|. Situáciu ilustruje obr. 2.
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Obr. 2: Funkcia y = arctg(x).

Defińıcia 2.5. Povieme, že množina A má mohutnost’ menšiu alebo rovnú ako

množina B, označujeme |A| ≤ |B|, ak existuje prosté zobrazenie množiny A do

množiny B, t.j. ak existuje injekcia z A do B. Ak navyše plat́ı |A| ≤ |B| ∧ |A| 6=

|B|, tak povieme, že množina A má mohutnost’ menšiu ako množina B.

Veta 2.6.

a) |A| ≤ |A|.

b) Ak |A| ≤ |B| a |B| ≤ |C|, tak |A| ≤ |C|.

c) |A| = |B| ⇒ |A| ≤ |B|.

Dôkaz.

a) Zobrazenie idA je injekt́ıvne.

b) Kompoźıcia dvoch injekcíı je opät’ injekcia.

c) Ak je zobrazenie bijekt́ıvne, tak je injekt́ıvne. �

Pŕıklad 2.7.

a) Interval (0, 1) má mohutnost’ menšiu alebo rovnakú ako interval < 0, 1 >,

pretože id(0,1) je prosté zobrazenie intervalu (0, 1) do < 0, 1 > .
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b) Nech A = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 < 1}, B = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≤ 1}.

Množina A má mohutnost’ menšiu alebo rovnakú ako množina B, pretože

id{[x,y]∈R;x2+y2<1} je prosté zobrazenie množiny A do množiny B.

c) Množina {0} má mohutnost’ menšiu alebo rovnakú ako množina < 0, 1 > .

Zrejme existuje prosté zobrazenie {0} do < 0, 1 > .

d) Nech A = [0, 0], B = {[x, y] ∈ R;x2 + y2 ≤ 1}, zrejme |A| < |B|.

Dokážeme vel’mi dôležitú vetu, jeden zo základných výsledkov v oblasti teórie

množ́ın, ktorá ukazuje platnost’ antisymetrie pre porovnávanie množ́ın.

Veta 2.8 (Cantorova-Bernsteinova-Schröderova veta). Ak |A| ≤ |B| a |B| ≤ |A|,

tak |A| = |B|. Čo sa dá ekvivalentne formulovat’:

Ak existuje injekcia f : A → B a injekcia g : B → A, tak existuje bijekcia

f : A→ B.

Táto veta sa často využ́ıva v dôkazoch rôznych tvrdeńı, pretože mnohokrát

je technicky menej náročné zostrojit’ injekcie oboma smermi, ako priamo hl’adat’

bijekciu medzi danými množinami. Existuje viacero dôkazov daného tvrdenia,

kde je myšlienka obdobná. Ukážeme jeden z nich.

Dôkaz. Nech f : A→ B, g : B → A. Definujme zobrazenie F : P (A)→ P (A)

predpisom:

F (X) = A \ g(B \ f(X))

Ďalej indukciou definujme množiny Xn, n ∈ N následovne:

X0 = ∅, Xn+1 = F (Xn)

a položme Y :=
⋃∞
n=1Xn.

Potom plat́ı:

F (Y ) = F (
⋃∞
n=1Xn) = A \ g(B \ f(

⋃∞
n=1Xn)) = A \ g(

⋂∞
n=1B \ f(Xn)) =⋃∞

n=1(A \ g(B \ f(Xn))) =
⋃∞
n=1 F (Xn) = Y. Teda sme ukázali, že F (Y ) = Y (Y

je pevným bodom zobrazenia F ).

Kde sme využili vetu 1.22, fakt, že f, g sú injekcie a tiež opakovane de Morganove
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pravidlá.

Ďalej je zrejmé, že platia ekvivalencie:

F (Y ) = Y ⇔ Y = A \ g(B \ f(Y )) ⇔ A \ Y = g(B \ f(Y )). Definujme teraz

zobrazenie h : A→ B nasledovne:

h(x) =

{
f(x), x ∈ Y
b, b ∈ B, g(b) = x, x /∈ Y

Obr. 3: Ilustrácia k dôkazu Cantor-Bernsteinovej-Schröderovej vety.

Tento predpis skutočne definuje zobrazenie, každý prvok z množiny A bud’

patŕı do Y alebo do A \ Y, čiže sa použije práve jedna z uvedených vetiev. Ak

x ∈ A\Y, tak existuje y ∈ B s vlastnost’ou g(b) = x, pretože A\Y = g(B\f(Y )).

Súčasne z injekt́ıvnosti g existuje jediné také b.

Ukážme d’alej, že toto zobrazenie je bijekt́ıvne. Overme najprv injekt́ıvnost’. Nech

plat́ı h(x1) = h(x2). Rozanalyzujme všetky možnosti, ktoré môžu nastat’:

a) Oba prvky sú z množiny Y , t.j. x1, x2 ∈ Y. Potom ak h(x1) = h(x2), tak

f(x1) = f(x2) a z injekt́ıvnosti f dostaneme x1 = x2.

b) Jeden z týchto prvkov je z Y a druhý je z A \ Y. Ak h(x1) = h(x2), tak máme

g(f(x1)) = x2. Potom x2 ∈ g(f(Y )) a súčasne x2 ∈ A \ Y = g(B \ f(Y )), z toho

dostávame x2 ∈ g(f(Y ))∩ g(B \ f(Y )) = g(f(Y )∩ (B \ f(Y ))) = g(∅) = ∅, čo je

spor.

c) Oba prvky sú v A \ Y, t.j. x1, x2 ∈ A \ Y. Potom z h(x1) = h(x2) = b vyplýva
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g(b) = x1 = x2.

Ešte ostáva overit’ surjekt́ıvnost’:

Ak b ∈ B, tak môžu nastat’ dva pŕıpady. Bud’ b ∈ f(Y ), a potom b = f(c) pre

nejaké c ∈ Y, čo znamená, že b = h(c). Ak b ∈ B \ f(Y ), tak g(b) ∈ A \ Y =

g(B \ f(Y )), čo podl’a defińıcie zobrazenia h znamená, že b = h(g(b)). �

Dôsledok 2.9.

a) a ≤ a

b) a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b

c) a ≤ b ∧ b ≤ c⇒ a ≤ c.

Kde a, b, c sú kardinálne č́ısla.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4], [11].

2.2 Defińıcia konečnosti

V tejto kapitole definujeme pojem konečnej množiny a preskúmame niekto-

ré jej základné vlastnosti. Ukážeme rôzne formulácie pojmu konečná množina.

Množinu prirodzených č́ısel sme definovali ako najmenšiu podmnožinu množiny

reálnych č́ısel, ktorá sṕlňa určité vlastnosti. Množinu prirodzených č́ısel pokladáme

za najmenšiu ”nekonečnú”množinu. Využijeme to k defińıcii konečnej množiny a

uvid́ıme, že táto predstava je správna.

Veta 2.10. Množina A sa nazýva konečná, ak |A| < |N|. Množina sa nazýva

nekonečná, ak nie je konečná.

Pŕıklad 2.11. Množiny ∅, {∅}, {1, 2} sú konečné množiny. Množiny N,Z,Q,R,C,

sú nekonečné.

Veta 2.12. Množina A sa nazýva konečná, ak existuje prirodzené č́ıslo n také,

že |A| = n.
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Veta 2.13 (Dedekindova defińıcia konečnosti). Ak X je konečná množina, A ⊆

X,A 6= X, tak |A| ≤ |X|.

Dôkaz. Dôkaz povedieme sporom. Nech existuje množina A ⊆ X,A 6= X taká,

že |A| ≥ |X|. Ked’že |A| ≤ |X|, tak muśı platit’ |A| = |X|. Podl’a vety 2.11 existuje

n ∈ N také, že |X| = n. Množina X \ A je neprázdna. Nech x ∈ X \ A, potom

A ∪ {x} ⊆ X. Z toho, že |A| = |X| = n však plynie, že |A ∪ {x}| = n + 1, čo je

spor. �

Čiastočne usporiadaná množina je definovaná ako dvojica (A,≤), kde A je

množina a ” ≤ ” je na nej definovaná binárna relácia, ktorá je reflex́ıvna, antisy-

metrická a tranzit́ıvna. Táto relácia sa nazýva usporiadanie.

Veta 2.14 (Tarského defińıcia konečnosti). Nech A je čiastočne usporiadaná

množina, budeme hovorit’, že množina A je konečná podl’a Tarského, ak každá

neprázdna podmnožina množiny P (A) obsahuje svoj maximálny prvok.

Veta 2.15. Nech A je množina. Potom sú nasledujúce podmienky ekvivalentné.

a) |A| < |N |.

b) V každej neprázdnej čiastočne usporiadanej množine (X,≤), |X| ≤ |P (A)|

existuje maximálny prvok.

c) Množina A je konečná podl’a Tarského.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [12].

2.3 Operácie nad mohutnost’ami množ́ın

Základné operácie s kardinálnymi č́ıslami ktoré zavedieme sú súčet, súčin a

umocňovanie kardinálnych č́ısel.

Defińıcia 2.16. Nech a, b sú kardinálne č́ısla a nech A,B sú množiny také, že

|A| = a, |B| = b. Potom plat́ı:
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a) Ak A,B sú disjunktné, potom súčet kardinálnych č́ısel a a b je kardinálne

č́ıslo množiny A ∪B, t.j.

a+ b = |A ∪B|

.

b) Súčin kardinálnych č́ısel a a b je kardinálne č́ıslo množiny |A×B|, t.j.

a.b = |A×B|.

c) Kardinálne č́ıslo a umocnené na kardinálne č́ıslo b je kardinalita množiny

všetkých zobrazeńı z B do A. T.j.

ab = |AB|, kde AB={f ; f je zobrazenie z B do A}.

V prvej časti defińıcie požadujeme, aby boli množiny A,B disjunktné. Ak sme

už našli množiny A,B sṕlňajúce |A| = a; |B| = b, ktoré nie sú disjunktné, tak

namiesto nich môžeme použit’ napr. A × {∅};B × {{∅}}. Tieto množiny majú

rovnakú kardinalitu a určite sú disjunktné.

Spôsob, akým sme zaviedli operácie na kardinálnych č́ıslach je pomerne pri-

rodzený-pre konečné množiny funguje tak, ako obvyklé sč́ıtanie, násobenie a

umocňovanie. L’ahko si uvedomı́me, že ak mámem-prvkovú a n- prvkovú množinu,

ktoré sú disjunktné, tak ich zjednotenie má m + n prvkov. Takisto karteziánsky

súčin m-prvkovej a n-prvkovej množiny má m.n prvkov a zobrazeńı z n- prvkovej

množiny do m- prvkovej množiny je mn.(Pre každý prvok z n prvkov máme práve

m možnost́ı jeho obrazu.)

Kardinálne č́ıslo množiny prirodzených č́ısel budeme označovat’ ℵ0, a č́ıtame ”álef

nula.”Znak ℵ0 je prvé ṕısmeno hebrejskej abecedy.

Veta 2.17. Nech X je l’ubovol’ná množina. Potom plat́ı:

|P (X)| = 2|X|.

Dôkaz. Na dôkaz treba nájst’ bijekciu medzi množinami {0, 1}X a P (X). De-

finujme zobrazenie f : P (X)→ {0, 1}X , g : {0, 1}X → P (X) nasledovne:
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f(A) = χA, pre A ⊆ X

g(h)={x ∈ X;h(x) = 1}, pre h : X → {0, 1}.

Kde χA(x) = 1 pre x ∈ A ; χA(x) = 0 pre x 6= A. Plat́ı g(f(A)) = {x ∈ X;χA =

1} = A; f(g(h)) = χ{x∈X;h(x)=1} = h. Ked’že ku f existuje inverzné zobrazenie, je

to bijekcia. �

Nech |A| = a, |B| = b, |C| = c. Pre násobenie a sč́ıtanie kardinálnych č́ısel platia

zákony aritmetiky, sč́ıtanie je komutat́ıvne

a+ b = b+ a,

asociat́ıvne

(a+ b) + c = a+ (b+ c),

násobenie je komutat́ıvne

a.b = b.a

asociat́ıvne

(a.b).c = a.(b.c)

a plat́ı distribut́ıvny zákon

a.(b+ c) = (a.b) + (a.c).

Pre umocňovanie kardinálnych č́ısel platia tiež zákony podobné aritmetickým:

ab+c = ab.ac

(a.b)c = ac.bc

(ab)c = ab.c.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2].
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2.4 Spoč́ıtatel’né a nespoč́ıtatel’né množiny

V tomto článku preskúmame základnú klasifikáciu nekonečných množ́ın. Pre-

skúmame vlastnosti množ́ın, ktoré sa dajú prosto zobrazit’ do množiny prirod-

zených č́ısel. Oboznámime sa s pojmami ako sú spoč́ıtatel’ná a nespoč́ıtatel’ná

množina. Pojem spoč́ıtatel’nej množiny možno zjednodušene pribĺıžit’ tak, že jej

prvky dokážeme spoč́ıtat’. Spoč́ıtańım tu rozumieme, že dokážeme jej prvky po-

stupne oč́ıslovat’ prirodzenými č́ıslami, pritom je jedno, či použijeme konečný

alebo nekonečný počet prirodzených č́ısel. Naproti spoč́ıtatel’ným množinám stoja

množiny nespoč́ıtatel’né. Opät’ by sme zjednodušene mohli tvrdit’, že určitá množina

je nespočitatel’ná, ak nie sme schopńı jej prvky postupne oč́ıslovat’ prirodzenými

č́ıslami.

Defińıcia 2.18. Množina A sa nazýva spoč́ıtatel’ná, ak |A| ≤ |N|, t.j. ak existuje

prosté zobrazenie množiny A do množiny prirodzených č́ısel. Množina, ktorá nie

je spoč́ıtatel’ná, sa nazýva nespoč́ıtatel’ná.

Z defińıcie vyplýva, že každá konečná množina je spoč́ıtatel’ná. Množina pri-

rodzených č́ısel je spoč́ıtatel’ná, ale nie je konečná. Ked’že je mohutnost’ každej

podmnožiny množiny prirodzených č́ısel menšia alebo rovná mohutnosti prirod-

zených č́ısel plat́ı, že každá podmnožina prirodzených č́ısel je spoč́ıtatel’ná.

Mohutnost’ prirodzených č́ısel budeme označovat’ ṕısmenom ℵ0, č́ıtame ”alef nula”.

Znak ℵ0 je prvé ṕısmeno hebrejskej abecedy.

Budeme hovorit’, že množina A sa dá zoradit’ do postupnosti, ak existuje surjekcia

f : N→ A t.j. aby sa množina A dala ṕısat’ ako:

f(0), f(1), . . . , f(n), . . . .

Veta 2.19. Neprázdna množina je spoč́ıtatel’ná vtedy a len vtedy, ak sa dá zoradit’

do postupnosti.

Dôkaz. Predpokladajme, že A je spoč́ıtatel’ná. Teda existuje prosté zobrazenie

množiny A do množiny prirodzených č́ısel. Nech B = H(f) ⊆ N. Potom f je
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bijekcia A na B. Teda existuje inverzné zobrazenie f−1 : B → A. Na základe

predpokladu existuje prvok a ∈ A. Zostrojme zobrazenie g : N→ A takto:

g(n) = f−1(n);n ∈ B

g(n) = a;n ∈ N \B.

Takto definované zobrazenie je surjekcia.

Nech teraz naopak, množina A sa dá zoradit’ do postupnosti, t.j. existuje zob-

razenie f : N → A, ktoré je surjekt́ıvne. Teda pre každý prvok x ∈ A existuje

n ∈ N také, že f(n) = x; môže ich existovat’ aj viac. Potrebujeme však práve

jedno.Potrebujeme ho nejak vybrat’. Využijeme k tomu usporiadanie množiny

prirodzených č́ısel a vyberieme vždy najmenšie možné n.Nech

C = {n ∈ N; (∀k < n)f(k) 6= f(n)}.

Uvažujme zobrazenie h = f |C : C → A, h je injekcia; ak totiž n1, n2 ∈ C, n1 6= n2

tak je napr. n1 < n2. Z toho, že n2 ∈ C vyplýva h(n1) = f(n1) 6= f(n2) = h(n2).

Ak x ∈ A, tak existuje n také, že f(n) = x. Nech n je najmenšie také č́ıslo. Teda

pre k < n je f(k) 6= x. Z toho vyplýva, že n ∈ C a teda x = h(n). Takže takto

definované zobrazenie h je bijekt́ıvne, teda existuje inverzné zobrazenie h−1 : A→

C ⊆ N do množiny prirodzených č́ısel, takže množina A je spoč́ıtatel’ná.

Pŕıklad 2.20.

a) Ukážte, že množina (0, 1)∩Q je spoč́ıtatel’ná. Množina je spoč́ıtatel’ná, ak sa

dá zoradit’ do postupnosti. Prvky množiny (0, 1)∩Q sú tvorené zlomkami, kde

je čitatel’ menš́ı ako menovatel’. L’ahko tieto prvky zorad́ıme do postupnosti:

1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
, . . .

b) Množina Z je taktiež spoč́ıtatel’ná, pretože ju jednoducho vieme zoradit’ do

postupnosti:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . , n,−n, . . .
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c) Ukážte, že plat́ı |N × N| = |N| = ℵ0. Na dôkaz stač́ı zostrojit’ bijekciu

medzi N×N a N. Takýchto bijekcíı existuje vel’a a nazývajú sa párujúce

funkcie, ukážeme jednu vel’mi známu pochádzajúcu už od G. Cantora. Je

nutné usporiadané dvojice prirodzených č́ısel zoradit’ do postupnosti:

[0, 0] [1, 0] [2, 0] [3, 0] · · · [n, 0] · · ·

[0, 1] [1, 1] [2, 1] [3, 1] · · · [n, 1] · · ·

[0, 2] [1, 2] [2, 2] [3, 2] · · · [n, 2] · · ·

[0, 3] [1, 3] [2, 3] [3, 3] · · · [n, 3] · · ·

...
...

...
...

. . .

[0, n] [1, n] [2, n] [3, n] · · · [n, n] · · ·

...
...

...
...

. . .

Zobrazenie f : N×N→ N definujme tak, že každej usporiadanej dvojici pri-

rad́ıme poźıciu, na ktorej sa nachádza v tejto postupnosti, t.j. [0, 0]→ 0; [0, 1]→

1; [1, 0]→ 2; [0, 2]→ 3; [1, 1]→ 4; [2, 0]→ 5 atd’.

Všimnime si, že dvojice na tej istej diagonále (t.j. také dvojice [m,n], ktoré majú

rovnaký súčet m + n), zorad’ujeme podl’a prvej súradnice a všetky prvky z dia-

gonál, ktoré sú nal’avo od nich. Teda ak m + n = s, tak 1 + 2 + · · · + s = s(s+1)
2

prirodzených č́ısel sme použili na predchádzajúce diagonály. Poradie na diagonále

urč́ıme podl’a m, takže dostaneme:

f(m,n) =
1

2
(m+ n)(m+ n+ 1) +m.

Ukážeme, že takto definované zobrazenie je prosté. Označme ∆a =
∑a

k=1 k =

a(a+1)
2

(čiže ∆a je a−te trojuholńıkové č́ıslo.) Potom funkciu f môžeme ṕısat’ ako

f(m,n) = ∆m+n + m. Označme d’alej Ia = {∆a,∆a+1, · · · ,∆a+1 − 1} pre každé
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a ∈ N. Systém Ia; a ∈ N tvoŕı rozklad množiny N (Tento fakt plynie z toho, že

plat́ı:∆0 = 0 a ∆a < ∆a+1). I0 = {0}, I1 = {1, 2}, I2 = {3, 4, 5} . . . . Je zrejmé, že

f(m,n) ∈ Im+n. Vd’aka tomu z rovnosti f(m+ n) = f(k+ l) a z toho, že systém

Ia je disjunktný plynie m+n = k+ l. Z ∆m+n+m = ∆m+n+k dostaneme m = k,

a teda aj n = l. Tým sme dokázali injekt́ıvnost’ zobrazenia. �

Veta 2.21. Zjednotenie a karteziánsky súčin dvoch spoč́ıtatel’ných množ́ın je

spoč́ıtatel’ná množina.

Dôkaz. Nech A,B sú spoč́ıtatel’né množiny. Ak #A = 0 ∨ #B = 0 tvrdenie

triviálne plat́ı. Predpokladajme teda, že množiny A,B sú neprázdne. Podl’a vety

2.19 sa dajú zoradit’ do postupnosti t.j. existujú surjekcie f : N → A; g : N → B.

Množinu A ∪B zorad́ıme do postupnosti takto:

f(0) , g(0) , f(1) , g(1) ... f(n) , g(n) ...

t.j. polož́ıme :

h(n) = f(n
2
) pre n párne

h(n) = g(n−1
2

) pre n nepárne.

Takto definované zobrazenie h : N→ A ∪ B je surjekcia. Pre karteziánsky súčin

budeme postupovat’ inak. Z toho, že A,B sú spoč́ıtatel’né množiny vyplýva, že

existujú injekcie f : A→ N, g : B → N. Nech π : N×N→ N je nejaká párujúca

funkcia. Zobrazenie F definované predpisom:

F ([a, b]) = π(f(a), g(b))

je injekcia z A×B do N. �

Veta 2.22. Nech I je spoč́ıtatel’ná množina a Ai je taktiež spoč́ıtatel’ná pre každé

i ∈ I.(T.j. systém {Ai; i ∈ I} je spoč́ıtatel’ný systém spoč́ıtatel’ných množ́ın.)

Potom aj množina
⋃
i∈I Ai je spoč́ıtatel’ná množina.
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Dôkaz tohoto tvrdenia využ́ıva axiómu výberu, ktorej sa v tomto texte nebu-

deme venovat’, preto daný dôkaz vynechávame.

Dôkaz. Dôkaz v [2], veta 4.4.2, str. 77.

Pŕıklad 2.23. Nech je daná množina prirodzených č́ısel. Ukážte, že množina

všetkých konečných postupnost́ı prvkov z N dĺ̌zky k je spoč́ıtatel’ná množina pre

každé k ∈ N; k konečné.

Riešenie: Ak by sme položili k = 1, postupnosti by boli jednoprvkové. Všetkých

týchto postupnost́ı je práve tol’ko, kol’ko je prirodzených č́ısel.

Pre k = 2 je situácia obdobná. Všetkých postupnost́ı dĺ̌zky 2 je práve tol’ko, kol’ko

je usporiadaných dvoj́ıc N×N.

Takto postupujeme v úvahách d’alej, je zrejmé, že sa jedná o množinu Nk. Spočetnost’

Nk sa oveŕı využit́ım matematickej indukcie. Pre k = 2 je Nk = N × N, čo je

podl’a vety 2.21 spoč́ıtatel’ná množina. Predpokladajme d’alej, že Nk je spoč́ıtatel’ná

množina. Potom Nk+1 = Nk ×N, čo je opät’ spoč́ıtatel’ná množina.

Doposial’ sme sa v texte zaoberali iba spoč́ıtatel’nými množinami, teraz si

ukážeme, že množina reálnych č́ısel je nespoč́ıtatel’ná. Otázkou, či je možné množinu

reálnych č́ısel zoradit’ do postupnosti sa zaoberal aj G.Cantor, ktorý v roku 1890

uverejnil dôkaz nespoč́ıtatel’nosti množiny reálnych č́ısel.

Tento dôkaz je založený na metóde Cantorovej diagonály. Jej modifikáciou boli

źıskané dôležité výsledky v rôznych oblastiach matematiky.

Veta 2.24. Množina všetkých reálnych č́ısel je nespoč́ıtatel’ná.

Dôkaz. Dôkaz urob́ıme sporom. Sledujeme pôvodný Cantorov dôkaz. Pred-

pokladajme teda, že množina R je spoč́ıtatel’ná, potom aj interval < 0, 1 > je

spoč́ıtatel’ný a možno ho zoradit’ do postupnosti:

< 0, 1 >= {an;n ∈ N, n > 0}.

Každé č́ıslo an má dekadický zápis:

an =
+∞∑
k=1

ank.10−k.
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Ak č́ıslo an má dva rôzne dekadické zápisy, tak vyberieme nekonečný zápis. Č́ısla

an, n ∈ N, n > 0 a ich dekadické zápisy môžeme zoradit’ nasledovne:

a1 = 0, a11 a12 a13 . . . a1n . . .

a2 = 0, a21 a22 a23 . . . a2n . . .

...

an = 0, an1 an2 an3 . . . ann . . .

Teraz použijeme metódu diagonály. Zostrojme č́ıslo b = 0, b1 b2 b3 . . . bn . . .

takto. Ak akk = 1 položme bk = 9. Ak akk 6= 1, položme bk = 1. Potom č́ıslo b

patŕı do intervalu < 0, 1 >, teda existuje n také, že an = b. Špeciálne muśı byt’

ann = bn. Ale č́ıslo b bolo zostrojené tak, aby pre každé k bolo bk 6= akk, teda aj

ann 6= bn.To je hl’adaný spor. �

Pŕıklad 2.25 (Ďaľsie pŕıklady nespoč́ıtatel’ných množ́ın).

a) Označme symbolom NN množinu všetkých postupnost́ı prirodzených č́ısel.

Obmenou Cantorovej diagonály ukážeme, že takto definovaná množina je

nespoč́ıtatel’ná. Ak A ⊆ NN je spoč́ıtatel’ná, tak existuje postupnost’ h ∈ NN

taká, že h /∈ A. Nech A je spoč́ıtatel’ná množina postupnost́ı prirodzených

č́ısel. Potom teda A možno zoradit’ do postupnosti:

A = {fn;n ∈ N}.

Položme

h(k) = fk(k) + 1.

Zrejme h ∈ NN. Ukážme, že h /∈ A. Keby totǐz h ∈ A, tak existuje n

také, že h = fn. Na základe toho, ako bolo definované h však dostávame

h(n) 6= fn(n).
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b) Ďaľśım pŕıkladom nespoč́ıtatel’nej množiny je tzv. Cantorovo diskonti-

nuum. Je to matematický pojem označujúci istú množinu bodov na pri-

amke. Cantorovo diskontinuum býva považované za fraktál.

Konštrukcia Cantorovho diskontinua:

Uvažujme interval < 0, 1 > . Ak z neho odoberieme prostrednú tretinu,

źıskame tým dva nové uzavreté intervaly tretinovej dĺ̌zky. Ak z týchto in-

tervalov opät’ odoberieme ich prostredné tretiny, źıskame celkom štyri nové

intervaly devätinovej dĺ̌zky. Ak budeme takto postupovat’ d’alej a urob́ıme

nekonečne vel’a týchto krokov je zrejmé, že dĺ̌zka intervalov bude konver-

govat’ k nule. Touto úvahou źıskame množinu limitných bodov, označovanú

ako Cantorovo diskontinuum.

(Táto množina má Lebesgueovu mieru rovnú nule a je tzv. perfektná množina,

pretože je rovná množine svojich limitných bodov.) Konštrukcia Cantorovho

diskontinua je ilustrovaná na obr. 4.

Obr. 4: Siedma iterácia Cantorovho diskontinua.

Ukážme ešte jeden dôkaz toho, že množina reálnych č́ısel je nespoč́ıtatel’ná.

Ku dôkazu nám pomôžu nasledujúce pomocné tvrdenia.

Lemma 2.26. Nech {In}∞n=0 je postupnost’ neprádznych uzavretých intervalov

taká, že

a) pre každé n plat́ı In+1 ⊆ In;

b) Dĺ̌zka intervalov In konverguje k nule.

Potom prienik
⋂∞
n=0 obsahuje práve jedno reálne č́ıslo.
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Lemma 2.27. Nech < a, b > je uzavretý interval, a < b. Pre každé reálne č́ıslo

x ∈< a, b > existuje interval < c, d >, c < d taký, že

a) x ∈< c, d >;

b) < c, d >⊆< a, b >;

c) d− c < 1
2
(b− a).

Teraz dokážeme takéto tvrdenie: Ak X ⊆ R je spoč́ıtatel’ná množina, tak

X 6= R. Je zrejmé, že tvrdenie je ekvivalentné vete 2.24.

Dôkaz.

Nech X = {xn;n ∈ N} je spoč́ıtatel’ná množina reálnych č́ısel. Označme I0

taký interval dl’̌zky 1, ktorý neobsahuje č́ıslo x0. Ak máme zostrojený interval In,

tak podl’a lemmy 2.27 existuje interval In+1 ⊆ In neobsahujúci č́ıslo xn+1 a taký,

že jeho dl’̌zka je kladná a menšia ako polovica dl’̌zky In.

Postupnost’ intervalov {In}∞n=0 sṕlňa predpoklady lemmy 2.26, a teda existuje

č́ıslo x ∈
⋂∞
n=0 In. Keby x ∈ X, tak x = xn pre nejaké n a to je spor s tým, že

x ∈ In a x /∈ In. Teda x /∈ X a z toho už vyplýva, že X 6= R. �

Pytagoras a jeho žiaci v 6. storoč́ı pred n. l. vedeli, že uhlopriečka jednotkového

štvorca, t.j.
√

2 nie je č́ıslo racionálne. Za viac ako 2000 rokov matematici nenašli

iný typ iracionálnych č́ısel, ako odmocniny a ich kombinácie. V prvej polovici 18.

storočia Euler ukázal, že č́ıslo e a potom Johan Heinrich Lambert (1728-1777),

že č́ıslo π je iracionálne. Vznikla prirodzená otázka, či existujú iracionality iného

typu ako ”kombinácie odmocńın”. Andrien-Marie Legendere (1752-1833) vyslovil

hypotézu, že č́ıslo π nie je koreňom polynómu s racionálnymi koeficientmi. To

viedlo bezprostredne k zavedeniu nového pojmu.

Reálne č́ıslo a sa nazýva algebraické, ak existujú racionálne č́ısla a0, ..., an také,

že a je koreňom polynómu a0 + a1x + ... + anx
n, |a0|+ ... + |an| 6= 0 Č́ıslo, ktoré

nie je algebraické, sa nazýva transcedentálne.

Ďaľśım dôležitým krokom bol dôkaz Legendreovej hypotézy o transcedentálnosti

č́ısla π, ktorý v roku 1873 vyslovil Charles Hermite (1822-1901). V roku 1874
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význačný úspech v tomto smere dosiahol G.Cantor. G.Cantor ukázal, že množina

algebraických č́ısel je spoč́ıtatel’ná, teda množina transcedentálnych č́ısel je ne-

spoč́ıtatel’ná.

Veta 2.28. Množina reálnych algebraických č́ısel je spoč́ıtatel’ná.

Dôkaz.

Množinu algebraických č́ısel označme Alg. Ak f ∈ Zn je usporiadaná n-tica

celých č́ısel f = [a0, ..., an−1], tak označme:

Pf = {a ∈ R; a0 + a1a+ ...+ an−1a
n−1 = 0}.

Podl’a defińıcie algebraického č́ısla, a je algebraické vtedy a len vtedy, ked’ existuje

n ∈ N a n-tica celých č́ısel f 6= [0, ..., 0], že plat́ı a ∈ Pf .

Teda:

Alg =
⋃
n∈N

⋃
f∈Zn\{[0,...,0]}

Pf .

Množiny Zn, n ∈ N sú spoč́ıtatel’né. Z algebry je zrejmé, že každá množina Pf je

konečná, na základe pŕıkladu 2.23 a vety 2.22 je množina Alg spoč́ıtatel’ná. �

Množinu všetkých reálnych č́ısel nazývame reálne kontinuum. Jej mohut-

nost’ |R| sa preto nazýva mohutnost’ kontinua a označuje sa c.

Veta 2.24 tvrd́ı, že

c > ℵ0.

Vel’kým problémom matematiky 20. storočia bola tzv. Hypotéza kontinua. Je

založená na nasledujúcej úvahe, nech N je množina prirodzených č́ısel a R je

množina reálnych č́ısel. Vieme, že |N| < |R|. Otázka znie, či existuje nejaká

množina X, pre ktorú by platil nasledujúci vzt’ah :

|N| < |X| < |R|.

Teda, či existuje nejaká nespoč́ıtatel’ná množina, ktorá má menšiu mohutnost’ ako

42



kontinuum. Hypotéza kontinua tvrd́ı, že množina X neexistuje, t.j. že množina

reálnych č́ısel je najmenšia nespoč́ıtatel’ná množina.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [1], [2], [4], [9], [10].
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3 Topologické priestory

3.1 Euklidovský a metrický priestor

Defińıcia 3.1. N-rozmerný euklidovský priestor En je množina všetkých

usporiadaných n-t́ıc X = [x0, ..., xn−1] reálnych č́ısel, pričom je definovaná vzdi-

alenost’ dvoch n-t́ıc X = [x0, ..., xn−1], Y = [y0, ..., yn−1] vzt’ahom :

ρ(X, Y ) =

√√√√n−1∑
i=0

(xi − yi)2.

N-ticu X = [x0, ..., xn−1] reálnych č́ısel nazývame bodom priestoru En a č́ısla

x0, ..., xn−1 súradnice tohoto bodu.

Okolie bodu A presneǰsie ε-ové okolie O(A, ε) je množina všetkých bodov

X ∈ En, ktorých vzdialenost’ od bodu A je menšia ako ε. Teda:

O(A, ε) = {X ∈ En; ρ(A,X) < ε}.

Nech M je množina bodov v euklidovskom priestore En.

Bod A ∈ M nazývame vnútorným bodom množiny M, ak existuje také okolie

bodu A, ktoré celé patŕı do M. Bod A nazývame hraničným bodom množiny M,

ak v každom okoĺı bodu A existuje aspoň jeden bod patriaci do množiny M a

aspoň jeden bod nepatriaci do množiny M. Bod A nazývame izolovaným bodom

množiny M, ak existuje okolie bodu A, ktoré obsahuje iba jediný bod množiny M,

a to A. Je zrejmé, že izolovaný bod množiny M je zároveň jej hraničným bodom.

Bod A nazývame hromadným bodom množiny M, ak v každom okoĺı existuje

aspoň jeden bod množiny M rôzny od A.

Množinu všetkých vnútorných bodov nazývame vnútrom množiny M.

Množina M sa nazýva otvorená, ak každý jej bod je jej vnútorným bodom.

Množina všetkých hraničných bodov množiny M sa nazýva hranica množiny M.

Množina M sa nazýva uzavretá, ak En \ M je množina otvorená. Množina M

sa nazýva súvislá, ak jej l’ubovol’né dva rôzne body môžeme spojit’ jednoduchou
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krivkou, ktorej všetky body patria do M. Množina M, ktorá je otvorená a súvislá,

sa nazýva oblast’.

Defińıcia 3.2. Nech X je nejaká neprázdna množina. Definujme zobrazenie

d : X × X → R, na usporiadaných dvojiciach prvkov množiny X, ktoré spĺňa

nasledujúce podmienky:

a) d(x, y) ≥ 0; d(x, y) = 0⇔ x = y,

b) d(x, y) = d(y, x)(symetria),

c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)(trojuholńıková nerovnost’).

Usporiadanú dvojicu (X, d) nazývame metrickým priestorom, zobrazenie

d metrikou a množinu X meratel’ným priestorom. Metrika je zovšeobecneńım

pojmu vzdialenost’.

Defińıcia 3.3. Nech (X, d) je metrický priestor. A ⊆ X. Bod x ∈ X nazveme

bodom uzáveru množiny A, ak existuje postupnost’ {xn}∞n=0, xn ∈ A, n = 0, 1, ...,

ktorá konverguje k bodu x. Množinu všetkých bodov uzáveru množiny A nazývame

uzáverom množiny A a označujeme A.

Veta 3.4. Nech (X, d) je metrický priestor, potom plat́ı:

a) Pre prázdnu množinu ∅ ⊆ X plat́ı ∅ = ∅.

b) Pre l’ubovol’nú množinu A ⊆ X plat́ı A ⊆ A.

c) Pre l’ubovol’nú množinu A ⊆ X plat́ı A = A.

d) Pre l’ubovol’né dve množiny A,B ⊆ X plat́ı (A ∪B) = A ∪B.

Defińıcia 3.5. Množina A sa nazýva uzavretá, ak A = A. Množinu A ⊆ X

nazveme otvorenou, ak X \ A je uzavretá množina.

Ku problematike uzavretých a otvorených množ́ın sa možno dostat’ aj cez

otvorené množiny.
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Defińıcia 3.6. Nech (X, d) je metrický priestor. A ⊆ X. Bod P ∈ A nazveme

vnútorným bodom množiny A, ak existuje ε > 0 také, že O(P, ε) ⊆ A, kde O(P, ε)

je otvorená gul’a so stredom v bode P a polomerom ε. Vnútro množiny A označ́ıme

intA.

Veta 3.7. Množina A sa nazýva otvorená, ak A = intA.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [14], [15].

3.2 Topologický priestor

Topológia (z gréckeho topos-miesto a logos-̌stúdia) je matematická discipĺına,

ktorej úlohou je objasňovanie a výskum idey spojitosti. Topológia spolu s alge-

brou sa dnes považuje za všeobecný základ súčasnej matematiky.

Topológia študuje také vlastnosti útvarov, ktoré sa nemenia pri obojstranných

spojitých zobrazeniach. V topológii nezálež́ı na geometrických vlastnostiach závislých

na vzdialenosti, krivosti a podobne. Z hl’adiska topológie je možné v rovine

považovat’ štvorec a kruh za rovnocenné.

Podl’a metód, ktorými topológia študuje topologické útvary, sa rozlǐsuje na to-

pológiu algebraickú a topológiu množinovú. Moderná topológia svoje výsledky

stavia na teórii množ́ın vybudovanej G.Cantorom.

V tejto kapitole zavedieme základné pojmy množinovej topológie. Budeme

študovat’ množiny, na ktorých je daná topologická štruktúra (=topológia), t.j.

systém ich podmnož́ın, ślňajúci určité podmienky (axiómy topológie).

Topologickou štruktúrou na množine X rozumieme systém τ podmnož́ın množiny

X splňajúci nasledujúce podmienky:

a) Prázdna množina ∅ a množina X patria systému τ,

b) Zjednotenie l’ubovol’ného sytému množ́ın z τ patŕı systému τ ,

c) Prienik dvoch l’ubovol’ných množ́ın z τ patŕı systému τ.

Topologickú štruktúru na množineX tiež nazývame topológia naX.Uvedené

podmienky sa nazývajú axiómy topológie.
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Množinu X, na ktorej je daná topológia τ nazývame topologický priestor a

označujeme (X, τ); ak je zrejmé o akú topológiu sa jedná, miesto symbolu (X, τ)

použ́ıvame symbol X. Prvky topológie τ nazývame otvorené množiny. Každý

komplement otvorenej množiny sa nazýva uzavretá množina.

Pŕıklad 3.8 (Pŕıklady topologických priestorov).

a) Medzi najznámeǰsie topologické priestory patŕı (X, τ), kde X = R a G ∈ τ

práve vtedy, ak s každým bodom g ∈ G je v G obsiahnutý aj nejaký interval

(g−ε; g+ε) pre vhodné ε. Túto topológiu nazývame obvyklá topológia reálnej

osi.

b) Zvol’me X = Rn, kde n je prirodzené č́ıslo rôzne od nuly, G ∈ τ, ak s

každým bodom g ∈ G je v G obsiahnutá otvorená gul’a s polomerom ε pri

vhodnej vol’be ε.

c) Množina X = {a, b, c, d} a na nej definovaná topológia τ = {{∅}, {a, b, c, d}},

ktorá obsahuje jediné dve podmnožiny množiny X požadované defińıciou, sa

nazýva triviálna alebo tiež antidiskrétna topológia.

d) Množiny X = {a, b, c, d} a τ = {{∅}, {b}, {a, b}, {b, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}}

tvoria topologický priestor.

e) Nech (X, d) je metrický priestor. Za topológiu τd vezmeme systém všetkých

otvorených množ́ın v X vzhl’adom ku d. Takto definovaná topológia sa nazýva

topológia indukovaná metrikou d.

f) Topológiou na l’ubovol’nej množine je aj potenčná množina P (X). Topo-

logický priestor (X,P (X)) sa nazýva diskrétny. Všimnime si, že diskrétna

topológia P (X) je najväčšou topológiou na X. Táto topológia je indukovaná

tzv. diskrétnou metrikou d definovanou na X predpisom:

d(x, y) =

{
1, x 6= y
0, x = y
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g) Nech X je l’ubovol’ná množina. Za topológiu τ môžeme vziat’ množinu všetkých

tých podmnož́ın, ktorých doplnok je vzhl’adom ku X spoč́ıtatel’ný.

h) Nech (X,≤) je usporiadaná množina. Za topológiu τ≤ vezmeme všetky podmnožiny

množiny X, ktoré s každým svoj́ım bodom obsahujú niektorú množinu tvaru

{z ∈ X;x ≤ z ≤ y}. Takáto topológia na X sa nazýva intervalová topológia.

Defińıcia 3.9. Topologický priestor (X, τ) sa nazýva metrizovatel’ný, ak topológia

τ je indukovaná niektorou metrikou.

Defińıcia 3.10 (Slabšia topológia, silneǰsia topológia). Nech τ1, τ2 sú dve to-

pológie na množine X. Hovoŕıme, že topológia τ1 je slabšia (hrubšia, menšia) ako

topológia τ2, ak plat́ı: U ∈ τ1 ⇒ U ∈ τ2. Hovoŕıme tiež, že topológia τ2 je silneǰsia

(jemneǰsia, väčšia). Zapisujeme: τ1 ≺ τ2.

Poznámka 3.11. Je zrejmé, že v predchádzajúcom pŕıklade je topológia defino-

vaná za d) jemneǰsia ako topológia definovaná za c).

Veta 3.12.

1) Nech X je topologický priestor. Systém σ všetkých uzavretých podmnož́ın X

splňuje tieto podmienky:

a) ∅, X ∈ σ,

b) Prienik l’ubovol’ného systému množ́ın zo systému σ patŕı systému σ,

c) Zjednotenie l’ubovol’ných dvoch množ́ın zo systému σ patŕı systému σ.

2) Nech X je množina, σ je systém podmnož́ın X splňajúci podmienky a), b), c).

Potom systém τ = {U ⊆ X;U = X \ A;A ∈ σ} je topológia na X. Systém

všetkých uzavretých množ́ın v topológii τ splýva so systémom σ.

Dôkaz. Dokážeme tvrdenie 1). Podmienka a) vyplýva priamo z defińıcie. Nech

I je indexová množina, (Ai)i∈I je systém uzavretých podmnož́ın množiny X. Po-

tom X\(
⋂
Ai) =

⋃
(X\Ai), čo je množina otvorená, teda

⋂
Ai muśı byt’ množina

uzavretá. To dokazuje podmienku b). Nakoniec pre l’ubovol’né uzavreté množiny
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A,B ∈ X, množina X \ (A ∪B) = (X \A) ∩ (X \B) je množina otvorená, teda

množina A ∪B je množina uzavretá, čo dokazuje podmienku c).

Dokážeme tvrdenie 2).Z axiómov topológie priamo plynie, že systém τ je to-

pológiou na X. Ďalej plat́ı, že každá množina patriaca do σ je uzavretá v τ.

Naopak, nech A je uzavretá množina, potom existuje otvorená množina U tak,

že A = X \U. Podl’a predpokladu U = X \B, kde B ∈ σ. Odtial’B = X \U = A,

t.j. A ∈ σ. �

V tejto podkapitole bolo čerpané z [3], [13], [6].

3.3 Lokálna báza, báza a subbáza topologického priestoru

Zo štúdia algebry vieme, že v mnohých pŕıpadoch stač́ı určitú vlastnost’ ove-

rovat’ na prvkoch nejakej bázy, aby bola zaručená platnost’ danej vlastnosti všade.

Obdobná situácia je aj v topológii, namiesto chovania všetkých otvorených množ́ın

stač́ı poznat’ chovanie iba vybraných, aby bolo možné prenášat’ zovšeobecnené

úsudky. V tejto súvislosti zavedieme nasledujúce pojmy.

Veta 3.13. Nech (X, τ) je topologický priestor, okoĺım bodu x ∈ X rozumieme

množinu Ox, pre ktorú plat́ı:

a) x ∈ Ox,

b) ∃U ∈ τ taká, že x ∈ U ⊆ Ox.

Defińıcia 3.14. Množinu Bx okoĺı bodu x v topologickom priestore (X, τ) na-

zveme lokálnou bázou, ak pre každé okolie Ox bodu x existuje okolie Ux ∈ Bx

tak, že x ∈ Ux ⊆ Ox.

Pŕıklad 3.15.

a) Množina všetkých guĺı so stredom v bode x metrického priestoru (X, d) je

lokálnou bázou bodu x vzhl’adom ku topológii τd indukovanou metrikou d.
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b) Ak sa obmedźıme iba na gule s kladnými racionálnymi polomermi, resp. s

polomermi tvaru 1
n
; kde n ∈ N \ {0} dostaneme spoč́ıtatel’nú lokálnu bázu

bodu x.

Defińıcia 3.16. Systém množ́ın B ⊆ τ topologického priestoru (X, τ) nazývame

bázou topológie, ak pre každý bod x ∈ X a pre každé okolie Ox bodu x existuje

B ∈ B také, že x ∈ B ⊆ Ox.

Bázu topológie možno ekvivalentne definovat’ následovne: Bázou topológie τ

rozumieme podsystém B systému τ taký, že každá neprázdna množina z τ je

zjednoteńım nejakých množ́ın systému B.

Pŕıklad 3.17.

a) Množina všetkých otvorených guĺı metrického priestoru je bázou topológie

indukovanej danou metrikou. Ak sa obmedźıme iba na gule s kladnými ra-

cionálnymi polomermi, taktiež obdrž́ıme bázu topológie indukovanej danou

metrikou.

b) Množina všetkých jednoprvkových podmnož́ın množiny P (X) je bázou diskrétnej

topológie na X.

Veta 3.18. Systém množ́ın B je bázou topológie na množine X =
⋃
{B;B ∈ B}

práve vtedy, ak pre každé A,B ∈ B a pre každé x ∈ A ∩B existuje C ∈ B také,

že plat́ı x ∈ C ⊆ A ∩B. Topológia je svojou bázou jednoznačne určená.

Defińıcia 3.19. Systém množ́ın S nazveme subbázou topológie τ, ak množina

všetkých možných konečných prienikov množ́ın z S tvoŕı bázu τ.

Pŕıklad 3.20.

a) Množina všetkých možných intervalov typu (−∞; a), (a,∞), a ∈ R tvoŕı

subbázu obvyklej topológie na R.

b) Každá báza nejakej topológie je zároveň jej subbázou.
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Veta 3.21. Každý systém množ́ın S je subbázou jedinej topológie na množine

X =
⋃
{S;S ∈ S }.

Dôkaz.

Stač́ı overit’, že množina BS tvorená všetkými konečnými prienikmi množ́ın

z S splňuje podmienku vety 3.18. Nech A,B ∈ BS . Potom môžeme ṕısat’ A =

S1 ∩ S2 ∩ ... ∩ Sn, B = P1 ∩ P2 ∩ ... ∩ Pn, kde Si, Pj ∈ S . Ďalej plat́ı A ∩ B =

(S1 ∩ S2 ∩ ... ∩ Sn) ∩ (1∩P2 ∩ ... ∩ Pn), čo je opät’ konečný prienik množ́ın z S ,

takže podmienka vety 3.17 je splnená a BS je báza jedinej topológie na X. �

Poznámka 3.22. Topológia z predchádzajúcej vety sa niekedy nazýva topológia

generovaná systémom S .

Spôsob defińıcie uzavretej množiny ako doplnku ku otvorenej množine umožňuje

na základe deMorganových pravidiel definovat’ bázu a subbázu uzavretých množ́ın.

Defińıcia 3.23. Povieme, že systém D uzavretých množ́ın topologického pries-

toru (X, τ) tvoŕı bázu uzavretých množ́ın, ak každú uzavretú množinu v X môžeme

vyjadrit’ ako prienik množ́ın z D . Povieme, že systém uzavretých množ́ın P tvoŕı

subbázu uzavretých množ́ın, ak množina všetkých konečných zjednoteńı prvkov z

P tvoŕı bázu uzavretých množ́ın v (X, τ).

Poznámka 3.24. Je zrejmé, že systém B podmnož́ın množiny X tvoŕı bázu resp.

subbázu nejakej topológie τ na X, práve vtedy, ked’ množina všetkých doplnkov

prvkov z B vzhl’adom ku X tvoŕı bázu resp. subbázu uzavretých množ́ın vzhl’adom

ku τ.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [3], [13], [6].

3.4 Topologické priestory I. a II. typu spoč́ıtatel’nosti

Defińıcia 3.25. Povieme, že topologický priestor (X, τ) splňuje prvý axióm spo-

č́ıtatel’nosti (je prvého typu spoč́ıtatel’nosti), ak každý bod x ∈ X má spoč́ıtatel’nú

lokálnu bázu.

51



Defińıcia 3.26. Povieme, že topologický priestor splňuje druhý axióm spoč́ıta-

tel’nosti (je druhého typu spoč́ıtatel’nosti), ak existuje spoč́ıtatel’ná báza topológie

τ.

Veta 3.27. Nech X je topologický priestor prvého typu spoč́ıtatel’nosti. Potom

pre l’ubovol’ný bod x ∈ X existuje lokálna báza topológie v bode x tvaru (Ui)i∈N,

kde Ui+1 ⊆ Ui pre každé i ∈ N.

Dôkaz. Pre l’ubovol’nú spoč́ıtatel’nú bázu (Vi)i∈N topológie τ v bode x položme

U1 = V1, U2 = U1 ∩ V2 , ..., Ui = Ui−1 ∩ Vi , ... . Potom systém množ́ın (Ui)i∈N

má požadované vlastnosti. �

Poznámka 3.28. Systém množ́ın, ktorého zjednotenie je nadmnožinou X sa

nazýva pokryt́ım X.

Veta 3.29 (Lindelöfov teorém). Každé otvorené pokrytie topologického priestoru

druhého typu spoč́ıtatel’nosti obsahuje spoč́ıtatel’né podpokrytie.

Dôkaz.

Nech X je topologický priestor druhého typu spoč́ıtatel’nosti, (Ul)l∈I je ot-

vorené pokrytie X. B je spoč́ıtatel’ná báza topológie X. Každá z množ́ın Ul je

zjednoteńım elementov bázy B. Nech K ⊆ B je podsytém splňujúci nasledujúce

vlastnosti:

a) Každý element V ⊆ K je podmnožinou niektorej z množ́ın Ul,

b) K je pokrytie X.

Ku každému elementu V ∈ K zvol’me idex l(V ) tak, že V ⊆ Ul(V ). Systém

(Ul(V ))V ∈K je spoč́ıtatel’ný podsystém systému (Ul)l∈I . Tento podsystém je po-

kryt́ım X. �

Veta 3.30. Topologický priestor sa nazýva Lindelöfov, ak každé jeho otvorené

pokrytie obsahuje spoč́ıtatel’né podpokrytie.

V tejto podkapitole bolo čerpané z [3], [13], [6].
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3.5 Husté množiny a separabilné priestory

Defińıcia 3.31. Povieme, že podmnožina A topologického priestoru X je hustá

v X, ak A = X.

Veta 3.32. Nech X je topologický priestor, A je hustá v X. Potom pre l’ubovol’nú

otvorenú množinu U ⊆ X plat́ı U = (U ∩ A).

Dôkaz.

Nech x ∈ U. Pre l’ubovol’né okolie Ox bodu x plat́ı Ox ∩ U 6= ∅. Z toho, že A

je hustá v X vyplýva, že množina Ox ∩ U obsahuje body A, t.j. Ox ∩ U ∩A 6= ∅.

Z l’ubovol’nosti Ox plynie, že x ∈ (U ∩ A). Teda U ⊆ (U ∩ A).

Naopak U ∩ A ⊆ U, t.j. (U ∩ A) ⊆ U. (veta 3.4) Celkovo teda dostávame

U = (U ∩ A). �

Defińıcia 3.33. Topologický priestor sa nazýva separabilný, ak v ňom existuje

najviac spoč́ıtatel’ná hustá množina.

Veta 3.34. Topologický priestor druhého typu spoč́ıtatel’nosti je separabilný.

Dôkaz.

Nech B je spoč́ıtatel’ná báza topologického priestoru X. Ku každému elementu

U ⊆ B vyberme x ∈ U. Dostávame tak spoč́ıtatel’nú množinu A ⊆ X. Množina

X \ A je otvorená, neobsahuje však žiadny element bázy B, takže muśı platit’

X \ A = ∅ a A = X. �

V tejto podkapitole bolo čerpané z [3], [13], [6].

3.6 Hausdorffove priestory

Topologický priestor sa nazýva Hausdorffov alebo tiež oddelitel’ný, ak pre

každé dva rôzne body x, y ∈ X existuje okolie U bodu x a okolie V bodu y tak,

že U ∩ V = ∅.

Väčšina topologických priestorov vyskytujúcich sa v geometrii a analýze sú

hausdorffove.
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Pŕıklad 3.35.

a) Uvažujme triviálnu topológiu τ = {∅, X} topologického priestoru X. Za

subbázu (systém generátorov) τ môžeme zvolit’ jednoprvkovú množinu {X}

alebo dvojprvkovú množinu {∅, X}; tieto systémy generátorov sú zároveň

bázou topológie τ.

Triviálny topologický priestor je druhého typu spoč́ıtatel’nosti, je teda aj

prvého typu spoč́ıtatel’nosti, je separabilný. Triviálny topologický priestor z

jednoprvkovej množiny je Hausdorffov.

b) Uvažujme diskrétnu topológiu τ = P (X) topologického priestoru X.Za subbázu

(systém generátorov) môžeme vziat’ systém všetkých jednoprvkových podmnož́ın

množiny X. Tento systém je zároveň bázou topológie τ.

Diskrétny topologický priestor je prvého typu spoč́ıtatel’nosti, je druhého

typu spoč́ıtatel’nosti práve vtedy, ked’ množina X je spoč́ıtatel’ná. Diskrétny

topologický priestor je Hausdorffov.

c) Uvažujme obvyklú topológiu reálnej osi. Ukážme, že (R, τ) je druhého typu

spoč́ıtatel’nosti. Uvažujme množinu všetkých intervalov (x − 1
n
;x + 1

n
), kde

x ∈ Q;n ∈ N. Nech y ∈ R, I je otvorený interval obsahujúci y. Existuje

ε > 0 tak, že (y−ε; y+ε) ⊆ I. Zvol’me m ∈ N tak, aby platilo 1
m
< ε

2
a x ∈ Q

tak, aby x ∈ (y− 1
m

; y+ 1
m

). Potom y ∈ (x− 1
m

;x+ 1
m

) ⊆ (y− ε; y+ ε) ⊆ I.

Potom je uvažovaný systém intervalov bázou obvyklej topológie na R.

Pretože množiny Q,N sú spoč́ıtatel’né, je táto báza spoč́ıtatel’ná. Z vety 3.34

plynie, že R je separabilný topologický priestor.

Lokálnu bázu obvyklej topológie v bode x ∈ R možno vybrat’ v tvare interva-

lov (x − ε;x + ε), kde ε > 0. Spoč́ıtatel’nou lokálnou bázou v bode x ∈ R je

možné vybrat’ napr. v tvare (x− 1
n
;x+ 1

n
);n ∈ N.

Topologický priestor R je Hausdorffov. Nech x, y ∈ R sú dva rôzne body.Nech

x < y. Existujú č́ısla a, b, c ∈ R tak, že a < x < b < y < c. Interval (a, b)

resp. interval (b, c) je okoĺım bodu x resp. okoĺım bodu y, pričom tieto in-

tervaly nemajú spoločný bod. Topologický priestor R je teda Hausdorffov.

54



d) Nech τK je systém podmnož́ın množiny R reálnych č́ısel, tvorený dopln-

kami všetkých konečných množ́ın a množinami ∅ a R. τK je topológia na

R; nazýva sa topológia konečných doplnkov.

Ukážme, že (R, τK) nie je prvého typu spoč́ıtatel’nosti. Predpokladajme, že

existuje spoč́ıtatel’ný systém konečných množ́ın Ai; i ∈ N taký, že (R\Ai)i∈N
je lokálna báza topológie τK v bode x. Potom pre konečnú množinu B ne-

obsahujúcu bod x existuje index n tak, že R \ An ⊆ R \ B, t.j. B ⊆ An.

Množina
⋃
Ai je spoč́ıtatel’ná a neobsahuje bod x. Množina (R\

⋃
Ai)\{x}

je neprázdna. Zvol’me y ∈ (R\
⋃
Ai)\{x}. R\{y} je okoĺım bodu x a y /∈ Ai

pre žiadne i ∈ N, neexistuje teda index m ∈ N tak, že R \ Am ⊆ R \ {y};

τk teda nie je prvého typu spoč́ıtatel’nosti.

Topologický priestor (R, τK) nie je Hausdorffov. Nech x, y ∈ R sú dva rôzne

body. U je okoĺım bodu x, V je okoĺım bodu y. Podl’a defińıcie je U = R \

A, V = R\B, kde A,B sú konečné množiny. Plat́ı U∩V = R\(A∪B);A∪B

je konečná množina takže U ∩V 6= ∅. Takže topologický priestor (R, τK) nie

je Hausdorffov.

e) Zl’ava uzavreté a sprava otvorené intervaly v množine R reálnych č́ısel tvo-

ria bázu topológie na R, ktorú nazývame Sorgenfreyova a označujeme τS.

Ukážme, že (R, τS) je prvého typu spoč́ıtatel’nosti. Stač́ı ukázat’, že pre

l’ubovol’ný bod x ∈ R systém intervalov < x;x+ 1
n
);n ∈ N tvoŕı spoč́ıtatel’nú

bázu topológie τS v bode x. Nech U je l’ubovol’né okolie bodu x. U obsa-

huje element bázy < x;x + ε) pre vhodné ε > 0. Pre n > 1
ε
dostávame

< x;x + 1
n
) ⊆ < x;x + ε), takže uvažovaný systém intervalov je lokálnou

bázou τS v bode x. Tento systém je spoč́ıtatel’ný.

Topologický priestor (R, τS) nie je druhého typu spoč́ıtatel’nosti, t.j. nemá

spoč́ıtatel’nú bázu topológie. L’ubovol’né okolie l’ubovol’ného bodu x ∈ R v to-

pológii τs totǐz obsahuje interval < x;x+ ε) pre isté ε > 0.

Každá báza topológie τs muśı obsahovat’ množiny tvaru < x; ax), kde ax > x.

Množina R je nespoč́ıtatel’ná, takže každá báza topológie τS muśı byt’ taktiež

nespoč́ıtatel’ná.
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Topologický priestor (R, τS) je separabilný, pretože obsahuje množinu Q,

ktorá je spoč́ıtatel’ná a hustá v (R, τS).

V tejto podkapitole bolo čerpané z [3]
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Záver

Ciel’om práce bolo preštudovat’ a spracovat’ problematiku teórie množ́ın. Dôraz

je kladený hlavne na spoč́ıtatel’né resp. nespoč́ıtatel’né množiny. Práca taktiež

uvádza základný náhl’ad do topológie.

V prvých dvoch kapitolách bolo možné nahliadnut’ do základov teórie množ́ın.

V druhej kapitole bola uvedená formulácia a dôkaz Cantor-Bernsteinovej-Schröde-

rovej vety, ktorá je pokladaná za dôležitý pŕınos v teóríı množ́ın. V závere dru-

hej kapitoly bola uvedená formulácia hypotézy kontinua, jedného zo základných

problémov matematiky 20. storočia.

Moj́ım osobným pŕınosom v tejto práci je riešenie vlastných pŕıkladov, ktoré

sa zaoberajú hlavne vzt’ahmi medzi množinami a taktiež problematikou zaobe-

rajúcou sa otázkou mohutnosti množ́ın. Taktiež som sa snažil modifikovat’ niek-

toré tvrdenia, aby jednotlivé časti textu medzi sebou korešpondovali. Text bol

vysadený systémom LATEX. Obrázky uvedené v texte boli spracované pomocou

programu GeoGebra.

57



Literatúra
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