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BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
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Anotace

Bakalářská práce se zabývá vytvořeńım softwarového nástroje, který umožńı zob-
razovat vybrané geometrické objekty a jejich pr̊uniky. Mezi tyto objekty patř́ı kvad-
riky, kuželosečky, roviny, př́ımky a body. Každý objekt m̊uže být zadán r̊uznými
typy rovnic, které tento objekt jednoznačně určuj́ı. Nástroj umožńı měnit koefici-
enty v jednotlivých rovnićıch a aplikovat transformace rotace a posunut́ı na jed-
notlivé objekty. Pro praktickou využitelnost budou podporovány standardńı operace
jako jsou uložeńı a načteńı obsahu, úpravy vpřed a zpět, nápověda a nastaveńı
r̊uzných možnost́ı zobrazeńı.
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4. Přehled nestředových regulárńıch kvadrik . . . . . . . . . . . . . . 12
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1. Úvod

1.1. Ćıle práce

Ćılem práce je vytvořeńı softwarového nástroje umožňuj́ıćıho zobrazováńı vy-
braných geometrických objekt̊u, mezi které patř́ı kvadriky, kuželosečky, roviny,
př́ımky a body. Nástroj umožńı editaci jednotlivých koeficient̊u v rovnićıch ob-
jektu a t́ım i sledováńı změn tvaru a pozice objektu v závislosti na zadaných
koeficientech. Dále nástroj umožńı spoč́ıtáńı pr̊uniku libovolných dvou objekt̊u a
tento pr̊unik graficky zobraźı. Všem objekt̊um bude dále umožněno měnit jejich
vlastnosti jako jsou viditelnost, zobrazeńı os, barva a jméno objektu. Nástroj bude
podporovat základńı operace pro uložeńı a načteńı souboru, uložeńı aktuálńıho
obrázku scény do souboru a úpravy vpřed a zpět. Pro seznámeńı s ovládáńım,
bude nástroj obsahovat stručnou uživatelskou nápovědu.

Výsledný program může pomoci student̊um středńıch a vysokých škol
k źıskáńı základńıch představ o vybraných objektech.

1.2. Existuj́ıćı řešeńı

Existuje řada softwarových nástroj̊u zobrazuj́ıćıch geometrické objekty. Mezi
jejich autorem známé představitele patř́ı následuj́ıćı výčet:

1. GNUplot je platformově nezávislý nástroj obsahuj́ıćı mnoho funkciona-
lity. Umožňuje např́ıklad vykreslováńı objekt̊u zadaných explicitńı rovnićı,
přičemž tyto rovnice mohou obsahovat r̊uzné matematické funkce jako jsou
sin, cos, log, statistické funkce a daľśı speciálńı funkce. GNUplot však nepod-
poruje současné zobrazeńı v́ıce objekt̊u v jedné scéně a tedy ani vyšetřováńı
vzájemné polohy zadaných objekt̊u.

2. Archimedes Geo3D je nástroj nab́ızej́ıćı podobnou funkcionalitu jako vy-
tvořený program. Jeho GUI je velmi bohaté a přehledné. Umožňuje zadáńı
vybraných geometrických objekt̊u, určeńı a vykresleńı jejich pr̊uniku.
Na rozd́ıl od vytvořeného programu, Archimedes Geo3D nepodporuje
zadáńı libovolné kvadriky nebo kuželosečky. Tento program preferuje
zadáváńı objekt̊u specifikováńım kontrolńıch bod̊u. S objekty se potom dá
manipulovat pouze myš́ı.

3. Kuželosečky je nástroj zaměřený pouze na kuželosečky, př́ımky a body.
Tento nástroj umožňuje demonstraci postup̊u při řešeńı úloh týkaj́ıćıch se
kuželoseček. Vzájemnou polohu dvou kuželoseček však vyšetřit neumı́. Na
rozd́ıl od předchoźıch nástroj̊u má tento velmi dobře vyřešenu možnost
editace zadaných objekt̊u.
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1.3. Volba geometrických konvenćı

1. V celém textu budeme předpokládat základńı znalosti vektorových a
afinńıch prostor̊u. Neńı-li uvedeno jinak budeme pod označeńım V chápat
afinńı prostor, který vznikl zavedeńım kanonické struktury afinńıho pro-
storu na vektorovém prostoru dimenze 3. Vektory z V zapisujeme do ku-
latých závorek, body z V zapisujeme do hranatých závorek.

2. Existuj́ı dvě konvence reprezentace transformačńı matice. Budeme respek-
tovat konvenci OpenGL a text̊u [2, 3, 4]. Podle této konvence se řádkový
vektor souřadnic násob́ı transformačńı matićı zprava.

3. Program umožňuje uživateli měnit rotaci objektu vzhledem k souřadným
osám. Pro specifikováńı této rotace budeme použ́ıvat trojici úhl̊u α, β, γ,
reprezentuj́ıćı d́ılč́ı rotace objektu o úhel α okolo souřadné osy x, o úhel β
okolo souřadné osy y a o úhel γ okolo souřadné osy z.
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2. Použité algoritmy

2.1. Klasifikace kvadrik

Při klasifikaci kvadrik vycháźıme z text̊u [1, 2, 3]. Definice kvadriky v textu
[2] ř́ıká, že kvadrika je libovolná nenulová kvadratická forma na trojrozměrném
vektorovém prostoru. Z toho vycháźı známěǰśı definice pomoćı obecné rovnice.
Podle této definice za kvadriku považujeme množinu bod̊u, splňuj́ıćı obecnou
rovnici kvadriky

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz +Gx+Hy +Kz + L = 0. (2.1)

Tato rovnice lze přepsat do matice kvadriky
A D E G
D B F H
E F C K
G H K L


Každý typ kvadriky lze rozpoznat z tzv. kanonického tvaru jej́ı rovnice. Pro
nalezeńı tohoto tvaru je nutno nejdř́ıve z jej́ı obecné rovnice eliminovat členy
D,E,F. Toho doćıĺıme vhodnou rotaćı kvadriky a to tak, že jej́ı osy budou splývat
se souřadnými osami. Z [2, 3] plyne, že tuto rotaci obdrž́ıme vypoč́ıtáńım tzv.
vlastńıch vektor̊u kvadriky. Postup pro jejich źıskáńı je následuj́ıćı:

1. Vypoč́ıtáme tzv. vlastńı č́ısla kvadriky. Dá se dokázat, že tato č́ısla jsou
vždy právě 3 včetně násobnost́ı. Vlastńı č́ısla źıskáme vypoč́ıtáńım kořen̊u
rovnice ∣∣∣∣∣∣

A − λ D E
D B − λ F
E F C − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2. Dosad́ıme vlastńı č́ısla do následuj́ıćı soustavy rovnic a tuto vyřeš́ıme

(A − λi)u1 +Du2 + Eu3 = 0,

Du1 + (B − λ)u2 + Fu3 = 0,

Eu1 + Fu2 + (C − λi)un = 0.

3. Z řešeńı těchto soustav sestav́ıme bázi vektorového prostoru V . Opět se
dá dokázat, že pro n-násobné vlastńı č́ıslo λi, źıskáme řešeńı soustavy
závislé na n parametrech. N-násobnému vlastńımu č́ıslu λi tedy připadá
n-rozměrný vektorový prostor vlastńıch vektor̊u. Protože hledáme bázi V ,
zvoĺıme za vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λi libovolnou bázi jemu
připadaj́ıćıho prostoru vlastńıch vektor̊u. To, že výsledná trojice vektor̊u
tvoř́ı bázi celého V , se dá opět dokázat.
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V daľśım kroku aplikujeme na matici kvadriky takovou matici posunut́ı, která
v matici kvadriky eliminuje koeficienty G a H, př́ıpadně i K. Nalezeńı tohoto
posunut́ı, odpov́ıdá nalezeńı souřadnic středu kvadriky. Přičemž bod S = [m,n, p]
je středem kvadriky právě tehdy, když jeho souřadnice splňuj́ı soustavu rovnic

Am+Dn+ Ep+G = 0

Dm+Bn+ Fp+H = 0

Em+ Fn+ Cp+K = 0

Poznámka 1. Informace o tomto kroku lze naj́ıt v textech [2, 3].

Tento postup funguje i pokud má kvadrika př́ımku nebo rovinu střed̊u. Po-
kud klasifikujeme kvadriku s vrcholem nebo př́ımkou vrchol̊u, pak tato soustava
nemá řešeńı. Proto se nab́ıźı druhá možnost nalezeńı tohoto posunut́ı, kterou
je doplněńı na součet čtverc̊u v nové rovnici kvadriky. Nyńı bychom měli vždy
obdržet kanonický tvar rovnice kvadriky.

Typ kvadriky Kanonický tvar Parametrizace
x(u, v) = av · cosu

Reálná kuželová plocha x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 y(u, v) = bv · sinu

z(u, v) = cu

Imaginárńı kuželová plocha x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 0 neexistuje

Tabulka 1. Přehled středových singulárńıch kvadrik

Typ kvadriky Kanonický tvar Parametrizace
x(u, v) = a · cosh v cosu

Jednod́ılný hyperboloid x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 y(u, v) = b · cosh v sinu

z(u, v) = c · sinh v
x(u, v) = a · sinh v cosu

Dvoud́ılný hyperboloid x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= −1 y(u, v) = b · sinh v sinu

z(u, v) = c · cosh v
x(u, v) = a · cos v · sinu

Reálný elipsoid x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 y(u, v) = b · sin v sinu

z(u, v) = c · cosu

Imaginárńı elipsoid x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= −1 neexistuje

Tabulka 2. Přehled středových regulárńıch kvadrik
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Typ kvadriky Kanonický tvar Parametrizace
x(u, v) = a · cosu

Reálná eliptická válcová plocha x2

a2
+ y2

b2
= 1 y(u, v) = b · sinu

z(u, v) = v

Imaginárńı eliptická válcová plocha x2

a2
+ y2

b2
= −1 neexistuje

x(u, v) = ±a · coshu
Hyperbolická válcová plocha x2

a2
− y2

b2
= 1 y(u, v) = b · sinhu

z(u, v) = v
x(u, v) = u

Parabolická válcová plocha x2

a2
+ 2py = 0. y(u, v) = − u2

a22p

z(u, v) = v

x(u, v) = ±ub
a

Reálné r̊uznoběžné roviny x2

a2
− y2

b2
= 0 y(u, v) = u

z(u, v) = v
x(u, v) = m

Imaginárńı r̊uznoběžné roviny x2

a2
+ y2

b2
= 0 y(u, v) = n

z(u, v) = u
x(u, v) = ±m

Reálné rovnoběžné roviny x2

a2
= 1 y(u, v) = u

z(u, v) = v

Imaginárńı rovnoběžné roviny x2

a2
= −1 neexistuje

x(u, v) = m

Dvojnásobná rovina x2

a2
= 0 y(u, v) = u

z(u, v) = v

Tabulka 3. Přehled nestředových singulárńıch kvadrik

Typ kvadriky Kanonický tvar Parametrizace
x(u, v) = u

Eliptický paraboloid x2

a2
+ y2

b2
+ 2kz = 0 y(u, v) = v

z(u, v) = ( u2

2a2k
+ v2

2b2k
)

x(u, v) = u

Hyperbolický paraboloid x2

a2
− y2

b2
+ 2kz = 0 y(u, v) = v

z(u, v) = ( u2

2a2k
− v2

2b2k
)

Tabulka 4. Přehled nestředových regulárńıch kvadrik
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2.2. Klasifikace kuželoseček

Při klasifikaci kuželoseček vycháźıme z text̊u [1, 2, 4]. Definice kuželosečky
v textu [2] ř́ıká, že kuželosečka je libovolná nenulová kvadratická forma na dvou-
rozměrném vektorovém prostoru. Z toho vycháźı známěǰśı definice pomoćı obecné
rovnice. Podle této definice za kuželosečku považujeme množinu bod̊u, splňuj́ıćı
obecnou rovnici kuželosečky

Ax2 +By2 + 2Dxy +Gx+Hy + L = 0. (2.2)

Tato rovnice lze přepsat do matice kuželosečkyA D G
D B H
G H L


Každý typ kuželosečky lze rozpoznat z tzv. kanonického tvaru jej́ı rovnice. Pro
nalezeńı tohoto tvaru je nutno nejdř́ıve z jej́ı obecné rovnice eliminovat člen D.
Toho doćıĺıme vhodnou rotaćı kuželosečky a to tak, že jej́ı osy budou splývat
se souřadnými osami. Z [2, 4] plyne, že tuto rotaci obdrž́ıme vypoč́ıtáńım tzv.
vlastńıch vektor̊u kuželosečky. Postup pro jejich źıskáńı je následuj́ıćı:

1. Vypoč́ıtáme tzv. vlastńı č́ısla kuželosečky. Dá se dokázat, že tato č́ısla jsou
vždy právě 2 včetně násobnost́ı. Vlastńı č́ısla źıskáme vypoč́ıtáńım kořen̊u
rovnice ∣∣∣∣A − λ D

D B − λ

∣∣∣∣ = 0.

2. Dosad́ıme vlastńı č́ısla do následuj́ıćı soustavy rovnic a tuto vyřeš́ıme

(A − λi)u1 +Du2 = 0,

Du1 + (B − λ)u2 = 0,

3. Z řešeńı těchto soustav sestav́ıme bázi vektorového prostoru V . Opět se
dá dokázat, že pro n-násobné vlastńı č́ıslo λi, źıskáme řešeńı soustavy
závislé na n parametrech. N-násobnému vlastńımu č́ıslu λi tedy připadá
n-rozměrný vektorový prostor vlastńıch vektor̊u. Protože hledáme bázi V ,
zvoĺıme za vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λi libovolnou bázi jemu
připadaj́ıćıho prostoru vlastńıch vektor̊u. Dá se dokázat, že výsledná dvojice
vektor̊u je ortogonálńı.

V daľśım kroku aplikujeme na matici kuželosečky takovou matici posunut́ı,
která v matici kuželosečky eliminuje koeficienty G, př́ıpadně i H. Nalezeńı to-
hoto posunut́ı, odpov́ıdá nalezeńı souřadnic středu kuželosečky. Přičemž bod
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S = [m,n] je středem kuželosečky právě tehdy, když jeho souřadnice splňuj́ı
soustavu rovnic

Am+Dn+G = 0

Dm+Bn+H = 0

Poznámka 2. Informace o tomto kroku lze naj́ıt v textech [2] a [4].

Tento postup funguje i pokud má kuželosečka př́ımku střed̊u. Pokud klasifi-
kujeme kuželosečku s vrcholem, pak tato soustava nemá řešeńı. Proto se nab́ıźı
druhá možnost nalezeńı tohoto posunut́ı, kterým je doplněńı na součet čtverc̊u
v nové rovnici kuželosečky. Nyńı bychom měli obdržet kanonický tvar rovnice
kuželosečky.

Typ kuželosečky Kanonický tvar Parametrizace

Reálná elipsa x2

a2
+ y2

b2
= 1

x(u) = a · cosu
y(u) = b · sinu

Imaginárńı elipsa x2

a2
+ y2

b2
= −1 neexistuje

Hyperbola x2

a2
− y2

b2
= 1

x(u) = ±a · coshu
y(u) = b · sinhu

Různoběžné př́ımky x2

a2
− y2

b2
= 0

x(u) = u
y(u) = ±u b

a

Imaginárńı r̊uznoběžné př́ımky x2

a2
+ y2

b2
= 0

x(u) = 0
y(u) = 0

Tabulka 5. Přehled středových kuželoseček

Typ kuželosečky Kanonický tvar Parametrizace

Parabola x2

a2
+ 2ky = 0

x(u) = u

y(u) = − u2

2ka2

Dvojnásobná př́ımka x2

a2
= 0

x(u) = 0
y(u) = u

Rovnoběžné př́ımky x2

a2
= 1

x(u) = ±a
y(u) = u

Imaginárńı rovnoběžné př́ımky x2

a2
= −1 neexistuje

Tabulka 6. Přehled nestředových kuželoseček
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2.3. Vzájemná poloha dvou geometrických objekt̊u

2.3.1. Vzájemná poloha dvou př́ımek

Mějme př́ımky p a q na V a jejich parametrické rovnice

p : X = A + tu,

q : X = B + sv,

kde A = [a1, a2, a3] a B = [b1, b2, b3] jsou počátečńımi body př́ımek p a q
a u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3) jsou směrovými vektory př́ımek p a q.

Při vyšetřováńı vzájemné polohy dvou př́ımek, mohou nastat čtyři př́ıpady:

1. Př́ımky p a q jsou totožné, pokud každý bod př́ımky p nálež́ı i př́ımce q.
V praxi je to tehdy, jsou-li jejich směrové vektory lineárně závislé a existuje
bod M náležej́ıćı oběma př́ımkám. Jelikož v́ıme, že bod A nálež́ı př́ımce p,
polož́ıme M = A.

2. Př́ımky p a q jsou rovnoběžné, pokud jsou jejich směrové vektory lineárně
závislé, ale neexistuje bod náležej́ıćı oběma př́ımkám.

3. Př́ımky p a q jsou r̊uznoběžné, pokud nejsou jejich směrové vektory lineárně
závislé a existuje bodM , který nálež́ı oběma př́ımkám. Stanovit zda existuje
bod M potom znamená vyřešit soustavu rovnic

a1 + tu1 = b1 + sv1,

a2 + tu2 = b2 + sv2,

a3 + tu3 = b3 + sv3.

4. Př́ımky p a q jsou mimoběžné, pokud nejsou jejich směrové vektory lineárně
závislé a neexistuje bod náležej́ıćı oběma př́ımkám.

2.3.2. Vzájemná poloha roviny a př́ımky

Mějme dánu rovinu α : ax + by + cz + d = 0 a př́ımku p : X = A + tu.
Při vyšetřováńı vzájemné polohy roviny a př́ımky, mohou nastat tři př́ıpady:

1. Př́ımka p lež́ı v rovině α, pokud jsou normálový vektor roviny a směrový
vektor př́ımky ortogonálńı a zároveň existuje bod M náležej́ıćı př́ımce i ro-
vině. Za bod M stač́ı zvolit počátečńı bod A př́ımky p.

2. Př́ımka p a rovina α jsou mimoběžné, pokud jsou normálový vektor roviny
a směrový vektor př́ımky ortogonálńı a zároveň neexistuje bod M náležej́ıćı
př́ımce i rovině. Za bod M zvoĺıme počátečńı bod A př́ımky p.

15



3. Př́ımka p a rovina α jsou r̊uznoběžné, pokud nejsou normálový vektor ro-
viny a směrový vektor př́ımky ortogonálńı. Potom př́ımka prot́ıná rovinu
v bodě M . Tento bod nalezneme dosazeńım parametrických rovnic př́ımky
do obecné rovnice roviny. Obdrž́ıme lineárńı rovnici o jedné neznámé

a(A1 + tu1) + b(A2 + tu2) + c(A3 + tu3) + d = 0.

Po vyjádřeńı neznámé t obdrž́ıme

t = −(aA1 + bA2 + cA3 + d)

(au1 + bu2 + cu3)
.

Tento výraz má smysl, protože ve jmenovateli obsahuje skalárńı součin
normálového vektoru roviny a směrového vektoru př́ımky. Protože tyto vek-
tory nejsou ortogonálńı, tento skalárńı součin neńı nulový.

Vypoč́ıtané t následně dosad́ıme do parametrických rovnic př́ımky
a obdrž́ıme bod pr̊uniku.

2.3.3. Vzájemná poloha dvou rovin

Mějme roviny α a β na V a jejich obecné rovnice

α : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, (2.3)

β : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0. (2.4)

Normálový vektor roviny α označ́ıme n1, normálový vektor roviny β označ́ıme n2.
Při vyšetřováńı vzájemné polohy rovin α a β, mohou nastat tři př́ıpady:

1. Roviny α a β jsou totožné, pokud každý bod náležej́ıćı rovině α nálež́ı
i rovině β. V praxi je to tehdy jsou-li normálové vektory rovin α a β lineárně
závislé a existuje bod M náležej́ıćı oběma rovinám.

Jelikož normálový vektor roviny nesmı́ být nulový, pak bod M roviny α
nalezneme vyjádřeńım jedné z proměnných x, y, z, která neńı násobena nu-
lovým koeficientem. Předpokládejme, že je to proměnná x, potom libo-
volně zvoĺıme y-novou a z-tovou souřadnici bodu M a dopoč́ıtáme x-ovou
souřadnici pomoćı vztahu

x = −b1y + c1z + d1
a1

. (2.5)

2. Roviny α a β jsou rovnoběžné, pokud jsou jejich normálové vektory lineárně
závislé, ale neexistuje bod náležej́ıćı oběma rovinám.
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3. Roviny α a β jsou r̊uznoběžné, pokud jsou jejich normálové vektory lineárně
nezávislé. V tom př́ıpadě se roviny prot́ınaj́ı v př́ımce. Parametrické rov-
nice této př́ımky stanov́ıme nalezeńım dvou bod̊u, jež na této př́ımce lež́ı.
Z obecné rovnice (2.3) prvńı roviny vyjádř́ıme proměnnou, která neńı
násobena nulovým koeficientem. Předpokládejme, že je to proměnná x.
Po vyjádřeńı z rovnice prvńı roviny a dosazeńı do rovnice druhé roviny,
obdrž́ıme jednu rovnici dvou neznámých y a z, která má tvar

b3y + c3z + d3 = 0.

Jelikož nejsou normálové vektory rovin α a β lineárně závislé, pak tato rov-
nice obsahuje alespoň jednu proměnnou, která neńı násobena nulovým ko-
eficientem. Necht’ je to proměnná y. Tuto proměnnou vyjádř́ıme a obdrž́ıme
výraz ve tvaru

y = −c3z + d3
b3

.

Dosazeńım libovolných dvou hodnot z1, z2 za proměnnou z, obdrž́ıme od-
pov́ıdaj́ıćı hodnoty y1, y2 proměnné y. Finálńım dosazeńım dvojic hodnot
y1, z1 a y2, z2 do vyjádřeńı (2.5), obdrž́ıme hodnoty x1, x2 proměnné x.

Parametrické rovnice př́ımky, jež lež́ı v pr̊uniku rovin α a β, již z bod̊u
M1 = (x1, y1, z1) a M2 = (x2, y2, z2) sestav́ıme triviálně.

2.3.4. Vzájemná poloha kuželosečky a př́ımky

Mějme kuželosečku C lež́ıćı v libovolné rovině α a př́ımku p,

C : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a12x1x2 + a13x1 + a23x2 + a33 = 0,

p : X = A + tu.

Při vyšetřováńı vzájemné polohy kuželosečky a př́ımky nejprve stanov́ıme
vzájemnou polohu roviny α a př́ımky p.

Pokud př́ımka prot́ıná rovinu v bodě M , potom muśıme nejdř́ıve źıskat
vyjádřeńı kuželosečky C a bodu M vzhledem ke stejné bázi. Na kuželosečku
i bod tedy aplikujeme transformaci T , jež převád́ı kuželosečku do kanonického
tvaru. Nyńı lež́ı jak kuželosečka tak bod v rovině β o rovnici β : z = 0 a můžeme
otestovat, zda nové souřadnice M splňuj́ı novou obecnou rovnici kuželosečky.
Pokud souřadnice bodu splňuj́ı obecnou rovnici kuželosečky, pak př́ımka
kuželosečku v tomto bodě prot́ıná, jinak jsou př́ımka a kuželosečka mimoběžné.

Pokud jsou př́ımka p a rovina α mimoběžné, pak jsou mimoběžné
i kuželosečka C a př́ımka p.
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Lež́ı-li př́ımka p v rovině α, potom muśıme nejdř́ıve źıskat vyjádřeńı
kuželosečky C a př́ımky p vzhledem ke stejné bázi. Na kuželosečku i př́ımku
tedy aplikujeme transformaci T , jež převád́ı kuželosečku do kanonického tvaru.
Nyńı lež́ı jak kuželosečka tak př́ımka v rovině β o rovnici β : z = 0 a můžeme
dosadit parametrické rovnice př́ımky p do obecné rovnice kuželosečky C:

a11(m+tu)2+a22(n+tv)2+a12(m+tu)(n+tv)+a31(m+t)+a32(n+tv)+a33 = 0.

Obdrž́ıme maximálně kvadratickou rovnici parametru t

At2 + 2Bt+ C = 0. (2.6)

Pro koeficienty A,B,C rovnice (2.6) plat́ı:

A = a11u
2
1 + a22u

2
2 + 2a12u1u2

B = u1(a11m+ a12n+ a13) + u2(a21m+ a22n+ a24)

C = a11m
2 + a22n

2 + 2a12mn+ 2a31m+ 2a32n+ a33

Při řešeńı rovnice (2.6) mohou nastat tyto př́ıpady:

1. A = 0, B ̸= 0. Pak se rovnice (2.6) redukuje na lineárńı rovnici, která má
jediné řešeńı t1. Př́ımka p a kuželosečka C se prot́ınaj́ı v jednom bodě, jehož
souřadnice źıskáme dosazeńım t1 za t do parametrických rovnic př́ımky
p. Tento bod převedeme pomoćı transformace T do p̊uvodńı soustavy
souřadnic.

2. A = 0, B = 0, C ̸= 0. Pak rovnice (2.6) nemá reálné řešeńı z čehož plyne,
že kuželosečka a př́ımka jsou mimoběžné.

3. A = 0, B = 0, C = 0. Pak každé reálné č́ıslo je řešeńım rovnice (2.6) a každý
bod př́ımky nálež́ı kuželosečce.

4. A ̸= 0, B2 − AC > 0. Pak má rovnice (2.6) dva r̊uzné reálné kořeny t1, t2.
Př́ımka p a kuželosečka C se prot́ınaj́ı ve dvou bodech, jejichž souřadnice
źıskáme dosazeńım t1 a t2 za t do parametrických rovnic př́ımky p. Tyto
body převedeme pomoćı transformace T do p̊uvodńı soustavy souřadnic.

5. A ̸= 0, B2 − AC = 0. Pak má rovnice (2.6) jeden reálný kořen t1. Př́ımka
p je tečnou kuželosečky C a dotýká se j́ı v bodě, jehož souřadnice źıskáme
dosazeńım t1 za t do parametrických rovnic př́ımky p. Tento bod převedeme
pomoćı transformace T do p̊uvodńı soustavy souřadnic.

6. A ̸= 0, B2 −AC < 0 Pak rovnice (2.6) nemá reálné řešeńı z čehož plyne, že
kuželosečka a př́ımka jsou mimoběžné.
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2.3.5. Vzájemná poloha kuželosečky a roviny

Mějme kuželosečku C v rovině α a rovinu β,

C : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a12x1x2 + a13x1 + a23x2 + a33 = 0,

β : ax+ by + cz + d = 0.

Nejprve urč́ıme vzájemnou polohu roviny α a roviny β. Potom rozlǐsujeme
následuj́ıćı př́ıpady:

1. Roviny jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se v př́ımce p. Potom urč́ıme vzájemnou
polohu kuželosečky C a roviny β jako vzájemnou polohu kuželosečky C
a př́ımky p. Pokud je však př́ımka p tečnou kuželosečky C, pak ř́ıkáme že se
rovina β dotýká kuželosečky v bodě dotyku př́ımky p s kuželosečkou C.

2. Kuželosečka C lež́ı v rovině β, pokud jsou roviny α a β totožné.

3. Pokud jsou roviny α a β mimoběžné, pak jsou mimoběžné i kuželosečka C
a rovina β.

2.3.6. Vzájemná poloha kvadriky a př́ımky

Mějme kvadriku K a př́ımku p,

K : a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3+

2a14x1 + 2a24x2 + 2a34x3 + a44 = 0.

p : A+ tu (2.7)

Provedeme dosazeńı parametrických rovnic př́ımky p do obecné rovnice kvadriky
K. T́ımto obdrž́ıme maximálně kvadratickou rovnici parametru t:

At2 + 2Bt+ C = 0, (2.8)

přičemž koeficienty A,B,C této rovnice maj́ı tvar:

A = a11u
2
1 + a22u

2
2 + a33u

2
3 + 2a12u1u3 + 2a13u1u3 + 2a23u2u3,

B = u1(a11m+ a12n+ a13p+ a14) + u2(a21m+ a22n+ a23p+ a24)+

u3(a31m+ a32n+ a33p+ a34),

C = a11m
2 + a22n

2 + a33p
2 + 2a12mn+ 2a13mp+ 2a23np+

2a14m+ 2a24n+ 2a34p+ a44.

Podle hodnot koeficient̊u A,B,C a počtu řešeńı rovnice (2.8) rozlǐsujeme
následuj́ıćı př́ıpady.

1. A ̸= 0, B2 − 4AC > 0. Pak má rovnice (2.8) dva r̊uzné reálné kořeny t1, t2
a po dosazeńı těchto kořen̊u za t do parametrických rovnic (2.7) př́ımky p
obdrž́ıme dva body pr̊uniku kvadriky a př́ımky.
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2. A ̸= 0, B2−4AC = 0. Pak má rovnice (2.8) jeden dvojnásobný reálný kořen
t1 a př́ımka je tečnou kvadriky.Bod dotyku źıskáme dosazeńım kořene t1 za
t do parametrických rovnic (2.7) př́ımky.

3. A ̸= 0, B2 − 4AC < 0. Pak rovnice (2.8) nemá řešeńı a pr̊unik kvadriky
a př́ımky je prázdný.

4. A = 0, B ̸= 0. Pak má rovnice (2.8) jeden reálný kořen t1 a po dosazeńı
kořene ti za t do parametrických rovnic (2.7) př́ımky p obdrž́ıme bod pr̊uniku
kvadriky a př́ımky.

5. A = 0, B = 0, C ̸= 0. Pak rovnice (2.8) nemá řešeńı a pr̊unik kvadriky
a př́ımky je prázdný.

6. A = 0, B = 0, C = 0. Pak má rovnice (2.8) nekonečně mnoho řešeńı
a př́ımka lež́ı na kvadrice.

2.3.7. Vzájemná poloha kvadriky a roviny

Mějme kvadriku K a rovinu α. Prvńım krokem je aplikace takové rotace T
na rovinu α, jež tuto rovinu ztotožńı s rovinou β danou rovnićı

β : z = 0. (2.9)

Následně tuto rotaci aplikujeme i na kvadrikuK a dosad́ıme za z-tovou souřadnici
v obecné rovnici orotované kvadriky K hodnotu nula. T́ım obdrž́ıme rovnici jež
má tvar

a11x
2 + a22y

2 + a12xy + a41x+ a42y + a44 = 0. (2.10)

Podle tvaru rovnice (2.10) rozlǐsujeme následuj́ıćı čtyři př́ıpady.

1. Pokud je alespoň jeden z koeficient̊u a11, a22, a12 r̊uzný od nuly, pak je rov-
nice (2.10) rovnićı kuželosečky. V tomto př́ıpadě je tedy pr̊unikem kvadriky
a roviny kuželosečka.

2. Pokud jsou všechny koeficienty a11, a22 i a12 nulové, ale alespoň jeden z koe-
ficient̊u a41 nebo a42 neńı nulový, pak je pr̊unikem kvadriky a roviny př́ımka.

3. Jsou-li všechny koeficienty v rovnici (2.10) nulové, pak je pr̊unikem kvadriky
a roviny rovina α.

4. Pokud je v rovnici (2.10) nenulový pouze koeficient a44, pak je pr̊unik kvad-
riky a roviny prázdný.
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2.3.8. Vzájemná poloha kvadriky a kuželosečky

Označme vyšetřovanou kvadriku Q, vyšetřovanou kuželosečku C a rovinu
v ńıž kuželosečka lež́ı ρ. Nejprve uč́ıme vzájemnou polohu kvadriky Q a roviny ρ.
Pro vzájemnou polohu kvadriky a kuželosečky pak mohou nastat čtyři př́ıpady

1. Kvadrika Q a rovina ρ se prot́ınaj́ı v rovině ρ. Potom se kvadrika Q
a kuželosečka C prot́ınaj́ı v kuželosečce C.

2. Kvadrika a rovina se prot́ınaj́ı v př́ımce p. Potom uč́ıme vzájemnou po-
lohu kuželosečky C a př́ımky p. Pokud je př́ımka tečnou kuželosečky
v bodě t1, pak se kuželosečka a kvadrika v tomto bodě dotýkaj́ı. Jinak
urč́ıme vzájemnou polohu kuželosečky a kvadriky jako vzájemnou polohu
kuželosečky a př́ımky.

3. Kvadrika a rovina se prot́ınaj́ı v kuželosečce C2. Potom uč́ıme vzájemnou
polohu kvadriky a kuželosečky jako vzájemnou polohu kuželosečky C
a kuželosečky C2.

4. Kvadrika a rovina jsou mimoběžné, pak jsou mimoběžné i kuželosečka
a kvadrika.

2.3.9. Vzájemná poloha dvou kvadrik

V této kapitole se objevuj́ı pojmy kvadratická forma a matice kvadratické
formy. Jejich definice lze nalézt v textu [2].

Pro určeńı vzájemné polohy dvou kvadrik zvoĺıme metodu, která je uni-
verzálńı a citovaná v mnoha praćıch jako např́ıklad [5, 6, 7]. Základy této metody
prvně publikoval ve svých článćıch Joshua Zev Levin. Uvedené postupy jsem
čerpal ze článku [5]. Levinova metoda se oṕırá o dokázané tvrzeńı, které ř́ıká,
že v pencilu dvou r̊uzných kvadrik, viz. definice 2.1, existuje alespoň jedna tzv.
simple ruled kvadrika. Dále se dá dokázat, že pr̊unik dvou r̊uzných kvadrik P
a Q je totožný s pr̊unikem simple ruled kvadriky R z pencilu kvadrik P a Q a
jednou z kvadrik P nebo Q, která je r̊uzná od R

Mějme dány kvadriky P a Q. V př́ıpadě, že je obecná rovnice kvadriky P
nenulovým násobkem obecné rovnice kvadriky Q, pak jsou kvadriky totožné.

V př́ıpadě, že nejsou kvadriky P a Q totožné budeme postupovat podle
následuj́ıćıch krok̊u, které budou později detailněji popsány:

1. Nalezneme simple ruled kvadriku R v pencilu vyšetřovaných kvadrik P a Q.
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2. Označ́ıme si W tu z kvadrik P a Q, která neńı totožná s R. Kvadriku R
převedeme na kanonický tvar a transformaci T , převáděj́ıćı R na kanonický
tvar, aplikujeme i na kvadriku W .

3. Každou parametrizaci kvadriky R dosad́ıme do obecné rovnice kvadriky W .

4. Stanov́ıme definičńı obor źıskané parametrizace X(u, v) pr̊uniku kvadrik P
a Q.

5. Aplikujeme transformaci T na parametrizaci X(u, v) pro źıskáńı paramet-
rizace pr̊uniku vzhledem ke kartézské soustavě souřadnic.

Typ kvadriky Kanonický tvar Parametrizace

Imaginárńı r̊uznoběžné roviny x2

a2
+ y2

b2
= 0

x(u, v) = 0
y(u, v) = 0
z(u, v) = u

Dvojnásobná rovina x2

a2
= 0

x(u, v) = 0
y(u, v) = u
z(u, v) = v

Rovnoběžné roviny x2

a2
= 1

x(u, v) = ±a
y(u, v) = u
z(u, v) = v

Různoběžné roviny x2

a2
− y2

b2
= 0

x(u, v) = au
y(u, v) = ±bu
z(u, v) = v

Parabolická válcová plocha x2

a2
− 2kz = 0

x(u, v) = u

y(u, v) = u2

a22k

z(u, v) = v

Hyperbolická válcová plocha x2

a2
− y2

b2
= 1

x(u, v) = a
2
(u+ 1

u
)

y(u, v) = b
2
(u− 1

u
)

z(u, v) = v

Hyperbolický paraboloid x2

a2
− y2

b2
− 2kz = 0

x(u, v) =
√
a22k(u+v)

2

y(u, v) =
√
b22k(u−v)

2

z(u, v) = uv

Tabulka 7. Přehled simple ruled kvadrik

Simple ruled kvadriky jsou pro nás výhodné, protože jsme pro ně schopni nalézt
parametrizaci, jež je maximálně lineárńı vzhledem k prvńımu parametru, v našem
značeńı vzhledem k v a maximálně kvadratickou vzhledem ke druhému parame-
tru, v našem značeńı vzhledem k u. Definice simple ruled kvadratických forem je
následuj́ıćı.
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Definice 2.1. Množina všech kvadratických forem na V tvoř́ı vektorový prostor
VQ. Libovolný podprostor prostoru VQ se nazývá pencil. Pencilem RPQ genero-
vaným kvadratickými formami P a Q rozumı́me množinu všech kvadratických
forem daných rovnićı

RPQ = λP + µQ, kdeλ, µ ∈ R (2.11)

Nyńı vystává otázka jak určit λ a µ v rovnici (2.11). V tomto nám pomůže
d̊uležitá vlastnost simple ruled kvadrik. Všechny simple ruled kvadriky maj́ı
totiž nulový determinant jejich matice kvadratické formy. Nav́ıc podle [5] stač́ı
uvažovat µ = 1. Na základě toho, že je determinant matice kvadratické formy
simple ruled kvadriky R vždy nulový, plat́ı pro λ v rovnici (2.11) následuj́ıćı
rovnice ∣∣∣∣∣∣

p11 − λq11 p12 − λq12 p13 − λq13
p21 − λq21 p22 − λq22 p23 − λq23
p31 − λq31 p32 − λq32 p33 − λq33

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.12)

Roznásobeńım rovnice (2.12) źıskáme kubickou rovnici o neznámé λ. Po jej́ım
vyřešeńı a dosazeńı kořene λi do rovnice (2.11), źıskáme matici kvadriky Ri.
Tato kvadrika nemuśı být jednou z kvadrik z tabulky (7.), jelikož simple ruled
kvadriky nejsou jediné, které maj́ı nulový determinant matice kvadratické formy.
Nicméně alespoň jedna simple ruled kvadrika se mezi kvadrikami Ri vyskytuje.
Pokud je prázdná množina jedinou simple ruled kvadrikou mezi kvadrikami Ri,
pak maj́ı kvadriky P a Q prázdný pr̊unik.

V daľśım kroku převedeme nalezenou simple ruled kvadriku R na kanonický
tvar pomoćı metod uvedených v kapitole 2.1. Kvadrice R v kanonickém tvaru
potom př́ısluš́ı jedna z parametrizaćı z tabulky (7.). Označme si parametrizaci R
ṕısmenem X a transformaci jež převád́ı R na kanonický tvar ṕısmenem T .

Nyńı z kvadrik P a Q vybereme tu jež je r̊uzná od R. Jedna z nich taková
jistě je, protože předpokládáme že P ̸= Q. Necht’ je touto kvadrikou kvadrika P .
Na kvadriku P nyńı aplikujeme transformačńı matici T , jež převád́ı simple ruled
kvadriku R do kanonického tvaru. Označme matici transformované kvadriky P
ṕısmenem A. Nyńı máme obě kvadriky R i P ve stejné bázi a můžeme provést
dosazeńı parametrizace X do obecné rovnice P . Toto můžeme zapsat maticově

XAXT = 0.

Tato rovnice je maximálně kvadratická vzhledem k v. Přepsáńım na kvadratickou
rovnici źıskáme tvar

a(u)v2 + b(u)v + c(u) = 0. (2.13)

Vzhledem k parametrizaćım simple ruled kvadrik z tabulky (7.) může tato rovnice
obsahovat i členy, které maj́ı nad u záporný exponent. Nicméně i po vynásobeńı
celé rovnice potřebnou mocninou u, má tato rovnice následuj́ıćı vlastnosti.
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1) a(u) je maximálně kvadratická funkce vzhledem k u.

2) b(u) je maximálně kvadratická funkce vzhledem k u.

3) c(u) je maximálně kvartická funkce vzhledem k u.

4) b(u)2 − 4a(u)c(u) je maximálně kvartická funkce vzhledem k u.

Nyńı může nastat několik př́ıpad̊u.

1. Je-li tato rovnice triviálně splněna, pak je pr̊unikem kvadrika jej́ıž parame-
trizace je X.

2. Neńı-li tato rovnice nikdy plněna, je pr̊unik prázdný.

3. Je-li tato rovnice ve tvaru uv = 0, pak jsou pr̊unikem dvě křivky, jejichž
parametrizace źıskáme dosazeńım nuly za u a pak za v do X. Pokud je sim-
ple ruled kvadrikou hyperbolická válcová plocha, pak přeskoč́ıme dosazeńı
hodnoty nula za u do parametrizace X, protože tato parametrizace neńı
v tomto bodě definovaná.

4. Je-li v této rovnici a(u) = 0, b(u) = 0, pak rovnici c(u) = 0 vyřeš́ıme a do-
sazeńım źıskaných hodnot u do X, obdrž́ıme parametrizace křivek pr̊uniku.
Opět, pokud je simple ruled kvadrikou hyperbolická válcová plocha, pak
přeskoč́ıme dosazeńı hodnoty nula za u do parametrizace X.

5. Jinak z této rovnice vyjádř́ıme v a jeho dosazeńım do X, obdrž́ıme para-
metrizaci pr̊uniku.

Definičńı obor parametrizace pr̊uniku stanov́ıme jako množinu všech možných
hodnot parametru u a to na základě vyjádřeńı parametru v.

1. Je-li toto vyjádřeńı ve tvaru řešeńı kvadratické rovnice

v =
−b(u)±

√
b(u)2 − 4a(u)c(u)

2a(u)
,

pak vyřeš́ıme rovnici b(u)2−4a(u)c(u) = 0 a urč́ıme intervaly hodnot para-
metru u, pro které je tato rovnice nezáporná. Od těchto interval̊u odebereme
řešeńı rovnice a(u) = 0.

2. Je-li toto vyjádřeńı ve tvaru řešeńı lineárńı rovnice

v = −c(u)

b(u)
,

pak za definičńı obor křivky polož́ıme interval (−∞,∞), od kterého odebe-
reme řešeńı rovnice b(u) = 0.
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3. Ve všech ostatńıch př́ıpadech za definičńı obor křivky pr̊uniku polož́ıme
interval (−∞,∞).

Nakonec, je-li simple ruled kvadrikou hyperbolická válcová plocha, je třeba od
definičńıho oboru odebrat bod nula, protože jej́ı parametrizace neńı v tomto
bodě definovaná.

Na každou źıskanou parametrizaci aplikujeme transformaci T , č́ımž obdrž́ıme
jej́ı vyjádřeńı vzhledem ke kartézské soustavě souřadnic.

2.3.10. Vzájemná poloha dvou kuželoseček

V této kapitole se objevuj́ı pojmy kvadratická forma a matice kvadratické
formy. Jejich definice, lze nalézt v textu [2].

Mějme dánu kuželosečku P lež́ıćı v rovině α a kuželosečku Q lež́ıćı v rovině β.

Kuželosečky lež́ıćı ve stejné rovině
Pro určeńı vzájemné polohy dvou kuželoseček použ́ıváme stejný postup
jako je uveden v kapitole 2.3.9.

V př́ıpadě, že nejsou kuželosečky P a Q totožné budeme postupovat podle
následuj́ıćıch krok̊u:

1. Nalezneme simple ruled kuželosečku R v pencilu vyšetřovaných
kuželoseček P a Q.

2. Označ́ıme si W tu z kuželoseček P a Q, která neńı totožná s R.
Kuželosečku R převedeme na kanonický tvar a transformaci T ,
převáděj́ıćı R na kanonický tvar, aplikujeme i na kuželosečku W .

3. Dosad́ıme parametrizace kuželosečky R do obecné rovnice transformo-
vané kuželosečky W .

4. Aplikujeme transformaci T na parametrizaci X(u) pr̊uniku
kuželoseček P a Q pro źıskáńı parametrizace pr̊uniku vzhledem
ke kartézské soustavě souřadnic.

Necht’ máme nalezenu simple ruled kuželosečku R z pencilu kuželoseček
P a Q. Dále necht’ T je transformačńı matice převáděj́ıćı simple ruled
kuželosečku R na kanonický tvar a A je matice transformované kuželosečky
P , jež byla zvolena v druhém kroku. Označme X parametrizaci simple
ruled kuželosečky R, vzhledem k jej́ımu kanonickému tvaru.

Dosazeńı parametrizace X do obecné rovnice lze zapsat maticově ve tvaru

XAXT = 0. (2.14)
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Typ kuželosečky Kanonický tvar Parametrizace

Hyperbola x2

a2
− y2

b2
= 1

x(u) = a
2
(u+ 1

u
)

y(u) = b
2
(u− 1

u
)

Parabola x2

a2
+ 2ky = 0

x(u) = u

y(u) = − u2

2ka2

Dvojnásobná př́ımka x2

a2
= 0

x(u) = 0
y(u) = u

Různoběžné př́ımky x2

a2
− y2

b2
= 0

x(u) = u
y(u) = ±u b

a

Rovnoběžné př́ımky x2

a2
= 1

x(u) = ±a
y(u) = u

Tabulka 8. Přehled simple ruled kuželoseček

Tato rovnice je maximálně kvartická vzhledem k parametru u. Vyřešeńım
této rovnice obdrž́ıme až čtyři hodnoty u1, . . . , un parametru u, které
následně dosad́ıme do parametrizace X a obdrž́ıme body X1, . . . , Xn.
Pokud je tato rovnice triviálně splněna pro každé u, potom se kuželosečky
P a Q prot́ınaj́ı v kuželosečce, jej́ıž parametrizace je X.

Nakonec na parametrizaci X, př́ıpadně body X1, . . . , Xn źıskané vyřešeńım
rovnice (2.14) a dosazeńım do X, aplikujeme transformaci T , pro źıskáńı
jejich vyjádřeńı vzhledem ke kartézské soustavě souřadnic.

Kuželosečky lež́ıćı v r̊uzných rovinách
Pokud nejsou roviny α a β kuželoseček P a Q totožné, potom nejdř́ıve
urč́ıme jejich vzájemnou polohu.

Jsou-li roviny α a β mimoběžné, pak jsou mimoběžné i kuželosečky P a Q.

Pokud jsou roviny r̊uznoběžné, pak se prot́ınaj́ı v př́ımce p. Potom urč́ıme
vzájemnou polohu př́ımky p a kuželosečky P a vzájemnou polohu př́ımky p
a kuželosečky Q. Nyńı mohou nastat čtyři situace:

1. Př́ımka p lež́ı na obou kuželosečkách. Potom se kuželosečky prot́ınaj́ı
v př́ımce p.

2. Př́ımka lež́ı na jedné z kuželoseček a s druhou se prot́ıná v bo-
dech X1, . . . , Xn. Potom každý bod Xi náležej́ıćı oběma kuželosečkám
přidáme do množiny I. Pokud je množina bod̊u I neprázdná, pak
ř́ıkáme že se kuželosečky prot́ınaj́ı v bodech Xj ∈ I. Jinak jsou
kuželosečky P a Q mimoběžné.
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3. Př́ımka prot́ıná kuželosečku P v bodech X1, . . . , Xn a kuželosečku P
v bodech Y1, . . . , Yk. Potom polož́ıme I = {X1, . . . , Xn}∩{Y1, . . . , Yn}.
Pokud je množina bod̊u I neprázdná, pak ř́ıkáme že se kuželosečky
prot́ınaj́ı v bodech Xj ∈ I. Jinak jsou kuželosečky mimoběžné.

4. Př́ımka je mimoběžná s jednou z kuželoseček. Potom jsou kuželosečky
P a Q mimoběžné.

2.4. Vykreslováńı geometrických objekt̊u

Pro vykreslováńı geometrických objekt̊u programem využ́ıváme grafickou kni-
hovnu OpenGL. Tato knihovna obsahuje osm základńıch grafických primitiv, po-
moćı nichž lze s dávkou trpělivosti vytvořit libovolný trojrozměrný útvar.

Nyńı uvedu výčet primitiv s jejich stručným popisem.

1. Vertex (bod)
Nejzákladněǰśı prvek, který je specifikován pomoćı svých souřadnic.

2. Lines (úsečky)
Každé dva po sobě jdoućı vertexy definuj́ı úsečku.

3. Tringles (trojúhelńıky)
Každé tři po sobě jdoućı vertexy specifikuj́ı trojúhelńık.

4. Quads (čtyřúhelńıky)
Každé čtyři po sobě jdoućı vertexy specifikuj́ı čtyřúhelńık. Je potřeba aby
vertexy leželi v jedné rovině.

5. LineStrip (pás úseček)
Prvńı dva vertexy definuj́ı úsečku. Každý daľśı definuje úsečku danou po-
sledńım vertexem předchoźı úsečky a novým vertexem.

6. TriangleStrip (pás trojúhelńık̊u)
Prvńı tři vertexy definuj́ı trojúhelńık. Každý daľśı vertex definuje
trojúhelńık daný posledńımi dvěma vertexy předchoźıho trojúhelńıku a
novým vertexem.

7. QuadStrip (pás čtyřúhelńık̊u)
Prvńı čtyři vertexy definuj́ı čtyřúhelńık. Každé dva daľśı vertexy defi-
nuj́ı čtyřúhelńık daný posledńımi dvěma vertexy předchoźıho čtyřúhelńıku
a dvěma novými vertexy. Opět je potřeba, aby vertexy každého čtyřúhelńıku
ležely v jedné rovině.

8. TriangleFan (trs trojúhelńık̊u)
Prvńı vertex nazveme vrchol. Prvńı tři vertexy specifikuj́ı trojúhelńık.
Každý daľśı vertex definuje trojúhelńık daný vrcholem, posledńım vertexem
předchoźıho trojúhelńıku a novým vertexem.
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Všechny programem podporované geometrické objekty se vykresluj́ı dosa-
zováńım parametr̊u do jejich parametrických rovnic. Pro většinu objekt̊u jsme
schopni nalézt parametrické rovnice, které jsou pro potřeby vykreslováńı mno-
hem výhodněǰśı, než je např́ıklad dosazováńı do obecné rovnice. Dosazováńı za
parametry v parametrických rovnićıch je velmi podobné pro všechny objekty.

Pro každý parametr u a v, v parametrických rovnićıch objektu, zvoĺıme ma-
ximálńı a minimálńı hodnoty uMin, uMax a vMin, vMax tohoto parametru.
Potom za tyto parametry postupně dosazujeme následuj́ıćımi zp̊usoby.

1. U kvadrik a rovin dosazujeme tak, abychom źıskali posloupnost bod̊u, jež
po vložeńı do jednoho bloku, př́ıpadně v́ıce blok̊u TriangleStrip, utvoř́ı sek-
venci pás̊u trojúhelńık̊u, jež dohromady vytvář́ı trojúhelńıkovou śıt’. Tato
trojúhelńıková śıt’ představuje aproximaci povrchu daného objektu. Jed-
notlivé trojúhelńıky trojúhelńıkové śıtě s využit́ım možnost́ı OpenGL vy-
plńıme. Zjednodušený kód pro vygenerovańı povrchu roviny vypadá takto:

for (double v = vMin; v < vMax; v += vStep)

{

Gl.glBegin(Gl.GL_TRIANGE_STRIP);

for (double u = uMin; u <= uMax; u += uStep)

{

SetVertex(u, v);

SetVertex(u, v+vStep);

}

Gl.glEnd();

}

Zjednodušeńı tohoto kódu spoč́ıvá v tom, že ve skutečnosti je potřeba za-
jistit, aby oba for cykly opravdu končily v maximálńıch hodnotách daných
parametr̊u. Což se v tomto př́ıpadě nestane pokud uStep a vStep nejsou
celoč́ıselnými děliteli (uMax− uMin), resp. (vMax− vMin).

Kód pro generováńı kvadrik je v podstatě stejný. Jediný rozd́ıl spoč́ıvá
v tom, že pro některé kvadriky je potřeba provést určeńı hodnot parametru
u, před začátkem každého for cyklu tohoto parametru, tedy pro každou
hodnotu parametru v.

2. U křivek, kuželoseček a př́ımek dosazujeme tak, abychom źıskali posloup-
nost bod̊u, jež po vložeńı do bloku LineStrip, utvoř́ı sekvenci na sebe nava-
zuj́ıćıch úseček, tvoř́ıćıch aproximaci daného objektu.

Aby objekt p̊usobil prostorově, je potřeba scénu nasv́ıtit. S t́ım je spojena nut-
nost nastavit každému vertexu grafického objektu, který chceme mı́t osvětlený,
normálový vektor potřebný pro výpočty osvětleńı knihovnou OpenGL. Normálové
vektory nastavujeme pouze kvadrikám a rovinám. Povoleńı osvětleńı u křivek,
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kuželoseček a př́ımek je nežádoućı. Jelikož ke každé kvadrice i rovině existuje
explicitńı rovnice R, pak nejsnáze nalezeme souřadnice normálového vektoru v li-
bovolném bodě kvadriky nebo roviny zderivováńım této rovnice. Tuto rovnici
parciálně zderivujeme podle všech proměnných. Do źıskaných výraz̊u u1 = ∂R

∂x
,

u2 =
∂R
∂y

a u3 =
∂R
∂z

dosad́ıme souřadnice bodu, jehož normálový vektor poč́ıtáme.
Z hodnot výraz̊u v pořad́ı u1, u2, u3, pak sestav́ıme hledaný normálový vektor.

2.5. Ořezáváńı grafických objekt̊u

Jelikož většina grafických objekt̊u, se kterými program umožňuje pracovat,
obsahuje nekonečně mnoho bod̊u, je nutno řešit ořezáváńı takových grafických
objekt̊u. Proto je stanovena oblast, do které se grafické objekty kresĺı. Pro
jednoduchost má tato oblast tvar krychle, která je reprezentována pomoćı
souřadnic středu a délky hrany.

Protože všechny objekty generujeme dosazováńım parametr̊u do jejich para-
metrických rovnic, muśıme pro správné ořezáńı určit hodnoty těchto parametr̊u.
Ve většině př́ıpad̊u budeme tyto hodnoty hledat v jistém základńım tvaru daného
objektu, který źıskáme aplikaćı jisté transformačńı matice na daný objekt. Pro
kuželosečky a kvadriky za tento tvar považujeme tvar kanonický. U rovin to
bude rovina o rovnici z = 0 a pro př́ımky př́ımka o rovnićıch x = t, y = 0, z = 0.
Je-li na objekt v obecné poloze aplikována transformace, je třeba transformovat
i střed a t́ım pádem i hranice ořezávaćı oblasti. Dále v textu budeme použ́ıvat
konstanty xMin, xMax, yMin, yMax, zMin a zMax což jsou hranice ořezávaćı
oblasti vzhledem k aktuálńı pozici středu ořezávaćı oblasti.

1. Je-li parametrizace dané složky daného objektu závislá na jednom parame-
tru

x = X(u), x ∈ (xMin, xMax),

pak tuto rovnici vyřeš́ıme pro hodnoty xMin a xMax, č́ımž obdrž́ıme hod-
noty parametru u, pro které daná složka prot́ıná hranice ořezávané oblasti.
Vzhledem k charakteru zvolených parametrizaćı mohou nastat 4 př́ıpady.

(a) Obdrž́ıme-li pro x = xMin hodnotu a a pro x = xMax hodnotu b,
pak je výsledný interval hodnot parametru u roven intervalu (a, b).
Tato situace nastává např́ıklad jedná-li se o př́ımku, jej́ıž složka má
parametrizaci ve tvaru x = u.
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(b) Obdrž́ıme-li pro x = xMin hodnoty a1, a2 a pro x = xMax hod-
noty b1, b2, pak z těchto hodnot vytvoř́ıme intervaly A = (a1, a2) a
B = (b1, b2). Pro intervaly A a B určitě plat́ı A ⊆ B nebo B ⊆ A,
což plyne ze zvolených parametrizaćı. Za intervaly hodnot parametru
u zvoĺıme neprázdný rozd́ıl interval̊u A a B.
Tato situace nastává např́ıklad jedná-li se o parabolu, jej́ıž složka
má parametrizaci ve tvaru x = u2, v situaci, kdy se vrchol paraboly
nacháźı pod spodńı hranićı ořezávané oblasti.

(c) Obdrž́ıme-li pro x = xMin dvě hodnoty a, b a pro x = xMax méně
než dvě hodnoty nebo naopak, pak je výsledný interval hodnot para-
metru u roven intervalu (a, b).
Tato situace nastává např́ıklad jedná-li se o parabolu, jej́ıž složka
má parametrizaci ve tvaru x = u2, v situaci, kdy se vrchol paraboly
nacháźı uvnitř ořezávané oblasti nebo se dotýká hrany ořezávaćı ob-
lasti.

(d) Neobdrž́ıme-li žádnou hodnotu pro x = xMin ani pro x = xMax,
potom je bud’ celá složka uvnitř nebo mimo ořezávanou oblast. Roz-
hodnout mezi těmito situacemi je triviálńı.

2. Mějme parametrizaci složky závislou na dvou parametrech u a v, přičemž
tato složka je v jednom z následuj́ıćıch tvar̊u

x = X(u) · sin(v), x ∈ (xMin, xMax)

nebo ve tvaru

x = X(u) · cos(v), x ∈ (xMin, xMax).

Protože jsou v parametrizaćıch objekt̊u funkce sinus a cosinus závislé pouze
na parametru v a protože jsou tyto funkce periodické, stač́ı pro kompletńı
vykresleńı objektu vźıt za interval hodnot parametru v interval (0, 2π) a
postupovat stejně jako by byla parametrizace ve tvaru

x = X(u), x ∈ (xMin, xMax).
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Takto źıskáme hodnoty parametru u. Pro zvýšeńı efektivity výpočtu
můžeme následně pro každou hodnotu parametru u určit intervaly para-
metru v přesně.

3. Posledńı př́ıpad, kdy je parametrizace složky objektu závislá na dvou pa-
rametrech, nastává pouze v situaci, kdy je objektem hyperbolický nebo
eliptický paraboloid. Tyto objekty maj́ı parametrizace tvaru

x = u, x ∈ (xMin, xMax)

y = v, y ∈ (yMin, yMax)

z = a · u2 ± b · v2, z ∈ (zMin, zMax)

Proto abychom mohli vypoč́ıtat hranice parametr̊u u a v pro složku z,
muśıme využ́ıt jedné z ostatńıch složek parametrizace. Bez újmy na obec-
nosti za tuto parametrizaci zvoĺıme parametrizaci složky y. Tato složka
nám omezuje hodnoty, kterých může parametr v nabývat na interval
(yMin, yMax). Poté pro každou hodnotu parametru v urč́ıme intervaly
parametru u dosazeńım konkrétńı hodnoty v do složky z.

2.6. Ořezáváńı křivky pr̊uniku dvou kvadrik

Křivka pr̊uniku dvou kvadrik je dána svými parametrickými vyjádřeńımi
složek x,y,z a definičńım oborem. Můžeme předpokládat, že parametrizace každé
složky obsahuje maximálně jeden parametr a tento je pro všechny složky stejný.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že je to parametr u. Pro úplnost
dodejme, že může nastat situace, kdy parametrizace nějaké složky obsahuje dva
parametry, ale v tom př́ıpadě je pr̊unikem kvadrik simple ruled kvadrika.

Hledané hodnoty parametru u urč́ıme jako pr̊unik hodnot parametru u, pro
které lež́ı jednotlivé složky křivky v odpov́ıdaj́ıćıch intervalech. Hledáńı interval̊u
parametru u budeme provádět v kanonické bázi simple ruled kvadriky, protože
v této bázi je parametrizace křivky pr̊uniku nejjednodušš́ı. Jen je potřeba trans-
formovat do této báze i jednotlivé ořezávaćı intervaly.

1. Mějme parametrizaci složky x ve tvaru

x = f(u), (2.15)

kde f(u) je maximálně kvartická funkce neznámé u. Dále mějme inter-
val I = (min,max) tvoř́ıćı zvolené hranice složky x. Pak rovnici (2.15)
uprav́ıme na tvar f(u) − x = 0 a vzniklou rovnici vyřeš́ıme pro hodnoty
x rovny min a max. Kořeny této rovnice setř́ıd́ıme vzestupně a z každých
dvou po sobě jdoućıch kořen̊u vytvoř́ıme interval Ki, u kterého zkoumáme
zda na něm složka x lež́ı uvnitř intervalu I. To provedeme tak, že z inter-
valu Ki vybereme prostředńı prvek a dosad́ıme do parametrizace složky x.
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Lež́ı-li funkčńı hodnota f(u) v tomto bodě v intervalu I, pak to plat́ı i pro
celý interval Ki.

Nyńı poṕı̌seme postup při řešeńı rovnice f(u) − x = 0, pro př́ıpady, kdy
tato neńı ve tvaru rovnice prvńıho až čtvrtého stupně.

2. Je-li parametrizace složky x ve tvaru

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
,

pak tuto rovnici postupně uprav́ıme

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
,

x2 · a+ x · b+ c = 0.

Tato rovnice je vždy maximálně kvartická, což vycháźı z parametrizaćı sim-
ple ruled kvadrik. Nyńı postupujeme stejně jako v bodě 1.

3. Je-li parametrizace složky x ve tvaru

x = du+ d · −b±
√
b2 − 4ac

2a
nebo ve tvaru

x = du− d · −b±
√
b2 − 4ac

2a
,

pak tuto rovnici postupně uprav́ıme na tvar

(x− du)2 · a
d2

+
(x− du) · b

d
+ c = 0, (2.16)

resp. na tvar

(x− du)2 · a
d2

− (x− du) · b
d

+ c = 0. (2.17)

Tyto situace nastávaj́ı pouze v př́ıpadě, kdy je simple ruled kvadrikou hy-
perbolický paraboloid. Dı́ky zvoleným parametrizaćım hyperbolického pa-
raboloidu jsou výsledné rovnice (2.16) a (2.17) maximálně kvartické a dále
se postupuje stejně jako v bodě 1.

4. Je-li parametrizace složky x ve tvaru

x = −p · u · −b±
√
b2 − 4ac

2a
,

pak tuto rovnici postupně uprav́ıme na tvar

x2 · a− x · bpu+ cp2u2 = 0. (2.18)

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě nastává tato situace pouze pokud je
simple ruled kvadrika hyperbolický paraboloid. A opět je vzniklá rovnice
maximálně kvartická a dále se postupuje stejně jako v bodě 1.
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3. Programátorská př́ıručka

Pro vytvořeńı programu byl zvolen programovaćı jazyk C# a jeho vývojové
prostřed́ı Microsoft Visual Studio 2010. Pro vykreslováńı scény byla použita gra-
fická knihovna OpenGL, kterou pro C# zpř́ıstupňuje např́ıklad volně dostupná
knihovna Tao framework.

Výsledný program je rozdělen do několika logických celk̊u. V následuj́ıćıch
podkapitolách uvedeme stručný popis jednotlivých celk̊u.

3.1. Matematika

Většina matematického aparátu je umı́stěna ve jmenném prostoru Gmath.
Mezi nejpouž́ıvaněǰśı zástupce z této skupiny tř́ıd patř́ı

3.1.1. Vector

Tř́ıda reprezentuj́ıćı vektor trojrozměrného afinńıho prostoru. Obsahuje me-
tody implementuj́ıćı základńı algebraické operace s vektory jako jsou součet,
rozd́ıl a součin vektor̊u, násobeńı vektoru skalárem, délka vektoru a úhel vek-
tor̊u.

3.1.2. Matrix

Tř́ıda reprezentuj́ıćı matici libovolného řádu. Tato tř́ıda obsahuje metody im-
plementuj́ıćı základńı algebraické operace s maticemi jako jsou součet a součin
matic nebo výpočet determinantu a inverzńı matice. Od této tř́ıdy děd́ı r̊uzné
speciálńı typy matic jako jsou transformačńı matice, matice kvadriky a matice
kuželosečky. Tyto tř́ıdy obsahuj́ı implementaci daľśıch potřebných operaćı. Mezi
nejzaj́ımavěǰśı patř́ı převod eulerovských úhl̊u na transformačńı matici a naopak
nebo aplikace transformačńı matice na matici kvadriky či kuželosečky.

3.1.3. Interval

Tř́ıda reprezentuj́ıćı jednorozměrný interval hodnot. Tato tř́ıda je hojně
využ́ıvaná při výpočtech ořezáváńı objekt̊u. Obsahuje metody implementuj́ıćı
operace s intervaly jako jsou sjednoceńı, pr̊unik a doplněk interval̊u, délka in-
tervalu nebo tř́ıděńı interval̊u.

3.1.4. Algebraic Equations

Algebraic Equations je skupina tř́ıd reprezentuj́ıćıch algebraické rovnice až
do čtvrtého řádu. Lineárńı a kvadratické rovnice jsou řešeny pomoćı známých
vzorc̊u. Kubické a kvartické rovnice jsou řešeny pomoćı Cardanových vzorc̊u.
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Praktickým testováńım bylo zjǐstěno, že je velmi obt́ıžné jednoznačně rozhod-
nout, jakého stupně je daná rovnice. Proto je vstupńı rovnice až n-tého stupně
vyřešena jako rovnice stupně n i n − 1. Poté je jako správné řešeńı p̊uvodńı
rovnice vzato to z řešeńı, které má po substituci vybraných hodnot, nejmenš́ı
součet rozd́ıl̊u funkčńıch hodnot oproti p̊uvodńı rovnici. Daľśım problémem při
řešeńı těchto rovnic jsou zaokrouhlovaćı chyby FPU aritmetiky. Tyto chyby sice
zp̊usobuj́ı jen mı́rné nepřesnosti ve vypoč́ıtaných kořenech rovnice, avšak v jistých
situaćıch může i nepatrná odchylka zp̊usobit velký skok funkčńı hodnoty. Z těchto
d̊uvod̊u je proto občas možno pozorovat mı́rné chyby ve vykreslovaných pr̊unićıch.

Mimo metody pro vyřešeńı dané rovnice, obsahuj́ı tyto tř́ıdy i metody pro
substituci hodnoty do dané rovnice, či metody implementuj́ıćı součet a součin
těchto rovnic.

3.1.5. EquationSystem

Tř́ıda EquationSystem reprezentuje soustavu lineárńıch rovnic. Jednotlivé
lineárńı rovnice jsou reprezentovány tř́ıdou Equation, která obsahuje imple-
mentaci metod pro sč́ıtáńı a odč́ıtáńı jednotlivých rovnic, či násobeńı rovnice
skalárem. Soustavy rovnic jsou řešeny Gausovou eliminaćı.

3.1.6. CommonEquation

Jako předek všech obecných rovnic grafických objekt̊u vznikla tř́ıda Com-
monEquation, která obsahuje slot nesoućı seznam všech koeficient̊u konkrétńı
rovnice. Mezi nejzaj́ımavěǰśı metody této tř́ıdy patř́ı metoda Equal porovnávaj́ıćı
dvě rovnice a metoda Normalize, která provede vynásobeńı koeficient̊u takovou
mocninou deseti, aby byl součet exponent̊u v rovnici co nejbĺıž nule. Od této tř́ıdy
následně děd́ı tř́ıdy reprezentuj́ıćı obecné rovnice jednotlivých grafických objekt̊u.
Jsou to tř́ıdy

QuadricEquation – reprezentuje obecnou rovnici kvadriky,

ConicEquation – reprezentuje obecnou rovnici kuželosečky,

PlanEquation – reprezentuje obecnou rovnici roviny.

Tyto tř́ıdy implementuj́ı metody pro źıskáńı konkrétńıho koeficientu dané rovnice.

3.1.7. ParametricEquation

Pro reprezentaci parametrických rovnic grafických objekt̊u vznikla tř́ıda Pa-
rametricEquation. Tato tř́ıda opět obsahuje slot nesoućı seznam koeficient̊u
konkrétńıch parametrických rovnic. Od této tř́ıdy děd́ı tř́ıdy reprezentuj́ıćı pa-
rametrické rovnice jednotlivých grafických objekt̊u. Jsou to tř́ıdy
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QuadricParametricEquation – reprezentuje parametrické rovnice jednot-
livých kvadrik,

ConicParametricEquation – reprezentuje parametrické rovnice jednotlivých
kuželoseček,

PlanParametricEquation – reprezentuje parametrické rovnice roviny,

LineParametricEquation – reprezentuje parametrické rovnice př́ımky,

PointParametricEquation – reprezentuje parametrické rovnice bodu.

Tyto tř́ıdy implementuj́ı metody pro źıskáńı konkrétńıho koeficientu dané rovnice.

3.2. Grafické objekty

3.2.1. GraphicObject

Tato tř́ıda reprezentuje předka všech grafických objekt̊u. Obsahuje sloty

ID – identifikátor grafického objektu,

displayListIdentificator – č́ıselný identifikátor displayListu objektu,

visible – booleovská hodnota udávaj́ıćı, zda je objekt vykreslován či nikoli,

color – instance tř́ıdy Color nesoućı informaci o barvě objektu,

name – textový řetězec pojmenovávaj́ıćı objekt,

wordDescriptionFirstCase – slovńı popis objektu v prvńım pádu,

wordDescriptionSecondCase – slovńı popis objektu v druhém pádu,

wordDescriptionFourthCase – slovńı popis objektu ve čtvrtém pádu,

isInScene – booleovská hodnota udávaj́ıćı, zda je objekt ve scéně,

isDeleted – booleovská hodnota udávaj́ıćı, zda je objekt smazán.

Kromě getter̊u a setter̊u některých slot̊u tato tř́ıda obsahuje i virtuálńı metody

BuildDisplayList – tato metoda vytvoř́ı displayList objektu,

Draw – vykresĺı grafický objekt,

AreEqual – vraćı booleovskou hodnotu udávaj́ıćı, zda jsou dva objekty
stejné.
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3.2.2. WithParametricEquationObject

Potomek tř́ıdy GraphicObject, představuj́ıćı předka objekt̊u, reprezentova-
telných parametrickými rovnicemi. Obsahuje sloty

parametricEquation – instance tř́ıdy ParametricEquation, představuj́ıćı
parametrické rovnice objektu,

parametricEquationsFormatString – instance tř́ıdy ParametricEquations-
FormatString, představuj́ıćı předpis pro vytvořeńı grafické reprezentace pa-
rametrických rovnic,

transformationAlgebraic – instance tř́ıdy TransformationMatrix,
představuj́ıćı transformačńı matici vzhledem ke standardńı bázi, jež
je aplikována na objekt,

transformationOpenGL – instance tř́ıdy TransformationMatrix, jež je
použ́ıvána při vykreslováńı grafického objektu,

axesDisplayListIdentificator – č́ıselný identifikátor dislayListu os objektu,

axesVisible – booleovská hodnota udávaj́ıćı, zda jsou osy objektu vykres-
lovány,

lastBuildPosition – instance tř́ıdy Vector nesoućı informaci o pozici ob-
jektu, během posledńıho utvářeńı jeho displayListu.

Potomk̊um tř́ıdy WithParametricEquationObject je možno měnit jejich trans-
formačńı matice. K tomuto účelu slouž́ı metody

SetTransformationMatrixAlgebraic – nastav́ı objektu novou transformaci
vzhledem ke standardńı bázi,

SetCenterInStandardBasis – nastav́ı objektu nové posunut́ı vzhledem
ke standardńı bázi,

ApplyRotationInStandardBasis – současnou transformaci objektu slož́ı
s předanou rotaćı.

Tato tř́ıda dále definuje virtuálńı metodu MakeCopyOfObject, která vytvoř́ı ko-
pii volaj́ıćıho objektu s novými koeficienty parametrických rovnic a novými
souřadnicemi středu. Tř́ıda WithParametricEquationObject obsahuje implemen-
taci virtuálńı metody Draw jej́ıho předka GraphicObject. Od této tř́ıdy děd́ı

WithCommonEquationObject – tř́ıda tvoř́ıćı základ objekt̊u s obecnou rov-
nićı,

Point – tř́ıda reprezentuj́ıćı bod,

Line – tř́ıda reprezentuj́ıćı př́ımku.
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3.2.3. WithCommonEquationObject

Potomek tř́ıdyWithParametricEquationObject, reprezentuj́ıćı předka objekt̊u,
které maj́ı obecnou rovnici. Tato tř́ıda obsahuje sloty

commonEquation – instance tř́ıdy CommonEquation, představuj́ıćı obec-
nou rovnici objektu.

commonEquationFormatString – instance tř́ıdy CommonEquationFormat-
String, představuj́ıćı předpis pro vytvořeńı grafické reprezentace obecné rov-
nice.

Tato tř́ıda definuje virtuálńı metodu MakeCopyOfObject, která vytvoř́ı kopii vo-
laj́ıćıho objektu s novými koeficienty obecné rovnice. Dále tato tř́ıda definuje
virtuálńı metodu ActualizeEquation, která aktualizuje obecnou rovnici objektu.
Od této tř́ıdy děd́ı

WithCanonicEquationObject – tř́ıda tvoř́ıćı základ objekt̊u s kanonickým
tvarem rovnice,

Plan - tř́ıda reprezentuj́ıćı rovinu

3.2.4. WithCanonicEquationObject

Potomek tř́ıdy WithCommonEquationObject, reprezentuj́ıćı předka objekt̊u,
které maj́ı kanonický tvar obecné rovnice. Tato tř́ıda obsahuje sloty

canonicEquation – instance tř́ıdy CommonEquation představuj́ıćı kano-
nický tvar obecné rovnice objektu,

canonicEquationFormatString – instance tř́ıdy CanonicEquationFormat-
String, představuj́ıćı předpis pro vytvořeńı grafické reprezentace kano-
nického tvaru obecné rovnice.

Obsahuje metody pro transformaci souřadnic mezi standardńı báźı a polárńı báźı
objektu. Od této tř́ıdy děd́ı

Quadric – tř́ıda představuj́ıćı předka všech kvadrik, od této tř́ıdy děd́ı jed-
notlivé typy kvadrik,

ConicSection – tř́ıda představuj́ıćı předka všech kuželoseček, od této tř́ıdy
děd́ı jednotlivé typy kuželoseček.
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3.2.5. ConicSection

Kuželosečky jsou na rozd́ıl od ostatńıch podporovaných geometrických ob-
jekt̊u definované pouze v rovině. Proto je nutno pro každou kuželosečku de-
finovat i rovinu v ńıž je daná kuželosečka definovaná. Jako výchoźı rovina
je pro každou kuželosečku stanovena rovina R o rovnici R : z = 0. Tuto
rovinu je možno v detailu kuželosečky editovat. Za z-tovou osu kuželosečky
považujeme normálový vektor roviny R. Při editaci kuželosečky nebo jej́ı roviny
se výsledná transformačńı matice rozlož́ı na transformačńı matici kuželosečky a
transformačńı matici roviny. Tyto transformačńı matice slouž́ı k výpočtu obecné
rovnice kuželosečky a rovnic roviny. Souřadnice středu a úhly rotace v detailu
kuželosečky se vztahuj́ı ke složeńı těchto dvou transformačńıch matic.

3.3. Manipulace s objekty

3.3.1. ManipulationManager

Tato tř́ıda zprostředkovává všechny manipulace s objekty. Stisknut́ı tlač́ıtka
editovat nebo vybráńı položky v kontextovém menu se přepošle Manipulation-
Manageru, který vytvoř́ı instanci konkrétńıho editačńıho dialogu. Tento dialog
přidá do seznamu otevřených dialog̊u a zobraźı jej. V př́ıpadě uzavřeńı dialogu
je o tomto ManipulationManager informován a zař́ıd́ı všechny potřebné úkony
spojené s danou akćı. Mezi tyto úkony patř́ı mimo jiné i aktualizace obsahu
otevřeného detailu ovlivněného objektu. Dialog je následně smazán ze seznamu
dialog̊u. Tato tř́ıda obsahuje sloty

graphicObjects – slot nesoućı seznam všech grafických objekt̊u,

graphicObjectDetails – slot nesoućı seznam všech otevřených detail̊u ob-
jekt̊u,

graphicObjectDialogs – slot nesoućı seznam všech otevřených editačńıch
dialog̊u,

history – slot nesoućı historii,

addManager – slot nesoućı instanci tř́ıdy AddManager staraj́ıćı se
o přidáváńı nových grafických objekt̊u.

3.3.2. Editačńı dialogy

Editačńı dialogy jsou potomky tř́ıdy IDialog. Tento předek obsahuje slot ne-
soućı editovaný objekt a slot nesoućı odkaz na ManipulationManager. Všichni
potomci této tř́ıdy pracuj́ı podobných zp̊usobem. Při vytvořeńı nastav́ı dialog
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hodnoty editované vlastnosti do funkčńıch prvk̊u, zároveň si tyto hodnoty zapa-
matuje jako inicializačńı hodnoty. Pokud dojde k potvrzeńı stiskem tlač́ıtka OK,
vyparsuj́ı se nové hodnoty z funkčńıch prvk̊u a ulož́ı se do slotu jako aktuálńı
hodnoty. Pokud jsou nové hodnoty r̊uzné od inicializačńıch, nastav́ı se DialogRe-
sult dialogu na OK, jinak z̊ustane nastaven na hodnotu NONE. Během parsováńı
může doj́ıt k selháńı, o kterém je uživatel informován a proces reakce na stisk
tlač́ıtka OK je přerušen. Uzavřeńı dialogu je následně přeposláno Manipulation-
Manageru, který se dále rozhoduje podle hodnoty slotu DialogResult.

3.4. Vytvořeńı grafické reprezentace rovnice

Grafickou reprezentaci jednoho řádku rovnice vytvář́ı tř́ıda EquationLineCon-
trol. Tato tř́ıda po obdržeńı formátovaćıho řetězce vytvoř́ı jednotlivé členy rovnice
zakódované ve formátovaćım řetězci a vlož́ı je do svého slotu Controls.

3.4.1. Formátovaćı řetězec

Formátovaćı řetězec je zřetězeńım d́ılč́ıch formátovaćıch řetězc̊u popisuj́ıćıch
jednotlivé členy rovnice. Dı́lč́ı formátovaćı řetězec obsahuje na prvńım mı́stě znak
určuj́ıćı o jaký typ členu rovnice se jedná. Dále za t́ımto znakem následuj́ı uvedené
argumenty daného členu uzavřené do hranatých závorek, oddělené středńıkem.
Přičemž je možné, aby byl argument členu rovnice opět členem rovnice.

3.4.2. MemberControl

Tato tř́ıda je potomkem tř́ıdy Control, tvoř́ıćım společného předka control̊um,
které představuj́ı grafickou reprezentaci nějakého prvku rovnice. MemberControl
definuje dvě virtuálńı metody DrawToToolTip a GetGraphicsSize umožňuj́ıćı vy-
kreslováńı potomk̊u tř́ıdy MemberControl do toolTipu. Všichni potomci tř́ıdy
MemberControl tyto virtuálńı metody přepisuj́ı.

3.4.3. LabelControl

Tento potomek tř́ıdyMemberControl reprezentuje mnohočlen. Jediným slotem
této tř́ıdy je instance tř́ıdy Label, v ńıž je zobrazován text mnohočlenu.

3.4.4. FracControl

Tento potomek tř́ıdy MemberConrol reprezentuje zlomek. Obsahuje sloty
numerator a denominator, což jsou instance typu MemberControl, v nichž jsou
uloženi čitatel a jmenovatel zlomku. Zlomková čára je reprezentována pomoćı
instance tř́ıdy PictureBox.
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3.4.5. SqrtControl

Tento potomek tř́ıdy MemberControl reprezentuje odmocninu. Jediným slo-
tem této tř́ıdy je instance tř́ıdy MemberControl, nesoućı odkaz na výraz pod od-
mocninou. Znak odmocniny je zobrazován v instanci tř́ıdy Label a odmocninová
čára je reprezentována pomoćı instance tř́ıdy PictureBox.

3.4.6. CombinedControl

Tento potomek tř́ıdy MemberControl reprezentuje výraz složený z v́ıce Mem-
berControl̊u zapsaných za sebou. Jeho jediným slotem je seznam MemberCont-
rol̊u. Tyto MemberControly jsou CombinedControlem zarovnány na osu pomy-
slného řádku.
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4. Uživatelská př́ıručka

4.1. Hlavńı okno programu

Hlavńı okno programu je rozděleno na dvě části. V levé části okna se nacháźı
oblast do ńıž je vykreslován obsah scény. V pravé části okna se nacháźı posuvńık
přibĺıžeńı a výčet geometrických objekt̊u nacházej́ıćıch se aktuálně ve scéně. Hra-
nice mezi těmito částmi okna je nastavitelná uchopeńım a tažeńım myš́ı. V horńı
části okna se nacháźı standardńı menu.

Obrázek 1. Hlavńı okno programu

4.2. Manipulace se scénou

Scénu je možno tažeńım myš́ı při stisknutém levém tlač́ıtku myši posunovat
horizontálně i vertikálně. Posunutou scénu lze vrátit do výchoźı pozice klepnut́ım
na položku menu Úpravy/Vycentrovat scénu nebo stiskem kombinace kláves
Ctrl+Space. Tažeńım myš́ı při stisknutém pravém tlač́ıtku myši docháźı k rotaci
scény okolo středu obrazovky. Tažeńım myš́ı ve vertikálńım směru při stisknutém

41



středńım tlač́ıtku myši docháźı k přibližováńı a oddalováńı scény. Přibĺıžeńı či
oddáleńı scény je možno realizovat i rotaćı kolečka myši nebo pomoćı posuvńıku,
který se nacháźı na pravém okraji vykreslovaćı oblasti.

4.3. Kontextové menu

Prvek zobrazuj́ıćı seznam všech objekt̊u nacházej́ıćıch se ve scéně, umožňuje
zobrazit kontextové menu s jehož pomoćı lze rychle provádět vybrané operace
nad objekty. Mezi tyto operace patř́ı:

1. Skrýt výběr – skryje všechny označené objekty,

2. Zobrazit výběr – zobraźı všechny označené objekty,

3. Smazat výběr – smaže všechny označené objekty,

4. Přejmenovat výběr – zobraźı dialog editace jména, změnu aplikuje
označenému objektu,

5. Přebarvit výběr – zobraźı dialog editace barvy, změnu aplikuje na všechny
označené objekty,

6. Přidat pr̊unik výběru – zobraźı dialog pro přidáńı pr̊uniku dvou označených
objekt̊u,

7. Skrýt osy výběru – skryje osy všech označených objekt̊u,

8. Zobrazit osy výběru – zobraźı osy všech označených objekt̊u.

Pro označeńı položky v seznamu objekt̊u klepneme na položku. Pro označeńı daľśı
položky stiskneme Ctrl a klepneme na položku. Zobrazeńı kontextového menu
provedeme klepnut́ım pravého tlač́ıtka myši nad jednou z označených položek.
Neńı-li daná akce kontextového menu aplikovatelná na počet nebo typ označených
objekt̊u, je tato akce nedostupná.

4.4. Přidáńı geometrického objektu

Přidáńı geometrického objektu do scény provedeme klepnut́ım na př́ıslušnou
položku standardńıho menu. Možnost́ı pro přidáńı pr̊uniku dvou geometrických
objekt̊u je i výše zmı́něné kontextové menu.
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Obrázek 2. Detail grafického objektu

4.5. Editace geometrických objekt̊u

Pro editaci a prohĺıžeńı vlastnost́ı objekt̊u slouž́ı dialog, který se zobraźı po po-
klepáńı na editovaný objekt v seznamu objekt̊u. Tento dialog umožňuje, aby mohl
uživatel současně manipulovat s t́ımto dialogem a zároveň i s hlavńım oknem
programu. Tento dialog zobrazuje na několika stránkách všechny editovatelné
vlastnosti objektu. Obsah tohoto dialogu záviśı na typu objektu, jehož vlastnosti
chceme prohĺıžet nebo editovat. Tento dialog může obsahovat:

1. stránku zobrazuj́ıćı rovnice objektu,

2. stránku zobrazuj́ıćı vlastnosti roviny v ńıž je objekt definován,

3. stránku zobrazuj́ıćı souřadnice středu objektu,

4. stránku zobrazuj́ıćı informace o rotaci objektu,

5. stránku zobrazuj́ıćı jméno, barvu, viditelnost objektu a viditelnost os ob-
jektu.

Většinu zobrazených vlastnost́ı je možno bud’ př́ımo nebo otevřeńım editačńıho
dialogu dané vlastnosti editovat. Editačńı dialog dané vlastnosti se zobraźı
po klepnut́ı na tlač́ıtko přidružené k dané vlastnosti. Editačńı dialogy vlastnost́ı
umožňuj́ı, aby mohl uživatel současně manipulovat s těmito dialogy i s hlavńım
oknem programu. V př́ıpadě, že dojde k editaci takové vlastnosti objektu, která
změńı jeho tvar nebo pozici, jsou př́ıpadné pr̊uniky s t́ımto objektem přepoč́ıtány.
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Dialog upravuj́ıćı rotaci objektu se jako jediný odlǐsuje od ostatńıch dialog̊u
t́ım, že se každá změna rotace ihned projev́ı na editovaném objektu, ale přitom
informace o této akci neńı až do klepnut́ı na tlač́ıtko OK do historie uložena. Nav́ıc
změna provedená v tomto editačńım dialogu může ovlivnit obsah jiného dialogu.
Kv̊uli složité synchronizaci těchto změn je v jednu chv́ıli povoleno editovat pouze
jednu vlastnost ovlivňuj́ıćı tvar nebo pozici objektu. Toto je zajǐstěno zakázáńım
daných tlač́ıtek v okně detailu otev́ıraj́ıćıch editačńı dialog. Ze stejného d̊uvodu
jsou zakázány akce vpřed a zpět v čase, kdy je otevřen libovolný dialog editace
rotace.

4.6. Historie

Program si pamatuje historii provedených akćı a umožňuje uživateli se v his-
torii pohybovat. Do historie se zapisuj́ı pouze akce manipuluj́ıćı s grafickými ob-
jekty. Posun v historii o krok zpět provedeme klepnut́ım na položku Úpravy/Zpět
ve standardńım menu nebo stiskem kombinace kláves Ctrl+Z. Pro posun o krok
vpřed klepneme na položku Úpravy/Vpřed ve standardńım menu nebo stiskneme
kombinaci kláves Ctrl+Y.

4.7. Uložeńı

Uložeńı obsahu scény provedeme klepnut́ım na položku Soubor/Uložit ve stan-
dardńım menu nebo stiskem kombinace kláves Ctrl+S. Následně se zobraźı stan-
dardńı dialog pro uložeńı souboru, ve kterém vybereme umı́stěńı ukládaného
souboru a specifikujeme jeho název.

4.8. Načteńı

Načteńı uložené scény provedeme klepnut́ım na položku Soubor/Nač́ıst
ve standardńım menu nebo stiskem kombinace kláves Ctrl+O. Poté se pro-
gram zeptá na potvrzeńı této volby a nab́ıdne uložeńı stávaj́ıćı scény. Dojde-li
k chybě během ukládáńı, je akce nač́ıtáńı stornována. Po úspěšném uložeńı nebo
po přeskočeńı uložeńı se zobraźı standardńı dialog pro otevřeńı souboru. Dojde-li
k chybě během nač́ıtáńı nové scény, z̊ustane aktivńı stávaj́ıćı scéna.

4.9. Nová scéna

Resetováńı scény provedeme klepnut́ım na položku Soubor/Nový ve stan-
dardńım menu nebo stiskem kombinace kláves Ctrl+N. Poté se program zeptá
na potvrzeńı této volby a nab́ıdne uložeńı stávaj́ıćı scény. Dojde-li k chybě během
ukládáńı, je akce resetováńı stornována.
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4.10. Export do obrázku

Export do obrázku provedeme klepnut́ım na položku Soubor/Export
do obrázku ve standardńım menu nebo stiskem kombinace kláves Ctrl+E.
Následně se zobraźı standardńı dialog pro uložeńı souboru, ve kterém vybereme
umı́stěńı ukládaného souboru a specifikujeme jeho název.

4.11. Nastaveńı

Uživateli je umožněno změnit několik vybraných grafických vlastnost́ı,
kterými jsou

1. Kvalita objekt̊u – v zobrazeném dialogu lze nastavit přesnost aproximace
křivek a ploch,

2. Barva pozad́ı – v zobrazeném dialogu lze nastavit barvu pozad́ı scény,

3. Vyplnit plochy – po klepnut́ı na tuto položku bude trojúhelńıková śıt’ ploch
vyplněna barvou,

4. Trojúhelńıková śıt’ – po klepnut́ı na tuto položku budou plochy kresleny
jako trojúhelńıkové śıtě,

5. Antialiasing – klepnut́ım na tuto položku se zobraźı následuj́ıćı kategorie
menu, ve které lze klepnut́ım nastavit úroveň antialiasingu. Nepodporované
úrovně antialiasingu jsou nedostupné.

4.12. Uživatelská nápověda

Zobrazeńı nápovědy provedeme klepnut́ım na položku Nápověda/Zobrazit
nápovědu ve standardńım menu nebo stisknut́ım kombinace kláves Ctrl+H.

4.13. Ukončeńı programu

Ukončeńı programu provedeme uzavřeńım hlavńıho okna programu libo-
volným ze standardńıch zp̊usob̊u. Jimi jsou klepnut́ı na uzav́ıraćı tlač́ıtko
v pravém horńım rohu okna, stisk kombinace kláves Alt+F4 nebo klepnut́ı
na položku Soubor/Ukončit ve standardńım menu. Poté se program zeptá na po-
tvrzeńı této volby a nab́ıdne uložeńı stávaj́ıćı scény. Dojde-li k chybě během
ukládáńı, je akce ukončeńı stornována.
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Závěr

Výsledkem práce je softwarový nástroj Geometrie. Tento nástroj umožňuje
zobrazovat vybrané geometrické objekty, kterými jsou body, př́ımky, roviny,
kuželosečky a kvadriky. Každý objekt může být zadán specifikováńım koeficient̊u
v r̊uzných jeho rovnićıch. Kvadriky a kuželosečky lze zadat pomoćı jejich obecné
rovnice a nástroj provede jejich převedeńı do kanonického tvaru a rozpoznáńı
typu. Jednotlivé rovnice přidaného objektu je možno editovat stejně tak jako jeho
posunut́ı, rotaci a r̊uzné grafické vlastnosti. Každým dvěma objekt̊um je nástroj
schopen vypoč́ıtat vyjádřeńı pr̊uniku a pr̊unik graficky zobrazit. Je umožněno
nastaveńı čtyř úrovńı kvality, které ovlivňuj́ı přesnost aproximace zobrazených
objekt̊u. Pro co nejlepš́ı kvalitu zobrazeńı je také umožněno měnit úroveň anti-
aliasingu, tuto funkcionalitu však muśı podporovat grafická karta a jej́ı ovladač.
Samozřejmost́ı je historie provedených akćı a možnost se v ńı pohybovat.
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A. Obsah přiloženého CD

V samotném závěru práce je uveden stručný popis obsahu přiloženého CD.

bin/

Ve složce bin se nacháźı instalátor, kterým lze vytvořený program nainsta-
lovat. Pro správné spuštěńı programu je nutné mı́t nainstalován i Microsoft
.NET Framework 4 Client Profile. Má-li ćılový poč́ıtač př́ıstup k internetu,
je možno chyběj́ıćı .NET Framework nainstalovat automaticky během in-
stalace programu.

doc/

Složka doc obsahuje text práce ve formátu PDF, vytvořený dle závazného
stylu KI PřF pro diplomové práce. Součást́ı této složky je i ZIP archiv
obsahuj́ıćı všechny soubory nutné pro bezproblémové vygenerováńı PDF
souboru práce.

src/

Kompletńı zdrojové texty programu Geometrie se všemi potřebnými
knihovnami a daľśımi soubory pro bezproblémové vytvořeńı spustitelné
verze programu se nacháźı ve složce src.
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