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aplikace; limita; derivace; integrál; mechanika; výuka; elektřina; magnetis-
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V Olomouci dne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

podpis

4



Obsah

1 FUNKCE 9
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3.1.3 Rychlost a dráha zrychleného pohybu . . . . . . . . . . . 30
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3.3.3 Indukované napětı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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7



ÚVOD

Tato bakalářská práce je zaměřena na možnosti využitı́ infinitezimálnı́ho počtu
ve středoškolské fyzice, který se ve výuce zpravidla nezavádı́. V současné situ-
aci našeho školstvı́, kdy je výuka matematiky skloňována předevšı́m v souvis-
losti se státnı́ maturitou, je otázkou, zda infinitezimálnı́ počet do středoškol-
ského učiva zahrnovat. Rámcový vzdělávacı́ program jej nevyžaduje, avšak
některé střednı́ školy, a zvláště pak vı́celetá gymnázia, toto učivo do svých os-
nov zahrnujı́. V tomto přı́padě je vhodné se zabývat i jeho aplikacemi a využı́t
jej např. i při výuce fyziky.

Cı́lem práce je vytvořit text, podle kterého bude možné nejprve provést
výklad učiva o infinitezimálnı́m počtu, a následně přehled témat středoškolské
fyziky, ve kterých je možné jej využı́t.

S ohledem na matematické znalosti žáků nastupujı́cı́ch ze základnı́ školy
na školu střednı́ nejprve zopakujeme a rozšı́řı́me poznatky o vlastnostech funk-
cı́ a uvedeme přehled elementárnı́ch funkcı́. V návaznosti na toto učivo zave-
deme infinitezimálnı́ počet, přičemž se nebudeme zabývat přı́liš podrobným
výkladem ani důkazy vět.

Ve druhé části práce jsou pak uvedeny ty kapitoly fyziky, ve kterých se žáci
na střednı́ škole mohou alespoň náznakem setkat s užitı́m infinitezimálnı́ho
počtu, a kde je tedy možné toto učivo vhodně rozšı́řit. Součástı́ jsou také řešené
přı́klady k vybraným tématům, které bude možno využı́t jak v samotné fyzice,
tak i v matematice k procvičenı́ daného učiva.
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Kapitola 1

FUNKCE

K zavedenı́ infinitezimálnı́ho počtu potřebujeme znát pojem funkce a jejı́ vlast-
nosti. S pojmem funkce a jejı́mi základnı́mi vlastnostmi se žáci setkávajı́ již
na druhém stupni základnı́ školy, kde se seznámı́ předevšı́m s přı́mou a nepřı́-
mou úměrnostı́ a lineárnı́ funkcı́. Znajı́ pojmy jako definičnı́ obor funkce, obor
hodnot, graf funkce, umı́ vyjádřit funkčnı́ vztah tabulkou, rovnicı́ nebo gra-
fem. Tyto pojmy je tedy možno již v prvnı́m ročnı́ku střednı́ školy zopakovat
a rozšı́řit poznatky o dalšı́ch elementárnı́ch funkcı́ch a jejich vlastnostech.

1.1. Definice a základnı́ pojmy

1.1.1. Definice

Funkci můžeme definovat vı́ce způsoby, přičemž ve středoškolských učeb-
nicı́ch se nejčastěji setkáme s následujı́cı́mi definicemi.

Def. 1: Necht’ A, B jsou neprázdné množiny reálných čı́sel (A ⊂R,B=R).
Přiřadı́me-li každému čı́slu x ∈ A právě jedno čı́slo y ∈ B, pak se toto jed-
noznačné přiřazenı́ (zobrazenı́) reálných čı́sel nazývá reálná funkce reálné
proměnné x.

Def. 2: Reálná funkce f reálné proměnné je předpis, podle kterého je každé-
mu x ∈ A ⊂R přiřazeno nejvýše jedno y ∈R; zapisujeme y = f (x).

Def. 3: Funkcı́ se nazývá každé zobrazenı́ f množiny A do množiny R.
Množinu A nazýváme definičnı́ obor funkce f a značı́me ji D(f ).

Nejrozšı́řenějšı́ je Def. 2, která je však nejméně přesná. Naopak nejméně
se setkáme s definicı́ funkce pomocı́ zobrazenı́ (Def. 3), jelikož je k nı́ nutné
znát i tento pojem. Při zaváděnı́ (či opakovánı́) pojmu funkce je vhodné žáky
seznámit s vı́ce než jen jednou definicı́.

Dále definujeme tyto pojmy:
Def. 4: Množina A všech hodnot proměnné x se nazývá definičnı́ obor

funkce f a značı́ se D(f ) nebo Df .

9



Def. 5: Čı́slo y přiřazené čı́slu x se nazývá funkčnı́ hodnota či hodnota
funkce f v bodě x a značı́ se f (x); pı́šeme y = f (x). Množina všech hodnot
funkce f se nazývá obor hodnot funkce f nebo obor funkčnı́ch hodnot funkce
f . Značı́ se H(f ) nebo Hf .

Def. 6: V rovině zvolı́me kartézskou soustavu souřadnic s počátkem O
a osami x, y. Pro všechna x ∈ D(f ) každé uspořádané dvojici reálných čı́sel
[x;f (x)] přiřadı́me v této rovině bod, který má (v uvedeném pořadı́) souřadnice
x,y = f (x). Množinu všech takových bodů nazýváme grafem funkce f.

1.1.2. Způsob zadánı́ funkce

Pro zadánı́ funkce je třeba stanovit definičnı́ obor funkce D(f ) a funkčnı́
předpis, což je pravidlo, podle kterého ke každému x ∈ D(f ) přiřazujeme jed-
noznačně funkčnı́ hodnotu y = f (x). Nejčastěji se setkáváme s následujı́cı́mi
formami funkčnı́ho předpisu:

1. Analytické zadánı́ – nejčastějšı́ způsob zadánı́, kdy je funkčnı́ předpis
dán vzorcem, tj. rovnicı́ ve tvaru y = f (x).

2. Grafické zadánı́ – funkčnı́ předpis je dán grafem funkce.

3. Zadánı́ výčtem funkce – funkčnı́ předpis je určen výčtem všech uspořá-
daných dvojic [x;f (x)] hodnot argumentu x a přı́slušných funkčnı́ch hod-
not f (x) zpravidla zapsaných do tabulky. Tento způsob zadánı́ je možno
použı́t pouze pro funkce, jejichž definičnı́m oborem je konečná množina.1

1.1.3. Vlastnosti funkcı́

Def. 7 (rovnost funkcı́): O dvou funkcı́ch f, g řı́káme, že jsou si rovny
(pı́šeme f = g), právě když majı́ týž definičnı́ obor D (f ) = D(g) a v každém
bodě x tohoto definičnı́ho oboru je f (x) = g(x).

Def. 8 (složená funkce): Necht’ jsou dány dvě funkce g : u = g (x) ,x ∈ D(g)
a f : y = f (u) ,u ∈D(f ), takové, že H(g)∩D(f ) , ∅. Funkce h se nazývá složená
funkce z funkcı́ g, f (v uvedeném pořadı́), právě když pro ni platı́:

1. Definičnı́m oborem funkce h je množina všech čı́sel x ∈ D(g), pro která
je g(x) ∈D(f ), tj. D(h) = {x ∈D(g) ;g(x) ∈D(f )}.

2. Pro každé x ∈D(h) je h (x) = f (u) čili h (x) = f (g(x)).

1POLÁK, Josef, 2012. Přehled středoškolské matematiky. Dotisk 9. přepracovaného vydánı́.
Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 131. ISBN 978-80-7196-356-1
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Def. 9 (sudá a lichá funkce): Necht’ funkce f s definičnı́m oborem D(f ) má
tuto vlastnost: Je-li x ∈ D(f ), pak také −x ∈ D(f ). Pak funkce f se nazývá sudá
(resp. lichá) funkce, právě když pro každé x ∈ D(f ) je f (−x) = f (x) (resp.
f (−x) = −f (x)).

Z Def. 9 plyne, že graf sudé funkce je souměrný podle osy y a graf liché
funkce je souměrný podle počátku soustavy souřadnic.

Def. 10 (periodická funkce): Funkce f se nazývá periodická funkce, právě
když existuje takové čı́slo p , 0, že pro každé x ∈D(f ) je též (x±p) ∈D(f ) a platı́
f (x ± p) = f (x). Čı́slo p se nazývá perioda funkce f. (Ve fyzikálnı́ch aplikacı́ch,
kde nezávisle proměnnou je čas t, se perioda značı́ T.)

Def. 11 (omezená funkce): Necht’ f je daná funkce a M podmnožina jejı́ho
definičnı́ho oboru D(f ). Funkce f se nazývá funkce zdola (resp. shora) ome-
zená na množině M, právě když existuje takové čı́slo d ∈R (resp. h ∈R), že pro
všechna x ∈M je f (x) ≥ d (resp. f (x) ≤ h). Funkce f se nazývá funkce omezená
na množině M, právě když je zdola omezená i shora omezená na M.

Def. 12 (extrémy): Necht’ f je daná funkce, M podmnožina jejı́ho definičnı́ho
oboru D(f ), a ∈M, b ∈M.

1. Řı́káme, že funkce f má v bodě a minimum (nejmenšı́ hodnotu) na množi-
ně M, právě když pro všechna x ∈M je f (x) ≥ f (a) .

2. Řı́káme, že funkce f má v bodě b maximum (největšı́ hodnotu) na množi-
ně M, právě když pro všechna x ∈M je f (x) ≤ f (b) .

Def. 13 (monotónnost funkce): Necht’ f je funkce, M podmnožina jejı́ho
definičnı́ho oboru D(f ).

1. Funkce f se nazývá funkce rostoucı́ (resp. klesajı́cı́) na množině M,
právě když pro každé dva prvky x1, x2 z M platı́: Je-li x1 < x2, pak
f (x1) < f (x2) (resp. f (x1) > f (x2)).

2. Funkce f se nazývá funkce neklesajı́cı́ (resp. nerostoucı́) na množině
M, právě když pro každé dva prvky x1, x2 z M platı́: Je-li x1 < x2, pak
f (x1) ≤ f (x2) (resp. f (x1) ≥ f (x2)).

Rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce na množině M souhrnně nazýváme ryze mo-
notónnı́ funkce na množině M; funkce neklesajı́cı́ a nerostoucı́ pak monotónnı́
funkce na množině M.

Def. 14 (prostá funkce): Funkce f s definičnı́m oborem D(f ) se nazývá
prostá, právě když pro každou dvojici x1, x2 ∈ D(f ) , x1 , x2, platı́ f (x1) ,
f (x2).

Ryze monotónnı́ funkce jsou tedy funkcemi prostými.
Def. 15 (inverznı́ funkce): Prostá funkce je prosté zobrazenı́ definičnı́ho

oboru D(f ) na množinu všech funkčnı́ch hodnot H(f ) funkce f. K tomuto
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zobrazenı́ existuje proto zobrazenı́ inverznı́, které je opět prosté a zobrazuje
množinu H(f ) na množinu D(f ). Je to funkce, které řı́káme funkce inverznı́
k funkci f a značı́me ji f −1.

Graf inverznı́ funkce f −1 je souměrně sdružený s grafem původnı́ funkce f
podle přı́mky o rovnici y = x.

1.2. Elementárnı́ funkce

Jak již bylo řečeno, žáci znajı́ ze základnı́ školy přı́mou a nepřı́mou úměr-
nost a lineárnı́ funkci. Základnı́ elementárnı́ funkce jsou funkce konstantnı́,
mocninné, exponenciálnı́, logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyper-
bolické a hyperbolometrické, přičemž středoškolské učivo o funkcı́ch nezahr-
nuje poslednı́ tři jmenované.

Def. 16: Elementárnı́ funkcı́ nazýváme každou funkci, která bud’ patřı́
mezi základnı́ elementárnı́ funkce, anebo je z nich vytvořena pomocı́ konečné-
ho počtu základnı́ch algebraických operacı́ (tj. jejich sčı́tánı́m, odčı́tánı́m, náso-
benı́m, dělenı́m) nebo tvořenı́m složených funkcı́.

1.2.1. Lineárnı́ funkce

Lineárnı́ funkce je funkce algebraická, racionálnı́ polynomická. Tato funkce
patřı́ mezi nejčastěji použı́vané typy funkcı́ ve fyzice a dalšı́ch oborech.

Def. 17: Lineárnı́ funkce je každá funkce na množině R (tj. funkce o de-
finičnı́m oboru R), která je dána ve tvaru f : y = ax+b, kde a, b jsou reálná čı́sla.
Speciálnı́ přı́pad nastává pro a = 0, funkce nabývá tvaru f : y = b a nazýváme ji
konstantnı́ funkce. Lineárnı́ funkce vyjádřené ve tvaru f : y = ax (tedy takové,
pro něž je b = 0) nazýváme také přı́má úměrnost.

Grafem lineárnı́ funkce je vždy přı́mka různoběžná s osou y, speciálně
pro konstantnı́ funkci je to rovnoběžka s osou x.

1.2.2. Kvadratická funkce

Dalšı́ funkcı́, která patřı́ mezi funkce algebraické, racionálnı́ polynomické,
je funkce kvadratická.

Def. 18: Kvadratickou funkcı́ nazýváme každou funkci na množině R

ve tvaru f : y = ax2 + bx + c, kde a, b, c jsou reálná čı́sla a a , 0. Položı́me-li
a = 1,b = c = 0, dostáváme nejjednoduššı́ kvadratickou funkci f : y = x2, která
se někdy nazývá základnı́ kvadratická funkce.

Grafem kvadratické funkce je parabola souměrná podle osy rovnoběžné
s osou y. Průsečı́k paraboly s touto osou souměrnosti nazýváme vrchol para-
boly. Přı́mka rovnoběžná s osou x procházejı́cı́ vrcholem se nazývá vrcholová
tečna paraboly.
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1.2.3. Mocninná funkce

Poslednı́ zmı́něnou elementárnı́ funkcı́, která patřı́ mezi algebraické, ra-
cionálnı́ polynomické funkce, je mocninná funkce.

Def. 19: Mocninná funkce s přirozeným exponentem je funkce f : y =
xn;n ∈N, D(f )=R. Speciálnı́m přı́padem je n = 1, kdy zı́skáme funkci lineárnı́;
pro n = 2 zı́skáme základnı́ kvadratickou funkci. Funkce f : y = x3 se nazývá
základnı́ kubická funkce atd.

Grafem mocninné funkce pro n > 1 je parabola n-tého stupně.
Def. 20: Mocninná funkce se záporným celým mocnitelem je funkce f :

y = x−n; n ∈N, D(f )=R\{0}.
Grafem mocninné funkce se záporným celým mocnitelem je hyperbola

stupně n+ 1.

1.2.4. Nepřı́má úměrnost

Def. 21: Nepřı́má úměrnost je každá funkce f : y = k
x ;k , 0;D(f )=R\{0}.

Ve speciálnı́m přı́padě, kdy k = 1, má funkce tvar f : y = 1
x = x−1, což je moc-

ninná funkce se záporným celým mocnitelem −1.
Grafem nepřı́mé úměrnosti je rovnoosá hyperbola souměrná podle počát-

ku O a podle os kvadrantů soustavy souřadnic.

1.2.5. Lineárnı́ lomená funkce

Def. 22: Lineárnı́ lomená funkce je funkce f : y = ax+b
cx+d ;c , 0;ad , bc;

D(f )=R\
{
−dc

}
.

Grafem lineárnı́ lomené funkce je opět rovnoosá hyperbola se středem
v bodě [x0;y0] =

[
−dc ; ac

]
, jejı́ asymptoty procházejı́ tı́mto bodem a jsou rov-

noběžné s osami x a y.
Nepřı́má úměrnost a lineárnı́ lomená funkce jsou funkce algebraické, ra-

cionálnı́ lomené.

1.2.6. Exponenciálnı́ funkce

Def. 23: Exponenciálnı́ funkce o základu a je funkce f : y = ax;a > 0;a ,
1;D(f )=R. Speciálnı́mi přı́pady jsou funkce, kde a = 10, kterou nazýváme de-
kadická exponenciálnı́ funkce, a funkce, jejı́ž základem je Eulerovo čı́slo e,
tedy ve tvaru f : y = ex = expx , která se nazývá přirozená exponenciálnı́
funkce.

Grafem exponenciálnı́ funkce je exponenciálnı́ křivka neboli exponenciála.
Jelikož a0 = 1, ∀a , 0, procházı́ tato křivka vždy bodem [0;1].
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1.2.7. Logaritmická funkce

Def. 24: Logaritmická funkce o základu a označovaná f : y = logax;a >
0, a , 1 je funkce inverznı́ k exponenciálnı́ funkci o témž základu a, která
je ryze monotónnı́ v definičnı́m oboru R a nabývá v něm všech kladných
funkčnı́ch hodnot. Definičnı́ obor logaritmické funkce je tedy D(f ) = (0;+∞)
a jejı́ obor funkčnı́ch hodnot H(f )=R.

Funkčnı́ hodnoty logaritmické funkce nazýváme logaritmy, přičemž podle
definice platı́ y = logax⇔ x = ay .

Stejně jako u exponenciálnı́ch funkcı́ rozlišujeme speciálnı́ přı́pady: funkci
o základu a = 10 řı́káme dekadická logaritmická funkce (značı́me logx ),
jejı́ž funkčnı́ hodnoty jsou dekadické logaritmy, a funkci o základu e, kte-
rou nazýváme přirozená logaritmická funkce a značı́me ji lnx (logaritmus
naturalis). Funkčnı́ hodnoty nazýváme přirozenými logaritmy.

Grafem logaritmické funkce je logaritmická křivka, podle Def. 15 je graf
logaritmické funkce o základu a souměrný s grafem exponenciálnı́ funkce
o základu a podle přı́mky o rovnici y = x (osa 1. a 3. kvadrantu souřadnicové
soustavy). Logaritmická křivka tedy vždy procházı́ bodem [1;0].

1.2.8. Goniometrické funkce

Pro definici goniometrických funkcı́ je třeba nejprve zavést pojem oriento-
vaného úhlu a jeho velikosti.

Def. 25: Orientovaným úhlem v rovině rozumı́me uspořádanou dvojici
polopřı́mek se společným počátkem. Přitom slovy uspořádaná dvojice vyjadřu-
jeme skutečnost, že záležı́ na tom, která z obou polopřı́mek se bere jako prvnı́
(počátečnı́ rameno orientovaného úhlu) a která je druhá (koncové rameno
orientovaného úhlu). Orientovaný úhel s počátečnı́m ramenem VA a kon-
covým ramenem VB značı́me ÂV B.
Definice orientovaného úhlu nevylučuje, že polopřı́mky VA, VB jsou totožné,
pak ÂV B se nazývá nulový orientovaný úhel.

Nynı́ můžeme přistoupit k definici goniometrických funkcı́. V kartézské
soustavě souřadnic sestrojı́me jednotkovou kružnici a jejı́ průsečı́k s kladnou
poloosou x označı́me I. Ke každému reálnému čı́slu α lze pak přiřadit právě
jeden orientovaný úhel velikosti α, jehož počátečnı́ rameno je polopřı́mka OI.
Průsečı́k koncového ramena orientovaného úhlu s jednotkovou kružnicı́ ozna-
čı́me M. Tento úhel nazýváme orientovaný úhel velikosti α v základnı́ po-
loze. Bodem M vedeme kolmici k ose x, jejich průsečı́k je obrazem reálného
čı́sla xM a průsečı́k kolmice vedené bodem M k ose y s touto osou je obrazem
reálného čı́sla yM.

Def. 26: Druhou souřadnici boduM = [xM;yM] jednotkové kružnice na kon-
covém rameni orientovaného úhlu α v základnı́ poloze nazýváme sinus α
a jeho prvnı́ souřadnici nazýváme kosinus α, značı́me je sinα , cosα . Je tedy
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sinα = yM , cosα = xM pro každé α ∈ R. Těmito vztahy je každému čı́slu x ∈ R
přiřazeno právě jedno reálné čı́slo sinx a právě jedno reálné čı́slo cosx , tj.
tyto vztahy udávajı́ funkčnı́ předpisy funkcı́ sinus f : y = sinx a kosinus
f : y = cosx ; D(f )=R.

Grafem funkce sinus je sinusoida, pro funkci kosinus je tato sinusoida po-
sunutá o π

2 ve směru záporné poloosy x a řı́káme jı́ kosinusoida.
Pomocı́ funkcı́ sinus a kosinus definujeme funkce tangens a kotangens.
Def. 27: Funkcı́ tangens se nazývá funkce daná vztahem tg x = sinx

cosx ;D(f )=
R\

⋃
k∈Z

{
(2k + 1) π2

}
, zapisujeme f : y = tg x. Funkcı́ kotangens se nazývá funk-

ce daná vtahem cotg x = cosx
sinx ;D(f )=R\

⋃
k∈Z {kπ}, zapisujeme f : y = cotg x.

Graf funkce tangens nazýváme tangentoida a funkce kotangens kotangen-
toida.

Exponenciálnı́, logaritmické a goniometrické funkce jsou funkcemi trans-
cendentnı́mi (nealgebraickými), se kterými se také často setkáváme ve fyzice
a dalšı́ch aplikacı́ch.
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Kapitola 2

INFINITEZIMÁLNÍ POČET

Infinitezimálnı́ počet je souhrnný název pro diferenciálnı́ a integrálnı́ počet
a je součástı́ matematické analýzy. Název infinitezimálnı́ pocházı́ z latinského
slova infinitesimalis, což znamená nekonečně malý.

Infinitezimálnı́ počet má využitı́ nejen ve fyzice, ale také v chemii, strojı́-
renstvı́, stavebnictvı́, elektrotechnice, ekonomii, pravděpodobnosti a statistice
i v lékařstvı́.1

Přestože diferenciálnı́ a integrálnı́ počet nenı́ zahrnut v rámcovém vzdělá-
vacı́m programu pro gymnázia, bývajı́ alespoň základy tohoto učiva zařazeny
do poslednı́ho ročnı́ku, pokud to umožňuje hodinová dotace matematiky v prů-
běhu studia. Zařazenı́ infinitezimálnı́ho počtu na konec středoškolské ma-
tematiky však znamená, že již nezbývá prostor pro jeho využitı́ ve fyzice či
napřı́klad v chemii.

Kromě znalosti funkcı́ je ke zvládnutı́ učiva o infinitezimálnı́m počtu nutná
také znalost úprav výrazů, řešenı́ rovnic a nerovnic a výpočtu obsahů rovin-
ných útvarů a objemů rotačnı́ch těles. S tı́mto učivem se žáci seznamujı́ již
ve vyššı́ch ročnı́cı́ch základnı́ školy, potřebné pojmy a operace můžeme tedy
jen v krátkosti zopakovat a po učivu o funkcı́ch přı́mo zařadit základy infini-
tezimálnı́ho počtu tak, abychom jej mohli využı́t i ve výuce fyziky.

2.1. Historie infinitezimálnı́ho počtu

Diferenciálnı́ a integrálnı́ počet vytvořili na konci 17. stoletı́ nezávisle na
sobě anglický matematik, fyzik a astronom Isaac Newton a německý mate-
matik a filozof Gottfried Wilhelm Leibniz. Leibniz se zabýval jeho využitı́m

1HRUBÝ, Dag, KUBÁT, Josef, 2012. Matematika pro gymnázia – Diferenciálnı́ a integrálnı́
počet. Dotisk 3. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 7. ISBN 978-80-7196-
363-9.
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z hlediska geometrie, Newton spı́še aplikacı́ ve fyzice.23

Svou pracı́ navázali na předchůdce, mezi něž patřili francouzštı́ matema-
tici René Descartes a Pierre de Fermat a anglický matematik a učitel Newtona
Isaac Barrow. Také Johannes Kepler ve spisu Nova stereometrie doliorum vinari-
orum (Nová stereometrie vinných sudů) využı́val infinitezimálnı́ch úvah k určenı́
objemu sudů. V renesančnı́ Itálii se metodami kvadratury (výpočty obsahů,
objemů apod.) zabývali Galileo Galilei a jeho žák Bonaventura Cavalieri.4

Během 19. stoletı́ docházelo ke zpřesňovánı́ matematické analýzy, o které
se zasloužili český matematik a filozof Bernard Bolzano (německy mluvı́cı́;
otec Ital, matka Češka) a předevšı́m francouzský matematik Augustin Louis
Cauchy, který zavedl pojem limita funkce. Německý matematik Karl Weier-
strass dal matematické analýze aritmetický základ a dovršil tak jejı́ upřesňo-
vánı́.5

2.2. Spojitost a limita funkce

2.2.1. Spojitost funkce

Intuitivně můžeme jistě řı́ct, že funkce je spojitá, pokud jejı́ graf můžeme
nakreslit jednı́m tahem. Pak také intuitivně chápeme spojitost funkce v bodě
tak, že je graf funkce v tomto bodě ,,nepřetržený“, tedy obsahuje daný bod.
Na tyto intuitivnı́ představy však nemůžeme obecně v matematice spoléhat,
a proto je nutné pojmy exaktně definovat.

Nejprve zavedeme pojem okolı́ bodu:
Def. 28: Okolı́m bodu a nazýváme otevřený interval (a− δ;a+ δ), kde δ je

kladné reálné čı́slo, které nazýváme poloměrem okolı́. Čı́slo a nazýváme střed
okolı́. Toto okolı́ nazýváme také δ-okolı́ bodu a, značı́me jej U(a) nebo U(a,δ).

Z definice vyplývá, že δ-okolı́ bodu a tvořı́ všechna x ∈ R, která vyhovujı́
nerovnosti |x − a| < δ. Dále se můžeme setkat s množinou U(a,δ)\{a}, kterou
nazýváme prstencovým okolı́m bodu a.6

2HRUBÝ, Dag, KUBÁT, Josef, 2012. Matematika pro gymnázia – Diferenciálnı́ a integrálnı́
počet. Dotisk 3. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 194. ISBN 978-80-
7196-363-9.

3Diferenciálnı́ počet ve fyzice [online]. s. 3 [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difpoc.pdf

4HRUBÝ, Dag, KUBÁT, Josef, 2012. Matematika pro gymnázia – Diferenciálnı́ a integrálnı́
počet. Dotisk 3. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 195. ISBN 978-80-
7196-363-9.

5HRUBÝ, Dag, KUBÁT, Josef, 2012. Matematika pro gymnázia – Diferenciálnı́ a integrálnı́
počet. Dotisk 3. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 196. ISBN 978-80-
7196-363-9.

6HRUBÝ, Dag, KUBÁT, Josef, 2012. Matematika pro gymnázia – Diferenciálnı́ a integrálnı́
počet. Dotisk 3. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 22-23. ISBN 978-80-
7196-363-9.
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Def. 29: Necht’ funkce f je definována v nějakém okolı́ U(a) bodu a a necht’
x ∈ U(a). Rozdı́l x − a nazýváme přı́růstek argumentu v bodě a a označujeme
∆x = x − a.

Def. 30: Necht’ funkce f je definována v nějakém okolı́ U(a) bodu a a necht’
x ∈ U(a). Rozdı́l f (x)− f (a) nazýváme přı́růstek funkce v bodě a odpovı́dajı́cı́
přı́růstku ∆x = x − a argumentu a označujeme ∆y = f (x)− f (a).

Pomocı́ pojmu okolı́ bodu můžeme nynı́ definovat pojem spojitosti funkce:
Def. 31: Funkce f je spojitá v bodě a, jestliže k libovolně zvolenému okolı́

bodu f (a) existuje takové okolı́ bodu a, že pro všechna x z tohoto okolı́ bodu a
patřı́ hodnoty f (x) do zvoleného okolı́ bodu f (a).

Aby byla funkce spojitá v nějakém bodě a, musı́ být definována nejen v tom-
to bodě, ale také na nějakém jeho okolı́.

Přı́kladem spojitých funkcı́ je funkce konstantnı́, lineárnı́ nebo funkce si-
nus a kosinus.

Pro dvě funkce f, g platı́ věta:
Věta 1: Jsou-li funkce f, g spojité v bodě a, pak také f ± g, f · g a f

g ;g(a) , 0
jsou funkcemi spojitými v bodě a.

Jelikož se setkáváme i s funkcemi, jejichž definičnı́ obor nenı́ celá množina
R, můžeme také definovat jednostranné okolı́ bodu, a tedy i jednostranné li-
mity a limity na intervalech (otevřených, uzavřených, polouzavřených). Všech-
ny elementárnı́ funkce jsou spojité v intervalech, ve kterých jsou definovány.

Zřejmě platı́ následujı́cı́ věta:
Věta 2: Funkce f je spojitá v bodě a, právě když je v tomto bodě spojitá

zprava i zleva.
Pro funkci spojitou na uzavřeném intervalu platı́:
Věta 3 (Weierstrassova): Je-li funkce f spojitá v uzavřeném intervalu 〈a,b〉,

existuje alespoň jeden takový bod x1 ∈ 〈a,b〉, že pro všechna x ∈ 〈a,b〉 platı́
f (x) ≤ f (x1), a alespoň jeden takový bod x2 ∈ 〈a,b〉, že pro všechna x ∈ 〈a,b〉
platı́ f (x) ≥ f (x2).

Tato věta nám tedy řı́ká, že funkce spojitá v uzavřeném intervalu nabývá
v tomto intervalu alespoň v jednom bodě svého minima a alespoň v jednom
bodě maxima.

Věta 4 (Bolzano-Weierstrassova): Je-li funkce f spojitá v 〈a,b〉 a f (a) ,
f (b), potom ke každému čı́slu K, které ležı́ mezi čı́sly f (a) a f (b), existuje ale-
spoň jeden takový bod c ∈ (a,b), že f (c) = K .

Jinými slovy tato věta řı́ká, že funkce spojitá v 〈a,b〉, pro kterou platı́ f (a) ,
f (b), nabývá v tomto intervalu všech hodnot mezi f (a) a f (b).

Důsledkem je dalšı́ důležitá vlastnost spojitých funkcı́ (zvaná Darbouxova),
kterou uvádı́ následujı́cı́ věta.

Věta 5: Je-li funkce f spojitá v 〈a,b〉 a majı́-li čı́sla f (a) a f (b) různá zna-
ménka, tj. f (a) · f (b) < 0, potom existuje alespoň jeden takový bod c ∈ (a,b),
v němž platı́ f (c) = 0.
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Věta 5 tedy řı́ká, že graf funkce splňujı́cı́ dané podmı́nky protı́ná alespoň
v jednom bodě osu x.

2.2.2. Limita funkce

Dalšı́m z pro žáky nových pojmů je limita, která patřı́ k nejzákladnějšı́m
pojmům celé matematiky. Souvisı́ s výše zavedeným pojmem spojitosti a umož-
nı́ nám definovat pojmy derivace a integrál.

Def. 32: Funkce f má v bodě a limitu L, jestliže k libovolně zvolenému
okolı́ bodu L existuje okolı́ bodu a tak, že pro všechna reálná x , a z tohoto
okolı́ náležı́ hodnoty f (x) zvolenému okolı́ bodu L. Zapisujeme limx→a f (x) =
L.

Platı́, že funkce f má v bodě a nejvýše jednu limitu. Důkaz tohoto tvrzenı́
můžeme provést sporem.

Věta 6: Funkce f je spojitá v bodě a, právě když limx→a f (x) = f (a).
Věta 7 (o limitě dvou funkcı́): Jestliže pro všechna x , a z jistého okolı́

bodu a platı́ f (x) = g(x) a současně limx→a g(x) = L, potom má v bodě a limitu
i funkce f a platı́ limx→a f (x) = limx→a g(x) = L.

Věta 8 (o třech limitách, o sevřenı́): Jestliže pro všechna x , a z jistého
okolı́ bodu a platı́ f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) a současně limx→a f (x) = limx→ah(x) = L,
potom existuje také limita funkce g v bodě a a platı́ limx→a g(x) = L.

Věta 8 je jednou z užitečných metod výpočtu limit. Pomůckou pro žáky, jak
si tuto větu zapamatovat, je ,,věta o policajtech a zlodějı́ch“. Funkce f a h jsou
,,policisté“ a funkce g ,,zloději“. Zloději mohou unikat pouze ve dvou směrech,
přičemž z každého z těchto směrů je pronásledujı́ policisté a mı́řı́ k určitému
společnému bodu. To znamená, že policisté ,,naženou“ zloděje do tohoto bodu.

Pro limity platı́, že limita součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́ je rovna
součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu limit jednotlivých funkcı́ (pro podı́l musı́ být
splněna podmı́nka nenulovosti dělitele).

Stejně jako u spojitosti můžeme definovat jednostranné limity, pro které
platı́ věta:

Věta 9: Limita funkce f v bodě a existuje, právě když existujı́ v bodě a
limity zprava a zleva a jsou si rovny. Potom se limita funkce f v bodě a rovná
společné hodnotě limit zprava a zleva.

Pojem limity funkce můžeme rozšı́řit i pro přı́pady, kdy a nebo L jsou ±∞
(nevlastnı́ body). Pak rozlišujeme nevlastnı́ limity ve vlastnı́m bodě, jedno-
stranné nevlastnı́ limity ve vlastnı́m bodě, vlastnı́ limity v nevlastnı́m bodě
a nevlastnı́ limity v nevlastnı́m bodě.

2.2.3. Významné limity

Na závěr této části uvedeme některé významné limity:
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lim
x→0−

1
x

= −∞

lim
x→0+

1
x

= +∞

lim
x→±∞

1
x

= 0

lim
x→0

1
x

neexistuje

lim
x→+∞

1
xn

= 0;n ∈N

lim
x→±∞

sinx neexistuje

lim
x→±∞

cosx neexistuje

lim
x→π

2
−
tgx = +∞

lim
x→π

2
+

tgx = −∞

lim
x→0−

cotgx = −∞

lim
x→0+

tgx = +∞

lim
x→0

sinx
x

= 1

lim
x→0

tgx
x

= 1

lim
x→0

ex − 1
x

= 1

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1

lim
x→0

ax − 1
x

= lna ;a > 0, a , 1

lim
x→±∞

(
1 +

1
x

)x
= lim
x→0±

(1 + x)
1
x = lim

x→0
(1 + x)

1
x = e

1. Pro a ∈ (0;1):
lim
x→−∞

ax = +∞

lim
x→+∞

ax = 0

lim
x→0+

logax = +∞

lim
x→+∞

logax = −∞
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2. Pro a ∈ (1;+∞):
lim
x→−∞

ax = 0

lim
x→+∞

ax = +∞

lim
x→0+

logax = −∞

lim
x→+∞

logax = +∞

lim
x→0+

lnx = −∞

lim
x→+∞

lnx = +∞

2.3. Derivace funkce

Def. 33: Je-li funkce f definována v nějakém okolı́ U(x0) bodu x0 ∈R a exis-
tuje-li vlastnı́ limita limh→0

f (x0+h)−f (x0)
h , pak se tato limita nazývá derivace

funkce f v bodě x0. Značı́ se f ′(x0), tj. platı́ f ′ (x0)=limh→0
f (x0+h)−f (x0)

h .
V Def. 33 můžeme položit x = x0 + h, tedy h = x − x0. Derivace pak má tvar

f ′ (x0)=limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

.
Stejně jako u spojitosti můžeme definovat i jednostranné derivace a deri-

vaci v intervalu (otevřeném, uzavřeném i v polootevřených).
Vztah mezi spojitostı́ a derivacı́ funkce vyjadřuje následujı́cı́ věta:
Věta 10: Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, je v tomto bodě spojitá.
Tato Věta 10 je ve tvaru implikace a obrácená věta neplatı́. Přı́kladem funk-

ce, která je spojitá, ale nemá derivaci, je f (x) = |x| v bodě x0 = 0 (jednostranné
limity existujı́, ale nejsou si rovny).

Pro výpočet derivacı́ funkcı́ jsou důležité následujı́cı́ věty:
Věta 11: Jestliže funkce u, v majı́ v bodě x0 derivaci, má v bodě x0 derivaci

i součet, rozdı́l, součin a pro v(x0) , 0 i podı́l funkcı́ u, v a platı́:

(u ± v)′ (x0) = u′(x0)± v′(x0),

(uv)′ (x0) = u′ (x0)v (x0) +u (x0)v′ (x0) ,(u
v

)′
(x0) =

u′ (x0)v (x0)−u (x0)v′ (x0)
v2(x0)

.

Věta 12: Necht’ funkce g : u = g(x) má v bodě x0 derivaci g ′(x0) a ne-
cht’ funkce f : y = f (u) má v bodě u0 = g(x0) derivaci f ′(u0). Pak složená
funkce h : f (g (x)) má derivaci v bodě x0, přičemž platı́ h′ (x0) = f ′ (u0)g ′ (x0) =
f ′

(
g(x0)

)
g ′ (x0).
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2.4. Užitı́ diferenciálnı́ho počtu

Tato kapitola bude pojednávat o využitı́ diferenciálnı́ho počtu k vyšetřovánı́
průběhu funkce. Fyzikálnı́m aplikacı́m bude věnována dalšı́ část bakalářské
práce.

2.4.1. Užitı́ limity funkce

Jednı́m z využitı́ limity je určenı́ asymptoty grafu funkce. Asymptoty jsou
přı́mky, jejichž znalost nám umožnı́ poměrně přesné sestrojenı́ grafu dané
funkce. Rozlišujeme asymptoty dvojı́ho druhu – se směrnicı́ a bez směrnice.

Def. 34: Přı́mku y = ax+b nazveme asymptotou se směrnicı́ grafu funkce
f , jestliže limx→+∞ [f (x)− (ax+ b)] = 0 nebo limx→−∞ [f (x)− (ax+ b)] = 0 .

Věta 13: Přı́mku y = ax + b nazveme asymptotou se směrnicı́ grafu funkce
f, jestliže a = limx→+∞

f (x)
x , b = limx→+∞ [f (x)− ax] nebo a = limx→−∞

f (x)
x ,

b = limx→−∞ [f (x)− ax] .
Def. 35: Necht’ je funkce f definována v U(a,δ)\{a} nebo v (a− δ,a) nebo

v (a,a + δ). Přı́mka o rovnici x = a se nazývá asymptota bez směrnice grafu
funkce f , právě když má funkce f v bodě a aspoň jednu jednostrannou ne-
vlastnı́ limitu.

Asymptota bez směrnice je tedy rovnoběžka s osou y v bodě, ve kterém
funkce nenı́ definovaná, ale je definovaná na nějakém jeho okolı́ (alespoň jed-
nostranném).

Dále můžeme limitu využı́t také k určenı́ tečny grafu funkce.
Def. 36: Je-li křivka grafem funkce y = f (x) a existuje-li vlastnı́ limita kT =

limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

, pak tečna křivky v bodě T =[x0, y0] je přı́mka o rovnici
y − y0 = kT(x − x0).

V Def. 36 nazýváme čı́slo kT směrnicı́ tečny. Můžeme si všimnout, že de-
finice směrnice je shodná s definicı́ derivace funkce v bodě x0. Určenı́ tečny
grafu funkce je tedy prakticky využitı́m derivace funkce v bodě.

2.4.2. Užitı́ derivace funkce

Věta 14 (Rolleova): Mějme funkci f, která má tyto vlastnosti:

1. je spojitá v uzavřeném intervalu 〈a,b〉,

2. v každém bodě otevřeného intervalu (a,b) má derivaci,

3. f (a) = f (b).

Potom existuje v otevřeném intervalu (a,b) aspoň jeden bod c, pro který
platı́ f ′ (c) = 0.
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Věta 14 nám tedy řı́ká, že funkce splňujı́cı́ uvedené vlastnosti má alespoň
jednu tečnu rovnoběžnou s osou x.

Prvnı́ derivaci funkce lze využı́t ke zjištěnı́ monotónnosti funkce v inter-
valu. Platı́ věta:

Věta 15: Má-li funkce f v každém bodě intervalu (a,b) kladnou derivaci,
je v tomto intervalu rostoucı́. Má-li funkce f v každém bodě intervalu (a,b)
zápornou derivaci, je v tomto intervalu klesajı́cı́.

Dalšı́ důležitou charakteristikou funkce, kterou můžeme určit pomocı́ de-
rivace, jsou extrémy.

Def. 37: Funkce f má v bodě x0 lokálnı́ maximum, existuje-li takové okolı́
U(x0) bodu x0, že pro všechna x ∈ U(x0) ∩ Df platı́: f (x) ≤ f (x0). Funkce f
má v bodě x0 lokálnı́ minimum, existuje-li takové okolı́ U(x0) bodu x0, že
pro všechna x ∈U(x0)∩Df platı́: f (x) ≥ f (x0).

Nutnou podmı́nku pro lokálnı́ extrém funkce v bodě, ve kterém má deri-
vaci, vyjadřuje věta:

Věta 16: Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém a existuje-li v tomto bodě
derivace f ′(x0), pak platı́ f ′ (x0) = 0.

Tyto body x0 se nazývajı́ stacionárnı́ body funkce f . Stacionárnı́ body spo-
lečně s body, ve kterých funkce derivaci nemá, nazýváme ,,body podezřelé
z extrémů“. Toto označenı́ odpovı́dá skutečnosti, že v těchto bodech funkce f
lokálnı́ minimum mı́t může, ale nemusı́, což je pro žáky výhodná pomůcka.

Zbývá tedy otázka, jak určit, zda má funkce f v těchto bodech skutečně
lokálnı́ extrémy. Prvnı́ možnostı́, jak tuto skutečnost určit, je zkoumánı́ zna-
ménka derivace v okolı́ stacionárnı́ho bodu. Jestliže derivace funkce měnı́ ve
stacionárnı́m bodě znaménko z kladného na záporné, pak má funkce v tomto
bodě lokálnı́ maximum. V opačném přı́padě jde o lokálnı́ minimum. Pokud
změna znaménka derivace ve stacionárnı́m bodě nenastává, nejedná se o ex-
trém funkce. Druhým způsobem určenı́ je využitı́ druhé derivace. Platı́, že
je-li druhá derivace funkce ve stacionárnı́m bodě kladná, pak je v tomto bodě
lokálnı́ minimum; je-li záporná, pak je v tomto bodě lokálnı́ maximum. Pokud
je však druhá derivace rovna nule, musı́me použı́t prvnı́ zmı́něný způsob.

Druhou derivaci dále využijeme k určenı́ konvexnosti a konkávnosti funkce.
Funkce je konvexnı́ na intervalu, jestliže je jejı́ graf nad jeho tečnou ve všech
bodech tohoto intervalu. Graf konkávnı́ funkce v daném intervalu je vždy pod
tečnou ve všech bodech tohoto intervalu.

Věta 17: Funkce je v daném bodě konvexnı́, je-li v tomto bodě 2. deri-
vace kladná. Funkce je v daném bodě konkávnı́, je-li v tomto bodě 2. derivace
záporná.

Nulové body druhé derivace se nazývajı́ body podezřelé z inflexe (inflexnı́
body) a jsou to body, v nichž se může měnit konvexnost v konkávnost nebo na-
opak. Tyto body rozdělı́ definičnı́ obor funkce na intervaly; v každém z těchto
intervalů určı́me znaménko 2. derivace a podle Věty 17 rozhodneme o kon-
vexnosti a konkávnosti funkce.
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Kromě těchto geometrických aplikacı́ má derivace funkce využitı́ i pro
výpočet limit. Metoda je založena na následujı́cı́ větě:

Věta 18 (l’Hospitalovo pravidlo): Necht’ pro dané funkce f, g a daný bod
a ∈R, resp. a = +∞ nebo a = −∞ platı́

1. bud’ limx→a f (x) = limx→a g (x) = 0, anebo limx→a |g (x) | = +∞,

2. existuje limita limx→a
f ′(x)
g ′(x) (vlastnı́ nebo nevlastnı́).

Pak existuje také limita limx→a
f (x)
g(x) a platı́ limx→a

f ′(x)
g ′(x) = limx→a

f (x)
g(x) (l’Hos-

pitalovo pravidlo).
Obdobná věta platı́ i pro limity jednostranné.

2.4.3. Průběh funkce

Pro vyšetřenı́ průběhu funkce provádı́me následujı́cı́ kroky:

1. Určı́me definičnı́ obor funkce, průsečı́ky grafu funkce se souřadnicovými
osami a dalšı́ speciálnı́ vlastnosti (parita, periodicita, omezenost).

2. Vypočteme limity v ±∞ a v bodech nespojitosti.

3. Určı́me prvnı́ derivaci funkce, jejı́ nulové body (stacionárnı́ body) a podle
Věty 15 monotónnost.

4. Určı́me druhou derivaci funkce, rozhodneme o existenci lokálnı́ch extré-
mů ve stacionárnı́ch bodech.

5. Vypočteme nulové body druhé derivace a rozhodneme o konvexnosti
a konkávnosti funkce.

6. Určı́me rovnice asymptot, pokud existujı́.

7. Načrtneme graf funkce.

2.5. Integrálnı́ počet

Základnı́m problémem integrálnı́ho počtu je najı́t k funkci f funkci F tak,
aby platilo F′ (x) = f (x).
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2.5.1. Neurčitý integrál

Def. 38: Mějme dány funkce F, f definované v otevřeném intervalu (a,b).
Jestliže pro všechna x ∈ (a,b) platı́ F′ (x) = f (x), řı́káme, že funkce F je primi-
tivnı́ funkcı́ k funkci f v intervalu (a,b). Množinu všech primitivnı́ch funkcı́
v daném intervalu značı́me symbolem

∫
f (x) dx, který nazýváme neurčitý in-

tegrál funkce f .
Z Def. 38 plyne, že integrovánı́ je proces opačný k derivaci. Pokud se chce-

me přesvědčit o správnosti určenı́ primitivnı́ funkce, zderivujeme ji a porov-
náme s funkcı́ integrovanou – tyto funkce se musı́ rovnat.

Primitivnı́ funkce F v intervalu (a,b) existuje, jestliže je funkce f na tomto
intervalu spojitá.

Věta 19: Každé dvě primitivnı́ funkce F, G k funkci f na intervalu (a,b) se
lišı́ o reálnou konstantu c, tj. G(x) = F(x) + c. Konstanta c se nazývá integračnı́
konstanta.

Tato věta plyne z nulové derivace konstanty. Pro množinu všech primi-
tivnı́ch funkcı́ v daném intervalu tedy platı́

∫
f (x) dx = F (x) + c.

Pro výpočet integrálů platı́ následujı́cı́ věty:
Věta 20: Necht’ k funkci f existuje neurčitý integrál

∫
f (x) dx na intervalu

(a,b) a necht’ k je libovolná reálná konstanta. Pak existuje na intervalu (a,b)
také neurčitý integrál

∫
kf (x) dx a platı́

∫
kf (x) dx = k

∫
f (x) dx.

Věta 21: Necht’ k funkcı́m f, g existujı́ neurčité integrály
∫
f (x) dx,

∫
g (x) dx

na intervalu (a,b). Pak existuje také neurčitý integrál
∫

[f (x)± g(x)] dx na in-
tervalu (a,b) a platı́

∫
[f (x)± g(x)] dx =

∫
f (x) dx ±

∫
g (x) dx. Tuto větu lze

rozšı́řit na libovolný počet funkcı́.

2.5.2. Určitý integrál

Def 39.: Mějme dány funkce F, f definované na uzavřeném intervalu 〈a,b〉.
Jestliže pro každé x ∈ 〈a,b〉 platı́ F′ (x) = f (x), přičemž derivacı́ funkce F v
bodě a rozumı́me derivaci v bodě a zprava a derivacı́ funkce F v bodě b de-
rivaci v bodě b zleva, řı́káme, že funkce F je primitivnı́ funkcı́ k funkci f na
uzavřeném intervalu 〈a,b〉.

Opět platı́, že ke každé funkci spojité v uzavřeném intervalu 〈a,b〉 existuje
v tomto intervalu primitivnı́ funkce.

Def. 40: Necht’ F je primitivnı́ funkce k funkci fv intervalu I. Rozdı́l F (b)−
F(a) funkčnı́ch hodnot funkce F v libovolných bodech a, b tohoto intervalu se

nazývá určitý integrál funkce f v mezı́ch od a do b a značı́ se
∫ b
a
f (x)dx.

Integrál definovaný v Def. 40 se nazývá Newtonův určitý integrál a platı́∫ b
a
f (x)dx = F (b) − F(a). Čı́slo a nazýváme dolnı́ mez a čı́slo b hornı́ mez in-

tegrálu.
Věty 20 a 21 můžeme obdobně vyslovit i pro určitý integrál.
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2.5.3. Integračnı́ metody

Integračnı́ metody použı́vané ve středoškolské matematice jsou integrace
metodou per partes a substitucı́.

Metoda per partes (česky ,,po částech“) je založena na derivaci součinu
dvou funkcı́. Vyjadřuje ji následujı́cı́ věta:

Věta 22: Majı́-li funkce u, v v intervalu (a,b) spojité derivace, pak v (a,b)
platı́

∫
u (x)v′ (x) = u (x)v (x)−

∫
u′ (x)v (x) dx.

Metodu substitučnı́ užı́váme pro integraci složených funkcı́.
Věta 23: Necht’ funkce F(t) je primitivnı́ funkcı́ k funkci f (t) v intervalu

(α,β). Necht’ funkce t = g(x) má derivaci g ′(x) v intervalu (a,b). Pro každé
x ∈ (a,b) necht’ hodnota g(x) patřı́ do intervalu (α,β). Pak v intervalu (a,b) je
funkce F(g (x)) primitivnı́ funkcı́ k funkci f (g (x)) ·g ′(x), tj.

∫
f (g (x)) · g ′(x) dx =

F (g (x)) +C.
Výsledek této věty zapisujeme

∫
f (g (x)) · g ′(x) dx =

∫
f (t) dt = F (t) +C, kde

t = g(x).
Při výpočtu integrálu substitučnı́ metodou vhodně zvolı́me výraz g (x) =

t. Tuto rovnici zderivujeme a vyjádřı́me dx. Dosadı́me za g(x) a dx a určı́me
primitivnı́ funkci F(t). Opětovným dosazenı́m za t zı́skáme primitivnı́ funkci
F (g (x)).

Při užitı́ této metody pro výpočet určitého integrálu můžeme přepočı́tat
integračnı́ meze a hodnotu integrálu určit přı́mo z F(t).

2.5.4. Užitı́ integrálnı́ho počtu

Určitý integrál můžeme využı́t k výpočtu délky křivky, obsahu rovinného
útvaru nebo objemu rotačnı́ho tělesa. Integrálnı́ počet má široké využitı́ i v dal-
šı́ch oblastech, napřı́klad ve fyzice nebo fyzikálnı́ chemii.

Obsah S útvaru U = U(a,b, f ,g) v daném intervalu 〈a,b〉 omezeného grafy

funkcı́ f (x) , g(x) určı́me podle vzorce S =
∫ b
a

[f (x)− g(x)]dx.
Objem V rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ útvaru U = U(a,b, f ) kolem

osy x, vypočteme podle vztahu V = π
∫ b
a
f 2 (x)dx.
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2.6. Vzorce pro derivace a integrály elementárnı́ch
funkcı́

Přehled některých základnı́ch vzorců pro derivace a neurčité integrály je
uveden v následujı́cı́ tabulce. U některých funkcı́ nenı́ vzorec pro derivaci nebo
neurčitý integrál uveden. Neznamená to však, že tyto neexistujı́. Důvodem ne-
uvedenı́ těchto vzorců je fakt, že na střednı́ škole se s nimi žáci nesetkávajı́ a
nenı́ vyžadována jejich znalost.

Tabulka 1: Vzorce pro derivace a integrály
Funkce f : y = f (x) Vzorec pro derivaci Vzorec pro neurčitý

integrál
y = c;c ∈R y′ = 0

∫
cdx = cx+C

y = xk;k ∈Z y′ = kxk−1
∫
xkdx = xk+1

k+1 +C

y = cxk;k ∈Z;c ∈R y′ = ckxk−1
∫
cxkdx = c · xk+1

k+1 +C
y = ex y′ = ex

∫
exdx = ex +C

y = ax y′ = axlna
∫
axdx = ax

lna +C
y = lnx y′ = 1

x −
y = 1

x y′ = − 1
x2

∫
1
xdx = ln|x| +C

y = logax y′ = 1
xlna −

y = sinx y′ = cosx
∫

sinx dx = −cosx +C
y = cosx y′ = −sinx

∫
cosx dx = sinx +C

y = tg x y′ = 1
cos2x

−
y = cotg x y′ = 1

sin2x
−

y = 1
cos2x

−
∫

1
cos2x

dx = tg x+C
y = 1

sin2x
−

∫
1

sin2x
dx = cotg x+C
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Kapitola 3

VYUŽITÍ INFINITEZIMÁLNÍHO
POČTU VE STŘEDOŠKOLSKÉ
FYZICE

Druhá část bakalářské práce se bude zabývat konkrétnı́m využitı́m infinite-
zimálnı́ho počtu ve fyzice a možnostmi jeho využitı́ ve výuce fyziky na střednı́
škole.

3.1. Mechanika

Prvnı́ oblastı́ fyziky, se kterou se žáci setkávajı́ již na základnı́ škole, je me-
chanika, která se zabývá popisem (kinematika) a přı́činami (dynamika) po-
hybu těles.

V kinematice se žáci nejprve seznámı́ s relativnostı́ klidu a pohybu, po-
pisem polohy hmotného bodu ve vhodné vztažné soustavě, naučı́ se rozlišit
pojmy trajektorie a dráha a klasifikovat pohyby na základě tvaru trajektorie.
Hlavnı́ náplnı́ středoškolské kinematiky je pak studium různých typů pohybu
podle rychlosti a zrychlenı́ a jejich výpočet.

3.1.1. Rychlost hmotného bodu

Jednı́m z prvnı́ch fyzikálnı́ch vztahů, se kterými se žáci setkávajı́, je vztah
pro výpočet průměrné rychlosti vp hmotného bodu. Jeho dráha s je závislá
na čase, ve kterém je hmotný bod v pohybu, řı́káme, že je jeho funkcı́ a pı́šeme
s = s(t). Žáci již z hodin fyziky na základnı́ škole vědı́, že pohyb hmotného
bodu po určité dráze můžeme charakterizovat jeho rychlostı́.

Při výkladu nejprve definujeme průměrnou rychlost po celou dobu pohybu
jako podı́l dráhy s a času t, za který hmotný bod tuto dráhu urazı́. Tedy platı́
vztah vp = s

t . Žáci jistě ze své každodennı́ zkušenosti vědı́, že rychlost pohybu
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se v jeho průběhu může měnit – např. autobus se během svojı́ cesty rozjı́ždı́ na
určitou stálou rychlost, poté brzdı́ při přı́jezdu na zastávku, opět se rozjı́ždı́,
v obci a mimo ni udržuje jinou rychlost, v zatáčkách zpomaluje a na konci svojı́
trasy zastavı́.1 V takovém přı́padě se můžeme ptát na průměrnou rychlost na
určitém úseku (mezi dvěma zastávkami, v obci, na dálnici apod.). Zavádı́me
vztah vp = ∆s

∆t , což je podı́l daného úseku dráhy ∆s a časového intervalu ∆t, za
který je tento úsek překonán. V této chvı́li musı́me ještě zmı́nit, že průměrná
rychlost během celkové doby pohybu t nenı́ průměrem průměrných rychlostı́
na jednotlivých úsecı́ch, a určı́me ji jako podı́l celkové dráhy s a celkového
času t, jak bylo zavedeno dřı́ve.

Od průměrné rychlosti na určitém úseku můžeme přejı́t k zavedenı́ veli-
kosti okamžité rychlosti v daném bodě. Ta se většinou ve středoškolské fyzice
pouze slovně definuje takto:

Def. 41: Velikost okamžité rychlosti v daném bodě trajektorie a v daném
čase je definována jako průměrná rychlost ve velmi malém časovém intervalu
na odpovı́dajı́cı́m úseku trajektorie s daným bodem.

Vı́ce se však středoškolská fyzika okamžitou rychlostı́ zpravidla nezabývá.
Označenı́ ,,velmi malý“ v Def. 41 nám nedává žádnou informaci o tom, s jakým
časovým intervalem ∆t bychom měli pracovat, a prostředky běžné středoškol-
ské matematiky nám ani neumožňujı́ velikost okamžité rychlosti vypočı́tat.
Pokud však žáci znajı́ alespoň základy infinitezimálnı́ho počtu, nebo je v rámci
fyziky vhodně zavedeme, můžeme s pojmem okamžité rychlosti dále pracovat.

Pro velikost okamžité rychlosti z Def. 41 platı́, že čı́m menšı́ je daný časový
interval, tı́m přesnějšı́ je jejı́ určenı́. Proto se tento interval musı́ blı́žit nule,
tedy být nekonečně malý. To naznačuje možnost využitı́ infinitezimálnı́ho počtu
k řešenı́ tohoto problému.

V některých učebnicı́ch středoškolské fyziky se v rámci rozšiřujı́cı́ho učiva
můžeme setkat se vztahem v = lim∆t→0

∆s
∆t , avšak bez dalšı́ho vysvětlenı́. Tento

vztah zohledňuje požadavek na nekonečně malý časový interval použitı́m li-
mity pro časový interval ∆t blı́žı́cı́ se k nule. Pro výpočet můžeme vztah pře-
psat na tvar v = lim∆t→0

∆s
∆t = limt→t0

s(t)−s(t0)
t−t0 , který odpovı́dá definici deri-

vace funkce (Def. 33). Velikost okamžité rychlosti v daném okamžiku t0 tedy
vypočı́táme derivacı́ dráhy podle času v(t) = s′(t) = ds(t)

dt .
Okamžitá rychlost je vektorová veličina, kromě velikosti ji tedy charak-

terizuje i jejı́ směr. Vektor okamžité rychlosti ležı́ na přı́mce, která je tečnou
trajektorie v daném bodě. Rovnici této přı́mky určı́me podle Def. 36, kde
směrnicı́ je právě velikost okamžité rychlosti v daném bodě.

Ve středoškolské fyzice se nejčastěji setkáme s pohybem rovnoměrným přı́-
močarým, u kterého je okamžitá rychlost v každém bodě shodná s průměrnou

1SVOBODA, Emanuel, BEDNAŘÍK, Milan, ŠIROKÁ, Miroslava, 2013. Fyzika pro gymnázia
– mechanika. 5., přepracované vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 35.
ISBN 978-80-7196-385-1.
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rychlostı́ pohybu a směr rychlosti je shodný se směrem pohybu. Dále rozlišu-
jeme pohyb rovnoměrný křivočarý, při kterém se měnı́ pouze směr rychlosti,
pohyb rovnoměrně zrychlený a obecně pohyb nerovnoměrný.

3.1.2. Zrychlenı́ hmotného bodu

Dalšı́ veličinou charakterizujı́cı́ pohyb hmotného bodu je vektorová ve-
ličina zrychlenı́. Vyjadřuje změnu vektoru rychlosti v čase. V přı́padě rov-
noměrného pohybu, kdy je rychlost konstantnı́ (neměnı́ se), je zrychlenı́ nu-
lové.

Ve středoškolské fyzice se, obdobně jako v přı́padě rychlosti, pracuje s prů-
měrným zrychlenı́m jako podı́lem změny okamžité rychlosti ∆v a časového
intervalu ∆t, za který tato změna proběhla, což zapı́šeme jako ap = ∆v

∆t . Dále se
pouze slovně definuje velikost okamžitého zrychlenı́:

Def. 42: Velikost okamžitého zrychlenı́ v daném bodě trajektorie je de-
finována jako průměrné zrychlenı́ ve velmi malém časovém intervalu na od-
povı́dajı́cı́m úseku trajektorie s daným bodem.

Stejně jako v přı́padě velikosti okamžité rychlosti, i u velikosti okamžitého
zrychlenı́ se setkáváme s nepřesným označenı́m ,,velmi malý“, což i tentokrát
řešı́me využitı́m diferenciálnı́ho počtu. Pro nekonečně malý časový interval
pı́šeme a (t) = lim∆t→0

∆v
∆t = limt→t0

v(t)−v(t0)
t−t0 = v′(t). Velikost okamžitého zrych-

lenı́ je tedy derivace rychlosti podle času. A jelikož rychlost je prvnı́ derivacı́

dráhy podle času, je zrychlenı́ jejı́ druhou derivacı́, a (t) = d2s(t)
dt2 = s′′(t). Za-

vedenı́m těchto vztahů můžeme určit okamžité zrychlenı́ v libovolném bodě
trajektorie i u nerovnoměrných pohybů.

Vektor okamžitého zrychlenı́ ležı́ na přı́mce, která je tečnou ke grafu rych-
losti v daném bodě, jejı́ rovnici tedy opět určı́me podle Def. 36. Směrnicı́ tečny
je v tomto přı́padě velikost okamžitého zrychlenı́.

U rovnoměrně zrychleného (resp. zpomaleného) pohybu je velikost okam-
žitého zrychlenı́ v každém bodě rovna průměrnému zrychlenı́ po celou dobu
pohybu (je konstantnı́).

3.1.3. Rychlost a dráha zrychleného pohybu

Ve středoškolské fyzice se žáci seznamujı́ s výpočtem dráhy a rychlosti
pohybu rovnoměrně zrychleného (resp. zpomaleného), přı́pady s časově pro-
měnným zrychlenı́m se neuvažujı́. Rychlost rovnoměrně zrychleného pohybu
je lineárnı́ funkcı́ času, tedy platı́ v (t) = v0 + at, kde v0 je počátečnı́ rychlost
hmotného bodu. Pro dráhu se následně zavede vztah s (t) = v0t + 1

2at
2. Nikdo

se však na střednı́ škole přı́liš nezabývá tı́m, ,,kde se tyto vztahy vzaly“. Pouze
v rámci rozšiřujı́cı́ho učiva se můžeme setkat s grafickou interpretacı́ a od-
vozenı́m, které je v podstatě využitı́m integrálnı́ho počtu bez jeho skutečného
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zavedenı́. Zkušenost je ovšem taková, že žáci se raději pouze naučı́ dané vztahy
a rozšiřujı́cı́mu učivu nevěnujı́ pozornost.

V přı́padě, že jsme zavedli okamžitou rychlost a okamžité zrychlenı́ po-
mocı́ derivacı́, je již odvozenı́ vztahů pro dráhu a rychlost zrychleného pohybu
jednoduché. Jestliže v rámci základů infinitezimálnı́ho počtu zavedeme inte-
grovánı́ jako proces opačný k derivaci, samy žáky jistě napadne, že když od
dráhy k rychlosti přejdeme derivacı́, zpět od rychlosti ke dráze přejdeme na-
opak integrovánı́m. Stejná úvaha platı́ pro vzájemný vztah rychlosti a zrych-
lenı́. Můžeme tedy psát s(t) =

∫
v(t) dt a v(t) =

∫
a(t) dt a tyto vztahy platı́ pro

všechny typy pohybů.
Integracı́ můžeme ověřit výše uvedené vztahy pro pohyb rovnoměrně zrych-

lený, kdy je zrychlenı́ konstantnı́: v (t) =
∫
adt = a

∫
dt = at + c. Integračnı́ kon-

stanta je rovna počátečnı́ rychlosti, tedy skutečně platı́ v (t) = v0 + at. A dále
s (t) =

∫
v (t)dt =

∫
(v0+at)dt = v0

∫
dt + a

∫
tdt = v0t + 1

2at
2 + c, kde položı́me c =

s0, což je dráha hmotného bodu v čase t0, a platı́ tedy vztah s (t) = s0+v0t+
1
2at

2.
Speciálnı́m přı́padem rovnoměrně zrychleného pohybu, se kterým se žáci

na střednı́ škole setkajı́, je volný pád, pro který platı́ a = g. Platı́ pro něj vztahy
v (t) = gt a s (t) = 1

2gt
2.

3.1.4. Úhlová rychlost hmotného bodu

Při pohybu hmotného bodu po kružnici jej charakterizujeme mı́sto rych-
losti v úhlovou rychlostı́ ω = v

r . Jejı́ definice je analogiı́ definice rychlosti v,
dráhu s nahradı́me úhlovou dráhou ϕ udávanou v radiánech, pro kterou platı́
ϕ = s

r . Žáci se seznámı́ se vztahem pro průměrnou úhlovou rychlost ve tvaru

ω = ∆ϕ
∆t a s pojmy perioda a frekvence.

Vzhledem k analogii úhlové rychlosti ω s rychlostı́ v můžeme zavést také
velikost okamžité rychlosti pomocı́ limity pro časový interval ∆t blı́žı́cı́ se
k nule: ω (t) = lim∆t→0

∆ϕ
∆t = dϕ

dt = ϕ′(t), tedy derivace úhlové dráhy podle
času.

3.1.5. Úhlové zrychlenı́ hmotného bodu

Časovou změnu úhlové rychlosti charakterizuje veličina úhlové zrychlenı́

ε, pro které platı́ vztah ε (t) = lim∆t→0
∆ω
∆t = dω

dt = ω′(t) = d2ϕ
dt2 = ϕ′′(t). Tedy

analogicky jako u zrychlenı́ a, i úhlové zrychlenı́ je druhou derivacı́ úhlové
dráhy podle času.

Středoškolská fyzika se zpravidla zabývá pouze rovnoměrným pohybem
po kružnici, kdy je úhlová rychlost konstantnı́ a na pohybujı́cı́ se hmotný
bod působı́ pouze konstantnı́ zrychlenı́ dostředivé. Vztah pro úhlové zrych-
lenı́ v některých učebnicı́ch nenı́ ani uveden.
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3.1.6. Dráha a rychlost pohybu po kružnici

Stejně jako jsme v kapitole 4.1.3 popsali vzájemné vztahy mezi rychlostı́
a dráhou, resp. mezi zrychlenı́m a rychlostı́, můžeme tyto vztahy použı́t i pro
veličiny popisujı́cı́ pohyb po kružnici. Úhlovou rychlost zı́skáme integrovánı́m
úhlového zrychlenı́ω(t) =

∫
ε dt a úhlová dráha je pak integrálem úhlové rych-

lostiϕ(t) =
∫
ω dt. Tyto vztahy však ve středoškolské fyzice přı́liš nevyužijeme.

3.1.7. Druhý Newtonův pohybový zákon, hybnost

V dynamice se žáci seznamujı́ se vzájemným působenı́m těles, Newtonový-
mi pohybovými zákony a hybnostı́ hmotného bodu. Tato část obsahuje spı́še
teoretické poznatky, s výpočty se žáci setkajı́ pouze u druhého pohybového
zákona a hybnosti.

2. Newtonův pohybový zákon (zákon sı́ly) řı́ká, že působı́-li na hmotný bod
o hmotnosti m tělesa a fyzikálnı́ pole silami o výslednici F, má hmotný bod
takové zrychlenı́ a, že platı́ F = ma. Dosazenı́m za zrychlenı́ a = dv

dt dostává
vztah tvar F =mdv

dt a nazýváme jej pohybová rovnice.
V souvislosti se zákonem sı́ly se zavádı́ hybnost p, která je definovaná jako

součin hmotnosti m a okamžité rychlosti v: p = mv. Hybnost je vektorová
veličina a má stejný směr jako rychlost, můžeme tedy počı́tat pouze jejı́ ve-
likost p = mv. Změna velikosti hybnosti je úměrná změně velikosti rychlosti
podle vztahu dp = m dv. Dosazenı́m zı́ská 2. pohybový zákon tvar F = dp

dt
a výsledná sı́la působı́cı́ na hmotný bod je rovna časové změně hybnosti.

Integrovánı́m uvedených vztahů zı́skáme pro hybnost vztahy p =
∫
m dv

a p =
∫
F dt.

3.1.8. Práce

Mechanická práce je veličina souvisejı́cı́ se silovým působenı́m na těleso a
jeho pohybem. Hodnota vykonané práce závisı́ na velikosti působı́cı́ sı́ly F a
na úhlu α, který tato sı́la svı́rá s trajektoriı́ tělesa. Ve středoškolské fyzice se
zabýváme pouze přı́pady, kdy je působı́cı́ sı́la konstantnı́, těleso se pohybuje
po přı́mce a úhel α je konstantnı́. Pro tyto přı́pady platı́ pro vykonanou práci
vztah W = Fscosα.

Pokud bychom chtěli žáky seznámit s obecným výpočtem mechanické prá-
ce, kdy je sı́la proměnná nebo dráha zakřivená, musı́me využı́t infinitezimálnı́-
ho počtu. Sı́la F vykoná při velmi malém posunutı́ ds elementárnı́ práci dW.
Platı́ tedy vztah dW = Fds = F cosαds. Integracı́ tohoto vztahu přejdeme od
elementárnı́ práce k práci vykonané na celé délce dráhy (nebo jejı́ libovolné
části). Pro práci W vykonanou silou F na dráze s tedy obecně platı́ vztah W =∫ s

0
F cosαds. Graficky je tedy práce dána plochou pod křivkou grafu závislosti
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sı́ly na dráze.

3.1.9. Výkon

Výkon je veličina, podle které můžeme posuzovat činnost strojů, vyjadřuje,
jak rychle vykonávajı́ práci. Ve středoškolské fyzice pracujeme zpravidla s prů-
měrným výkonem jako podı́lem práce vykonané za daný čas PP = ∆W

∆t . Někdy
se zavádı́ i okamžitý výkon jako součin sı́ly působı́cı́ na těleso a jeho okamžité
rychlosti P = Fv.

Okamžitý výkon můžeme však pomocı́ diferenciálnı́ho počtu počı́tat i po-
mocı́ prvnı́ho uvedeného vztahu. Stejně jako v přı́padě výpočtu okamžitých
hodnot předchozı́ch veličin, i tentokrát použijeme limitu pro omezenı́ časového
intervalu na nekonečně malý. Platı́ tedy vztah P (t) = lim∆t→0

∆W
∆t = dW

dt =
W ′(t). Ve středoškolském výkladu o výkonu dále zmiňujeme přı́kon a účinnost,
výpočet těchto veličin však nemá smysl rozšiřovat pomocı́ infinitezimálnı́ho
počtu.

3.1.10. Řešené přı́klady

1) Hmotný bod se pohybuje po ose Ox tak, že jeho souřadnice závisı́ na čase
podle vztahu x = At − Bt2, kde A = 3 m·s−1 a B = 1 m·s−2. Určete: velikost
rychlosti jako funkci času; velikost rychlosti v okamžicı́ch t1 = 0,5 s, t2 =
1 s, t3 = 2 s.2

Řešenı́:
Zadaný vztah pro x je dráha hmotného bodu. Velikost rychlosti tedy podle ka-
pitoly 3.1.1 určı́me derivacı́ tohoto výrazu podle času. Při derivaci využijeme
Větu 11 a vzorce uvedené v kapitole 2.6:

x′ =
dx
dt

= v = 1 ·A · t1−1 − 2 ·B · t2−1 = A− 2Bt.

Po dosazenı́ hodnot A, B je vztah pro rychlost v = 3− 2t.
Velikosti rychlosti v daných okamžicı́ch zı́skáme dosazenı́m do tohoto vztahu
za t:

v1 = (3− 2 · 0,5)m·s−1 = 2 m·s−1

v2 = (3− 2 · 1)m·s−1 = 1 m·s−1

v3 = (3− 2 · 2)m·s−1 = −1 m·s−1

Záporné znaménko u hodnoty v3 značı́, že v tomto okamžiku se bude hmotný
bod pohybovat v záporném směru osy x, velikost rychlosti je tedy v3 = 1 m·s−1.

2ŠANTAVÝ, Ivan, TROJÁNEK Aleš, 2002. Fyzika – přı́prava k přijı́macı́m zkouškám na
vysoké školy. Dotisk 1. vydánı́. Praha: Nakladatelstvı́ Prometheus, spol. s r. o. s. 81. ISBN
80-7196-138-8.
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Odpověd’:
Velikost rychlosti jako funkce času má tvar v = |A − 2Bt|. Velikosti rychlosti
v daných okamžicı́ch jsou v1 = 2 m·s−1, v2 = 1 m·s−1, v3 = 1 m·s−1.

2) Hmotný bod se pohybuje po přı́mce. Závislost jeho dráhy s v metrech na
čase t v sekundách je dán vztahem s (t) = 32t−t4. Určete okamžitou rychlost
a okamžité zrychlenı́ v časech t1 = 1 s a t2 = 2 s.3

Řešenı́:
Vztah pro velikost okamžité rychlosti zı́skáme prvnı́ derivacı́ dráhy podle

času:

v(t) = s′ (t) =
ds(t)

dt
= 32 · 1 · t0 − 4 · t4−1 = 32− 4t3.

Okamžitou rychlost v daných časech t1 = 1 s a t2 = 2 s zı́skáme dosazenı́m
do vztahu pro v(t) za t:

v (t1) = (32− 4 · 13)m·s−1 = 28 m·s−1,

v (t2) = (32− 4 · 23)m·s−1 = 0 m·s−1.

Okamžité zrychlenı́ vypočteme podle vztahu, který zı́skáme druhou deri-
vacı́ dráhy podle času, tj. prvnı́ derivacı́ rychlosti podle času:

a (t) = s
′′

(t) =
d2s (t)

dt2
=

dv(t)
dt

= 0− 4 · 3 · t3−1 = −12t2.

Za t dosadı́me hodnoty t1 = 1 s a t2 = 2 s a zı́skáme velikosti okamžitého
zrychlenı́ v těchto časech:

a (t1) = (−12 · 12)m·s−2 = −12 m·s−2,

a (t2) = (−12 · 22)m·s−2 = −48 m·s−2.

Odpověd’:
Velikost okamžité rychlosti a okamžitého zrychlenı́ v zadaných časech jsou

v (t1) = 28 m·s−1, v (t2) = 0 m·s−1, a (t1) = −12 m·s−2 a a (t2) = 48 m·s−2.

3Význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://mat.fsv.cvut.cz/capova/MA01/Cv6.pdf
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3) Určete počátečnı́ rychlost přı́močarého pohybu tělesa, pro jehož dráhu
platı́ s (t) = 12 + 200t − 5t2, kde t je čas od začátku pohybu. Kdy se těleso
zastavı́? Jaké je zrychlenı́ pohybu?4

Řešenı́:
Nejprve určı́me vztah pro závislost okamžité rychlosti na čase prvnı́ deri-

vacı́ dráhy podle času:

v (t) = s′ (t) =
ds (t)

dt
= 0 + 200 · 1 · t0 − 5 · 2 · t2−1 = 200− 10t.

Počátečnı́ rychlost je rychlost v čase t0 = 0 s, jejı́ hodnota je:

v (t0) = (200− 10 · 0)m·s−1 = 200 m·s−1.

Těleso se zastavı́ v takovém čase t, pro který platı́ v (t) = 0 m·s−1. Tuto hod-
notu tedy dosadı́me do vztahu pro okamžitou rychlost a zjistı́me, pro který čas
t rovnost platı́:

0 = 200− 10t,

odkud úpravou zı́skáme

t =
200
10

s = 20 s,

těleso se tedy zastavı́ po 20 sekundách pohybu.
Velikost zrychlenı́ pohybu určı́me prvnı́ derivacı́ okamžité rychlosti podle

času (druhou derivacı́ dráhy podle času):

a (t) = s
′′

(t) =
d2s (t)

dt2
=

dv(t)
dt

= 0− 10 · 1 · t0 = −10 m·s−2.

Zrychlenı́ nenı́ závislé na čase, a proto je po celou dobu pohybu stálé (kon-
stantnı́). Jeho hodnota je záporná, jedná se tedy o rovnoměrně zpomalený po-
hyb.

Odpověd’:
Počátečnı́ rychlost pohybu tělesa je v (t0) = 200 m·s−1, těleso se zastavı́

v čase t = 20 s a zrychlenı́ pohybu je a = −10 m·s−2.

4Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
http://www.jitkakrickova.cz/diferencialni-pocet/261-fyzikalni-vyznam-derivace
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4) Kámen vyhozen z výšky h = 10 m kolmo vzhůru má počátečnı́ rychlost
v0 = 20 m·s−1. Jakou rychlost bude mı́t kámen v čase t1 = 1,5 s? Za jaký čas
dosáhne maximálnı́ výšku? Jakou výšku dosáhne? (g = 10 m·s−2)5

Řešenı́:
Jedná se o vrh svislý vzhůru, pro jehož dráhu platı́ vztah s (t) = h+v0t− 1

2gt
2.

Vztah pro okamžitou rychlost zı́skáme derivacı́ tohoto vztahu podle času:

v (t) = s′ (t) =
ds (t)

dt
= 0 + 1 · v0 · t0 −

1
2
· 2 · g · t2−1 = v0 − gt.

Rychlost v čase t = 1,5 s zı́skáme dosazenı́m hodnot do vztahu pro v(t):

v (t1) = (20− 10 · 1,5)m·s−1 = 5 m·s−1.

Maximálnı́ výšku vrhu kámen dosáhne ve chvı́li, kdy bude okamžitá rych-
lost nulová, tj. v (t) = 0 m·s−1. Dosazenı́m do vztahu pro okamžitou rychlost
zı́skáme

0 = 20− 10t,

odkud úpravou určı́me t = 2 s.
Maximálnı́ výšku určı́me dosazenı́m do vztahu pro s(t), kdy za t dosadı́me

hodnotu vypočtenou v předchozı́m kroku.

s (t) = (10 + 20 · 2− 1
2
· 10 · 22)m = 30 m.

Odpověd’:
V čase t1 = 1,5 s je okamžitá rychlost kamene v (t1) = 5 m·s−1. Maximálnı́

výška vrhu je 30 m a kámen jı́ dosáhne po 2 sekundách od vyhozenı́.

5) Dva hmotné body se pohybujı́ po stejné přı́mce. Závislosti jejich drah s1,
s2 v metrech na čase t v sekundách jsou s1 (t) = 2t3, s2 (t) = 3t2. Určete jejich
vzájemnou rychlost v časech t1 = 1 s, t2 = 2 s a t3 = 3 s.6

Řešenı́:
Vztahy pro velikosti okamžitých rychlostı́ zı́skáme prvnı́ derivacı́ drah podle

času:

v1 (t) = s′1 (t) =
ds1 (t)

dt
= 2 · 3t3−1 = 6t2,

v2 (t) = s′2 (t) =
ds2 (t)

dt
= 3 · 2t2−1 = 6t.

5Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej

6Význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://mat.fsv.cvut.cz/capova/MA01/Cv6.pdf
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Vzájemná rychlost vvz je rovna absolutnı́ hodnotě rozdı́lu rychlostı́ obou
hmotných bodů, tedy platı́ vvz(t) = |v1(t)− v2(t)| = |6t2 − 6t|. Dosazenı́m za t
zı́skáme vzájemnou rychlost v daných okamžicı́ch.

vvz1 =
∣∣∣6 · 12 − 6 · 1

∣∣∣m·s−1 = 0 m·s−1,

vvz2 =
∣∣∣6 · 22 − 6 · 2

∣∣∣m·s−1 = 12 m·s−1,

vvz3 =
∣∣∣6 · 32 − 6 · 3

∣∣∣m·s−1 = 36 m·s−1.

Odpověd’:
Vzájemná rychlost hmotných bodů v zadaných časech je vvz1 = 0 m·s−1,

vvz2 = 12 m·s−1 a vvz3 = 36 m·s−1.

6) Těleso se pohybuje po dráze s (t) = t2 − t3

3 + 3t + 8. Vypočtěte, za jaký čas
zastavı́, jaké bude jeho zrychlenı́ v čase t = 0,5 s a jakou dráhu přejde těleso
do zastavenı́.7

Řešenı́:
Těleso se zastavı́ ve chvı́li, kdy jeho rychlost bude nulová, tj. v (t) = 0 m·s−1.

Nejprve tedy určı́me vztah pro závislost okamžité rychlosti na čase prvnı́ de-
rivacı́ dráhy podle času:

v (t) = s′ (t) =
ds (t)

dt
= 2 · t2−1 − 3 · t

3−1

3
+ 3 · 1 · t0 + 0 = 2t − t2 + 3.

Do tohoto vztahu dosadı́me v (t) = 0 m·s−1 a určı́me, pro jaké t rovnost
platı́:

0 = t2 − 2t − 3 = (t + 1)(t − 3),

což je kvadratická rovnice, která má dva kořeny. Jelikož ale čas nenı́ záporný,
zajı́má nás pouze kladný kořen této rovnice t = 3 s.

Dráhu, kterou těleso přejde do zastavenı́, určı́me dosazenı́m vypočteného
času do zadaného vztahu pro dráhu:

s (3) = (32 − 33

3
+ 3 · 3 + 8)m = 17 m.

Dále určı́me vztah pro velikost okamžitého zrychlenı́ prvnı́ derivacı́ vztahu
pro rychlost podle času (druhou derivacı́ dráhy podle času):

a (t) = s
′′

(t) =
d2s (t)

dt2
=

dv(t)
dt

= 2 · 1 · t0 − 2t2−1 + 0 = 2− 2t.

7Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Velikost okamžitého zrychlenı́ v čase t = 0,5 s je

a (t) = (2− 2 · 0,5)m·s−2 = 1 m·s−2.

Odpověd’:
Těleso zastavı́ za 3 sekundy a přejde přitom dráhu 17 metrů. Jeho zrychlenı́

v čase t = 0,5 s je 1 m·s−2.

7) Dráha hmotného bodu závisı́ na čase podle vztahu s (t) = t3 − 6t2 + 9t.
Určete velikost okamžité rychlosti a okamžitého zrychlenı́ v časech t1 = 2 s
a t2 = 4 s. Načrtněte graf závislosti s = s(t).

Řešenı́:
Vztah pro výpočet velikosti okamžité rychlosti zı́skáme prvnı́ derivacı́ dráhy

podle času:

v (t) = s′ (t) =
ds (t)

dt
= 3 · t3−1 − 6 · 2 · t2−1 + 9 · 1 · t0 = 3t2 − 12t + 9.

Dosazenı́m t1 = 2 s a t2 = 4 s za t zı́skáme velikosti okamžité rychlosti
v těchto časech:

v (t1) = (3 · 22 − 12 · 2 + 9)m·s−1 = −3 m·s−1,

v (t2) = (3 · 42 − 12 · 4 + 9)m·s−1 = 9 m·s−1.

Druhou derivacı́ dráhy podle času (tj. prvnı́ derivacı́ rychlosti podle času)
zı́skáme vztah pro výpočet velikosti okamžitého zrychlenı́:

a (t) = s
′′

(t) =
d2s (t)

dt2
=

dv(t)
dt

= 3 · 2 · t2−1 − 12 · 1 · t0 + 0 = 6t − 12.

Dosazenı́m za t opět zı́skáme velikosti okamžitého zrychlenı́ v zadaných
časech:

a (t1) = (6 · 2− 12)m·s−2 = 0 m·s−2,

a (t2) = (6 · 4− 12)m·s−2 = 12 m·s−2.

Podle kapitoly 2.4.3 vyšetřı́me průběh funkce s = s(t) a načrtneme jejı́ graf.
1. Definičnı́ obor je D(s) = 〈0 , +∞), nebot’ čas musı́ být nezáporný. Průse-

čı́ky grafu funkce se souřadnicovými osami jsou [0;0] a [3;0]. Funkce nenı́ ani
sudá, ani lichá, nenı́ periodická.

2. Vypočteme limitu limt→+∞(t3 − 6t2 + 9t) = +∞.
3. Prvnı́ derivace funkce je s′ (t) = 3t2 − 12t + 9, nulová je pro t = 1 a t = 3.

Stacionárnı́ body jsou [1;4] a [3;0]. Prvnı́ derivace je kladná na intervalech
(0;1) a (3 ; +∞), a tedy na těchto intervalech je funkce rostoucı́. V intervalu
(1;3) je prvnı́ derivace záporná a funkce klesajı́cı́.
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4. Druhá derivace funkce má tvar s
′′

(t) = 6t−12. Pro t = 1 je záporná, v bodě
[1;4] má funkce lokálnı́ maximum. Pro t = 3 je kladná a v bodě [3;0] je tedy
lokálnı́ minimum funkce.

5. Druhá derivace je nulová pro t = 2. V intervalu 〈0;2〉 je druhá derivace
záporná, funkce je konkávnı́. V intervalu 〈2 ; +∞) je kladná a funkce je na
tomto intervalu konvexnı́. Bod [2;2] je inflexnı́ bod funkce.

6. Funkce nemá asymptoty bez směrnice a protože limt→+∞(t2 − 6t + 9) =
+∞, nemá ani asymptoty se směrnicı́.

7. Načrtneme graf funkce:

Obr. 1: Náčrt grafu závislosti s = s(t).

Správnost našeho náčrtu grafu této funkce můžeme ověřit využitı́m někte-
rého matematického softwaru pro zobrazovánı́ grafu funkcı́.
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Obr. 2: Graf závislosti s = s(t) vytvořený pomocı́ matematického softwaru.

Odpověd’:
Velikosti okamžité rychlosti v daných časech jsou v (t1) = 3 m·s−1 a v (t2) =

9 m·s−1, velikosti okamžitého zrychlenı́ jsou pak a (t1) = 0 m·s−2 a a (t2) =
12 m·s−1. Graf s = s(t) je zobrazen na Obr. 1.

8) Při pohybu tělesa je dráha popsána rovnicı́ s (t) = t2 + 3t − 5, přičemž
v čase t = 0 s byla jeho rychlost nulová. Určete dráhu, rychlost a zrychlenı́
v čase t = 5 s. Určete také jeho kinetickou energii, pokud jeho hmotnost je
m = 8 kg.8

Řešenı́:
Nejprve určı́me vztah pro okamžitou rychlost (resp. okamžité zrychlenı́)

prvnı́ (resp. druhou) derivacı́ vztahu pro dráhu podle času:

v (t) = s′ (t) =
ds (t)

dt
= 2 · t2−1 + 3 · 1 · t0 − 0 = 2t + 3,

a (t) = s
′′

(t) =
d2s (t)

dt2
=

dv(t)
dt

= 2 · t0 + 0 = 2.

Dosazenı́m t = 5 s do jednotlivých vztahů zjistı́me dráhu, rychlost a zrych-
lenı́ v tomto čase:

s (5) = (52 + 3 · 5− 5)m = 35 m,

v (5) = (2 · 5 + 3)m·s−1 = 13 m·s−1,

a (5) = 2 m·s−2 .

8Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Jak vidı́me, vztah pro velikost zrychlenı́ nenı́ závislý na čase a po celou
dobu pohybu je konstantnı́ a = 2 m·s−2, těleso se tedy pohybuje pohybem rov-
noměrně zrychleným.

Vztah pro kinetickou energii je Ek = 1
2mv

2. Dosazenı́m zı́skáme hodnotu
kinetické energie v čase t = 5 s:

Ek =
1
2
· 8 · 132 = 676 J.

Odpověd’:
V čase t = 5 s je dráha tělesa 35 metrů, velikost okamžité rychlosti 13 m·s−1,

zrychlenı́ 2 m·s−2 a kinetická energie tělesa je 676 Joulů.

9) Rychlı́k jedoucı́ rychlostı́ 90 km·h−1 má zabrzdit tak, aby se rovnoměrně
zpomaleným pohybem zastavil na vzdálenosti 1 km. Po jakém čase zastavı́?
Určete jeho rychlosti po 10 sekundách od okamžiku, kdy začal brzdit.9

Řešenı́:
Nejprve převedeme rychlost a vzdálenost na základnı́ jednotky:

v = 90 km·h−1 = 25 m·s−1,

s = 1 km = 1000 m.

Pro dráhu rovnoměrně zpomaleného pohybu platı́ vztah

s = v0t −
1
2
at2,

jehož derivacı́ zı́skáme vztah pro rychlost:

v = s′ =
ds
dt

= v0 − at.

V okamžiku, kdy se rychlı́k zastavı́, bude jeho rychlost v = 0 m·s−1. Dosa-
zenı́m do předchozı́ho vztahu a vyjádřenı́m zrychlenı́ máme

a =
25
t
,

což dosadı́me do vztahu pro dráhu:

1000 = 25t − 1
2
· 25
t
· t2,

odkud t = 80 s. Hodnota zrychlenı́ (resp. zpomalenı́) je a = 0,3125 m·s−2.

9Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej

41



Dosazovánı́m času po 10 sekundách do vztahu pro rychlost zı́skáme veli-
kosti okamžité rychlosti v jednotlivých okamžicı́ch:

v (10) = (25− 0,3125 · 10)m·s−1 = 21,875 m·s−1,

v (20) = (25− 0,3125 · 20)m·s−1 = 18,75 m·s−1,

v (30) = (25− 0,3125 · 30)m·s−1 = 15,625 m·s−1,

v (40) = (25− 0,3125 · 40)m·s−1 = 12,5 m·s−1,

v (50) = (25− 0,3125 · 50)m·s−1 = 9,375 m·s−1,

v (60) = (25− 0,3125 · 60)m·s−1 = 6,25 m·s−1,

v (70) = (25− 0,3125 · 10)m·s−1 = 3,125 m·s−1,

v (80) = (25− 0,3125 · 10)m·s−1 = 0 m·s−1.

Odpověd’:
Aby se rychlı́k zastavil rovnoměrným zpomaleným pohybem na vzdále-

nosti 1 km, musı́ mı́t jeho zpomalenı́ velikost a = 0,3125 m·s−2. Brzděnı́ bude
trvat 80 sekund.

10) Brzděné kolo se otočı́ za čas t o úhel ϕ , který je kvadratickou funkcı́
času. Zastavı́ se za 5 sekund a vykoná za tuto dobu 150 otáček. Jaká je
počátečnı́ rychlost ω0 kola a jaké je úhlové zrychlenı́ ε?10

Řešenı́:
Závislost úhlu ϕ na čase můžeme zapsat rovnicı́

ϕ (t) = at2 + bt + c.

Vztah pro velikost okamžité úhlové rychlosti zı́skáme derivacı́ tohoto vzta-
hu podle času:

ω (t) = ϕ′ (t) =
dϕ(t)

dt
= 2at + b.

Platı́ ω (5) = 0 a ϕ (0) = 0, tedy

10a+ b = 0,

c = 0.

Za 5 sekund bod na obvodu kola urazı́ úhlovou dráhu ϕ (5) = 150 · 2π =
300π rad, platı́ tedy

300π = 25a+ 5b.
10Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:

http://www.jitkakrickova.cz/diferencialni-pocet/261-fyzikalni-vyznam-derivace
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Pro koeficienty a, b jsme zı́skali soustavu dvou rovnic o dvou neznámých,
jejı́ž řešenı́m je a = −12π a b = 120π.

Vztah pro úhlovou vzdálenost má tedy tvar ϕ (t) = −12πt2 + 120πt a vztah
pro velikost úhlové rychlosti ω (t) = −24πt + 120π. Rychlost na počátku po-
hybu, tedy kdy t = 0 s, je

ω (0) = (−24π · 0 + 120π)rad·s−1 = 120π rad·s−1.

Vztah pro úhlové zrychlenı́ zı́skáme druhou derivacı́ úhlové dráhy podle
času, tedy prvnı́ derivacı́ úhlové rychlosti podle času:

ε (t) = ϕ
′′

(t) =
d2ϕ(t)

dt2
=

dω(t)
dt

= 2a = −24π rad·s−2.

Úhlové zrychlenı́ je tedy konstantnı́ a má hodnotu −24π rad·s−2. Záporné
znaménko značı́, že jde o pohyb rovnoměrně zpomalený.

Odpověd’:
Počátečnı́ rychlost pohybu je 120π rad·s−1 a zrychlenı́ pohybu je −24π rad·s−2.

3.2. Mechanické kmitánı́ a vlněnı́

3.2.1. Kmitánı́ mechanického oscilátoru

Rozlišujeme kmitánı́ tlumené a netlumené, přičemž středoškolská fyzika
se vı́ce zabývá ,,ideálnı́m modelem“ – kmitánı́m netlumeným, a navı́c jen ta-
kovým, kdy trajektoriı́ je úsečka a mechanický oscilátor se pohybuje mezi
jejı́mi krajnı́mi body. Kmitánı́ reálného oscilátoru je však vždy tlumené. Vztahy,
které budou v této kapitole uvedeny, platı́ pro oba typy kmitánı́.

Netlumené kmitánı́ je nerovnoměrný periodický pohyb kolem rovnovážné
polohy. Žáci se nejprve seznámı́ s popisem okamžité výchylky oscilátoru z rov-
novážné polohy, při jejı́mž výkladu se nejčastěji použı́vajı́ počı́tačové animace,
které znázorňujı́ kmitánı́ oscilátoru a zároveň i časový diagram jeho kmitánı́.
Z něj odvodı́me popis okamžité výchylky y v čase t pomocı́ goniometrické
funkce, zpravidla y(t) = ymsin(ωt +ϕ) , kde ym je maximálnı́ výchylka (ampli-
tuda),ω je úhlová frekvence (odpovı́dá úhlové rychlosti u pohybu po kružnici)
a ϕ je počátečnı́ výchylka oscilátoru.

Stejně jako v učivu mechaniky, i v učivu o mechanickém kmitánı́ se dále
zabýváme okamžitou rychlostı́ a zrychlenı́m pohybu. Při jejich zaváděnı́ se
využı́vá analogie s pohybem po kružnici nebo jen pozorovánı́ kmitánı́ pru-
žinového oscilátoru, kdy zjistı́me, že v amplitudě y = ym je rychlost nulová,
a naopak v rovnovážné poloze y = 0 je rychlost maximálnı́. Při srovnánı́ s po-
hybem po kružnici zjistı́me, že okamžitá rychlost oscilátoru je průmětem vek-
toru okamžité rychlosti hmotného bodu pohybujı́cı́ho se po kružnici, odkud se
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odvodı́ vztah pro okamžitou rychlost jako v(t) = v0cos(ωt +ϕ) . Pro obvodovou
rychlost platı́ v0 = ωr a amplituda ym je vlastně rovna poloměru kružnice r,
pak vztah pro rychlost pı́šeme ve tvaru v(t) = ωymcos(ωt +ϕ) . Stejnou úvahou
se také zavede vztah pro zrychlenı́, které vždy směřuje do rovnovážné polohy;
je v nı́ tedy nulové a v maximálnı́ výchylce je maximálnı́. Vztah pro okamžité
zrychlenı́ má tvar a(t) = −ω2ymsin(ωt +ϕ) , kde ymsin(ωt +ϕ) = y a pro zrych-
lenı́ tedy platı́, že je přı́mo úměrné okamžité výchylce a (t) = −ω2y. Jestliže
byli žáci seznámeni s derivacı́ funkce, mohou si sami všimnout, že vztah pro
rychlost je derivacı́ okamžité výchylky a zrychlenı́ pak derivacı́ rychlosti.

Pokud jsme již v učivu mechaniky zavedli velikost okamžité rychlosti a o-
kamžitého zrychlenı́ pomocı́ derivacı́, můžeme pro odvozenı́ výše uvedených
vztahů použı́t jiný postup. Stejně jako jsme v mechanice popisovali polohu
hmotného bodu v čase funkcı́ s = s(t), popisujeme polohu mechanického os-
cilátoru funkcı́ y(t) = ymsin(ωt +ϕ) . Velikost okamžité rychlosti byl pak podı́l
dráhy překonané v nekonečně malém časovém intervalu a tohoto intervalu.
Užitı́m limity jsme odvodili, že vztah pro velikost rychlosti zı́skáme časovou
derivacı́ dráhy. Změna okamžité výchylky v daném čase je vlastně dráha pře-
konaná za tento čas, a proto i pro mechanické kmitánı́ platı́, že vztah pro o-
kamžitou rychlost zı́skáme časovou derivacı́ okamžité výchylky: v (t) = y′(t) =
dy
dt = ωymcos(ωt +ϕ) . Stejná úvaha platı́ i pro okamžité zrychlenı́, pro které

platı́ a (t) = dv
dt = d2y

dt2 = y′′(t) = −ω2ymsin(ωt +ϕ) = −ω2y.
Okamžitou výchylku tlumeného kmitánı́ popisujeme rovnicı́

y = e−btymsin(ωt +ϕ) , kde b je koeficient tlumenı́. Velikost okamžité rychlosti
a zrychlenı́ zı́skáme stejně jako v přı́padě netlumeného kmitánı́ prvnı́ a dru-
hou derivacı́ okamžité výchylky podle času. Se vztahy pro tlumené kmitánı́ se
však ve středoškolské fyzice zpravidla nesetkáváme.

3.2.2. Řešené přı́klady

1) Těleso se pohybuje po přı́mce a pro jeho výchylku z rovnovážné po-
lohy platı́ y(t ) = 2cos (2πt)− 3sin(2πt). Najděte jeho rychlost v čase t = 1 s
a největšı́ výchylku z rovnovážné polohy. (y je v cm.)11

Řešenı́:
Vztah pro okamžitou rychlost zı́skáme prvnı́ derivacı́ vztahu pro okamžitou

výchylku podle času:

v (t) = y′ (t) =
dy (t)

dt
= −2sin(2πt) ·2π−3cos(2πt) ·2π = −4πsin(2πt) −6πcos(2πt).

11Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Dosazenı́m t = 1 s zı́skáme velikost okamžité rychlosti v tomto čase:

v (1) = (−4πsin(2π · 1) −6πcos(2π · 1) )cm·s−1 = (−4π·0−6π·1)cm·s−1 = −6π cm·s−1.

Pro maximálnı́ výchylku platı́ v = 0 m·s−1, dosazenı́m zı́skáme rovnici

0 = −2π(2sin(2πt) + 3cos(2πt) ),

a úpravou

tg (2πt) = −3
2
,

tedy 2πt = 123◦42′. Dosazenı́m této hodnoty do vztahu pro okamžitou
výchylku zı́skáme jejı́ maximálnı́ hodnotu:

ym = (2cos(123◦42′) − 3sin(123◦42′) )cm = −3,606 cm.

Záporné znaménko značı́ pouze směr výchylky, amplituda je však vždy
kladná, proto ym = 3,606 cm.

Odpověd’:
Velikost okamžité rychlosti tělesa v čase t = 1 s je 6π cm·s−1. Amplituda

výchylky je 3,606 cm.

2) Kmitánı́ oscilátoru je popsáno rovnicı́ y (t) = 3·cos(π2 ·t). Určete okamžitou
výchylku, velikost okamžité rychlosti a zrychlenı́ v čase t = 3 s.

Řešenı́:
Nejprve určı́me vztahy pro okamžitou rychlost (zrychlenı́) prvnı́ (druhou)

derivacı́ vztahu pro okamžitou výchylku podle času:

v (t) = y′ (t) =
dy (t)

dt
= 3 ·

[
−sin

(π
2
· t
) ]
· π

2
= −3π

2
sin

(π
2
· t
)
,

a (t) = y
′′

(t) =
dv (t)

dt
= −3π

2
cos

(π
2
· t
)
· π

2
= −3π2

4
cos

(π
2
· t
)
.

Dosazenı́m t = 3 s do těchto vztahů zı́skáme hodnoty

y (3) = 3 · cos
(3π

2

)
cm = 0 cm,

v (t) = −3π
2

sin
(3π

2

)
m·s−1 =

3π
2

m·s−1,

a (t) = −3π2

4
cos

(3π
2

)
m·s−2 = 0 m·s−2.

Odpověd’:
V čase t = 3 s je okamžitá výchylka 0 cm, okamžitá rychlost 3π

2 m·s−1

a okamžité zrychlenı́ 0 m·s−2. Oscilátor se nacházı́ v rovnovážné poloze, kdy je
zrychlenı́ nulové a rychlost maximálnı́.
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3.3. Elektřina a magnetismus

3.3.1. Elektrický proud

Elektrický proud I se ve středoškolské fyzice většinou definuje pouze pro
rovnoměrný průchod náboje vodičem jako podı́l celkového náboje Q, který
projde za čas t průřezem vodiče, a této doby t: I = Q

t . Ne vždy je však průchod
náboje vodičem ideálně rovnoměrný. Pro takové přı́pady zavádı́ rozšiřujı́cı́
učivo střednı́ hodnotu proudu jako podı́l náboje ∆Q, který projde průřezem
vodiče za časový interval ∆t, a tohoto intervalu: I = ∆Q

∆t .
V přı́padě časově proměnného náboje můžeme také chtı́t zjistit, jaký je

okamžitý proud i ve vodiči. Ten zı́skáme, jestliže v předchozı́m vztahu zvolı́me
časový interval ∆t nekonečně malý, využijeme tedy limitu pro ∆t blı́žı́cı́ se
nule a vztah zı́ská tvar i(t) = lim∆t→0

∆Q
∆t , který můžeme přepsat jako i(t) =

limt→t0
Q(t)−Q(t0)

t−t0 , což odpovı́dá definici derivace funkce. Pokud jsme žáky s po-
jmy limita a derivace funkce seznámili, můžeme pro okamžitý proud i tedy
užı́t derivaci časově proměnného náboje podle času: i (t) =Q′ (t) = dQ(t)

dt .

3.3.2. Výkon elektrického proudu

Podobně jako v mechanice, i v elektřině je výkon veličinou, která vyjadřuje,
jak rychle elektrické spotřebiče vykonávajı́ práci. Na střednı́ škole většinou
definujeme pouze průměrný výkon vztahem P = W

t = U · Qt , kde Q
t = I , jak

bylo definováno v kapitole 4.3.1. Průměrný výkon při konstantnı́m napětı́ a
proudu je P = UI . V tomto přı́padě je okamžitý výkon v každém okamžiku
roven průměrnému výkonu po celou dobu konánı́ práce.

Situace je složitějšı́, pokud chceme počı́tat výkon při nerovnoměrném prů-
chodu náboje vodičem. Průměrný výkon je roven součinu konstantnı́ho napětı́
a střednı́ hodnoty proudu definované v kapitole 3.3.1: P = U · ∆Q

∆t . Okamžitý
výkon je pak součin konstantnı́ho napětı́ U a okamžitého proudu i v daném
čase, což můžeme zapsat jako P = lim∆t→0U ·

∆Q(t)
∆t = U · dQ(t)

dt = Ui. Středo-
školská fyzika se však touto problematikou zpravidla nezabývá a je vhodné ji
zmı́nit pouze v přı́padě, že jsme zavedli veličinu okamžitý proud i.

3.3.3. Indukované napětı́

Při výkladu indukovaného napětı́ je nejprve nutné zavést pojem magne-
tický indukčnı́ tok φ. Jedná se o skalárnı́ veličinu, která sloužı́ ke kvantita-
tivnı́mu popisu elektromagnetické indukce B. Platı́ pro něj vztah φ = BScosα ,
kde B je magnetická indukce magnetického pole působı́cı́ na plochu S pod
úhlem α. Jestliže se plocha S v čase otáčı́ s úhlovou rychlostı́ ω, platı́ pro tento
úhel α =ωt.
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Napětı́ se ve vodiči indukuje při změně magnetického toku plochou ohra-
ničenou vodičem o ∆φ za dobu ∆t, jeho střednı́ hodnota je Ui = −∆φ

∆t . Jeho
okamžitou hodnotu zı́skáme volbou nekonečně malého časového intervalu ∆t,
tedy užitı́m limity ui (t) = − lim∆t→0

∆φ(t)
∆t = − limt→t0

φ(t)−φ(t0)
t−t0 = −dφ

dt = φ′(t).
Indukované napětı́ je v daném okamžiku derivacı́ magnetického indukčnı́ho
toku podle času.

V přı́padě cı́vky procházı́ jejı́mi závity magnetický indukčnı́ tok, který je
vytvořen vlastnı́m magnetickým polem. Platı́ pro něj vztah φ = LI , kde L je
indukčnost cı́vky, I proud procházejı́cı́ cı́vkou. Pro napětı́ indukované v cı́vce
tedy platı́ Ui = −∆φ

∆t = −L∆I
∆t . Indukované napětı́ ui v daném čase určı́me opět

pro nekonečně malou dobu ∆t, tedy ui(t) = − lim∆t→0L ·
∆I(t)
∆t =

= − limt→t0 L ·
I(t)−I(t0)
t−t0 = −L · dI(t)

dt = −L · I ′(t).
Žáci se na střednı́ škole seznamujı́ pouze se vztahy pro střednı́ hodnotu

indukovaného napětı́, s jeho hodnotou v daném okamžiku se však ve středo-
školských učebnicı́ch nesetkáme.

3.3.4. Řešené přı́klady

1) Množstvı́ elektrického nábojeQ, který procházı́ vodičem, se měnı́ s časem
podle vztahu Q(t ) = 3t2 + 2t + 2. Vypočtěte hodnotu okamžitého proudu i
v době t = 1 s. Zjistěte také, kdy bude hodnota i = 20 A.12

Řešenı́:
Vztah pro okamžitý proud je derivacı́ časově proměnného náboje podle

času, platı́ tedy

i (t) =Q′ (t) =
dQ (t)

dt
= 3 · 2 · t2−1 + 2t0 = 6t + 2.

Dosazenı́m t = 1 s zı́skáme pro okamžitý proud hodnotu

i (1) = (6 · 1 + 2)A = 8 A.

Dosazenı́m i = 20 A zı́skáme rovnost

20 = 6t + 2,

které vyhovuje řešenı́ t = 3 s.
Odpověd’:
Hodnota okamžitého proudu v čase 1 s je 8 A. Hodnota okamžitého proudu

dosáhne 20 A v čase t = 3 s.
12Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a

chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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2) V indukčnı́ cı́vce protéká proud i(t ) = 15sin5(3t), indukčnost cı́vky je
L = 0,03 H. Vypočtěte indukované elektromotorické napětı́ v čase t = 2π

9 s.13

Řešenı́:
Pro napětı́ indukované v cı́vce platı́ vztah ui = −L · dI(t)

dt , nejprve tedy vy-
počteme derivaci proudu i podle času:

i′ (t) =
di (t)

dt
= 15 · 5sin5−1 (3t) · cos(3t) · 3 = 225sin4 (3t) ·cos(3t).

Pro indukované napětı́ zı́skáváme vztah

ui = −L · 225sin4 (3t) ·cos(3t).

Dosazenı́m zadaných hodnot zı́skáme indukované napětı́

ui = −0,03 · 225sin4
(2π

3

)
·cos

(2π
3

)
V = 1,898 V.

Odpověd’:
Indukované napětı́ v čase t = 2π

9 s je ui = 1,898 V.

3) Množstvı́ elektrického náboje, který procházı́ vodičem, se měnı́ podle
vztahuQ (t) = 2te−t. Zjistěte čas, kdy se intenzita proudu bude rovnat nule.14

Řešenı́:
Pro okamžitý proud platı́ vztah

i =
dQ (t)

dt
= 2t0e−t + 2te−t ·

(
−t0

)
= 2e−t − 2te−t = 2e−t(1− t).

Dosazenı́m i = 0 A zı́skáváme rovnost

2e−t (1− t) = 0.

Exponenciálnı́ funkce nemůže být rovna nule, a proto řešı́me pouze 1− t = 0.
Této rovnici vyhovuje řešenı́ t = 1 s.

Odpověd’:
Intenzita proudu bude nulová v čase t = 1 s.

13Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej

14Priklady.eu – cvičenı́ z učiva střednı́ch škol – matematika, fyzika a
chemie: Fyzikálnı́ význam derivace [online]. [cit. 2018-05-21]. Dostupné z:
https://www.priklady.eu/cs/matematika/derivace/fyzikalni-vyznam-derivace.alej
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Kapitola 4

Závěr

Cı́lem bakalářské práce bylo prohloubit středoškolské poznatky o funkcı́ch,
rozšı́řit učivo o základy infinitezimálnı́ho počtu a následně navrhnout jeho
zavedenı́ ve středoškolském učivu fyziky. Podařilo se mi vytvořit text, podle
kterého můžeme ve výuce matematiky a fyziky žáky seznámit s infinitezimál-
nı́m počtem, abychom jej mohli dále aplikovat. Důkazy uvedených matema-
tických vět a tvrzenı́ nejsou předmětem této práce, a proto nejsou uvedeny.
Pro výuku matematiky je tedy tento text spı́še podpůrný, avšak pro zavedenı́
a aplikaci infinitezimálnı́ho počtu ve fyzice jej považuji za plně dostačujı́cı́.

V dalšı́ části práce pojednává o oblastech fyziky, v jejichž výkladu by bylo
na střednı́ škole možné infinitezimálnı́ počet využı́t, pokud s nı́m žáky sez-
námı́me. Tento text je tedy možné využı́t jako doplňujı́cı́ materiál pro výuku,
nebo napřı́klad v rozšiřujı́cı́ch hodinách fyziky a pro nadané žáky. Pokud by-
chom text chtěli využı́t pro přı́pravu žáků na fyzikálnı́ olympiády, bude potře-
ba jej rozšı́řit o dalšı́ témata a poznatky z fyziky, které nejsou tradičně obsahem
středoškolské fyziky, a v nich opět vhodně využı́t infinitezimálnı́ho počtu.

Řešené přı́klady, které jsou součástı́ práce, mohou být využity nejen ve
fyzice při procvičovánı́ daného tématu, ale také v rámci matematiky, pokud
chceme v rámci výkladu infinitezimálnı́ho počtu zmı́nit i jeho aplikace.
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https://mat.fsv.cvut.cz/capova/MA01/Cv6.pdf

51


	 FUNKCE
	 Definice a základní pojmy
	 Definice
	 Zpusob zadání funkce
	 Vlastnosti funkcí

	 Elementární funkce
	 Lineární funkce
	 Kvadratická funkce
	 Mocninná funkce
	 Neprímá úmernost
	 Lineární lomená funkce
	 Exponenciální funkce
	 Logaritmická funkce
	 Goniometrické funkce


	 INFINITEZIMÁLNÍ POCET
	 Historie infinitezimálního poctu
	 Spojitost a limita funkce
	 Spojitost funkce
	 Limita funkce
	 Významné limity

	 Derivace funkce
	 Užití diferenciálního poctu
	 Užití limity funkce
	 Užití derivace funkce
	 Prubeh funkce

	 Integrální pocet
	 Neurcitý integrál
	 Urcitý integrál
	 Integracní metody
	 Užití integrálního poctu

	 Vzorce pro derivace a integrály elementárních funkcí

	 VYUŽITÍ INFINITEZIMÁLNÍHO POCTU VE STREDOŠKOLSKÉ FYZICE 
	 Mechanika
	 Rychlost hmotného bodu
	 Zrychlení hmotného bodu
	 Rychlost a dráha zrychleného pohybu
	 Úhlová rychlost hmotného bodu
	 Úhlové zrychlení hmotného bodu
	 Dráha a rychlost pohybu po kružnici
	 Druhý Newtonuv pohybový zákon, hybnost
	 Práce 
	 Výkon
	 Rešené príklady

	 Mechanické kmitání a vlnení
	 Kmitání mechanického oscilátoru
	 Rešené príklady

	 Elektrina a magnetismus
	 Elektrický proud
	 Výkon elektrického proudu
	 Indukované napetí
	 Rešené príklady


	 Záver
	 Literatura

