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Uvod

Cilem mé prace je seznamit sebe a étenafe nejen se zakladnimi a vSeobecné znamymi
geometrickymi body v trojuhelniku, ale i S nékterymi méné Castymi a méné znamymi
geometrickymi misty trojihelniku. V praci jsem se zaméfila na vyznamné body, pifimky a

kruZnice trojuhelniku. V této praci piedpokladam zakladni znalosti z geometrie.

V kapitole ,,Zakladni geometrické prvky trojahelniku‘ si zopakujeme, co o trojahelniku
zname jiz ze zakladni Skoly. Kapitolu jsem zatadila, jelikoz vSechny v ni uvedené pojmy je
potieba znat a jsou vyuzivany k vysvétleni a definovani ostatnich bodl, pfimek a kruznic

Vv trojihelniku.

Béhem vyhledavani a studia materidld jsem zjistila, Ze je jen malo publikaci

zabyvajicich se vice nez zdkladnimi informacemi o trojihelniku.

Cilem této mé prace je srozumitelnym zplisobem pfiblizit, co vSe jsem k tématu
vyhledala, nastudovala a zpracovala. Byla bych rada, kdyby ma prace byla srozumitelna i pro
zaky niz§ich stupiiti skol.

Za dulezité prvky mé prace povazuji obrazky (konstrukce), které dokazi nejlépe
ilustrovat, kde dané body, piimky, kruznice lezi a jak vypada jejich uréovani a jejich

vzajemna interakce.



Trojuhelnik
Trojuhelnik je zakladni konvexni Gtvar Vv roving, takika vSechny rovinné obrazce se daji
rozdélit na trojuhelniky.

Konvexni tutvar K afinniho prostoru A, = <A, V> je geometricky utvar, pro ktery

plati: je-li XE KAY € K= XY c K.

A tedy znalost trojuhelnikii, jeho bodl, pfimek a kruznic nam umoziuje pracovat i
s ostatnimi obrazci. Pomaha nam nejen pfti konstrukcich, ale také vypoctech obsaht, délek,

apod.
Piiklady definic trojuhelniku:

Definice: Necht’ M, N, P jsou tfi ruzné nekolinearni body v Az. Trojihelnik MNP je
prinikem tfi polorovin —(MNP) N —(MPN) N —(NPM). [1%

Definice: Necht M, N, P jsou tii rizné nekolinearni body v Az Trojuhelnik MNP je

podmnozinou nositelky afinniho prostoru Az = <A, V2> definovanou:
AMNP = {XeA: X =M + ti(N — M) + tz(P — M); t1€<0; 1> A t2e<0; 1- t;>; t1, e R}. ¥

Trojuhelnik ma téi vrcholy (znaci se velkymi pismeny napi. A, B, C nebo M, N, P

apod.), tii strany (kazda strana lezi naproti odpovidajicimu vrcholu), tfi vnitini thly (a, B, )

-

Obrazek 1 - Trojuhelnik

Souéet vnitinich thli trojihelniku je vzdy 180°. a + § + y = 180°



Druhy trojuhelnikii:

1) Dle stran
a. Rovnostranny — vSechny strany jsou stejné dlouhé
b. Rovnoramenny — dv¢ strany jsou stejné¢ dlouhé
€. Ruznostranny — kazda strana je jiné délky
2) Dle Ghla
a. Ostrouhly — vSechny vnitfni ihly jsou ostré
b. Pravouhly — jeden vnitini Ghel je pravy, dva ostré

C. Tupouhly - jeden vnitini uhel je tupy, dva ostré

Uhly

Konvexni uhel: Necht’ M, N, P jsou tfi rizné nekolinedrni body v Az Konvexni thel
(oznaceni ZMPN) je pranikem polorovin —(PMN) N —(PNM).

Je ziejm& ZMPN = {X € A2: X =P + t(M - P) + s(N - P), t > 0, s > 0}.[!%

Nekonvexni wihel: Uhel, ktery neni konvexni, je nekonvexni.

Druhy uhli:

e Uhel a je nekonvexni, pokud plati: 180° < a < 360°
e Uhel o je konvexni, pokud plati: 0° < o < 180°

Konvexni tthly délime:

e Uhel a je nulovy, pokud plati: o= 0°

e Uhel o je ostry, pokud plati: 0° < a < 90°

e Uhel o je pravy, pokud plati: a = 90°

e Uhel o je tupy, pokud plati: 90° < o < 180°
e Uhel o je piimy, pokud plati: a = 180°



Zikladni geometrické prvky trojuhelniku
Stredni pricky
Stiedni pticky jsou usecky spojujici stfedy stran v trojuhelniku. Rozd€lenim

trojuhelniku stfednimi pfickami vzniknou 4 shodné trojuhelniky, tyto trojuhelniky jsou
podobné s ptivodnim trojihelnikem.

Kazda stiedni pficka je rovnobézna se stranou, jejiz stfed nespojuje a jeji délka je
polovi¢ni vici délce této strany. S touto stranou je téz stejnolehld se stredem stejnolehlosti

Vv protilehlém vrcholu a s koeficientem stejnolehlosti rovnym %
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Obrazek 2 - Stredni pricky
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TéZnice trojuhelniku
Té&Znice jsou usecky spojujici vrchol se stfedem protéjsi strany.

Té&Znice se protnou vzdy uvniti trojuhelniku. Bod, ve kterém se téznice protnou, Se

Obrazek 3 - Téznice



VyS$Kky v trojuhelniku
Vyska je kolmice z vrcholu na protéjsi stranu trojihelniku.

Pro vypocty se uvazuje vzdalenost od vrcholu k pfimce, na které lezi strana

trojihelniku. Vysky pouzivame pro jednu z moznosti vypoctu obsahu trojihelniku.

Prisecik piimek, na kterych lezi vysky, se nazyvd ortocentrum, znacime O.
Ortocentrum lezi u ostrothlého trojuhelniku uvnitt trojuhelniku, u tupothlého wvné

trojuhelniku a u pravothlého ve vrcholu s pravym thlem.

Obrazek 5 - Vysky v tupouhlém trojihelniku
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KruZnice opsana trojihelniku

Kruznice trojuhelniku opsana je takova kruznice, na niz lezi vSechny vrcholy
trojahelniku.
Stied kruznice opsané tvoii prisecik os stran. Znacime So. Stfed kruznice opsané lezi

u ostrouhlého trojihelniku uvnitt trojahelniku, u tupouhlého vné trojihelniku a u pravouhlého

uprostied nejdelsi strany, strany naproti pravému thlu (Thaletova véta).

Polomér kruznice trojuhelniku opsané je vzdalenost pruseciku os stran a vrcholu

trojuhelniku.

o1

Obrazek 6 - Kruznice opsand - ostrouhly trojuhelnik.

o1

Obrazek T - Kruznice opsana - tupouhly trojuhelnik
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Thaletova véta (kruZnice)

Thaletova kruznice je kruZznice opsana pravouhlému trojuhelniku.

Mame-li useCku AB a sestrojime-li kruznici, jejiz stied lezi uprostted usecky AB a
polomér kruznice je r = % |AB| , pak vSechny body na dané kruznici (kromé bodu A a B) tvoii

vrcholy pravouhlého trojuhelniku ABC.

Obrazek 8 - Thaletova kruznice

KruZnice vepsana trojuhelniku

Kruznice trojuhelniku vepsana je kruznice, ktera lezi uvnitt trojihelniku a dotyka se
vSech tfi jeho stran. Strany trojuhelniku maji s kruznici jeden dotyk, jsou tedy tecnami
kruznice.

Stied kruznice trojuhelniku vepsané tvoii prusecik os wvnitinich whli trojuhelnika.

Znacime Sy.

Polomér kruznice trojuhelniku vepsané je kolmice ze sttedu Sy na strany trojuhelnika.

Obrazek 9 - Kruznice vepsanad
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KruzZnice pripsana trojuhelniku

Kruznice trojuhelniku piipsana je kruznice, ktera se dotyka strany trojuhelniku
»zvenku® a primek, na kterych lezi zbyvajici dvé strany trojuhelniku.

Kazdy trojuhelnik ma tii pfipsané kruznice.

Stied kruznice trojuhelniku pfipsané je prusecik os vnitinich uhlu trojuhelnika a Ghla
témto thlim ptipsanych (osy uhll a kolmice na tyto osy ve vrcholech trojuhelniku).

Polomér kruznice trojuhelniku ptipsané je kolmice ze stiedu kruznic na strany

trojuhelniku.

Obrdazek 10 - Kruznice pripsané

Pro body dotyku kruznice pfipsané (N) a kruznice vepsané (M) plati:

|IBM| = |NC|

=]

Obrazek 11 - Kruznice pripsand a vepsand
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Vyznamné body a piimky
Nageliiv bod

M¢jme body dotyku kruznic pfipsanych trojuhelniku ABC. Nazveme je Na, Nb, Ne.

Spojime-li tyto body s protilehlymi vrcholy, pak bod, kde se spojnice protnou,

nazyvame Nagellv bod. Zna¢ime N. Lezi vzdy uvnitt trojihelniku.

Obrazek 12 - Nageliv bod

Gergonnuv bod

M¢éjme body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku ABC s jeho stranami. Nazveme je
Ga, Gb, Gc. Spojime-li tyto body s protilehlymi vrcholy, pak bod, kde se spojnice protnou,

nazyvame Gergonav bod. Zna¢ime G. Lezi vzdy uvnitf trojuhelniku.

- Pro Gergontuiv bod plati: |A G,| = |A G,|, |B G,| = |B G.|, |C G,| = |C Gp]

~
L)

Obrazek 13 - Gergonniiv bod

13



Svrékiiv bod

Svrékiv bod je pruseCik kruznice trojuhelniku opsané s osou strany a osou uhla

protilehlého dané strang. Trojtthelnik ma 3 Svrékovy body - S, , S5, Sc .
e S, je prisedik kruZnice opsané, osy na stranu a, a osy thlu a.
e Sy je prisecik kruznice opsané, osy na stranu b, a osy tthlu S.

e S, je prusecik kruznice opsané, osy na stranu C, a osy thlu y.

Obrazek 14 - Svrckitv bod
Pro Svrékav bod plati, Ze jeho vzdalenost od stfedu kruznice trojihelniku vepsané je

stejna jako od kruznice trojuhelniku pfipsané.

|Sv§A| = |Ya§A|

Obrazek 15 - Poloha Svrckova bodu
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Antisvrk (bod)

Tento bod je obdobou Svrékova bodu, vznikne, pokud misto vnitini osy thlu vezmeme
tu vngj§i. Trojuhelnik ma 3 antigvrky - N, ,Ng , N .
e N, je prise¢ik kruznice opsané, osy na stranu a, a vn&ji osy uhlu a.
e Nj je priseéik kruZnice opsané, osy na stranu b, a vnéjsi osy uhlu f5.

e N, je prusecik kruznice opsané, osy na stranu C, a vnéjsi osy thlu y.

Obrdazek 16 — Antisvrk

Antigvrk lezi v ramci kruznice opsané trojithelniku ABC vzdy naproti Svrékova bodu.
Plati tedy ze: |§ANA| = |§BNB| = |§CNC| = prumér kruznice opsané A ABC

Antisvrk je vzdy na spojnici dvou stfedd kruznic ptipsanych a je uprostied mezi nimi.
Zaroven je stiedem kruznice opsané tétivovému cCtyfuhelniku, ktery je tvofen dvéma stfedy
kruznic pfipsanych a dv€ma vrcholy trojihelniku (teti vrchol leZi na spojnici sttedi kruZnic

pripsanych). [Y,N,| = [v.N,| = |CN,| = |BN,|

15



0‘2
Obrazek 17 - Antisvrk poloha
Spiekertiv bod
Spiekeriv bod je stfed kruznice vepsané do trojuhelniku ze stfednich pfricek,

znaéime To.

Vv

v oew

Plati, ze stied kruznice vepsané, t€zisté a Spiekertiv bod (S, T, To), lezi na jedné piimce.

Pro Sy, T, Toplati: T leZimezi Sva To. |T S,| =2-|T T,]|

Obrazek 18 - Spiekeritv bod
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Collinsuv bod

Vlastnosti Collinsova bodu se vyuziva u zpétné¢ho promitani a pfi ur€ovani soufadnic

neznamého bodu X. Collinstiv bod je na obrazku oznacen Q.

Zname-li polohu bodt A, B, C a tihly « AXC, «AXB,<CXB, pak mizeme najit bod Q,
jelikoz plati:

1) « AXC = 2ABQ,%CXB = <BAQ
2) Body Q, C, X lezi na jedné ptimce

Obrazek 20 - Collinsiiv bod 2
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Longchampiiv bod

Longchamptiv bod je bod stfedové soumérny k ortocentru (prasecik vysek), kde
sttedem soumérnosti je stied kruznice opsané (prisecik os stran). Znac¢ime O
Longchamptiv bod je tedy ortocentrem pro trojihelnik, jehoz stiedni pficky tvori

puvodni trojuhelnik ABC.

Obrazek 21 - Longchampiiv bod

Lemoinuav bod

Lemointv bod je prisecik symedidn v trojlhelniku. LeZi vZdy uvnitt trojuhelniku.
Znacime L. Pro Lemoinliv bod plati, ze soucet ¢tverci vzdalenosti od stran trojuhelniku je
nejmensi.

Symediana

- Je Gsecka, kterd vznikne jako osové soumérny obraz téZnice podle osy pfislusného

uhlu (t€Znice na stranu a, dle osy thlu a, atd.).

Obrazek 22 - Lemoinitv bod
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Eulerova primka

Eulerova pfimka je definovana jako ptimka, na které lezi ortocentrum (prasecik vysek),

MoVt

Na Eulerové ptimce lezi také Londchampiiv bod (O°) a stfed kruznice deviti bodi (D).
Body lezi v poradi: 0,D, T, S,,0".

V rovnostranném trojihelniku vSechny tyto body splyvaji, a proto pfimka neexistuje.

Pro body na Eulerové pfimce plati:

|0,So| = |050|' 3 |TSo| = |050|: 6 |DT| = |OSo|

Obrazek 24 - Eulerova primka v tupouihlém trojuhelniku
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Simsonova primka nebo téZ Wallaceova primka

Kazdy trojuhelnik miize mit nekoneéné¢ mnoho téchto piimek, Simsonova piimka je
vzdy vztazena k ur€itému bodu X, ktery nalezi kruznici trojuhelniku opsané.

Zvolme si na kruznici trojuhelniku opsané libovolny bod X. Z bodu X sestrojime

kolmice na strany trojihelniku, pak paty téchto kolmic leZi na jedné piimce. Tato piimka je

Simsonova pfimka pro dany bod X.

Obrazek 25 - Simsonova primka v tupouhlém trojuhelniku

Obrazek 26 - Simsonova primka v ostrouhlém trojuhelniku
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Vyznamné kruZnice v trojuhelniku

Feuerbachova kruznice nebo téZ kruznice deviti bodu

Feuerbachova kruznice je kruznice, na niz lezi nasledujicich devét bodu:

o Sstfedy stran S, Sp, S
o paty vysek P,, Py, P.
o stfedy spojnic vrcholil s ortocentrem Ay, By, Cy
Tato kruznice ma body dotyku s kruznici vepsanou (F) a kruznicemi pfipsanymi
trojihelniku (K, L, M). Coz jako prvni dokazal némecky matematik Karl Wilhelm Feuerbach,

proto Feuerbachova kruznice.

Polomér kruznice deviti bodi (7)je polovinou poloméru kruZnice opsané ().

1
Tf = ETO

Feuerbachuv bod

Bod dotyku kruZnice deviti bodii a kruZnice trojuhelniku vepsané. Znacime F.

Stired kruZnice deviti bodu

- LezZi uprostfed mezi ortocentrem (O) a stfedem kruznice trojuhelniku opsané (So).

Znacime D.

- Stfed kruznice deviti bodi lezi na Eulerové piimce.

- |DO| =|DSy| =3 |DT|

Obrazek 27 - Kruznice deviti boditl
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Obrazek 28 - Kruznice deviti bodii2

Svrckiiv bod, antiSvrk a kruznice deviti bodi

9]
Va

Obrdzek 29 - Svickitv bod, antisvrk a Feuerbachova kruZnice

Feuerbachova kruznice je kruznice, na niz lezi nasledujicich devét bod:

o stiedy stran Sg, Sp, S, V nasem piipadé antisvrky N, ,Np , N,

o paty vysek P,, Py, P. V naSem ptipad¢€ vrcholy trojuhelniku A, B, C

o stiedy spojnic vrcholti s ortocentrem A, By, C, V nasem piipadé Svrékovy
body S, ,Sg ,Sc -

22



Tuckerovy kruZnice

Tuckerovy kruznice prochazi Sesti body. Vzdy dva body lezi na piimce, na které lezi

I strana trojuhelniku.

Budeme-li uvazovat poloptimky AB, AC, BA, BC, CA, CB, a na kazdou polopiimku
umistime jeden bod K, L, M, N, O, P (po fad¢) a to tak, aby platilo, ze:

o usecka KL je antirovnobézna se stranou trojthelniku a vzhledem k ose uhlu a,
o usecka MN je antirovnobézna se stranou trojuhelniku b vzhledem k ose thlu

o usecka OP je antirovnob&zna se stranou trojuhelniku ¢ vzhledem k ose tthlu y

o |KL| =|MN| = |OP]|
pak plati, ze body K, L, M, N, O, P lezi na Tuckerové kruznici.
Ke kazdému trojihelniku existuje nekone¢né¢ mnoho Tuckerovych kruznic.

(Antirovnobézna usecka vzhledem k tihlu je usecka, ktera je osové soumérna dle tohoto

uhlu.)
Nejznaméjsi Tuckerovy kruznice jsou:

o Prvni Lemoinova kruznice
o Druha Lemoinova kruznice

o Taylorova kruZnice

23



Prvni Lemoinova kruZnice
Prvni Lemoinova kruznice vychazi z Lemoinova bodu.

Necht' je dan trojuhelnik a v ném Lemointiv bod. Vedeme-li Lemoinovym bodem
rovnobeézky se stranami trojuhelniku, pak body, ve kterych nam tyto rovnobézky protnou

strany, nazveme K, L, M, N, O, P. Jsou to body, kterymi prochazi prvni Lemoinova kruznice.

Stfredem Lemoinovy kruznice je bod L, je to stfed usecky spojujici Lemointv bod (Lg)

a stied kruznice opsané (Sy)

Obrdazek 30 - Prvni Lemoinova kruznice

Specialni pfipad nastane u rovnostranného trojihelniku, kde se nadm piekryji: stied
kruznice. Usecky KL, MN, OP jsou kolmé na symediany, které jsou zaroven t&Znicemi, osami
stran i osami thlt. U rovnostranného trojihelniku nam vznikne pravidelny Sestithelnik. Plati:
|KL| = |MN| = |OP| =1

Obrazek 31 - Prvni Lemoinova kruznice v rovnostranném trojuhelniku
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Druha Lemoinova kruznice
Druha Lemoinova kruznice vychazi z Lemoinova bodu.

Necht je déan trojihelnik a v ném Lemointv bod. Lemoinovym bodem vedeme pifimky
(9, k, }), které jsou antirovnob&zné se stranami trojuhelniku. Body, ve kterych nam piimky

protnou piimky, na kterych lezi strany trojuhelnika, nazveme K, L, M, N, O, P.
Body K, L, M, N, O, P spliuji podminky pro Tuckerovy kruznice.
Stiredem druhé Lemoinovy kruznice je Lemoinav bod.

Polomér druhé Lemoinovy kruznice je vzdalenost bodu L1 od bodu K, L, M, N, O, P.

Obrazek 32 - Druhd Lemoinova kruznice

Specialni ptipad nastane u rovnostranného trojuhelniku, kde mizeme fict, ze druha

Lemoinova kruznice piekryje prvni Lemoinovu kruznici.

/

¢/ M~—K

AN
VAR

Obrazek 33 - Druhd Lemoinova kruznice v rovnostranném trojiheniku
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Taylorova kruZnice

Necht' je dan trojuhelnik a vném paty vysek P, P, P. a prisecik vySek —

ortocentrum O.
Body K, L jsou patami kolmic spusténymi z bodu P, nastrany b ac.
Body M, N jsou patami kolmic spusténymi z bodu P, na strany a ac.
Body O, P jsou patami kolmic spusténymi z bodu P. na strany a a b.
Body K, L, M, N, O, P splituji podminky pro Truckerovu kruznici.

Pro ostrothly trojuhelnik plati, ze stfed Taylorovy kruznice je totozny se stiedem

kruznice vepsana ptickovému trojuhelniku ortického trojuhelniku P, P, P, .

Obrazek 34 - Taylorova kruznice v ostrouhlém trojihelniku
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Obrazek 35 - Taylorova kruznice v ostrouhlém trojithelniku 2

Obrazek 36 - Taylorova kruznice v tupouhlém trojihelnik

27



Kruznice kamaradu

Kruznice kamaradi je ptislusna ur¢itému bodu P, takovému, Ze P je vnitinim bodem

trojahelniku ABC.

Na kruznici lezi paty kolmic bodu P na strany trojuhelniku (E, F, G) a paty kolmic jeho
kamarada P' na strany trojahelniku (E', F', G').

Stred kruznice kamaradu (S) je zaroven stfedem kruznice opsané pro trojihelnik, jehoz

vrcholy jsou paty kolmic bodu P (E, F, G).

P' je kamarad bodu P a zaroven je to stied kruZznice opsané trojihelniku P’, P’} P’.. Kde

P’,, Py, P’ jsou obrazy bodu P v osové soumérnosti pies strany.

c
P

Obrazek 37 - Kruznice kamaradii
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Zavér
V této praci jsem se vénovala vyznamnym bodim, piimkam a kruznicim v trojuhelniku.

Néktera tato geometrickd mista trojihelniku jsou vice zndma, néktera méné. Cilem mé
prace bylo seznamit se a také ¢tenaie s témito zajimavymi geometrickymi misty trojihelniku.

V prvni kapitole jsme si zopakovali zakladni pojmy a zakladni prvky v geometrii
trojuhelniku.

V dalsich kapitolach jsme se seznamili s body, pfimkami a kruznicemi, které se bézné
nevyucuji na sttednich ani vysokych skolach.

Ptedev§im vztahy, které plati mezi jednotlivymi body, pfimkami a kruznicemi

Vv trojuhelniku, jsou velmi zajimavé a otviraji tak moznosti pro zajimavé konstrukéni tlohy.

VSechny obrazky jsem konstruovala v programu GeoGebra. Pii konstrukcich a
nasledném pohybu diky dynamicnosti a interaktivné S hotovymi obrazci jsem si mohla ovéfit

platnost vSech uvadénych informaci, definic a vztahi.

Jednotlivé konstrukce jsem provadéla a ukladdala na online ucet na webové strance
www.geogebra.org. Ctenaf si mize sam veskeré uvedené jak polohové, tak metrické vztahy

ovéfit. Obrazky jsou dostupné pod timto odkazem: https://ggbm.at/PfGW5mwG.
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