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Seznam pouzitych symboli

/PP mnozina celych cisel
R o mnozina realnych ¢isel
{a,byc} oo mnozina ddna vyc¢tem prvku obsahujici prvky a, b, ¢
(@yD) oo otevreny interval, mnozina z € R;ja < x < b
(@,b) oo uzavieny interval, mnozina r € R;a <z <b
(@yb) . ovei zleva uzavieny interval, mnozina x € R;a < x < b
(@,b) oo zprava uzavieny interval, mnozina x € R;a <z <b
AN B prunik mnozin A a B
AU B sjednoceni mnozin A a B
T E A x je prvkem mnoziny A
T A x neni prvkem mnoZiny A
72 dolni celd ¢ast redlného cisla x
(] o horni celd ¢ast redlného ¢isla



Uvod

Tato bakalarska prace se zabyva studiem funkci dolni cela ¢ast realného cisla
a horni cela ¢ast redlného ¢isla. Z pohledu matematické analyzy se jedna o specidlni
funkce. Tyto neelementarni funkce nejsou soucasti stredoskolskych osnov. Piesto se
objevuji tlohy, k jejichz feseni je potfebna znalost téchto funkci, napriklad v zadani
matematickych soutézi (Matematickd olympidda apod.).

Prostrednictvim predlozeného textu se seznamime se zakladnimi vlastnostmi
obou funkci a jejich aplikacemi v konkrétnich tilohach elementarni matematiky:.

Préce je rozdélena do ¢tyr ¢asti. V prvni kapitole jsou definovany funkce dolni
celd ¢ast redlného ¢isla a horni celd ¢ast redlného cisla.

Ve druhé kapitole jsou prezentovany grafy funkci y = |x| a y = [x]| spolu s po-
pisem zdkladnich vlastnosti téchto funkei (defini¢ni obor, obor hodnot, monotonie,
atd.).

Tteti, nejrozsdhlejsi, kapitola je vénovana aplikacim funkce dolni celd c¢ast
a horni cela c¢ast realného cisla pti feSeni matematickych tloh, predevsim z oblasti
skolni matematiky. Pro prehlednost je tato kapitola rozcélenéna na t¥i podkapitoly
podle typu fesenych prikladi. V prvni ¢asti jsou feseny rovnice s dolni a horni
celou c¢asti. Jsou zde uvedeny dva zpusoby Teseni, které lze béhem tuloh tohoto
typu pouzit. Nasledujici podkapitola je vénovana soustavam téchto rovnic. Celou
kapitolu uzavira cast graficky resenych tuloh.

V posledni kapitole je uvedeno nékolik nefesenych prikladii, které mohou byt
vyuzity k procvicovani. Priklady nevyzadujici grafické feseni jsou doplnény vy-
sledky.

Prace je vysazena autorkou v programu KETEX, vSechny grafy jsou zpracované
v programu GeoGebra.



1 Zakladni vlastnosti

Funkce dolni celd ¢ast realného cisla a horni celd cdst redlného c¢isla patii mezi
specialni funkce. Z pohledu matematické analyzy a Skolské matematiky se jedna
o nespojité funkce (viz definice nize), které nejsou na stiednich skoldch detailné
probirany. Presto se tlohy, k jejichz feseni je potfebna znalost téchto funkci, pravi-
delné objevuji v zadénich ruznych matematickych soutézi (zejména Matematicka
olympiada, dile MO).

Cilem této prace je studium funkci dolni cela cast realného c¢isla a horni celd
¢ast realného cisla a popis jejich zakladnich vlastnosti. Stézejni kapitola této prace
je vénovana aplikacim funkce dolni cela ¢ast redlného cisla a horni celd ¢ast real-
ného ¢isla pri feseni matematickych tloh.

Nejprve uvedeme definici a zakladni vlastnosti obou funkci.
Pro funkci dolni celd ¢éast redlného cisla pouzivame znaceni |x|. Podobné

je znacena i funkce horni celd ¢ast redlného cisla [z].

Definice 1.1
Funkce dolni celd ¢ast realného ¢isla je zobrazeni |-|: R — Z, kde kazdé redlné

¢islo x splinuje nerovnosti
|lz] <z < |z]+1, (1.1)

tedy |z| je nejvétsi celé ¢islo y, které neni vétsi nez x.

Analogicky definujeme také funkci horni cela ¢ast redlného ¢isla.

Definice 1.2
Funkce horni celd ¢ast redlného ¢isla je zobrazeni [-]: R — Z, kde kazdé redlné

¢islo x spliuje nerovnosti
[z] > x> [z] — 1. (1.2)

Zde se jedna o nejmensi celé ¢islo y, které neni mensi nez redlné ¢islo z.



Véta 1.1
Pro vSechna realnd ¢isla x, y plati

a) |x + k] = |z] + k, kde k je libovolné celé ¢islo.

b) lw+y] = [x] + |y

o) HJJ _ m kde & je libovolné celé kladné &slo.

Diikaz.
a) Z definice funkce dolni celd ¢ast redlného ¢isla plynou nésledujici nerovnosti
lz]| +k<z+k<|z]+k+1 kdekeZ

Z tohoto vztahu je zfejmé, ze vyraz |z] + k je nejvétsi celé ¢islo, které neni
vétsi nez x + k. Plati tedy

|z + k] =|z] +k,
kde k je libovolné celé ¢islo

b) Pro kazdé realné ¢islo x,y z definice (1.1) plyne
lz] <z < |z]+1, (1.3)

lyl <y <l|yl+1. (1.4)

Se¢tenim nerovnosti (1.3) a (1.4) dostaneme
2] + [y] Sz +y<lz]+|y] +2.

Tento vyraz nasledné upravime do tvaru postupné nerovnosti

r+y—2<|z|+ |yl <x+uy. (1.5)
Podle definice dolni celé ¢asti realného c¢isla x + y pak plati

ety <zt+y<|lz+y]+1
Tento vyraz lze rovnéz upravit

r+y—1<|z+y] <z+y. (1.6)
Z nerovnosti (1.5) a (1.6) pak pfimo plyne

lz+y) = =] + [y].
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¢) Z definice funkce dolni celd ¢ast redlného ¢isla lze odvodit vztah
+1, (1.7)

Ed

kde k je libovolné celé kladné ¢islo. Z nerovnosti (1.7) také plyne, zZe {k

x
je nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez L{J . Plati tedy rovnost

[F)- L

Funkce horni cela ¢ast realného ¢isla ma velmi podobné vlastnosti jako funkce
dolni celd ¢ast redlného cisla.

Véta 1.2
Pro vSechna redlna cisla x, y plati

a) [x + k| = [z] + k, kde k je libovolné celé ¢islo,
b) [z +yl < fz] + [y,

o) Wﬂ _ m kde k je libovolné celé kladné &slo.

Odvozeni jednotlivych vlastnosti funkce horni cela ¢ast realného cisla lze provést
analogicky jako u funkce dolni cela ¢ast realného ¢isla.
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2 Grafy funkci

7 pohledu matematické analyzy nepatii funkce dolni cela ¢ast redlného cisla
a horni celd ¢ast redlného ¢isla mezi elementarni funkce. Obé funkce maji velmi
podobné vlastnosti i grafy.

2.1 Dolni celd ¢éast realného cisla

Z definice (1.1) plyne, Ze definiénim oborem funkce y = |z | jsou vSechna realna
¢isla . Oborem hodnot jsou vSechna cela ¢isla y. Graf této nespojité funkce vidime
na obr. 2.1.

Ay

5 —o0
4 —o0
3 —o0
2 ——O
1 —o0
-7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 ? 2 3 4 5 o6 7 8 9X>
—o0_j
—o0 )
—o0 -3
—-o0 —4
—o0 -

Obrazek 2.1: Graf funkce y = |z
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Funkce y = |x] neni sud, lichd ani periodickd. Nejednd se pritom o funkci

prostou.

Z hlediska monotonnosti je funkce neklesajici na celém definiénim oboru, nebot
pro vSechna z,xe € R plati: Je-li 1 < xo, pak f(x1) < f(z2).

Jak bylo zminéno, jedna se o nespojitou funkei, jejiz body nespojitosti jsou
vsechna z € Z. Ve vSech ostatnich bodech definiéniho oboru, tj. pro vSechna =z,
ktera nejsou celd cisla, je funkce y = [z] spojité.

2.2 Horni cela ¢ast rea

Iného disla

Defini¢nim oborem funkce y = [z] jsou vSechna redlnd c¢isla z. Oborem hodnot
jsou opét vSechna cela ¢isla y. Graf této nespojité funkce vidime na obr. 2.2.

Ay

5

Obréazek 2.2: Graf funkce y = [z]

Funkce y = [x] neni sudé, lichd ani periodickd. Nejednd se o funkci prostou,
jelikoz stejné hodnoty y nabyva vice nez jedno realné ¢islo x.
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7 hlediska monoténnosti se jednd o funkci neklesajici na celém definicnim
oboru, nebot pro vSechny z,xs € R plati: Je-li 1 < xo, pak f(z1) < f(x2).

Stejné jako funkce y = |x| je i funkce y = [x] nespojitd. Body nespojitosti
jsou shodné jako u funkce dolni celd ¢ast redlného ¢isla. Funkce y = [z] je tedy
spojitd pro vSechna ¢isla z € D(f), kde x ¢ Z.

Podrobné diitkazy o nespojitosti a monoténnosti funkei dolni cela ¢ast realného
¢isla a horni celd ¢ést redlného ¢isla je mozné najit v [1].
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3 Resené priklady

Existuje celda fada matematickych tuloh, které vyzaduji znalost funkci dolni
celd ¢ast realného cisla a horni cela ¢ast realného cisla. Ve vétsiné pripadu to jsou
rovnice a jejich soustavy. Resenim takovych tloh mtiZe byt interval, mnoZina nebo,
v pripadé soustavy rovnic, usporadana n-tice vyhovujici n nezndmym v soustave.
Miizeme se také setkat s tilohami, které vyzaduji grafické reseni.

Velka ¢ast nize prezentovanych tiloh pochézi ze starsich ro¢niki MO. Priklady
tohoto typu jsou zadavany soutézicim z prvniho az ¢tvrtého rocéniku strednich skol
a odpovidajicich ro¢niki viceletych gymnazii.

3.1 Rovnice s horni a dolni celou ¢asti

Priklad 3.1.1

V oboru realnych ¢isel reste rovnici

2044 =9.

Regeni. Zavedeme substituci
2r+4=y.

Podle (1.1) plati
9=ly] <y <yl +1=10.

S ohledem na pouzitou substituci plati
9 <2z +4<10.

Tento vyraz rozdélime na dvé nerovnice, z nichz kazdou vyresime oddélené.

a)

N | Ot

9<2x+4, tjz>

14



b)
10> 22 +4, tj.z<3.

Zaver. Reseni prikladu je prunikem Teseni obou nerovnic.

Tedy
5
e(=:3).
v <2>

Priklad 3.1.2

Urcete vSechna realnd ¢isla x, pro ktera plati

(52 + 3] = 8.

Reseni. Podle (1.2) plati nerovnosti
8§>Hr+3>8—1

Obé nerovnice vytesime opét oddélené

a)

8§>bx+3, tj.x<1.

b)
4
or +3> 7, tedyx>g.

Zdver. ReSenim tlohy je prinikem feseni obou nerovnic, tedy

4
cl=:1).
v (5’ >

Priklad 3.1.3

Urcete vsechna realna ¢isla x, pro néz plati

3lz| +2=bax.

15
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Reseni. Pro teseni prikladu tohoto typu se nabizi dva zpiisoby TeSeni.

1. zpusob: Ze zadani je jasné, ze Hx je celé ¢islo. Pro x lze uvazovat 5 rtznych
hodnot ] 5 5 4
k, k+—-, k+-, k+-, k+ -, kdekeZ.
5 5 5 5
Postupnym dosazenim vsech péti moznosti ovérime, zda pro nékterou z nich celé

c¢islo k existuje.

a)
r=Fk, kdekeZ, tj|z|]==k.

V tomto pripadé
3k+2=5k tj. k=1

Resenim je tedy

x =1
b) '
:c:k—i-g, kde k € Z, tj.|z] =k.
Pak plati
1
3k +2=5k+1, tj'k:?

V tomto pripadé celociselné Tfeseni rovnice neexistuje.

c)
2
x:k—i—g, kde k € Z, tj.|z] =k.

Pro tuto moznost dostavame rovnici (3.2) ve tvaru

3k+2=5k+2 tji.k=0

xzk—i—?, kde k € Z, tj.|z] =k.

V tomto pripadé
1
3k+2=5k+3, tj.k= —5

V tomto pripadé neexistuje celoc¢iselné feseni k uvazované rovnice.

16



4
:c:k—i-g, kde k € Z, tj.|z] = k.
Pro posledni moznou hodnotu neznamé x bude rovnice (3.2) ve tvaru
3k+2=5k+4, tj.k=-1.

Celé cislo k existuje, a pro x tedy plati

1+4 !
rT=—-1+_-=—-.
5 5

Zaver. Existuji tedy pravé tii feseni dané tlohy, a to

2
261:1, To = T, T3 = ——.

> 5

2. zpusob: Ze zadani (3.2) vyjadiime neznamou z

2
T = % (3.3)
)
Po dosazeni x do (1.1) dostaneme nerovnosti
2
2] <22 (3.4)

Vyraz (3.4) rozdélime na dvé rizné nerovnice, z nichz kazdou fesime zvIast.

a)

x| +2
2] < 5

Dolni celd ¢ast redlného ¢isla x je tedy vétsi nebo rovna 1. Jelikoz |z] je celé
¢islo, pak |x] ={1,2,3,4,...}.

tj. [z] < 1.

3lz] +2

E <lz|+1, tj. —=<|z]

Provedeme stejnou tivahu jako pri feseni prvni nerovnice. Dolni celd ¢ast ne-
znamé x bude nabyvat hodnot, ktera jsou vétsi nez —% a zaroven jsou celd
¢isla. V tomto pripadé je |z| = {-1,0,1,2,3,...}.

17



Zdvér. Priunikem TeSeni obou nerovnic je mnozina |z| = {—1,0,1}. Postupnym
dosazenim téchto hodnot do vyrazu (3.3) ziskdme konecéné feseni dané tlohy, a to

1 2 1
THT = —— To = — T = .
1 57 2 57 3

Priklad 3.1.4

Najdéte vsechna realnd ¢isla x, pro ktera plati

2[z] — 4z = 27. (3.5)

Resend. Uvedeme opét dva riizné postupy.

1. zpusob: Ze zadani je opét zrejmé, ze 4o € Z a redlné x pak mize nabyvat ¢tyt
riznych hodnot

1 2 3
]C, k'—f-z, k‘i‘z, k—i_Z? kde k € Z.

Postupnym dosazenim vSech moznosti pro nezndmou = do zadani (3.5) zjistime,
zda takové celé cislo k existuje.

a)
r==Fk, [x]=k kdekeZ.

Pak o7
2k — 4k =27, tj. k= 5

V tomto pripadé neexistuje celoc¢iselné feseni k dané rovnice.
b)
1
$:k+1, [x] =k+1, kdekeZ.

Rovnice (3.5) je potom ve tvaru
% +2— Ak —1=27, tj. k=—13.

Celé ¢islo k existuje a pro realné = tedy plati

ol
1

xr =

18



2
xzk—i—z, [z] =k+1, kdeke€Z.

Potom je rovnice (3.5) ve tvaru

2
2% +2 — 4k — 2 = 27, tj.k:—;.

Tato rovnice tedy nemé celociselné feseni k.
d)

xzk—i—i, [z] =k+1, kdekeZ.

Pro posledni moznost je rovnice (3.5) ve tvaru

2% +2— 4k —3 =27, tj.k=—14.

Predesla rovnice ma celociselné feseni k, a pro x tedy plati

53
r=——.
4
Zaver. Hledané x miize nabyvat dvou ruznych hodnot, a to
oo 53
1 — 4 ) 2 — 4 .

2. zpusob: Vyjadiime neznamou x ze zadani (3.5)
2[x] —27
:E —_— ?.

Néslednym dosazenim do (1.2) dostaneme vyraz

2|x| — 27
2] > 221 =27
4
Postupnou nerovnost rozdélime na dvé nerovnice a kazdou vyresime zvlast.

a)

> [x] — 1.

2] > 2[:1014— 27’
Al2) - 2[a] > —27,
27
[x] > -5

Horni cela ¢ast neznamé x je vétsi nebo rovna —%. Jelikoz [z] je celé ¢islo,

pak [2] = {—13,-12,—11,-10,...}.
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2[x] — 27

— [x] — 1,

2[x] =27 > 4[z] — 4,
[x] < —223.

ReSenim této nerovnice jsou vSechna celd ¢isla mensi nez —%. Pro horni
celou ¢ast neznamé z tedy plati [z] € {—12,—13,—14,—15,... }.

Zdvér. Prunikem Teseni obou nerovnic a), b) je mnozina celych ¢éisel {—13; —12}.
Postupnym dosazenim hodnot [2] = —13 a [z] = —12 do (3.6) dostaneme FeSeni

této tlohy
53 o1

$1:—Z> T2 = 1

Priklad 3.1.5

V oboru realnych ¢isel reste rovnici

3z —1
3lx]+1= x2 . (3.8)
Reseni. Rovnici (3.8) upravime do tvaru
20z +1 ==z (3.9)

Z upravené rovnice je ziejmé, ze x je celé ¢islo. Plati tedy |z| = x a rovnici (3.9)
lze napsat ve tvaru
2r+1=ux.

Po apraveé ziskame jediné reseni této tlohy, a to

r=—1.

Priklad 3.1.6
V oboru realnych ¢isel reste rovnici
3r—1

3la) +2="—. (3.10)
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Resend. Rovnici (3.10) upravime do tvaru
6z] +5 = 3z. (3.11)

Z takto upravené rovnice je ziejmé, ze 3x € Z. Hledané redlné ¢islo x lze zapsat
ve tvaru

1
r=k+ 30, (3.12)

kde k je celé ¢islo, ¢ nabyva hodnot {0;1;2} a pro kazdé takové x plati
|lz] = k.
Dosazenim (3.12) do rovnice (3.11) a jeji nasledné upravé dostaneme vyraz

k:g,
3

kde k je celé ¢islo a ¢ = {0, 1,2}. To nastane, prave kdyz je ¢ = 2. Pak je k = —1.
Zaver. Dosazenim hodnot k = —1 a ¢ = 2 do (3.12) ziskdme pravé jednou feSeni
dané tulohy, tj.

Piiklad 3.1.7 (24. MO, A-II-2b)

Urcete vSechna realnd ¢isla x, pro které plati

3lx)? + 6z —4=0. (3.13)

Reseni. Ze zadani opét vyplyva, Ze 6z musi byt celé ¢islo. Redlné z lze tedy napsat
obecné ve tvaru

1
r=Fk-+ i (3.14)

kde k je celé ¢islo a ¢ nabyva hodnot {0,1,2,3,4,5}.
Potom pro kazdé takové x bude platit

[z] = k. (3.15)
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Dosazenim (3.14) a (3.15) do zadani piikladu (3.13) a nédsledné tpravé ziskdme
rovnici
3k +6k+q—4=0, (3.16)
kde k je celé ¢islo a ¢ = {0,1,2,3,4,5}. Pro kazdé ¢ z mnoziny {0, 1,2,3,4,5}
ovéfime, zda m4 rovnice (3.16) FeSeni, které splnuje podminku, ze k € Z.
To nastane, prave kdyz g = 4.

3k* + 6k = 0,
k(k+2) = 0.

Tedy k1 = 0, nebo ky = —2. Postupnym dosazenim obou moznosti do (3.14)
dostaneme dvé Teseni této ulohy, a to

2 4
Tr1 = = To = ——.

3 3

Piiklad 3.1.8 (40. MO, B-S-2)

Najdéte alespon jednu dvojici celych cisel a, b tak, aby pro kazdé celé ¢islo x

platilo
V—gaJ N V ; bJ _ K:’J _ (3.17)

Resend. V piipadé, Ze je x = 0 plati
a b
b =0
1+ [3]
Prox =1a z =2 plati

e [ 1e

Pro z = 3 a x = 4 zase dospé&jeme k rovnostem

e -1 [
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Pro z = 5 dostaneme vyraz

{5—5HLJ+ fhng o,

ktery lze upravit

{1+§J+{1+2J :1+{§J+1+L§J —2.

Dostavame tak stejny vyraz jako pro pripad x = 0. Tedy

R

Stejné tak v pripadé, ze x = 6 dostaneme vyraz totozny s vyrazem pro x = 1.

Staci tedy najit dvojici celych ¢isel a, b, kterd vyhovuje rovnici (3.17) pro
o = 0,1,2,3,4. Pak bude tato dvojice vyhovovat rovnici (3.17) i pro kazdé x ve
tvaru x = 5k + o, kde k je celé ¢islo. Zvolime ¢isla a,b z mnoziny {0,1,2,3,4} tak,
ze a < b. Hodnoty a, b postupné dosazujeme v rtuznych kombinacich pro kazdé xzq
z mnoziny {0,1,2,3,4, }.
Musi tedy platit

{1+CLJ_ 24+a B 3+a _{4+aJ_O
5 1 Ls 1 L5 )] Ls | 7
L+b| |2+ 0
5 | | 5 | 7
3+b|  |4+0b .

5 | |5 |

Rovnice (3.17) m4 feSeni pro kazdé xy z mnoziny {0,1,2,3,4}, pravé kdyz
a=0, b=2.

Dvojice ¢isel a = 0 a b = 2 tedy vyhovuje rovnici (3.17) i pro kazdé celé ¢islo .

Priklad 3.1.9 (54. MO, B-1-5)
V oboru realnych ¢isel reste rovnici

r 5l -7

r+4  T|lz] -5 (3.18)
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Resend. Rovnici (3.18) upravime do tvaru
T|x|r —x = 5|x]x — Te + 20k — 28,
2¢(|z] +1) = 20|z] — 28,
10]z] — 14
= — 3.19
lz] +1 (3.19)

Dle (1.1) musi platit

10[z] — 14

2] 11 < l|z|+1.

2] <

Resime tedy dvé nerovnice.
a)
10|z] — 14
< ===
el < =5
lz](|z] +1) —10[z]| + 14
lx] +1 -

([z] = 7)(|x] —2)
a1 =0

(3.20)

Resenim této nerovnice jsou vSechna celd ¢isla |x| z mnoziny

{...—4,-3,-2}U{2,3,4,5,6,7} = Z\ {~1,0,1}.

10|z] — 14
lz] +1
—(lz] +1)*+10[z] — 14
|lz] +1
([z] =3)([z] = 5)
a+1 Y

< lz) +1, (3.21)

<0,

Resenim druhé nerovnice jsou viechna celd ¢isla |z ], ktera patii do mnoziny
celych cisel
{0,1,2} U {6, 7}.
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Prinikem feseni nerovnic (3.20) a (3.21) je t¥iprvkovd mnozina

{2,6,7}.

Zdvér. Postupnym dosazenim vSech hodnot, kterych muze |x| nabyvat do (3.19),
dostaneme t1i feseni dané ulohy, a to
46

1'1:2, 1'2:7, .T3:7.

Priklad 3.1.10 (54. MO, B-S-3)

V oboru realnych ¢isel reste rovnici

r | |af
{1—IJ_1—Lﬂ' (322)
B
1—|z|
W 1
T~ 2] 1-la]

Z takto upraveného vyrazu je jasné, ze celé ¢islo 1 — |x| € {—1,1}. Tedy |z | muze
nabyvat pouze dvou celo¢iselnych hodnot |x] € {0,2}.

a) Necht |z| = 0. Potom

Reseni. Ze zadani je ziejmé, ze patti do oboru celych cisel.

Tento vyraz lze upravit

0<z<1 (3.23)

{1fo:0

x
Plati tedy 0 < T—= < 1. Tento vyraz rozdélime na dvé nerovnice a kazdou

a rovnice (3.22) ma tvar

z nich vyfesime zvIast.

() )
0<
—1—x

Této nerovnici vyhovuji vSechna = z intervalu (0; 1).

(i)

T

<1
1—2z

V toto pripadé vyhovuji nerovnici vSechna = € R\ <%7 1).
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Primikem FeSeni obou nerovnic je interval (0; 1), ktery spliiuje (3.23).

b) Jestlize |z] = 2. Pak
2<x <3

foJ =2

—2<

a rovnice (3.22) je ve tvaru

Odtud
< —1.

-
Vyraz opét rozdélime na dvé nerovnice.
(i)
x

-2 <
11—z

Této nerovnici vyhovuji vSechna z € R\ (1;2).

(ii)
S |

l1—=x

Resenim této nerovnice jsou vSechna z z intervalu (1; o).

(3.24)

Regenim obou nerovnic, které zaroven spliuje podminku (3.24), je zleva

uzavrieny interval (2;3).

1

Zaver. Vyslednym fesenim dané tlohy jsou vsechna x € <0; f) U(2;3).

2
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3.2 Soustavy rovnic s horni a dolni celou c¢asti

Piiklad 3.2.1 (72. MO, A-I-1)

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

2 + |y = 2022,
3y + |2z = 2023

Reseni. Po upravé zadanych rovnic

20 = 2022 — [y],
122] = 2023 — 3y,

(3.25)
(3.26)

je ztejmé, ze 2x € Z. Za téchto podminek muzeme porovnat vyrazy (3.25) a (3.26).

2022 — |y| = 2023 — 3y,

3y = Lyl +1,
Y = LyJ3+ 1
Podle definice (1.1) plati
ly) < LyJ; Loyl 4

Tento vyraz rozdélime na dvé nerovnice, které vyreSime oddélené

a)

ly] <

Resenim této nerovnice jsou vsechna celd ¢isla, ktera jsou mensi nez
b)

lyl +1
3

< ly] +1,
ly] > —1.

Resenim nerovnice jsou vsechna cela ¢isla, ktera jsou vétsi nez —1.
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Prinik feseni prvni a druhé nerovnice je jednoprvkova mnozina

ly] = 0.

Z vyrazu (3.27) ziskdme hodnotu neznadmé y. Z rovnice (3.25) dopocitdme hodnotu
druhé neznamé z. Zjistime tak, ze existuje pravé jedno reseni dané soustavy rovnic

(x,y) = (1011; ;) :

Priklad 3.2.2

Urcete vSechna realnd ¢isla z, y takova, pro ktera plati

3z + [y] = 18,
[3z] — by = —42.

Reseni. Po upravé zadani

3z =18 — [y], (3.29)
[32] = 5y — 42, (3.30)

je ziejmé, ze hodnota 3z je celé ¢islo. Muzeme tedy porovnat pravé strany vyrazu
(3.29) a (3.30).

5y = 60 — [y],
y=12- 3Ty (3.31)
Podle (1.2) dostaneme
[yl 212 2yl > [y] - 1. (332)

Vyraz (3.32) rozdélime na dvé nerovnice, které postupné vytesime.
a)
1 :
[yl =212 = [yl 4. [y] 210.

Resenim této nerovnice jsou celé ¢isla vétsi nebo rovna 10.
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12 — ;M > [yl =1, tj. [yl < 665-

Resenim druhé nerovnice jsou celd ¢isla [y] = {10,9,8,7,... }.
Prinik prvni a druhé nerovnice je jednoprvkova mnozina
[y] = 10.
Dosazenim [y] = 10 do vyrazu (3.31) ziskdme hodnotu pro redlné y
y = 10.

Pro nejjednodussi nalezeni hodnoty nezndmé z pouzijeme prvni rovnici (3.29).
Koneénym tesenim soustavy je usporadana dvojice

()= (5:10).

Piiklad 3.2.3 (54. MO, B-11-4)

Najdéte vSechny trojice realnych ¢isel x,y, z, pro které plati

2] 2004
Y 50050
2004
2yl — 2= —
2004
N . 2004 . . ”
Reseni. Oznacme k = 2005 € (0;1). Kazdou rovnici zapiseme ve tvaru
y=lz] =k (3.33)
z = 2|y| — k, (3.34)
x =3|z] — k. (3.35)

Pro kazdou rovnici soustavy plati

lyl = =] -1,
l2] =2[y] -1,
lz] = 3[z] — L.
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Z uvedenych rovnic vyplyvd, ze |z| = 2.
Po dosazeni |z| = 2 do zbylych rovnic dostaneme  |y| =1, |z] = 1.

Ziskané hodnoty pro dolni celé ¢asti neznamych z,y, z dosadime zpét do rovnic
(3.33), (3.34), (3.35) a konstantu k& nahradime jeji hodnotou.

3 2004
rT=3—- ——
2005’
2004
y=2- o,
2005

2
z=12— 0704
2005

Hodnoty neznamych x, v, z 1ze dale upravit. Resenim celého pifkladu je uspo-
radana trojice

1 1 1
— (2 1 1 .
(z.9.2) (+2my'+m%’+2m9

Dolni celé c¢asti hledanych hodnot x,y a z se shoduji s hodnotami, které jsme
obdrzeli pri feseni prikladu. Tim je provedena i zkouska spravnosti.

Priklad 3.2.4

v oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

[z +y] =2—y, (3.36)
|5y + x| = by — . (3.37)

Reseni. Ze zadani je zfejmé, e ¢isla o — y i by — x jsou cela.

Plati tedy, ze by — x + x — y = 4y je celé ¢islo a rovnici (3.37) lze zapsat ve tvaru
[4y +y+x] =dy — =

Odtud

dy+ ly+x] =5y — =z,
ly+x| =y—=z

z rovnice (3.36) tedy plyne, zZe

T—y=y-—uz,
T =1y.

30



Danou soustavu rovnic lze zapsat jako dvojici rovnic s neznamou y.

[2y] =0, (3.38)

|6y | = 4y. (3.39)
Z rovnice (3.38) je zfejmé, ze

0<y< ; (3.40)

Z druhé rovnice (3.39) je jasné, ze 4y je celé ¢islo a y je tedy mozné zapsat ve tvaru
k+ iq, kde k je celé ¢islo a ¢ je z mnoziny {0, 1,2, 3}. Vzhledem k podmince (3.40)
vyhovuji nezndmé y pravé dvé hodnoty y; =0 a y, = i. Dan4 tloha mé tedy dve
ruzna reseni, a to

11
= (0;0 ===
@) = 0:0) (@2 = (3:7)
Piiklad 3.2.5 (59. MO, C-1I-3)
Urcete vSechny dvojice redlnych ¢isel x, y, které vyhovuji soustaveé rovnic

|z + y| = 2010, (3.41)

lz] —y =p, (3.42)
jestlize a) p =2, b) p = 3.
Resen.

a) Po dosazeni p = 2 do rovnice (3.42) a jeji jednoduché tipravé je ziejmé, ze y
je celé ¢islo. Lze tedy upravit i rovnici (3.41). Ziskdvame tak novou soustavu
rovnic

|z] = 2010 — v, (3.43)

l[z] =2+y. (3.44)
Z rovnic (3.43) a (3.44) plyne y = 1004. Dosazenim hodnoty y do rovnice
(3.44) dostaneme | x| = 1006. Tedy 1006 < x < 1007,

Pro p = 2 je feSenim dané soustav rovnic kazdé = z intervalu (1006; 1007)
ay = 1004.

b) Po dosazeni p = 3 do rovnice (3.42) a analogickych tpravach jako v ptipadé
a) dostaneme novou soustavu rovnic

|z] = 2010 — v, (3.45)
lz] =3 +y. (3.46)
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Z téchto rovnic opét vyplyvd, ze y € Z. Porovnanim pravych stran rovnic

(3.45) a (3.46) obdrzime
2007

y=—

Hledané y nenabyva celociselné hodnoty. V tomto pripadé tedy nemé sou-
stava rovnic Teseni.

Priklad 3.2.6
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnice

|22 + 3y | = 4y + 1, (3.47)
|13z +2y| =z +4. (3.48)

Resend. 7 rovnice (3.47) plyne, 7ze 4y je celé ¢islo. Nezndmd y je tedy ve tvaru
k+1q, kde k € Z a ¢ = {0,1,2,3}. Z rovnice (3.48) je zfejmé, Ze x je celé &islo.
Ovérime vSechny ¢tyfi moznosti, které mohou nastat.

a) y =k, kde k je libovolné celé ¢islo. Dana soustava rovnic je tedy ve tvaru

2 + 3k = 4k + 1,
3z +2k =z + 4.

Regenim této soustavy je usporadand dvojice (z,k) = (1;1). Resenim dané
soustavy rovnic (3.47),(3.48) je usporadana dvojice (z,y) = (1;1).
b) y=k+ i, kde k je libovolné celé ¢islo. Dand soustava rovnic je pak ve tvaru
2x + 3k = 4k + 2,
3r+2k =x+4.
7 této soustavy plyne, ze k = —%. Reseni tedy neni v oboru celych &sel.

c) y==k+ %, kde k je libovolné celé ¢islo. V tomto pripadé dostavame dvojici
rovnic

2t +3k+1 =4k + 3,
3r+2k+1=zx+4.

Vytesenim soustavy dostaneme k = % Tato soustava rovnic nema feseni
v oboru celych ¢isel.
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d) y= k—f—%, kde k£ je libovolné celé ¢islo. V poslednim mozném pripadé obdrzime
soustavu rovnic ve tvaru

2 + 3k + 2 = 4k + 4,
3r+2k+1=x+4.
Tato soustava opét nemé celociselné reseni.

Zavér. Dana iloha mé jediné feseni, a to

(z,y) = (1;1),

3.3 Ulohy s dolni a horni celou ¢&asti realného
¢isla — resené graficky

Grafickym TeSenim tloh s dolni a horni celou ¢asti realného ¢isla ziskdme ne-
spojity graf, ktery je tvoren nekonecné mnoha tseckami.

S ménici se hodnotou celé ¢asti se méni i predpis zadané funkce. Pro presné se-
strojeni grafu je tfeba urcit intervaly realné osy, ve kterych se neméni hodnota celé
¢asti redlného ¢isla. Tim zaroven ur¢ime predpis funkce pro jednotlivé intervaly.

Priklad 3.3.1

Sestrojte graf funkce
y=|x] +z.

Reseni. Vysetiime hodnotu dolni celé ¢asti realného = v jednotlivych intervalech
na realné ose. S ménici se hodnotu |z] se bude ménit predpis funkce.

a) v € (0;1)
Pro kazdé redlné cislo = z intervalu (0;1) plati [z] = 0. V tomto intervalu
bude predpis funkce y = x.

b) xz € (1;2)
Pro kazdé redlné x, které patii do intervalu (1;2) je |x| = 1. Potom y = 1+x.

c) x € (2;3)
Pro kazdé z redlné z tohoto intervalu je |z| = 2. Potom je zadand funkce
ve tvaru y = 2 + x.

33



d) z € (-1;0)
Pro kazdé realné x z intervalu (—1;0) je dolni celd ¢ast x rovna —1.
Pak y = -1+ x.

Obecné pro kazdé redlné ¢islo x z intervalu (k; k + 1), kde k je libovolné celé ¢islo,
plati || =k a
y=k+uz.

I'%%

e

-3 -2 -1

S

Obrazek 3.1: Graf funkce y = |z| +
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Priklad 3.3.2

Sestrojte graf funkce

Reseni. Uvazujme substituci

a) z € (0;1)
Pro kazdé z z intervalu (0;1) je |z] = 0.
Tedy 0 < z < 1. S ohledem na pouzitou substituci plati 0 < z — % < 1.
Po upravé posledni nerovnosti dostaneme

<z<

N | —
DO W

Plati tedy, ze pro kazdé redlné x z intervalu <%, %) je {x — %J =0.
Pro nezndmou x z tohoto intervalu je y = 0.

b) =z € <%, %)
Pro kazdé x € <%, g) jey=1.
c) v € <%, %)
Pro kazdé x € <g, %) jey=2.
d) v € (~33)
Pro kazdé x € <—%; %) jey=—1.
e) v € (% 1)

Pro kazdé x € (—3;—1) jey = —2.

Obecné pro kazdé x z intervalu <k: + %; k+ %), kde k je libovolné celé ¢islo,
je funkce dana predpisem
y=k.
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Obréazek 3.2: Graf funkce y = {x — %J

Priklad 3.3.3

Sestrojte graf funkce
y = [3z].

Resend. Postup je analogicky jako u ptredchozich tloh.

a) xr € <0; %)
Pro x z intervalu <O; é) je funkce dané predpisem y = 0.

b) z € <%, %)
V tomto pripadé plati y = 1.

Obecné lze zapsat, ze pro vSechna x z intervalu <%k7 %), kde k je libovolné celé

¢islo, je funkce dané predpisem
y=k.
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4 -3 -2

Obréazek 3.3: Graf funkce y = |3z|

Priklad 3.3.4

Sestrojte graf funkce
y=[2x+1] —z.

Reseni. Postup je opét podobny jako u predchozich prikladii.

a) T € (—%;O>
Pro x z intervalu (—%; O> je funkce dana predpisem y =1 — x.

b) z € (O; %>
Pro z z tohoto intervalu je funkce dana predpisem y =2 — z.
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c) x € (—1; —%>
V tomto ptipadé je predpis funkce y = —

Obecné plati, ze pro kazdé x z intervalu (%(k —1); %k>, kde k je libovolné celé
¢islo, je funkce dana predpisem

=(k+1)—

y o\\‘\
’ °\.

<‘\
2’\

|
[N
|
£
/i/)
|
~
I S
LS
~
N,
[\
w
EN
FN
(=
>

Obrézek 3.4: Graf funkce y = [2x + 1] —

Priklad 3.3.5
Sestrojte graf funkce
y=2[1—2xz]+ 2z

Reseni. Opét vysetiime hodnotu horni celé ¢asti redlného ¢isla x v jednotlivych
intervalech na redlné ose. Pro jednotlivé intervaly uré¢ime predpis zadané funkce.

a) x € (1;2)

Pro x z intervalu (1;2) je zadand funkce ve tvaru y = 2.
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b) = € (0;1)
Pro kazdé x z intervalu (0;1) je funkce dédna predpisem y = 2 + 2.

c) x € (—2;—-1)
Pro kazdé z z intervalu (—2; —1) plati [1 — 2] = 3. Pak y = 6 + 2x.

Obecné pro kazdé = z intervalu (k; k + 1), kde k je libovolné celé ¢islo je funkce
dana predpisem

y=2(1—-k)+ 2z

6‘)’

;

1

H . . H H . H . H H »

-8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -10 7 2 3 4 5 6 7 8 X
-1
-2

Obrazek 3.5: Graf funkce y = 2[1 — x| + 2z
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4 Neresené priklady

Na zavér jsou uvedeny netfesené ulohy, které mohou byt vyuzity k procvicovani.
Neékteré dlohy jsou doplnény fesenim.

Dalsi ulohy s dolni a horni celou ¢asti redlného ¢isla lze dohledat napriklad

v [2] ¢l [3].

Priklad 4.1
V oboru realnych c¢isel reste rovnici

|5z + 5] = 10.
e (1:3)]

Priklad 4.2
Urcete vSechna realnd ¢isla x, pro ktera plati
3[b — x| = 45.
[z € (—10; —9)]

Priklad 4.3
Urcete vSechna realnd ¢isla x, pro ktera plati

20z +4|z] = 48.

Priklad 4.4
Urcete vSechna realnd ¢isla x, pro ktera plati
5|z] — 8z = 102.

277 282 }

[331 = —34; 1y = —Tg 5 T3 = —7¢

40



Piiklad 4.5 (40. MO, B-I-1)

V oboru realnych ¢isel reste rovnic

32° — |z] = 3.

Priklad 4.6

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

3z + |y] = 10,
|4z | + 2 +y = 1T7.

[(xlayl) = (?, %) (T2, y0) = (1*31, —%)}

Priklad 4.7

Sestrojte graf funkce

Priklad 4.8

Sestrojte graf funkce

1
y=x+ L2$—|—2J.

Za zminku stoji také slovni loha v [5] (iloha 9. Vyplata n euro; s. 68-76), kde
je pri Teseni pouzita funkce dolni celd ¢ast realného ¢isla. V tloze je feSeno kolika
zpusoby lze vyplatit n euro v mincich 1€, 2€ a 5 €.
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Predlozend bakalarska prace je vénovana funkcim dolni a horni cela cast real-
ného ¢isla a jejich aplikacim v tilohéch elementérni matematiky. Je zpracovana tak,
aby ji napriklad mohli Zaci stfednich Skol vyuzit k rozsiteni svych znalosti v ramci
matematické analyzy. Prostrednictvim této prace seznamime se specialnimi mate-
matickymi funkcemi. Ziskané poznatky lze pak vyuzit pri feseni nestandardnich
matematickych tloh.

Stézejni kapitola je vénovana prave aplikacim funkce dolni celd ¢ast a horni
celd ¢ast realného sla. Cést Fesenych tloh je prevzata ze stragich roéniki Matema-
tické olympiady. Déle jsou prezentovany autorkou vytvorené priklady. V posledni
kapitole jsou uvedeny neresené priklady, které lze vyuzit k procvicovanim.

Hlavnim piinosem prace je souhrn zakladnich vlastnosti funkce dolni a horni
celd cast realného cisla spolu s fesenymi tilohami z elementarni matematiky.
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