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Uvod

Studenti matematickych obori se s integralnim poctem seznamuji v jedné ze zakladnich
matematickych disciplin, které se fika matematickd analyza. Tento matematicky aparat vSak
neni vyuzivan pouze v matematice pfi vypoctu obsahu ohrani¢ené plochy, délky kiivky, objemu
rotacnich téles atd., ale d& se uplatnit i v jinych pfirodnich ¢i technickych védach.

Hlavnim cilem této bakalaiské prace je seznamit studenty matematiky s vybranymi
aplikacemi integralniho poctu ve fyzice. Ta vyuziva ke svym vypoctim kromé jednoduchych
integrala také integraly dvojné, trojné a kiivkové. S ohledem na stanoveny cil je prace zamétena
na ty jednoduché.

Prace je rozdélena na pét kapitol. Prvni dvé tvofi matematickou ¢ast, zbylé tii tvori
fyzikalni (aplikacni) cast.

Prvni kapitola ptfipomina ctendiim velmi struéné problematiku primitivni funkce
a neurcitého integralu.

Druhé kapitola je zaméfena na urcity integral. Konkrétné je zde uveden horni, dolni
a integralni soucet a z néj se prechazi na Riemanntiv a Newtonidv ur€ity integral. V kapitole
jsou rovnéz uvedeny vlastnosti a metody vypoctu urcitych integralti. Soucasti je také prehled
integralii zakladnich elementarnich funkeci.

Fyzika se déli na n€kolik ¢asti — mechaniku, molekulovou fyziku, termodynamiku,
akustiku, elektiinu, magnetismus, optiku, atomovou a jadernou fyziku a astrofyziku. Treti
kapitola ukazuje aplikace integralniho poctu v pravé jedné z nich, a to v mechanice. Je zde
vyuzit integralni pocet pi1 vypoctu veli€in popisujici pohyb a déale pti vypoctu mechanické
prace, tezisté télesa a momentu setrvacnosti.

Ve Ctvrté kapitole s ndzvem Aplikace integralii v termodynamice lze nalézt vypocet
dodaného ¢i odebraného tepla pfi riiznych tepelnych déjich, vypocet teploty plynu po stlaceni
nebo stanoveni entropie.

Posledni, patéa kapitola, se zabyva aplikacemi integralli v elektfiné a magnetismu, které
vyuziva pti vypoctu elektrického naboje, elektrického proudu a magnetické indukce.

Kromé ukazkovych piikladl jsou soucasti kazdé ,aplikacni* kapitoly také ptiklady
k procvieni, jejichz zadani je inspirovano zdroji [1], [2] a [3]. Taktéz obsahuji teoreticky
fyzikalni zaklad nezbytny pro uvedeni do problematiky ptikladd, ktery byl poskladéan ze zdroja
[4], [5], [6], [7] a [8]- U kazdého piikladu k procviceni je v hranaté zavorce uveden jeho
vysledek. Podrobnéjsi feseni Ize pak nalézt v ptiloze na konci této prace.

Prace je doplnéna obrazky vytvofenymi v programech Geogebra Klasik a Malovani 3D.



1 Neurdity integral

Nez se pustime do samotnych aplikaci integrali ve fyzice, rada bych v této a nasledujici
kapitole nejprve ¢tenafim piipomnéla nékolik vybranych pojmi tykajicich se integralii. Tato
kapitola je zaméfena na primitivni funkci a neurcity integral. Nebudeme zde podrobné budovat
teorii integralniho poctu, protoze to neni ucelem této prace.

V kapitolach 3, 4 a 5 budeme, mimo jiné, vyuzivat hledani primitivnich funkci, proto

zaéneme pravé timto pojmem. Pozn. Symbolem f'(x) znac¢ime prvni derivaci funkce f(x).

1.1 Primitivni funkce

Definice 1.1 (Primitivni funkce)
Necht' funkce F(x) a f(x) jsou definované v otevieném intervalu (a,b). Plati-li
Vx € (a, b) rovnice F'(x) = f(x), fekneme, Ze funkce F(x) je primitivni funkei k funkci f(x)

v intervalu (a, b).

Definice nam fika, Ze pokud zderivujeme primitivni funkci F(x) Kk funkci f(x),
dostaneme pravé funkci f(x). V této situaci se nabizi pfi nejmensim dvé otazky — zda existuje
ke kazdé libovolné funkci funkce primitivni a pokud ano, zda je ur¢ena jednoznaéné. Existence
primitivni funkce je podminéna spojitosti funkce. Pokud tedy mame spojitou funkci, existuje
K ni i primitivni funkce. Nebudeme se zde zabyvat piipady, kdy je hledani primitivnich funkci
obtizné a podivame se, jak je to s tou jednozna¢nosti (véta 1.1) a zavedeme pojem neurcity

integral (definice 1.2).

Véta 1.1

Necht' funkce F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) naintervalu (a,b). Soucet
F(x) + C, kde C je konstanta, je rovnéz jeji primitivni funkci.

(Dtkaz véty uvadi napt. Laitochova, 2009, str. 9)

1.2 Neurdity integral

Definice 1.2 (Neur¢ity integral)
Neur¢itym integralem funkce f (x) nazveme mnoZzinu vSech primitivnich funkci k dané

funkci f(x) a znac¢ime podle Leibnize symbolem

ff(x) dx.



Z uvedené véty 1.1 vyplyva, ze funkce f(x) ma nekonecné mnoho primitivnich funkei,
které se lisSi pouze o konstantu. To nds ale nijak neptekvapuje, protoze vime, Ze derivace
libovolné konstanty je vzdy rovna nule. Dle definice 1.2 mnozinu téchto primitivnich funkci

k funkci f(x) nazyvame neur¢itym integralem.

Vyraz f(x) vyskytujici se za znakem integrace oznacujeme jako integrant, dx oznacuje

proménnou x, podle které integrujeme. Integra¢ni znak | mé symbolizovat sumu.

Na rozdil od derivovani nelze integrovani povazovat za jednozna¢nou operaci, a to diky

integracni konstanté. Dalo by se fict, Ze integrovani je opacny proces K derivovani a naopak.



2 Ur¢dity integral

V této kapitole se zaméfime na urcity integral. Polozme nyni otazku, co to je urcity
integral. Jsem si jista, ze vétSina studentli by odpovédéla: ,,Urcity integral je obsah plochy
pod kiivkou.*“ Geometrickym vyznamem uréitého integralu f: f(x) dx je presné&ji velikost
plochy ohrani¢ena grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x = a, x = b. Definici uréitého
integralu vyslovil Riemann ¢i Newton. Riemann pouzil pojem limita souctu integralnich souctu.
Newton naopak uziva pojem primitivni funkce. Pfesné znéni obou definic zopakujeme nize.
Nejprve vSak pfipomeneme pojmy jako horni, dolni a integralni soucet. Predpokladame,

ze Ctenaf je obeznamen s pojmy infimum a supremum.

2.1 Horni, dolni a integralni soucet

Definice 2.1 (Horni a dolni soucet)

Necht’ je definovana omezena funkce f(x) na intervalu (a, b). Rozdélme interval {a, b)
tzv. délicimi body a = xy < x; < x, < ...<Xx,_; <X, = b, kde n € N, na n caste¢nych
intervali {xq, x1), (X1, X2), ..., {Xp_1, Xn). Toto rozdéleni ozna¢me pismenem D a znakem Ax;
ozna¢me délku i-t¢ho Castecného intervalu, tj. Ax; = x; — x;_;. Déle znakem M; oznaCme
supremum a znakem m; infimum funkce f(x) na daném ¢aste¢ném intervalu {x;, x;_; ). Hornim

souétem S (D) prislusného rozdéleni D budeme rozumeét
n
S(D) = Z Ml-Axl-.
i=1

Obdobné dolnim souétem s(D) piislusného rozdéleni D budeme rozumét

n
s(D) = Z m;Ax;.
i=1

Geometricky vyznam pfedchozi definice miizeme vidét na obrdzku 1 a 2 nize. Jak uz
bylo zminéno, jedna se o obsah plochy S ohrani¢enou grafem funkce f(x), osou x a piimkami
x = a, x = b. Abychom tento obsah S spo¢itali, vyuzijeme napt. znamy a jednoduchy obsah
obdélniku, a to nasledovné. Interval (a,b), na némz je funkce definovand, rozdélime
na Castené intervaly Ax;, na nichz ur¢ime suprema M; (resp. minima m;). Tim ziskame
jednotlivé obdélniky o stranach Ax; a M; (resp. m;). Souc¢tem obsaht takto vzniklych obdéInika

dostavame horni soucet (resp. dolni soucet). O¢ividné bude platit S < S(D) (resp. s(D) < S).



Je ziejmé, ze ¢im ,jemnéjsi déleni D intervalu (a, b) provedeme, tim vice se skute¢nému

obsahu S budeme priblizovat.

Jhy

a=xy I T cer ITpo1 xTp=0b

Obrazek 1: Geometricky vyznam horniho souétu S(D). (Pfevzato z [12], str. 112)

Yy

a=xy I To . Tp1 Tp=0b
Obrazek 2: Geometricky vyznam dolniho souctu s(D). (Pfevzato z [12], str. 112)

Obdobn¢ nadefinujme integralni soucet. Pojmy délici body, Casteény interval

a rozdéleni maji stejny vyznam jako v definici 2.1.

Definice 2.2 (Integralni soucet)
Necht’ je definovana omezena funkce f(x) na intervalu (a, b). Rozdélme interval {a, b)
délicimi body na n-¢aste¢nych intervalll. Integralnim souctem o (D) piislusného rozdéleni D

budeme rozumét

n
o(D) = z f(&DAx;,
i=1
kde ¢; je libovolny bod i-té¢ho castecného intervalu.
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Horni a dolni soucet byl zavisly pouze na volbé délicich bodi. Integralni soucet o (D)

je navic zavisly na volb€ bodu &;. Jeho geometricky vyznam muizeme vidét na obrazku 3.
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él §2 n {In n

Obrazek 3: Geometricky vyznam integralniho souctu a(D). (Pfevzato z [12], str. 110)

2.2 Riemanniv a Newtonuv urcity integral

Nyni se konecn¢ dostavame k zavedeni pojmu urcity integral. Budeme uvazovat déleni

intervalu (a, b) délicimi body danymi posloupnosti
a=xy<x, <X < .. <Xxp_1 <Xx,=b,

kde n €N. Normou déleni 6, oznaCime délku nejvétsiho castecného intervalu,

tzn. 8§, = max. Ax;. Jestlize pro normu dé¢leni plati, ze 111_{{)10 &, = 0, pak uvedenou posloupnost

nazveme normalni posloupnosti déleni intervalu {a, b).

Definice 2.3 (Riemanntv uréity integral)
Konverguje-li posloupnost {a,,};-; piislusici libovolné normalni posloupnosti déleni

intervalu {a, b) vzdy k téZe limité lim g, pfi¢emz nezaleZi na volbé délicich bodl x; a bodu
n—-oo

&i, pak tuto limitu nazveme Riemannovym uréitym integralem funkce f(x) od a do b. PiSeme
b
lim o, =ff(x) dx.
n—-oo
a

Rekneme, Ze funkce f (x) je integrovatelna na intervalu {a, b) podle Riemanna, pokud uvedeny

integral existuje.
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Definice 2.4 (Dolni, horni integral)
Dolnim (resp. hornim) integralem funkce f(x) na intervalu {a, b) nazveme supremum
(resp. minimum) mnoziny vSech dolnich souctti s(D) (resp. hornich soucta S (D)) funkce f(x),

které piislusi vSem normalnim délenim intervalu {a, b). PiSeme

n—»oo

b )
sup s(D) = ff(x) dx resp. nlilgo S(D) = f f(x) dx.

Definice 2.5 (Riemanntv uréity integral)
Je-li

)
fedx = [ e ax

|8 — &

pak spole¢nou hodnotu dolniho a horniho integralu nazveme Riemannovym ur¢itym integralem

funkce f(x) na intervalu (a, b).

Véta 2.1
Je-li funkce f(x) na uzavieném intervalu (a,b) spojita, pak je na ném rovnéz
integrovatelna.

(Dtikaz véty uvadi napt. Laitochova, 2009, str. 51)

Pocitani integrali podle Riemanna je o¢ividné dost pracné a ¢asové naro¢né. Je-li vSak
funkce f(x), jejiz integral pocitame, spojita, pak se nam prace vyrazné zjednodusuje, a to diky
definici integralu, kterou vyslovil Newton. Spojitosti funkce je zajiSténa existence primitivni
funkce a rovnéZ plati, Ze oba integraly (Riemanntiv a Newtoniv) jsou si na intervalu {(a, b)

V tomto piipad¢ rovny.

Definice 2.6 (Newtoniv urcity integral)
Necht funkce f(x) je spojita na intervalu {(a, b) a zaroven necht’ ma na intervalu (a, b)
primitivni funkci F(x). Newtonovym urcitym integralem nazveme ptiristek funkce f(x)

V mezich od a do b. PiSeme

b
[ re) ax =t = F ) - F@.

Porovnejme nyni definici 1.2 a definici 2.1. Rozdil mezi ur¢itym a neurcitym integralem

je ztejmy. Neurcitym integralem rozumime mnozinu vSech primitivnich funkci, kdezto urcity

11



integral je realné Cislo. Pojd’me si jesté pfipomenout nékteré véty tykajici se ur€itych integrald,

konkrétné aditivitu integralu vzhledem k mezim a linearitu vzhledem k funkci.

2.3 Aditivita a linearita urcitého integralu

Véta 2.2
Necht funkce f(x) je integrovatelna na intervalu (a, b) a plati-lia < b < ¢, pak

b c b
[r@ax=[reoacs [ 700 ax
a a Cc

(Dtkaz véty uvadi napt. Laitochova, 2009, str. 52)

Véta 2.3

Necht a < b. Jestlize existuji integraly ff f(x) dx a f‘f g(x) dx, pak rovnéz existuje

f:(f(x) + g(x)) dx a plati
b

b b
f(f(x) + g(x)) dx = J-f(x) dx +J.g(x) dx.

a

(Dtkaz véty uvadi napt. Jarnik, 1974, str. 39)

Véta 2.4

Necht’ a < b. Existuje-li integral f; f(x) dx, pak pro libovolné ¢ € R plati
b

fc-f(x) dx=c-ff(x) dx.

a

(Dtkaz véty uvadi napt. Jarnik, 1974, str. 40)

2.4 Vypocet urcitych integrali
V nésledujicich dvou vétach se zaméfime na dvé metody vypoctu urcitych integralti —

metodu per partes (neboli po ¢astech) a metodu substitucni.

Véta 2.5 (Metoda per partes)
Necht' funkce u(x),v(x) maji na intervalu (a,b) spojité derivace. Pak na tomto

intervalu plati

b b
fu(x)v’(x) dx = u(b)v(b) —u(a)v(a) — f u'(x)v(x) dx.

12



(Dtkaz véty uvadi napt. Jarnik, 1974, str. 75)

Véta 2.6 (Substitu¢ni metoda)
Necht’ ma funkce ¢(t) na intervalu {(a, 8) spojitou derivaci ¢’(t). Dale necht’ funkce
f(x) je spojitd na intervalu (A4, B) a pro kazdé t € (a, B) plati A < ¢@(t) < B. Polozime-li

a=¢(a), b= ¢(p), potom
b

B
[ reax= [ flo@)or@a

a

(Dtkaz véty uvadi napt. Jarnik, 1974, str. 72)

Uzitim metody per partes nebo substitu¢ni metody je mozno vypocet integral
zjednodusit. Vyuziti obou metod je spojeno s uréitou pocetni zdatnosti, aby bylo spravné
rozeznano, kdy bude vhodné je aplikovat. Pozn. Pokud se u substitu¢ni metody nevracime

k ptivodni proménné, je nutno pro novou promeénnou piepocist integracni meze.

Pti vypoctech urcitych integral 1ze vyuzit 1 dalsi vlastnosti. Naptiklad zaména mezi je
spojena se zménou znaménka. Dale integral funkce, jehoz meze jsou si rovny, je roven nule.

Matematicky to zapiSeme nasledovné:

b a
[r@ax=-[reax @)
a b

ff(x) dx = 0. (2.2)

Vypocet integrall vyrazné usnadiiuje i znalost zakladnich integralt elementarnich
funkci, jejichz piehled uvadime v nasledujici podkapitole ,,Integraly zakladnich elementarnich
funkci®. Pismenem C je oznacena integracni konstanta, kterou je zbyte¢né pti vypoctu urcitych

integralli uvadeét, protoze se vzajemné odecte, tzn.
b
ff(x) dx =[F(x)+cl2 =F(b)+c—F(a) —c=F() — F(a).
a

Ve druhém sloupci je vzdy uveden defini¢ni obor D (f) a podminky.
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2.5 Integraly zakladnich elementarnich funkei

1. [kdx=kx+C D(f) € R, k = konst.

2. [amdx= —+C D(f) € R,n € R\{-1}

3. [a*dx= l;‘; +C D(f) € R, a € (0,00)\{1}

4. [e*dx=e*dx+C D(f) ER

5. [—— dx =logglx|+C D(f) € R\{0},a € (0,0)\{1}
6. [-dx=Inlx|+C D(f) € R\{0}

7. [sinx dx = cosx +C D(f) €ER

8. [cosxdx=—sinx+C D(f) €ER

9. [—i-dx=tgx+C D(f)eR\{(2k+1)g},keZ
10. f(——)dx = cotgx +C D(f) € R\{kn},k € Z

Pozn. Bude-li v textu odkazovano na tabulkové integraly, budou tim mysleny integraly

uvedené v této podkapitole.
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3 Aplikace integrali v mechanice

V piedchozich dvou kapitolach jsme zopakovali pojmy tykajici se integrali. Nyni se
muzeme zamétit na konkrétni aplikace ve fyzice. U fyzikalnich veli¢in, které lze povazovat
za spojité, tzn. neméni se skokove, Ize k jejich vypoctiim pouzit Newton-Leibnizovu formuli.

Mechanika je c¢asti fyziky, kterd se zabyva pohybem téles a jejich vzajemnym
pusobenim. D¢li se na kinematiku a dynamiku. Kinematika studuje pohyb vzhledem k ¢asu
a dynamika pohyb vzhledem k piisobicim silam.

V této kapitole ukazeme aplikace integralti pii vypoctu veli¢in popisujicich pohyb a dale
pi1 vypoctu mechanické prace, t&€zisté télesa @ momentu setrvacnosti. Vyuziti je samoziejmée
daleko rozséahlejsi, napt. vypocet sily, gravitacni sily mezi télesy, prodlouZeni ¢1 zkraceni télesa
pii deformaci, stanoveni vykonu atd.

Pozn. Symbolem Ax budeme oznaCovat zménu veli¢iny x — tedy rozdil jeji koncové
a pocatecni hodnoty. Diferencial dx veli¢iny x byva ve fyzice ¢asto nazyvan elementem, jinymi

slovy malou ¢asti, veliiny x.

3.1 Rovnomérné zrychleny primocary pohyb
Ptimocary pohyb télesa je pohyb, pii némz se téleso pohybuje vii¢i Zemi po svislé,
vodorovné nebo libovoln¢ sklonéné ptimce. Drahu, kterou pii tomto pohybu urazi od doby t

po dobu t + At, oznac¢ime As. Definujme pojem primérna rychlost ¥

__As_s(t+At)—s(t)
VEAc T At '

Casto nas zajima, jakou rychlost ma téleso v daném okamziku, tzn. Vv infinitezimalng

kratkém ¢asovém intervalu (¢, t + At), kde At — 0. Tuto veli¢inu nazyvame okamzita rychlost.

Z definice derivace a priimérné rychlosti dostaneme pro okamzitou rychlost v

s(t+At) —s(t) ds
m _

= =— 3.1
V= A At dt &1
(Zlomek % oznacuje derivaci drahy podle casu.)
Dale obdobné¢ definujme pojem primérné zrychleni
_ Av
Y
a okamzité zrychleni
dv
=— 3.2
‘T (3.2)
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Jak uz nazev napovida, u rovnomérné zrychleného pohybu je zrychleni rovnomérné,
tzv. konstantni.

(Jednotky: [t] =s, [s] =m, [v] =m-s71, [a] = m-s72)

Volny pad je specialnim pfipadem rovnomérné zrychleného piimocarého pohybu, kdy
se téleso pohybuje svisle k zemi s nulovou pocateéni rychlosti a se zrychlenim, tzv. tthovym
zrychlenim g, jehoz hodnota na 45° s. §. na trovni moiské hladiny odpovidd hodnoté
g = 9,806 65 m-s~2 pro viechna télesa libovolné hmotnosti, hustoty atd. Pro zjednoduseni
vypo&tl budeme pracovat se zaokrouhlenou hodnotou g = 10 m - s™2.

Dalsim ptipadem mutize byt vrh svisly vzhiiru, pro n¢hoz plati, Ze poc¢atecni rychlost
vyhozeni a rychlost dopadu jsou si rovny, pokud téleso dopada na misto, ze kterého bylo

i vyhozeno.

3.1.1 Ukazkovy priklad 1
Zadani:
Jakou rychlosti by na zem dopadla destova kapka z mraku, ktery je ve vySce 2 km,
kdyby nebyla brzdéna odporem vzduchu?
ReSeni:
Jedna se o volny pad, zrychleni a je rovno tihovému zrychleni g. Pocate¢ni hodnoty

1

1 so = 0m. Hodnoty pii dopadu: vg=?m-s7 1,

ozna¢ime nasledovné: vy =0m-s~
Sq=2km=2000m.

Mame vypocitat rychlost kapky pii dopadu, tedy okamzitou rychlost v okamziku
dopadu. Pro okamzitou rychlost plati (3.1). Vzhledem k tomu, Ze nevime, jak dlouho kapka

oy . . - s 1vs d . x ;
padala, pomizeme si vzorcem (3.2), ze kterého vyjadiime dt = ;v a jednoduse dosadime

do (3.1).
ds
T dt
ads
dv

Rovnici vynasobime dv, zrychleni a zaménime za tihové zrychleni g.

v

vdv=ads
vdv=gds
Ob¢ strany rovnice integrujeme pomoci tabulkovych integrali. Tihové zrychleni g je

konstantni, lze jej vytknout pfed integral.
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vq

fvdv— f ds
zvd

o] o

vd—v

2

Nyni staci vyjadiit vq a dosadit hodnoty ze zadani v zdkladnich jednotkach. Ob¢ pocatecni

= g(sq — So)

hodnoty jsou nulové, tudiz se vyjadieni vyrazn€ usnadni.
V3 = 2gsq4
Vq = /2954
vq =V2-10-2000
vqg =200m-s™?
Zaver:
Pokud by destova kapka nebyla brzdéna odporem vzduchu dopadla by na zem rychlosti
200m-s1,
(Pozn. Vzorec vy = \/% je platny pro libovolny volny pad ve vakuu. Rychlost
dopadu télesa ve vakuu zavisi pouze na vysce, ze které téleso pustime a je jedno jakou ma

napt. hmotnost.)

3.1.2 Priklad k procviceni 1
Chlapec vyhodil kdmen svisle vzhiru do vzduchu do vysky 5 metrii. Vypoctéte, za jak
dlouho opét chyti kdmen do ruky. Predpokladejte, Ze misto vyhozeni je stejné jako misto

chyceni. Odpor vzduchu opét zanedbejte. [2 s]

3.2 Mechanicka prace

Plsobeni jednoho télesa na druhé nazyvame sila, kterou zna¢ime F. Lze ji vyjadfit
pomoci tzv. druhého Newtonova zakona jako
F=m-a, (3.3
kde m je hmotnost télesa a a je jeho zrychleni.
(Jednotky: [m] = kg, [F] = N.)
Mechanické prace W je fyzikalni veli¢ina definovana jako soucin sily F a drahy ds,
po kter¢ sila pisobila na téleso. Muzeme ji vyjadfit vzorcem

W = F ds. (3.4)
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(Jednotka: [W] =1].)

3.2.1 Ukazkovy priklad 2
Zadadni:
Jakou praci W musi vykonat motor automobilu, jehoz hmotnost je m = 1,5 t, aby zvysil
svou rychlost ze 36 km - h™1 na 72 km - h=1? Odpor vzduchu zanedbejte.
ReSeni:
Veli¢iny uvedené v zadani je nutno pievést do zakladnich jednotek. Pfevodni vztah mezi
km-h™'am-s™? je nasledujici: 1m-s™1 = 3,6 km-h™1,
m=15t=1500kg
v, =36km-h™1 = 10m-s™!
v, =72km-h™1 =20m-s™?
Prace motoru je dana vztahem (3.4). Ve vzorci se ale vyskytuje sila F, kterou nezndme.
Dosadime-li v§ak vzorec (3.3) do vzorce (3.4) ziskame
W = mads.

Zrychleni a nahradime uzitim vztahu (3.2).
dv

W =
L

ds,

kde % je podle (3.1) rovno rychlosti v. Vzorec, ke kterému jsme dospéli vypada nasledovné

W =mvdv
a neobsahuje zadnou nezndmou veli¢inu. Miizeme proto integrovat. Hmotnost je konstantni,

lze ji vytknout pted integral.
W=m f vdv

V1

Nyni uz jen zbyva provést integraci dle tabulkového integralu a dosadit hodnoty ze zadani

v2]"?
W=m-|—
m[7]
51

prevedené na zakladni jednotky.

W = 1500 207 _ 107
N 2 2
W = 225000 ]
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Zavér:
Motor automobilu musi vykonat praci o velikosti 225000], aby zrychlil
ze36 km-h ' na72km-h1,

3.2.2 Priklad k procviceni 2

Zahradni bazén ve tvaru kvadru, ktery je zakopany v zemi, je tieba vypustit. Vypoctéte,
jak velkou praci ¢erpadlo vykona pii vypousténi vody na okolni travnik, ma-li dno rozméry
a=5m ab=4m, hloubka je c =2 m a voda saha do vysky h = 1,8 m ode dna bazénu
(viz obrazek 4). Hustota vody je p = 998 kg- m~3. [395 200 J]

dm

a

Obrazek 4: Zahradni bazén. (Vlastni nakres.)

3.3 Teézisté télesa

Zavedeme nejprve pojem hmotny stied a vymezime jeho vlastnosti. V hmotném stfedu
daného télesa je soustiedéna veskera jeho hmotnost. Pokud bychom vzali vyslednici vSech sil,
které na téleso ptisobi, tak se hmotny stied bude pohybovat pravé jako by na néj tato vyslednice
pusobila. Hmotny stied je rovnéz misto, ve kterém pusobi tihova sila na téleso. V tihovém poli

W v oew

spojitych homogennich téles plati

kde S je plocha télesa.

1

Xt = Ef x dS, (3.5
1

yo=g|vas (36)
1

Zr = §f zdS, (3.7)
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Uvedené vztahy se daji pouzit i pii integraci pies celkovy objem V nebo celkovou
hmotnost M. Vyznam ptedchozi véty vysvétlime na soufadnici xr, pfiCemz pro soufadnice yr

a z7 to bude platit obdobné. Pfi integraci ptes cely objem V bude pro soutadnici x platit

1
xT=fodV.

Budeme-li integrovat ptes celkovou hmotnost M, je x1 dana nasledovné

1
xT=MfydM.

3.3.1 Ukazkovy priklad 3
Zaddni:

Jaka bude poloha tézisté tenké nerezové desky ve tvaru 1/4 elipsy s hlavni poloosou
o0 velikost a = 1 m a vedlejsi poloosou o velikosti b = 2 m (viz obrazek 4, Seda ¢ast). Tloustka

desky je tak mal4, Ze ji mliZzeme zanedbat.

y

b

¥
/

Obrazek 5: Tenka nerezova deska ve tvaru 1/4 elipsy (Seda ¢ast). (Vlastni nakres.)
Reseni:

Abychom polohu tézisté dané desky vypocetli, jak uz naznacuji vzorce (3.5) a (3.6),
musime ve&dét, jaky je jeji obsah a obecné popsat soufadnice x a y. Umisténi elipsy
do soufadného systému budeme uvazovat presné tak, jak je naznaceno na obrazku 5.

Obsah elipsy je S = mab, z toho odvodime, Ze nase 1/4 bude mit ¢tvrtinovy obsah, tj.

S_nab_n-l-z_n
4 4 2

Dale budeme potiebovat rovnice elipsy, jenz ma tvar

x2 y2
E-Fﬁ: 1.

Souradnice x a y, jestlize a = 1 a b = 2, vyjadiime z rovnice elipsy nasledovné
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2

-

y =24y1—x2
Nyni mizeme vypocist jednotlivé soufadnice téziste.

Vovoew

x-ova soufadnice t&ézisté je dle (3.5)

1

Element plochy dS v tomto ptipadé mizeme vyjadfit jako dS = y dx.

1
=— | xydx
XT S f y
V integralu se vyskytuji dvé proménné, integrovat mame podle x, proto y nahradime vyse

vyjadienym y z rovnice elipsy, tj. y = 2v1 — x2.
1
—ij-lel—xzdx

Dosadime za S obsah 1/4 elipsy, doplnime meze integralu (x € (0,1)) a zavedeme substituci

dle véty 2.6. Druhy sloupec v substituéni zavorce naznacuje prepocet integra¢nich mezi.
0

1
=%f2x\/1—x2dx=[t=1_x2 , 0_>1]=%f—\/fdt
0

dt = —2xdx 1-0
1

Zaménime-li meze, jak uvadi vzorec (2.1), zbavime se minusu v integralu. Odmocninu vt

1
vyjadiime pomoci mocniny, tj. tz, ¢imZ se dostdvame na tabulkovy integral.

1

3

2|2tz
=23
0

2 2
XT:E 5[1—0]
4
= 3

To samé provedeme pro soufadnici y. Element dS vypada nasledovné dS = x dy. Integrujeme

2
podle y, nahrazujeme tudiz x vyjadienym z rovnice elipsy x = |1 — (—) Meze integralu

y € (0,2). Dalsi postup vypoctu je identicky jako u soufadnice xr.

2 _1_(X
_ - 2 0-1 f
fy ’1 dy v 250 —2+/t dt
0 dt:—z
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_2)2-2t
yr = - 3
0
2 4
=—-=[1-0
Yt 7 3 [ ]
_ 8
yr = 37
V zadani je uvedeno, Ze tloustku desky mame zanedbat, proto soufadnici zp nema smysl
pocitat.
Zaveér:

Souradnice tézisté nerezové desky ve tvaru 1/4 elipsy jsou T = [%,%].

3.3.2 Priklad k procviceni 3
Ty¢ o délce | = 1m je tvofena zjedné Ctvrtiny z médi a ze tii Ctvrtin z hliniku
(viz obrazek 6). Urete polohu t&zisté této tyce. Hustota médi je pc, = 8 930 kg - m™~3, hustota
hliniku py; = 2700 kg - m™3. [x7 = 0,363 m; yr = 0 m; zr = 0 m]
y

l/4 3//4

P » & »
< Ll § »

L cu T Al o

174 /

Obrazek 6: Ty¢ z médi a hliniku. (Vlastni nakres.)

3.4 Moment setrvacénosti

Moment setrva¢nosti J je veli€ina, kterd udava miru setrva¢nych vlastnosti pfi rotaci

(otacivém pohybu). Pro télesa se spojitym rozlozenim latky plati nasledujici vztah

] = frz dm, (3.8)

kde r je vzdalenost od osy otaceni o a integruje se pres celou hmotnost m télesa.
(Jednotka: [J] = kg - m?.)
Steinerova véta

Méjme dvé osy. Osu o prochazejici tézistém télesa a osu o', ktera je rovnobézna s 0sou
o a zaroven je od ni vzdalena o vzdalenost x. Pokud jsme schopni uréit moment setrva¢nosti /1
vzhledem k ose o, pak moment setrva¢nosti J, vzhledem k ose o’ vypoéteme podle Steinerovy

véty, kterd zni
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J. = Jp + mx?, (3.9)

kde m je hmotnost télesa.

3.4.1 Ukazkovy priklad 4
Zadani:

Tenky homogenni drat o hmotnosti m ma tvar ctverce a délka jedné jeho strany je a.
Jaky je jeho moment setrvacnosti vzhledem k 0se o splyvajici s jednou jeho stranou?
(viz obrazek 7)

1 I
0 0
| I
I a 1
i *|
A
D Bl a
C
dm !
| PR

1
1 1
1 r 1
I |
| 1

Obrazek 7: Tenky homogenni drat ve tvaru ctverce. (Vlastni nékres.)
Reseni:
Pfi vypoctu vyuzijeme vzorec (3.8), ktery musime upravit. Podivejme se proto

na hmotnost a element hmotnosti dm. Jestlize cely drat ma hmotnost m, pak jednotlivé strany

maji hmotnost %. Vezmeme-li v uvahu jednu ze stran a jeji element dr, ktery je na obrazku

vyznacéen ¢ervené, bude jeho hmotnost dm =

Ql-{s|3

dr = T—adr.

Pro jednodussi a pfehlednéjsi vypocet si drat nyni rozdélime na 4 ¢asti (jednotlivé strany
¢tverce) oznacené A, B, C a D — viz obrazek 7. Momenty setrva¢nosti jednotlivych stran
vypoéteme dle (3.8) a vysledny moment setrvacnosti celého dratu pak bude roven jejich souctu
(dle véty 2.2).

Moment setrvacnosti Jp ¢asti D, vzhledem k ose o, bude nulovy, protoze vzdalenost r
od osy otaceni o je ve vSech bodech ¢asti D nulova. Pokud bychom integrovali, meze integralu

by ob¢ byly rovny nule, tudiz vysledek by byl rovnéz nula (dle vzorce 2.2).
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Pojd’'me na dalsi ¢ast dratu. Momenty setrvacnosti ¢asti A a C vzhledem k ose o si budou
oc¢ividné rovny. Vypocteme tedy J napft. pro ¢ast C. Element hmotnosti dm ma stejné vyjadieni
jako v pedchozim piipadé. Cast C ma délku rovnu a, tudiz vzdalenost jednotlivych elementt

dm se bude pohybovat od 0 az po a.
a
Jo = frz m dr
€= 4q
0

Zlomek Zl—a je konstanta, miizeme ji tedy vytknout pied integral. Dostavame tabulkovy integral,

ktery snadno vypocitame.

a
_mf Zd
Je=gg | T dr
0

J m a3
€ 4a3
— 2 2
=—ma“kg-m
Jc 12 g
Pfipomeiime, Ze moment setrvacnosti ¢asti A bude stejny jako casti C, tudiz
— 2 2
= —ma* kg - m*.
Ja 12 g

Zbyva moment setrvacnosti posledni ¢asti B, kterou prolozime osou o’. Diky toho
muizeme vyuzit Steinerovu vétu (3.9), kde x je vzdalenost mezi osami o a o', v naSem piipadé
tedy napi. délka ¢asti C, ktera je rovna a. Moment setrvacnosti Jr ze vzorce (3.9) je zde roven

naSemu Jp. Nesmime zapomenout dosazovat ¢tvrtinovou hmotnost!

Jo =Jp +5-a?
B =Jp 4a

m
]B=0+Za2

L 2
]Bzzma kg -m

Jak uz bylo feceno, vysledny moment setrvacnosti je roven souctu dil¢ich momentd.

J=Jat/st]ct+)p

_ 1 2+1 2+1 240
]—12ma 4ma 12ma
= — 2 . 2
Ji 1 ma kg - m
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Zavér:
Moment setrvacnosti dratu ve tvaru ¢tverce vzhledem k 0se o, splyvajici s jednou jeho

.5
stranou, je Ema2 kg - m?.

3.4.2 Priklad k procviceni 4
Jak velky bude moment setrvacnosti tenké zelezné ty¢e vzhledem k ose o, kterad je

na ty¢ kolma a prochazi jejim sttedem (viz obrazek 8). Délka ty€e r = 1 m. Hustota Zeleza je

Pre =7 860kg-m™3. [J] = 655 kg m?]

I
> r [m]

A

0,5 0,5

Obrazek 8: Tenka Zelezna ty¢. (Vlastni nakres.)

Timto piikladem bychom kapitolu ,,Aplikace v mechanice* ukoncili a mizeme piejit

na dalsi ¢ast fyziky, konkrétné na termodynamiku.
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4 Aplikace integrala v termodynamice

Termodynamika je fyzikalni obor zabyvajici se vzajemnymi pfeménami jednotlivych
druht energii, ¢i fyzikalnimi, chemickymi a biologickymi procesy a jejich rovnovaznymi stavy.

Ukazeme si aplikace integralti pti vypoctu tepla v riznych piipadech, vypocet teploty
plynu po stla¢eni a vypocet entropie. Dalsi vyuziti je naptiklad pti vypoctu tepelného toku,
prace atd. Nejprve ale opét uvedeme n€kolik nezbytnych pojmt, které nas opét uvedou
do problematiky nasledujicich piikladu.
Teplota

Teplota je parametr, kterym muizeme popsat stav tepelné rovnovahy mezi télesy.
Rikame, Ze télesa jsou v tepelné rovnovaze, jestlize mezi nimi neprobiha Zzadna tepelna vyména.
Teplotu mizeme udavat v riznych stupnicich. Nas ale bude piedevsim zajimat Celsiova teplota
t a Kelvinova teplota T, mezi nimiz plati nasledujici pfevodni vztah

t=T-—273,15°C. (4.1)

(Jednotky: [t] = °C, [T] = K.)

Jenom pro zajimavost — teploty T = 0 K, tzv. absolutni nuly, nelze dosahnout.
Vhitini energie

Kazda latka je tvofena atomy ¢i molekulami, které se ndhodné pohybuji. Kterykoliv
atom ¢i molekula ma svou potencialni (polohovou) a kinetickou (pohybovou) energii. Vnitini
energii U télesa oznacujeme souhrn potencialnich a kinetickych energii jeho jednotlivych
castic.
(Jednotka: [U] =].)
Teplo

Je nutno rozliSovat mezi teplotou a teplem. Teplo je mira zmény vnitini energie, kterou
sisystém (napf. hrnek s ¢ajem) vyméni s okolim (mistnost) v disledku jejich teplotniho rozdilu.
V moment¢, kdy maji stejnou teplotu (¢aj i mistnost), nastava tepelna rovnovaha a vymeéna tepla
je ukoncena.

Tepelna kapacita, mérna tepelna kapacita, molarni tepelna kapacita

Tepelnou kapacitu € mizeme chapat jako jakousi konstantu umérnosti, a to mezi
teplem Q, které systému dodame, a zménou teploty AT, ktera diky toho nastane. Piseme tedy
Q = CAT. 4.2)
(Jednotka: [C] =]-K™1)

Mérna tepelna kapacita c je tepelna kapacita C na jednotku hmotnosti m. Plati vztah
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c=—. (4.3)

(Jednotka: [c] =] -kg™1-K™1)
Pomér, mezi mérnou tepelnou kapacitou ¢, pii konstantnim tlaku p a mé€rnou tepelnou
kapacitou cy pti konstantnim objemu V, urcuje tzv. Poissonovu konstantu k

- (4.4)
Cy
(Hodnoty Poissonovy konstanty pro jednotlivé plyny jsou uvedeny ve fyzikalnich tabulkach.)
Molarni tepelna kapacita Cy pii konstantnim objemu se vztahuje na jednotku molu.
Jeden mol udava pocet atomi/ molekul, které jsou ve 12 g uhliku **C. Tento pocet udava

tzv. Avogadrova konstanta Ny = 6,022 136 7 - 1023 mol~!. Pro n moli libovolné latky plati

vztah
= (4.5)
Ny my
kde N je pocet molekul, m je hmotnost latky a m,, jeji molarni hmotnost.
(Jednotky: [n] = mol, [m,,] = kg - mol™1.)
Molarni tepelna kapacita pii konstantnim objemu je ddna vztahem
Cy = cymy, (4.6)

kde ¢, je mé€rna tepelna kapacita pii konstantnim objemu a m,, je molarni hmotnost latky.
(Jednotka: [Cy] =] -mol™1-K 1)
Muizeme zavést 1 molarni tepelnou kapacitu C,, pfi konstantnim tlaku, pro kterou plati
Cp, = Cy + Ry, 4.7)
kde R,, je molarni plynové konstanta, R, = 8,314 510 ]- mol~! - K™%, ktera je pro vSechny
plyny stejna. Uvedeny vzorec (4.7) je oznaCovan jako MayerGv vztah.

Plati rovnéz
L — (4.8)

(Jednotka: [C,] =] mol~t- K1)

Prvni véta termodynamiky

Uvazujme systém popsany pocateénimi veli¢inami p; (tlak), V; (objem) a T, (teplota).
Ptejde-li tento systém do stavu, ktery mizeme popsat veli¢inami p,, V, a T,, dojde ke zméné
vnitini energie dU systému. Zménu vnitini energie popisuje prvni véta termodynamiky

dU = 8Q — W, (4.9)
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kde 6Q je teplo dodané okolim a SW je prace, kterou vykonava systém. Symbol § oznacuje
neuplné diferencidly, tzn. Ze teplo a prace jsou zavislé na zplisobu, jakym soustava piejde
Z jednoho stavu do druhého.
Vnitini energie je zavisla pouze na stavu, ve kterém se nachazi, ne na cesté, po niz se
do n¢j dostala. Tudiz jde o uplny diferencial a miizeme ji vyjadiit jako
dU = nCy, dT. (4.10)
Pro netplny diferencidl prace plati
SW = p(V) dv. (4.11)
Symbol p(V) znadi, Ze tlak je zavisly na objemu, coZ v praxi znamena, Ze jej nemizeme
vytknout pred integral. Tento problém nam ale vyiesi stavova rovnice (4.13) uvedena nize.
Prvni vétu termodynamiky mizeme rozepsat do tvaru
6Q = dU + sW,
6Q = nCydT + p(V)dV. (4.12)

Stavova rovnice

Stavova rovnice popisuje chovani idealniho plynu, tj. plyn dokonale stlacitelny a bez
vnittniho tieni. Pro zjednodusSeni vypoctli mizeme realné plyny povazovat za idealni a pouzit
stavovou rovnici, ktera ma nasledujici tvar

pV =nR,T, (4.13)
kde p je tlak, V je objem, n je pocet moli, R, je plynova konstanta a T oznacuje

termodynamickou teplotu plynu.

4.1 Teplo

4.1.1 Ukazkovy priklad 5
Zadani:

Dusik o objemu 6,5 litru je uzavien v lahvi pod tlakem 85 MPa. Jaké teplo Q musime
dodat, abychom zvysili jeho teplotu ze 4 °C na 12 °C? (Poissonova konstanta pro dusik je
k = 1,404.)

(Poznamka: Jednotka MPa zna&i megapascaly, tj. 10° Pa.)

Reseni:

Vyuzijeme prvni termodynamicky zakon (4.12). Vzhledem k tomu, ze nedochazi
ke zméné objemu, je dV = 0. Rovnice se nam zjednodusi na §Q = nCy, dT.

Nezname pocet molti n ani hodnotu molarni tepelné kapacity C,, musime je tedy nahradit.

Ze stavoveé rovnice pro pocatecni stav dusiku vyjadiime n.
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piVi = nRy,T;

_ piVi
RmTl

Dalsi nezndmou Cy ziskdme nasledujicim zplsobem. Vyjadiime C, ze (4.8), tzn. C, = Cyk,
a dosadime do (4.7), tak dostaneme

Cyk = Cy + Ry,
Podle uvedené rovnice bude molarni tepelna kapacita €, rovna

Ry
Kk—1

CV =

Dosadime vyjadiené n a Cy do zjednoduseného prvniho termodynamického zdkona.

Vi Ry
RyTik—1

§Q = dr

Integrujeme. Vsechny konstanty vytkneme pied integral.
Vi
0= [75=m
Ty (x — 1)

V.
_ A J-dT
Tl(K—l)

Dostali jsme se k jednoduchému tabulkovému integralu.
p1V;
Ty (x — )[ ]
Jesté, nez dosadime hodnoty ze zadani, musime je pievést na zakladni jednotky.
V7, =651=65dm3>=6,5-10"3m3
p, = 85 MPa = 85-10° Pa
T, =4+273,15=277,15K
T, =12+ 273,15 = 285,15K

Q=

Miizeme dosadit.
85-10°-651073
277,15 (1,404 - 1)
Q =39475]

[285,15 — 277,15]

Zaveér:
Aby dusik zvysil svou teplotu ze 4 °C na 12 °C, musime mu dodat teplo o velikosti
39 475].
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4.2 Adiabaticky déj

Adiabaticky d¢&j je proces, pii kterém soustava prechazi z jednoho stavu do druhého
anedochazi k vymeéné tepla, tzn. §Q = 0. Toho Ize docilit bud’ rychlym pribéhem nebo dobrou
tepelnou izolaci. D¢&j popisuje tzv. Poissonav zakon, ktery zni

pV* = konst., (4.14)

kde p je tlak plynu, V jeho objem a k oznacuje Poissonovu konstantu.

4.2.1 Ukazkovy priklad 6
Zadani:

Oxid uhli¢ity o teploté t; = 20 °C je uzavien ve valci vysokém h = 40 cm pod tlakem
p; = 0,1 MPa. Plyn adiabaticky stlacime, pficemz se pist posune o x = 10 cm. Jakd bude

teplota ¢, atlak p, oxidu uhli¢itého po stlaceni? (Poissonova konstanta ko, = 1,304.)

Obrazek 9: Oxid uhli¢ity uzavieny ve valci. (Vlastni nakres.)
Reseni:
Nejprve si vyjadiime objemy V; pted stlacenim, V, po stlaceni a jejich zavislost. Jedna
se o valec, proto pocate¢ni objem V; bude
V, = nr?h.
Stla¢ime-1i pist, zmen§ime objem o r?x. Kone¢ny objem V, je roven
V, = nrth — r?x,
V, = r?(h — x).

Zameérné si stanovime zavislost mezi objemy V; a V,.

4 rih
72: nr?(h — x)
h —x

V=1 h

Dale vyjdeme z prvniho termodynamického zakona. Jak jiz bylo feceno, pii adiabatickém déji
nedochazi k vyméng¢ tepla (§Q = 0), plati tedy
0 =nCy dT +p(V) dV,
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—nCy dT = p(V) dV.
Nezname pocet mold n ani molarni tepelnou kapacitu C,. Navic na pravé strané rovnice se
vyskytuje tlak p, ktery je proménny, a proto jej pii aplikaci integralu nemizeme vytknout.

Musime tyto ¢leny nahradit. Po¢et molii n nahradime ze stavové rovnice, tzn.

n = Vi
R T,
Uzijeme-li vztahy (4.7) a (4.8) jako v piedchozim ptikladu, bude pro molarni tepelnou kapacitu
platit
Rm
Cy=—"7

Uvedli jsme, Ze pti adiabatickém dé&ji je pV* = konst. Zavislost mezi pocatecnim tlakem p;,
pocatecnim objemem V; a jakymkoliv tlakem p, objemem V plynu je nasledujici
pV* = p, Vi,
p1Vi

VK

Vse dosadime do rovnice a integrujeme.

T; V2

piVi Rn J' p, V(¢
— dT = dv
f R.Tyr—1 yr
Ty v,

Na levé stran¢ se zkrati R, a vSe ostatni mizeme vytknout pied integral, protoze jsou to
konstanty. Na pravé strané rovnice muzeme pied integral vytknout p,V{ (rovnéz jde

0 konstanty). Vypocteme tabulkové integraly na obou stranach rovnice. Znaménko minus

v 1 1
vytkneme pied zlomek, tzn. — =

1-k
T, Vs
iV, 1 J‘ _ Kf 1
T, k=1 dT = 1% T dv
T 21

piVp 1
Tl 1 _K

1
T. —x1V:
[T]Ti = plvlk 1—x [Vl K]vi
Dosadime meze a celou rovnici vydélime %.
1 K(1y1-k 1-k
T_l(Tz_T1):V1 V™ =V)

Objem V, nezname, nahradime jej z vyjadiené zavislosti, tj. V, = V; h% Poté nasleduje nekolik

algebraickych tprav.

I,—-T) _ px-1 <V1(h —x)
=W -

1-k
_ VK_1V1_K
T]_ h > 1 1
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T, 1_(h—x>1_’c .
T, = \ h

h —x 1-K
)
Jesté je potfeba dopocitat vysledny tlak p,. Opét vyjdeme z pV* = konst.

T2=T1(

PV = p VY.

Dosadime za V, a vyjadiime tlak p,

K
VK = Vh—x
P1V1 p2\V1 A )

h K
P2=P1(h_x) .

Hodnoty ze zadani je nutno pted dosazenim pievést na zakladni jednotky.
T, =20+ 273,15 =293,15K
h=40cm=0,4m

x=10cm =0,1m
p, = 0,1 MPa = 10° Pa
Dosadime do ziskanych vzorcti a pro leps$i predstavu pievedeme teplotu na °C.
0,4 — 0,1y 1~1304
“oi )
T, =320K,
t, =47 °C,
0,4
.= 10°(55=57)
p, = 145519 Pa

T, = 293,15 - (
1,304

Zaver:
Stlacenim pistu jsme zvysili teplotu oxidu uhli¢itého na 47 °C a také zvysili tlak

na 145 519 Pa.

4.3 Izotermicky déj

Izotermicky d¢j je proces, pii kterém soustava prechazi z jednoho stavu do druhého.

Jak uz nazev napovida, prechod se kona za konstantni teploty 7. Plati tedy dT = 0. Soustava,

kterd prochazi izotermickym dé&jem, ziskdva od okoli teplo, které nasledné spotiebovava
na praci. D¢j je popsan tzv. Boyle-Mariottovym zakonem

pV = konst,, (4.15)
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kde p je tlak a V je objem.

4.3.1 Priklad k procvi¢eni 5
Vodik H, 0 hmotnosti m = 3 g a teploté t = —10 °C uzavieme do nadoby a stla¢ime.
Pocatecni tlak byl p; = 0,3 MPa, tlak po stlaceni p, = 0,6 MPa. Jaké teplo Q musime odebrat,

aby tento d& probihal izotermicky? (Molarni hmotnost vodiku My, = 2kg-mol™1)

[Q=-2271]]

4.4 Tzobaricky déj

Izobaricky dé&; je obdobou izotermického déje. Rozdil spocivad v tom, Ze soustava
pii prechodu mezi jednotlivymi stavy nezachovava svou teplotu T, ale sviij tlak p. D¢&j popisuje

tzv. Gay-Lussactv zakon, ktery zni

/4
T= konst., (4.16)

kde V je objema T je teplota.

4.4.1 Ukazkovy priklad 7
Zadani:

V nadob¢ je uzavieno 2 kg chloru o teploté 25 °C. JestliZe jej izobaricky stlac¢ime, zvysi
se jeho teplota na dvojnasobek. Urcete velikost tepla, které chlor pfijal, jestlize jsme vykonali
praci 1,7 - 10*]. (Cpc12 =481]-kg™ - K™, k¢, = 1,355)

Reseni:
Teplo, které chlor ptijme, vychazi ze vztahu (4.12)
6Q = nCydT + p(V)dV,
kde p(V) dV = W anC,dT = dU.
V uvedeném vzorci je W prace, kterou kona plyn. V' zadani je ale zminéna prace konana nami.
Prace plynu je v takovém piipad€ rovna nasi praci s opacnym znaménkem, tzn.
SW = —1,7-10%].
Abychom ur¢ili teplo, které chlor pfijme, musime jesté dopocitat zménu jeho vnitini energie.
dU = nC,dT
Pocet moll ani molarni tepelna kapacita v zadani neni uvedena. Vyuzijeme tedy vzorce (4.5),

(4.6) a nakonec (4.4).

m
dU = —cymy,dT

m
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dU = —2m_ dT
K

m

Molarni hmotnost se vykrati. Po kraceni miZeme integrovat. Konstanty m, ¢, a k vytkneme

pred integral a dostavame tabulkovy integral.
2Ty
p
dU=m— | dT
K
T

_ mcy,

du (717,

K
du = %Tl

Dosadime hodnoty ze zadani.
2-481
1,355
dUu =2,1-10°%]

- 298,15

Teplo, které chlor pfijal, je nasledujici
Q =2,1-10%+ (—1,7-10%),
Q =19,3-10*].
Zaver:

Chlor piijal teplo o velikosti 19,3 - 10*].

4.5 Entropie

Entropie je fyzikalni veliCina, ktera popisuje stav dané soustavy a nezalezi na tom, jak
do tohohle stavu ptisla. Je definovana jako podil ptirtistku tepla 6 Q pfi vratném déji a konstantni
teploty T, tj.

_8Q (4.17)
==

Kromé toho, Ze zména entropie charakterizuje urCity d¢j, rovnéz udavd smér, kterym déj

ds

probihal.
(Jednotka: [S]=]-K™1)

45.1 Ukazkovy priklad 8
Zadani:
Jak se zméni entropie S, jestlize zahfejeme vodu o hmotnosti m = 2 kg z teploty

t; = 34°Cnat, = 73 °C? (Mérna tepelna kapacita vody cy,o = 4 180 ] - kg™ - K1)
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Reseni:
Vyjdeme ze vztahu (4.17) pro zménu entropie dS a prvniho termodynamického zakona
dle (4.12).

dT dv
ds = nCv? + p(V) T

Objem se neméni, tzn. dV = 0. Druhy ¢len rovnosti je proto roven nule a pro entropii plati
ds C !
= nly T .

Pocet molli n nahradime pomoci vzorce (4.5) a molarni tepelnou kapacitu pifi konstantnim
objemu dle (4.6).
m dT
ds = m_mCHZOmm T
Molarni hmotnost my, se vykrati, hmotnost m a mérna tepelnd kapacita cy,o jsou konstanty.

Integrujeme nasledovné, pomoci tabulkovych integrali.

Jenom piipomeneme, ze rozdil logaritmu In T, a In T; mizeme zapsat jako jejich podil In ;—2
1

Vyraz S, — S; ozna¢ime uz zndmym AS, tzn. zména entropie.
AS = mcy,o lnE
T
Ptevedeme jednotky ze zadani na zékladni
T, =34+ 273,15 =307,15K,
T, =73+ 273,15 = 346,15 K,
a dosadime do ziskaného vztahu.

346,15
307,15

AS =999] K1

AS =2-4180-In

Zaveér:

Po zahfati vody se entropie zméni 0 999 J - K71,
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4.5.2 Priklad k procviceni 6

O kolik se zméni entropie AS idedlniho plynu, nechame-li ho rozepnout do vakua
(tzn. dT = 0) na trojnasobek ptivodniho objemu? Poc¢ate¢ni hodnoty: teplota t, = 15 °C, tlak
po = 95 kPa aobjem V, = 0,51. [AS = 0,18 ] - K™1]

Timto bychom ukon¢ili kapitolu ,,Aplikace integrali v termodynamice”. Nyni se
presuneme na dalsi, zaroven posledni kapitolu této prace, ato jsou aplikace integrali v elektiiné

a magnetismu.
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5 Aplikace integrali v elektfiné a magnetismu

Elekttina je fyzikalni obor zabyvajici se elektrickymi déji a jevy. Magnetickymi jevy
a dé&ji se pro zménu zabyva magnetismus. Pokud se tyto dva obory vzajemn¢ prolinaji, mluvime
0 elektromagnetismu.

Ukazeme aplikace integralti pii vypoctu elektrického ndboje a magnetické indukce.
V této oblasti fyziky se dale integraly daji vyuzit napf. pti vypoctu potencialu pole, intenzity

pole nebo indukovaného napéti. Opét uvedeme teorii, ktera priblizi problematiku piikladu.

5.1 Elektricky naboj, elektricky proud

Elektricky naboj

Jak jiz bylo zminéno, latky se skladaji z jednotlivych ¢astic (molekul, atoma, protont,
neutront, elektronti atd.). Tyto Castice maji n€kolik charakteristickych vlastnosti a jednou
Z nich je pravé elektricky naboj. Ten mtize byt kladny nebo zéporny. Celkovy naboj télesa je
pak urcen souctem jednotlivych naboji. Pokud prevazuji kladné naboje, fikame, Ze téleso je
nabito kladné, ptevazuji-li zaporné naboje, je nabito zaporné. Jestlize je pocet kladnych naboji
roven poctu zapornych ndboji, oznaujeme téleso jako elektricky neutralni.

Naboj &4stic je vzdy ndsobkem tzv. elementarniho naboje e = 1,602 177 33 - 1071 C.
Elektricky naboj elektronu je roven elementarnimu naboji se zdpornym znaménkem.
(Jednotka: [Q] = C.)

Elektricky proud

Latka, ve které se mohou voln€ pohybovat nabité Castice, se nazyva vodi¢. Pokud se
tyto nabité ¢astice pohybuji uspotadané pirevazné jednim smérem, fikdme, Ze vodi¢em prochazi
elektricky proud /. Proud je definovan jako naboj dQ, ktery projde kolmym prifezem vodice
za dobu dt, tedy

_ 40

- (5.1)

I

(Jednotka:[I] = A.)

5.1.1 Ukazkovy priklad 9
Zadani:
Urcete pocet X volnych elektrontl, které projdou prifezem vodice za 20 s, jestlize proud
roste rovnomérné od 0 A az po 10 A.
Reseni:
Naboj, ktery projde vodi¢em vyjadiime ze vztahu (5.1).
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dQ =1Idt

Nezname zavislost proudu na Case. Ze zadani vime, ze je tato zavislost linearni, takze bude

platit
I = kt,
kde k je konstanta. Dale vime, ze v ¢ase t = 20 s bude velikost proudu rovna I = 10 A, tudiz
k=1,
t
L
20°
k=05A-s"1.
Proud protékajici vodi¢em je dan vztahem
I =0,5t.
Tudiz
dQ = 0,5t dt.

Dostavame tabulkovy integral s mezemi od 0 s do 20 s.

20
Q =f 0,5t dt
0

Integrujeme.
£21%0
o-es ]
2 0
02
@=05-—~
Q =100C

Ze stanovené velikosti ndboje Q = 100 C urcime, kolik elektronti projde priifezem vodice.

Vime, Ze ndboj jednoho elektronu je roven elementarnimu naboji e. Pocet proslych elektronil

bude

X = | 100
"~ [=1,602177 331019

X = 6,24 - 10?0 elektrond.

)

Zaveér:

Za 20 s projde prifezem vodi¢em 6,24 - 1020 elektroni.
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5.1.2 Priklad k procviceni 7
Proud, ktery protéka vodi¢em, je dan vztahem I = 3 + 6t2 A. Urlete velikost naboje,

ktery projde vodi¢em v ¢asovém intervalu t € (2,8) s. [Q = 1026 C]

5.2 Magneticka indukce

Magnetické pole se tvoii kolem magnetl ¢i vodict, kterymi prochazi elektricky proud,
a lze jej popsat veli¢inou nazyvanou magneticka indukce.

Magnetickd indukce B je definovana jako sila F, kterou plsobi magnetické pole
na pohybujici se ¢astici s ndbojem Q rychlosti v. PiSeme

F = QuB.

Presko¢ime odvozovani tzv. Biotova-Savartova-Laplaceova zakona (dale jen B-S-L zakon) pro
magnetickou indukci z pifedchoziho uvedeného, protoZe je nutna znalost relativistickych
transformaci, a pouze jej uvedeme.

_ po I'dxsina
C4m r2

kde u, je permeabilita vakua, I proud protékany vodicem, dx element délky vodice, r

dB (5.2)

vzdéalenost od vodice a a je thel, ktery svira pravodi¢ r Svodi¢em. Konstanta
Uo = 4m-1077 N-A2,
(Jednotka: [B] = T.)

5.2.1 Ukazkovy priklad 10
Zadani:
Proud o velikosti 20 A prochazi nekoneéné dlouhym vodi¢em, ktery je ohnut do pravého
uhlu (obrazek 10). Jaka bude magneticka indukce v bod¢ X, je-lid = 5 cm?
y

In

Obrazek 10: Nekonecné dlouhy pravouhly vodic. (Vlastni nakres.)
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Reseni:

Uvazujme nejprve Cast, ktera ,,splyva“ s osou x. Aplikujeme B-S-L zakon (vzorec 5.2).
Je ocividné, ze ve vzorci jsou ,,proménnymi element dx, Ghel @ a vzdalenost r. Abychom
mohli integrovat, musime tento problém odstranit. (¢, a I je konstantni.)

Vyjadiime kvadrat vzdalenosti 72 pomoci goniometrické funkce sinus.

) d
sina = —
r

d

sina

2

. d
rt=—
sin‘ «

Obdobn¢ vyjadiime element dx pomoci goniometrické funkce kotangens a pomoci derivace.

X i
cotga = -

x =dcotga

1
dx=d(— — da)
sin? a

Dosadime do B-S-L zékona a vykratime.

dB—“°1( dd )Sinza'
T 4An sin? a @ d? S a
_ tol .
dB_4rrd( sin o da)

Nez piejdeme k samotné integraci, zamyslime se nad mezemi integralu. Pokud bychom

element dx umistili do po¢atku soufadné soustavy, byla by velikost uhlu a rovna 90°, tedy %

Pokud bychom jej posouvali do nekonecna, stale by se zmenSoval az do nuly. Meze uhlu jsou

proto a € (%,O).
I 0
Ho f .
B=—|(-sina) da
4md %
2

Dostavame tabulkovy integral.

tol

_ 0
= 4md [cos a]g
Hol
B =2
4nd

Nyni uz sta¢i dosadit hodnoty ze zadani. Vzdalenost y prevedeme na zakladni jednotky,

tj. d = 0,05 m.
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_4-m-1077-20
~ 4-1-0,05
B=4-10"5T

Cast, ktera splyva s osou y nijak k magnetické intenzité v bodé X neptispiva, protoze
uhel a je na celé ¢asti roven g (Rovnéz integral od a = g doa = %je roven 0.)
Zavér:

Magnetickd indukce v bodé X je B =4-107>T.

5.2.2 Priklad k procviceni 8
Nekonecné dlouhym pfimym vodi¢em prochazi proud o velikosti 10 A. Jakéd bude
magneticka indukce v bodé X, je-li d = 0,02 m (obrazek 11)? [1-107* T]

I
—¢

Obrazek 11: Nekone¢n¢ dlouhy ptimy vodic. (Vlastni nakres.)
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Zavér

V této bakalarské praci jsme se seznamili se zlomkem aplikaci integralniho poctu
ve fyzice, konkrétné v mechanice, termodynamice, elektfiné a magnetismu. Jak jiz bylo
nékolikrat zminéno, uziti je daleko rozséhlejsi, a to nejenom ve fyzice. Kromé matematické
analyzy se studenti matematiky mohou pfi studiu setkat s integraly napiiklad v ramci ptedmétu
zabyvajiciho se pravdépodobnosti a statistikou (napt. pii vypoctu distribu¢ni funkce nebo
hustoty pravdépodobnosti).

Prvni dvé kapitoly se zabyvaly integraly z pohledu matematiky, dalsi téi pro zménu
z pohledu vyuziti ve fyzice. Obtiznost piikladt, které se nachazely v kapitolach 3 az 5, byla
volena predevSim s ohledem na cil této prace. Piedpokladali jsme, Ze studenti nestuduji
matematiku v kombinaci s fyzikou. I pies ,,niz8i* naro¢nost byly ukazkové ptiklady podrobné
feSeny krok po kroku. Piiklady k procviceni byly zamérné vybrany velmi podobné tém
ukazkovym, a to diky teoretickym fyzikalnim komentaiim seznamujicich étenafe s danou
problematikou, které jsou v praci uvedeny.

Pro lepsi piedstavu a jednodussi vyklad je téméf polovina piikladi doplnéna obrazky,
které byly vytvaieny pomoci volné stazitelného programu Geogebra Klasik. Béhem zpracovani
jsem si piipomnéla nékteré jeho funkce a naucila se i par novych, coz povazuji
za velké plus do budoucna. Nékteré obrazky byly mirné poupraveny nastrojem Malovani 3D,
jenz je soucasti Windows 10.

Béhem psani této praci jsem se snazila propojit ziskané znalosti obou studovanych
oborti. Rovnéz mi tato prace poslouzila jako men$i opakovani probraného uciva nejenom
z fyziky, ale i matematiky. Pevné véiim, Ze studenti, ktefi pfipadné nahlédnou do této prace
roz§iti své znalosti o integralnim poc¢tu a v budoucnu nebudou jako jeho aplikace uvadét pouze

obsah plochy ¢i objem rotaéniho télesa.
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Seznam pouzitého matematického znaceni

N mnozina vsech ptirozenych Cisel

Z mnozina vsech celych cCisel

R mnozina vSech realnych ¢isel

f(x) funkce f jedné proménné x

f'(x) prvni derivace funkce f jedné proménné x

D(f) defini¢ni obor funkce f

(a,b) otevieny interval

(a, b) uzavieny interval

o nekonecno

v obecny kvantifikator

€ nalezi

inf infimum

lim limita

max maximum

sup supremum

f f(x) dx neurdity integral funkce jedné proménné x
b

f f(x) dx urcity integral funkce jedné proménné x s mezemi od a do b

a
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Seznam pouzitého fyzikalniho znaceni

Symbol: Jednotka: Naézev veli€iny:
a m-s™? zrychleni
B T magnetickd indukce
c J-kg 1K1 mérna tepelna kapacita
J- Kt tepelna kapacita
C, J-K™1-mol™? molérni tepelna kapacita pii stalém p
Cy J-K™1-mol™? molérni tepelna kapacita pii stalém V
F N sila
g m-s™2 tthové zrychleni
h m vyska
I A proud
Ji kg - m? moment setrvacnosti
m kg hmotnost
mp kg - mol™! molarni hmotnost
n mol pocet molil
N - pocet atomtl/ molekul
o - 0sa
p Pa tlak
Q C naboj
Q J teplo
T m vzdalenost od osy
s m dréha
S m? plocha
S J-K1 entropie
t S cas
t °C Celsiova teplota
T K termodynamicka teplota
U J vnitini energie
m-s~t rychlost
/4 m3 objem
w J prace
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Ax
dx
ox

hustota
zména veliiny x
element (diferencial) veliCiny x

netplny diferencial veli¢iny x
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Seznam pouzitych fyzikalnich konstant

Avogadrova konstanta
Molérni plynova konstanta
Tihové zrychleni
Elementarni naboj

Permeabilita vakua

Hustota hliniku Al
Hustota médi Cu
Hustota vody H,0

Hustota Zeleza Fe

Poissonova konstanta dusiku N,

Poissonova konstanta chloru Cl,

Poissonova konstanta oxidu uhli¢itého CO,

Meérnd tepelnd kapacita c,, chloru Cl,

Meérna tepelnd kapacita cy,o vody H,0

Molarni hmotnost vodiku H,

47

Ny =6,0221367 102 mol™*!
R, =8,314510] -mol™t-K?
g =9,80665m:s2
e=1,60217733-10"°C

o = 4m-10"7 N - A2

pal =2700kg-m™3
Pcu = 8930kg-m~3
Pu,0 = 998 kg-m™3
Pre = 7860 kg - m™3

k = 1,404
kK = 1,355
k = 1,304
— ko-1.K-1
e, = 481]-kg " -K

Chy0 = 4180] kg™ - K1

My, = 2kg- mol~?

H
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Piiloha 1. ReSeni piikladii k procvi¢eni
1. Vrh svisly vzhiiru. Doba, kdy leti kdmen nahoru je rovna dobé, kdy kdmen leti dolti. Staci
vypocist dobu, kdy leti doli (volny pad) a pak vynasobit dvéma.
(h=sq=5m; s =0m;ty =0s;tg =7?s;t = 2t4S)
ds ds
— o at =

jtdt_fds

-

t=2t4=2s
2. Prace Cerpadla.
(@a=5m; b=4m;c=2m;h=18m;py,0=998kg-m™3g=10m-s"?)
m = pV = dm = pab ds
Prace vykonana pfi vy¢erpani dm: dW = (pab ds)gs

c
Celkova prace: W = pabg - fcc_h sds = pabg [g] = %pabg[c2 — (c —h)?]
o

1
W:§-998-5-4-10-[2-1,8-2—1,82]=395000]

3. TEAtE tyde.
(l=1m;pc, =8930kg - m™3;py =2700Kkg- m~3; xp =?m)

_1f d
xp=— | xdm
m=Vp =dm=Sdx-p = dmc, = Spcy dx, dm,; = Sp,; dx
l 31 S
m=mcy + Mp =S—pcu +S—pa = — (Pcu + 3pa1)
4 4 4
l/4 l l/4 l
Y[ p— (| S
Xp = — x dm xdmy | = X X X X
T Cu Al S1(pey + 3pa) Pcu Pal
0 /4 0 1/4
1
4 x%]4 x2]*
= Spea|=| + Spar|=
X Sl(pcy + 3pa1) pCu[ZI pAlIZL
= 4 (8930 ! —4+2700- [ )
T = 108930+ 3- 2 700) 32

xr = 0,363 m



4. Moment setrvacnosti Zelezné tyce.

(r=1m;pge =7 860kg-m3;] =?kg- m?)
]=jr2 dm
dm = pdr

Y v 11
Osa o prochazi stiedem tyce, proto r € (— > 5)

1/2 12
r3 7860 11 1
] = jrzpdr=p— =—-[—+—]=655kg-m2
3 3 8 8
-i/2 -1/2

5. Izotermicky déj.
(m=3g=3-10"3kgt, = —10°C = T, = 283,15 K;p, = 0,3 - 10° Pa;
P, = 0,6 10° Pa;myy, = 2kg-mol™%; Q = 7))
dT = 0 = 6Q = p(V)dV

124
V

pV=pV; =>p=

nR.. T mR..,T.
piVy =nRyTy =V =—2 1= —1

p1 Mmy, D1
PV
piVi = poVs =>E=71
V2
1 V, mRy,T, . P
=p(V)dV = dV = p, V. —dV =p,V;In—= In—
Q=pW) fp p1iVa f v p1iva nVl plmmHzpl npz
141
mR,T, p; 3-1073-8,3-283,15 0,3-107°
Q= In— = = n —
My, P2 2-10 0,6-10
Q=2271]

6. Zména entropie.
(to =15°C=T, = 288,15K;p, =95-103Pa;V, =0,51=0,5-103m3,AS =?
J-K™)

av
dT = 0= dS = p(V) —

Ty
V]_ == 3V0
PoVo
PV =poVo =p ==
n 3 3
dV pOVO 1 poVo Vl pOVO 3V0 95 " 10 " 0,5 " 10_
AS = — = —dV = In— = | = In3
fp Ty T, f v Ty "V, T, "V, 288,15 "

Vo



AS=0,18] K1
Proud ve vodiéi.
(I=3+6t2A;t€(28)s; Q=70

Q=j(3+6t2)dt
2

Q=[3t+2t3]18=3-8+2-83-3:2-2-23=24+1024-6-16=1026C
. Magneticka indukce nekone¢né dlouhého vodice.

(I=10A,y=0,02m,B=2T)

B = B, + B,, kde B, € (=, 0), B, € (0, +)

2

Pro B, i B, plati sina = g =7r?=

sin? a
B;: cotga = = = dx = inZa da
ol
dB—4 dsmada
s
H ol T 1
='u—dfsma da—ﬂ[—cosaE:%
0
B,: ad
2 COtga:E:Hix:_sinza
_ Bl
dB—4 d( sina) da
. 1 1
:li_d,l- —sina)daz%[cosa]%z%
2
ol 1ol Bl 1 4-m-10" =710

B=B,+B,= =1-10*T

and  Amd  “dmd 2 7002
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