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Uvod

Cislo je zakladnim prvkem matematiky, na jejichz principech je zaloZeno témét
vse, co se déje kolem nds, coz je jednim z divodd, pro¢ se ve své praci zabyvam

matematickym tématem.

Muj kladny vztah pravé k ¢iselnym fadam umocnuje skuteénost, ze jsem se s nimi
setkala jiz na zadkladni Skole pfi feSeni logickych tloh na matematickych olympiadach a
podobnych soutézich, kterych jsem se vzdy rada ucastnila. V té dob¢é jsem samoziejmée
jesté neznala zadna pravidla pro pocitani s ¢iselnymi fadami, pfesto jsem c¢asto logickymi
uvahami dokazala dojit ke spravnému vysledku. Nyni se pokusim své poznatky
0 nekonecnych Ciselnych tadach ptrenést do teoretické roviny a nakonec nastinim téz

zlomek jejich moznych aplikaci v praxi, konkrétné v ekonomii.

Moje bakalaiska prace je rozdélena na 2 hlavni ¢asti. V prvni z nich se zabyvam
nekonecnymi ¢iselnymi fadami jako takovymi. Definuji zde zdkladni pojmy, pfedstavim
nekteré vyznaéné tady, se kterymi budu pozdé€ji pracovat. Déle se zde vénuji Ciselnym
fadam s nezapornymi Cleny, kritériim konvergence a divergence, fadam absolutné a
relativné konvergentnim a alternujicim faddm. Vysvétlim téZ pojem pierovnavani fad. Ve
druhé ¢asti pak predstavim nckteré dulezité aplikace nekonecnych ¢iselnych fad, konkrétné

v ekonomii.



1 Nekonecné Ciselné rady

Zrod teorie nekone¢nych Ciselnych tad se udava ve druhé poloviné 17. stoleti spolu
se vznikem diferencialniho a integralniho poc¢tu. Béhem staleti vyvoje, kdy nekonecno
bylo jesté postrachem védcl a pojem konvergence fady zatim nebyl konstituovan,
dochazelo pii pocitani s fadami Casto k omyliim. Nejenom matematikové, ale i filozofové

se snazili tento problém vyfesit.

Jako ptiklad uved’'me Zenona z Eleje (490430 pf. n. 1.), feckého filosofa, jenz byl
znamy tim, ze pomoci dialektiky dokazal rozebrat a rozostfit argumenty protivnikd, takze
se jevily pochybné. Jednim z jeho nejznaméjsich dikazi je Zavod Achillea se Zelvou:
,Pokud ma Zelva sebemensi naskok, pak ve chvili, kdy se Achilles dostane z bodu A do
bodu B, je zelva jiz za bodem B, v bod¢ C. Kdyz je Achilles v bod¢ C, je zelva jiz v bodé
D za bodem C. Vzdalenosti mezi body se neustale snizuji, ale Achilles zelvu nikdy
nedohoni.” Zenon tak tvrdil, Ze neni mozné, aby nekone¢ny soucet kladnych cisel byl
konecné c¢islo. Se soucty nekone¢nych geometrickych Cciselnych fad jiz pracoval
Archimedes (287-212 pft. n. 1.) pti ur€ovani kvadratury paraboly. Prvni nekoneénou fadu,
ktera nebyla geometrickd, secetl na zaklad¢ fyzikalnich uvah az sttedovéky matematik

Richard Swineshead.

V celé historii matematiky byla snaha zodpovédét dvé zakladni otazky pro pocitani

s nekone¢nymi Ciselnymi fadami:
Jak secist nekonecnou (spocetnou) mnozinu cisel?

Plati pro nekonecné soucty podobné zakony jako pro soucty konecné, zejm.

asociativni, distributivni a komutativni zdakon?

Ve své praci se pokusim na ob¢ otdzky srozumiteln¢ odpovedeét.

Pti tvorbe této kapitoly byly vyuzity hlavné zdroje [1], [4], [9], [10], [11], [12] a [13].



1.1  Zakladni pojmy a vlastnosti

O nekonecné fadé¢ mluvime, s¢itdme-li nekonecné mnoho realnych ¢isel, coz je
pfirozenym rozSifenim operace s¢itani kone¢ného poctu cisel. Zaved'me nejprve tento

pojem.

Definice 1 Necht’ {an }::1 je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol
D a, nebo a +a,+a;+..+a, +..

nazyvame nekonecnou radou redlnych cisel (struéné jen nekonecnou radou nebo jen

Fadou).
Prvky posloupnosti {a, |7, nazyvame cleny rady, pticemz a, piedstavuje n-1y clen; n se
nazyva scitaci index.

Definice 2 Uvazujme fadu > a, . Posloupnost {s, ", , kde

n=1’
n=1

S;=q
S, =q, +4a,

s, =a, +a, +a,
n

Sy =a +a, +..+a, =Y &
i=1

nazyvame posloupnost castecnych souctu této tady. Cislo S, nazyvame n-tym castecnym

0 0
souctem Fadyy_a, . Jestlize vynechame v fadé » a, prvnich k ¢leni, dostavame fadu
n=1 n=1

Z Q., =8, +8,, + 85 +.., kterou nazyvame k-tym zbytkem rady a znacime R, .
n=1



0

Existuje-li vlastni limita lims_  =s, fekneme, ze fada Zan konverguje a ma soucet S.

n—oo
n=1

Neexistuje-li vlastni limita lims_, fekneme, Ze fada Zan nekonverguje nebo také, ze

n—oo
n=1

fada i a, diverguje.

n=1

Pokud tada diverguje, jsou tii moznosti:

* lims, =0 = fekneme, ze fada diverguje k +oo;

n—oo

* lims, = —0 = fekneme, ze fada diverguje k —co;

n—oo

* lims, neexistuje = fekneme, ze fada diverguje (osciluje).

n—oo
0 0

V piipadg, Ze fada ) a, konverguje a ma soucet s, znadime » a, =s. Pokud fada
n=1 n=1

> a, diverguje k +oo, piSeme » a,=oo; jestlize » a, diverguje k -oo, tak
_ n=1 n=1

ekvivalentné Zan = —
n=1

Poznamka 1 Vzdy nastane pravé jedna ze situaci: fada konverguje, fada diverguje k + o,

fada diverguje k —oo nebo fada osciluje. Kazda posloupnost ma totiz nejvyse jednu limitu.

Priklad 1 Naleznéte soudet fady Zn—-‘_lz
n=1

Reseni:
Radu rozd¢€lime na soucet dvou fad a upravime:

1

“n+2 &N R - 21 &1 |
7—_=Z—,+2'Z—!=Z( +2nz nZ—+2 > ==3>--2=3e-2,

-

n! n! = n! —n!

protoze le je Tayloriiv rozvoj funkce e v bodé X =1 (viz napi. [13]).
n=0 n:
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Soucet tady jsme schopni uréit spiSe vyjimecné. Mnohem castéji se musime
spokojit se zjisténim, zda dana fada konverguje ¢i diverguje, tj. zkoumame, zda jsou u dané
fady splnény nutné a postaCujici podminky konvergence. V piipadé, ze konverguje,

muzeme se pokusit nalézt jeji soucet, coz vsak je (jak jsem jiz zminila) ¢asto nemozné.

Nasledujici véta udava nutnou podminku konvergence tady.

Véta 1 Jestlize rada Z a, konverguje, pak plati lima, =0.

n=1

Dukaz této véty mizeme najit napt. v [13].

Poznamka 2 Obracena véta neplati. Ne kazda fada Z a, , jejiz Cleny jdou limitné k nule,
n=1

konverguje. Potvrzuje to napf. harmonickda nebo geometricka fada, se kterymi se
sezndmime pozdéji.
Naopak, jestlize neni splnéna nutnéd podminka konvergence, tj.

lima, =0,

n—o

pak fada ) a, diverguje.
n=1

Priklad 2 Ovéite, zda je splnéna nutnd podminka konvergence u fady

ign2—4
n?+1"

n=1

Reseni:

Vypocteme limitu

11



o , , } e e 9n® -4
Vidime, Ze nutnd podminka konvergence splnéna neni, z ¢ehoz plyne, ze fada E il
- NT +
n=1

diverguje.

Poznamka 3 Konvergenci, resp. divergenci fady neovliviiuje chovani kone¢ného poctu
jejich Clend. Budeme proto uzivat imluvu, Ze jestlize néjaky predpoklad nemusi platit pro
kone¢ny pocet Clend, fekneme, ze plati pro skoro vsechna n, tzn. az od jistého indexu

pocinaje.

Nasledujici véta udava nutnou a postacujici podminku konvergence fady; jeji nevyhodou je

ovSem nevhodnost uziti k praktickym vypoctim.

Lemma 1 (Cauchyovo — Bolzanovo kritérium konvergence) Rada Z a, je konvergentni
n=1

pravé tehdy, kdyz posloupnost jejich ¢asteénych soucttl je cauchyovska, tj. pro libovolné

¢ >0 existuje n, € N takové, ze pro kazdé ne N,n>n, alibovolné me N plati

+a ,+..+a <¢.

n+m n+1 n+2 n+m

[Spem — Sa| =2

Dukaz lze najit napt. v [13].

S fadami miZeme provadét operace scitani (resp. odc¢itani) a ndsobeni realnou

konstantou. Dostaneme opét fady, jak fika nasledujici definice:

Definice 3 Souctem, resp. rozdilem, fad ) a, a » b, rozumime fadu ) (a, +b,), resp.

n=1 n=1 n=1

fadu Y (a, —b,).
n=1

Ndasobkem rady z a, a cisla ¢ € R rozumime fadu Z (c-a,).

n=1 n=1

12



Véta 2 Necht' jsou dany dvé fady Zan a an. Necht' existuje n, € N takové, zZe

n=1 n=1

a, =b, pro kazdé n > n,. Pak obé fady bud’ konverguji, nebo ob¢ diverguji.

Dukaz plyne z Poznamky 3.

Véta 3 Necht' jsou dany dvé konvergentni fady » a,, D.b, a necht > a =aeR,
n=1 n=1

= n=1

0

Zb =beR. Pak je konvergentni 1 fada Z(an th,) a plati
=1

n
n=1

Y(a, +b)=3a,£3 b =atb.
n=1 n=1 n=1

Dukaz této véty mizeme najit napt. v [13].

Poznamka 4 Obracené tvrzeni neplati. Jestlize je konvergentni fada Z(an +b,), tak to
n=1

jesté neznamena, Ze jsou konvergentni také dil¢i fady Z a, a Z b, . Piikladem jsou napf.
n=1 n=1

0

fady i(—l)“‘l,Z(—l)” |

n=1

Nasledujici véta mlize byt povazovdna za analogii distributivniho zdkona pro konecné

soucty.
Véta 4 Necht' tada Zan konverguje a necht’ Zan =aeR. Pak pro libovolné ceR
n=1 n=1

konverguje téz fada » (c-a,) a plati

n=1
i(c-an)zcian =cC-a.
n=1 n=1

Naopak, konverguje-li fada Z(c -a,), kde ce R, ¢c#0, konverguje i fada Zan .

n=1 n=1

13



Dukaz této véty mizeme najit napt. v [13].

Poznamka 5 Jestlize fada Z a, diverguje, pak pro c = 0 diverguje i fada Z (c-a,).

n=1 n=1

Nasledujici véta byva ozna¢ovana za asociativni zdkon pro konvergentni fady.

je libovolna rostouci

Véta5 Necht je fada Zan konvergentni a necht {nm}::l

n=1

posloupnost piirozenych ¢isel. Polozme ny, =0 a pro me N oznacme

b,=a, .+a, .,+.+a,.

m

Pak fada ) b, konverguje a plati

m=1

ibm :ian .

m=1 n=1

Dukaz této véty mizeme najit napt. v [13].

Poznamka 6 Vétu 5 Ize vyslovit: Konverguje-li fada a, +a, +...+a, +..., pak konverguje
ifada (a +a,+..+a,)+(@,  +a, ,++a )+..+ (@, ,+8, o+ +d )+.. ama

stejny soucet.

Poznamka 7 Obracené tvrzeni neplati. Piikladem je Grandiho ftada, o které bude
pojednano dale.
1.2  Vyznacéné rady
Definice 4 Nejznaméjsim prikladem nekonecné fady je geometrickad rada
Y ag“ =a+aq+ag’ +..,
k=0

kde ¢islo a#0 je prvni ¢len fady a ¢islo g nazyvame kvocient fady. Ze stfedni $koly vime,

ze pro soucet S, prvnich n ¢lenti geometrické fady plati pro q #1 vztah

14



apro q=1 pak

Odtud podle definice souc¢tu nekonecné fady plati:
a) je-liq>1,pak s=Ilims, =+
o ) a
b) je-li-1<q<1,pak s=Ilims, = T
n—oo — q

c) je-liq<-1,pak s=Ilims_ neexistuje.

nN—oo

Poznamka 8 Jinak feceno, geometrickd fada konverguje (ma konecny soucet) pro |q|< l.

V ostatnich piipadech geometricka fada nekonverguje, piesnéji pro q > 1 diverguje (ma

nekonecny soucet) a pro g < -1 osciluje.

Definice 5 Rada

0

Z(a1+(n_l)'d),

n=1

kde a,,d € R, se nazyva aritmetickd Fada s prvnim ¢lenem &, a diferenci d.

. s x « . S 1y . n . -
Poznamka 9 n-ty castecny soucet aritmetické fady je s, :E(al +a,). Dale plati, ze

jestlize je alesponi jedno z ¢isel @, a d rizné od nuly, tak fada diverguje, tedy konverguje

jen v piipadé, ze a, =d =0.

Definice 6 Rada

> 1
2

se nazyva harmonickad rada. Kazdy jeji ¢len je harmonickym primérem dvou sousednich

1 1

a,, a

n+l

¢lend, ¢ili plati i =
a 2

n

15



Poznamka 10 Harmonickd fada je specialnim piipadem fady Zip pro p=1. Tato fada
n

n=1
konverguje pro p > 1 a diverguje pro 0 < p <1, jak si dale ukazeme. Harmonicka fada tedy

diverguje k +oo.

Definice 7 Rada

>y

se nazyva Grandiho rada.
Poznamka 11 Grandiho fada osciluje.
1.3 Ciselné Fady s nezapornymi ¢leny

Definice 8 Rada Zan se nazyva rada s nezdapornymi (resp. kladnymi) cleny, jestlize

n=1

a, >0 prokazdé ne N (resp. a,> 0 pro kazdé ne N).
Véta 6 Kazda fada s nezapornymi ¢leny bud’ konverguje, nebo diverguje k + .

Dtikaz: Tvrzeni véty plyne ze skuteCnosti, Ze posloupnost ¢astecnych soucttl {Sn }:;1 u fad

s nezadpornymi Cleny je vzdy neklesajici, protoze s, ., =a,,+S,2S,. Tyto fady tedy

n+1

nemohou nikdy oscilovat.

Véta 7 Rada s nezapornymi &leny konverguje pravé tehdy, kdyz je posloupnost jejich
¢aste¢nych souctl (shora) omezena.
Dutkaz: Pro ¢éaste€né soucty s, fady s nezdpornymi Cleny plati, Ze S, <S

pro kazdé

n+1
ne N. Posloupnost ¢astecnych soucti je tedy neklesajici, a ma tudiz konecnou limitu

pouze Vv ptipadé, Ze je shora omezena.

16



Dale se budeme podrobné zabyvat kritérii konvergence a divergence, ktera udavaji

postacujici podminky pro konvergenci, resp. divergenci fady.

1.3.1 Kritéria konvergence a divergence

Véta 8 Prvni srovnavaci kritérium

Necht' >"a, a > b, jsoufady s nezdpornymi ¢leny a necht

n=1 n=1
a, <b, prokazdé¢ neN.

Potom plati:

= Konverguje-li fada an , potom konverguje i fada Zan ;

n=1 n=1
= diverguje-li fada Zan , potom diverguje i fada an .

n=1 n=1

Diikaz této véty mizeme najit napt. v [4].

Definice 9 Necht’ Z a, a Z b, jsou fady s nezapornymi ¢leny a necht’ a, <b, pro kazdé

n=1 n=1

neN. Potom fadu » b, nazgvame majoranini fadou kfad® > a, a fadu ) a
n=1 n=1 n=1

0
minorantni fadou k fadé > b, .
n=1

Poznamka 12 Vétu 8 lze tedy vyslovit také tak, ze jestlize konverguje majorantni fada,
pak také konverguje fada minorantni a naopak, tj. Ze z divergence minorantni fady plyne

divergence fady majorantni.

Poznamka 13 Ke srovnavani volime fady nam znamé: aritmetickd, geometricka,

harmonicka,...

17



Véta 9 Druhé srovnavaci kritérium
Necht’ Z a, a z b, jsou fady s kladnymi ¢leny a necht’
n=1 n=1

a

n+l < bn+l

" pro kazdé ne N.

n n

Potom plati:

= Konverguje-li fada ) b, , potom konverguje i fada ) a, .

n=1 n=1

= Diverguje-li fada ) a, , potom diverguje i fada ) b, .

n=1 n=1
Dukaz této véty miizeme najit napt. v [4].

Poznamka 14 Konvergence nebo divergence fady nezdvisi na hodnotich pocatecnich
¢lend fady. Predchozi dvé véty proto zlstanou i nadéle v platnosti, nahradime-li vyraz “pro

vsechna n e N “ vyrazem “pro skoro vSechna ne N .

Véta 10 Limitni srovnavaci kritérium

Necht’ Z a, a z b, jsou fady s nezdpornymi ¢leny a necht’ existuje

n=1 n=1
. a
lim—=1L.
Je-li L < o a konverguje-li fada Z b, , pak konverguje i fada Z a, .
n=1 n=1

Je-li L > 0 a diverguje-li fada Z b, , pak diverguje i fada Z a, .
n=1 n=1

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [1].

Véta 11 Podilové kritérium — D’ Alembertovo

Necht’ Z a, je fada s kladnymi ¢leny. Jestlize pro skoro vSechna ne N plati nerovnost:
n=1

18



a e .
= ™ <q<I1,pakfada ) a, konverguje;
a

n n=1

a - : :
= ™. >1 pakfada ) a, diverguje.
a

n n=1
Dukaz této véty muzeme najit napt. v [1].

Véta 12 D’ Alembertovo limitni podilové kritérium

Necht' > a, je fada s kladnymi ¢leny. Existuje-li

n=1

Iimhzq, kde qeR*:Ru{ioo},

N—o0 a
n

potom V ptipadg¢, ze:

= g<I,fada ) a, konverguje;

n=1

= g>1,fada ) a, diverguje;

n=1

= (=1, nelze o konvergenci fady Zan pomoci tohoto kritéria rozhodnout — fada
n=1

muze konvergovat i divergovat.

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [4].
4 4 > : sy H an+l % c
Poznamka 15 Lze dokazat, Ze jestlize limsup—==q a q < 1, potom fada Zan
n—oo an )

konverguje; pokud vSak q > 1, nelze o konvergenci fady Z a, rozhodnout.
n=1

Véta 13 Odmocninové kritérium — Cauchyovo

Necht’ Z a, je fada s nezapornymi ¢leny. Plati-li nerovnost
n=1

= 0<¢y/a, <q<1 proskoro viechna ne N, potom fada ) a, konverguje;
n=1
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»= 1/a, > 1 pro nekone¢né¢ mnoho n € N, potom fada Z a, diverguje.

n=1
Dukaz této véty muzeme najit napt. v [1].

Véta 14 Cauchyovo limitni odmocninové kritérium

Necht’ Z a, je fada s nezapornymi ¢leny. Existuje-li
n=1

lime/a, =q, resp. limsupy/a, =q, kde q eR*,

nN—oo

potom V ptipadg¢, ze:

= <1,fada ) a, konverguje;

n=1

= g>1,fada ) a, diverguje;

n=1

* (=1, nelze o konvergenci fady Zan pomoci tohoto kritéria rozhodnout — fada
n=1

muze konvergovat i divergovat.

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [4].

» sin1
Pfiklad 3 Rozhodnéte o konvergenci fady > —"..
1 N

Reseni:

. o o : 1 ;o T "
Pro vSechna pfirozena ¢isla n je zlomek = kladny a je roven maximalné jedné, takze je
n

.1
sin—
n

kladna i hodnota sinl a tim padem i cely vyraz . Jedna se tedy o fadu s kladnymi
n

Cleny.
Zkusme nejprve pouzit pro vySetieni konvergence/ divergence zadané fady Cauchyovo

limitni odmocninové kritérium:
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. n . |e "
=limly/a. J=1lim =lim ~——— | =lim
n
n—oo n—oo Q/ﬁ N—>o0| [{/ﬁ
1
. i Lion lim 110 limD 0
lim¥n =lime" =g n =g =g% =1
n—o0 nN—o0
1
In(smj -1 In(siny)
lim N/ |- n = lim msiny)
n—o0 n N y—0* 1
n—>0=Yy—>0 o
y
—y%cosy y?
= lim| —=—=2 | = lim(~cosy)- lim| —
y—0"* siny y—0° y-0°\ siny
) 2
=-1-lim <y =0
y-0'{ cOoSy

Z vyse uvedenych uprav plyne, ze g=1.

- sinE
O konvergenci fady » —

n=1

tedy nelze pomoci tohoto kritéria rozhodnout.

D’ Alembertovo limitni podilové kritérium nam da také nerozhodny vysledek g = 1:

sin 1
n+1 Sini
q:lim( ”*1J:Iim “+i :Iim(—j-lim “1+1 -
N—o0 n—o0 . n—oo Nn—o0 .
a" SIN— n+ SInN—
n n
n
1 1
SIN—— COS—— nz
=1 lim — "L = fim _[=1.
n—oo . n—o
sin~ cost (n+1)
n n
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Z dosud uvedenych kritérii ndm jest¢ zbyvaji srovnavaci kritéria. Pro vSechna ptirozend n

1 . 1.
lezi — mezi 0 a 1, takze sin— je kladny, a proto plati
n n

1 .
Sin— Sin—
1 s =1
Nez— LEPPETS
n N na N

0<

n
- 1. o, . v . . s
Rada Z— je harmonicka, o které vime, ze diverguje, a proto ani podle tohoto kritéria
n

nemiizeme o konvergenci dané fady rozhodnout.

JeSté ndm zbyva limitni srovnavaci kritérium. Pokud se n blizi k nekone¢nu, hodnota

1 e s T y 1
vyrazu — se piiblizuje k nule, takze sin— je v podstaté roven —:
n n n

sin1 1
n _n_1

5

n n n

Tento odhad je samoziejmé nutné ovéfit:

sin1
. n Siné 1

. . y=-— . [siny .

lim % =lim Tn = n = ||rp[—j= Ilrgl(cosy)zl < o0,
P 0 n—o>owo=y—>0" ' y '

Na$ odhad byl tudiZ spravny a muizeme aplikovat limitni srovnavaci kritérium: ProtoZe

y =1 . o . . s L v
fada Z_z konverguje (viz Piiklad 5 nize), konverguje také nami studovana fada
n=1 n

" sinH
2

Véta 15 Limitni Raabeho kritérium

Necht’ Z a, je fada s kladnymi €leny a necht’ existuje limita
n=1

N—o0
n

Iimn-(l—%qu, kde q eR*.
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Potom plati:

= je-lig>1, potomfada ) a, konverguje;

n=1

= je-lig<1, potomtada ) a, diverguje.

n=1

= je-li g = 1, nelze o konvergenci fady Zan pomoci tohoto kritéria rozhodnout —
n=1

fada mize konvergovat i divergovat.

Diikaz této véty mizeme najit napt. v [15].

Véta 16 Raabeho kritérium
Necht’ Z a, je fada s kladnymi ¢leny.
=1

= Jestlize existuje A > 1 a celé ¢islo N takové, Ze pro vSechna n > N mame

an+l <1_ é

a n

pak dana fada ) a, konverguje.
n=1

= Jestlize existuje realné Cislo M a celé ¢islo N takové, Ze pro vSechna n > N mame

a 1 M

”_+121____2,
a n n

n

pak dana fada z a, diverguje.

n=1

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [8].
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Existuje hodn¢ modifikaci tohoto testu. Nasleduje jedna z vitbec nejobecnéjsich.

Véta 17 Necht Z a, jefada s kladnymi ¢leny. Pfedpokladejme, ze existuje redlné ¢islo A

n=1

a ¢isla v, takova, Ze pro vSechna pfirozend n mame

aftada Z v, je absolutné konvergentni.
n=1

Pak dana fada Z a, konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz A >1.

n=1

Duikaz této véty miZzeme najit napt. v [3].

2
Priklad 4 Urcete, zda konverguje fada 2(12 3456(2r(12—n23)j :
| 2.4.6-..-

Reseni:

Tato fada ma vSechny cleny kladné, proto mizeme aplikovat vySe uvedend kritéria.

Zkusme nejprve pouzit D’ Alembertovo limitni podilové kritérium:

q:“m[m]:“m( 1-3-5-..-(2n+1) 2-4-6-..-(2n) T _

> @ ) noel 2.4-6-.-(2n+2) 1-3-5-...-(2n—1)

o (1.35..(2n-1)-(2n+1) 2-4-6-.-(2n) ' . (20412 | 2ol
_I'm( 2:4.6-...-(2n)-(2n+2) '1~3~5-...-(2n—1)j “m(MJ = m— | =t

n—o0 n—o

Vysledek q=1 pro nas neni pfiznivy, jedna se o neurcitou hodnotu, takze o konvergenci

fady nemtiZeme rozhodnout.
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Dalsi alternativu ptedstavuji testy zdokonalujici podilové kritérium. Vyzkousime to

nejjednodussi z nich, limitni Raabeho kritérium:

1- 2n+1)
. a,., . 2n+1\ )] .. 2n+2 : 2n+1)  2n?
lim n1-—=2L | |=lim n| 1- =lim —=—=2 |=1lim| 2- . = |=
n—w an n—w 2n+2 n—w 1 n—w 2n+2 (2n+2)

n—o0 2 . 2 2
2+ — £
n (2+nj

Opét jsme dostali neurcitou hodnotu, a stale tedy nedokazeme o konvergenci dané fady
rozhodnout.

Zkusme proto obecnéjsi verzi Raabeho kritéria uvedenou ve Vété 17:

a, ., 2n+1 —-4n-3 —4n-3
-1= -1= > = .

a, 2n+2 (2n+2)* 4n’+8n+4

a, . 1 (2n+1) , 1 5n+4
-1+—= —l+—=7—

a, n (2n+2 n i4n +8n+4)

ﬂ:1—£+ on+4 Sn+4

=V, =
a, n (4n*+8n+4n " (4n*+8n+4h

Uzitim  limitniho  srovndvaciho kritéria nyni dokdZeme konvergenci tady

N 5Sn+4 . iy on+4 5n 1 ,
Z 5 . Nejprve odhadneme pftiblizné 5 ~ —5 ~ —, apoté
n:1i4n +8n+4)ﬁ (4n +8n+4)n 4n n

tento odhad ovéfime:

5n+4
(4n? +8n+4h . 5n° +4n? 5
m = lim e |77 < o0
n—0 1 oo\ 4n° 4+8n°+4n ) 4

r]2
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Nas odhad byl tudiz spravny a muizeme aplikovat limitni srovnévaci kritérium: Protoze

=1 . . o 5n+4
fada » — konverguje (viz Piiklad 5 niZe), konverguje také rada .
2 guje ( ) &l Z“4n2+8n+4

n= N n—L

i .. > (1-3-5-...(2n-1
Aplikovanim Véty 17 na pivodni fadu zjistime, ze fada Z( 23456 ( ?2 ))
. . ot n

n=1

2
J diverguje,
protoze A=1.

Véta 18 Integralni kritérium

Necht f je realna funkce jedné proménné definovana na intervalu <1, ), ktera je na tomto

intervalu nezéporna a nerostouci. Necht' f(n) =a, pro viechna ne N . Potom fada ) a,
n=1

konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral j f(x)dx.
1
Diikaz této véty mizeme najit napt. v [4].
Priklad 5 Rozhodnéte o konvergenci fady Z ik Vv zavislosti na realném parametru K.
n-1 N

Reseni:
Zkusme si nejprve vypsat prvnich par ¢leni fady:
=1 1 1
z—k:1+—k+—k+...
gl 2" 3
Je ziejmé, Ze se jedna o fadu kladnych c&isel. Pro k <0 neni splnéna nutnd podminka

konvergence, atada tedy diverguje. Pro k > 0 uzijeme integralni kritérium, nebot’ ostatni

dosud uvedena kritéria selhavaji. Polozme f(n)= ik =n"" pro viechna ne N.Pron>0a
n

k>0 je to klesajici a kladna funkce. Pro k # 1 plati

t 1-k

] ] 1
lim | x ™ dx = lim = I <o prok>1,

taocl too k-1 k —

= prok <1.
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Pro k > 1 tada tedy konverguje, pro k < 1 diverguje. Pfipad k = 1 musime z integra¢nich

divodu posoudit zvlast. Nejprve vSak poznamenejme, 7e pro k=1 je fada tvaru

- 1 1 iy —y ;- 1 g o«
E == 1+ + 3 +..., coZ je fada harmonicka. Pomoci integralniho kritéria snadno ur¢ime
1 N

n=.

t
divergenci této fady. Plati totiz Iimjldx =lim[Inx],' =limInt =

t—owo t—o t—o

Rada Zik tedy konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. Pfitom pro vSechna k > 0 je
n=1 n

splnéna nutnd podminka konvergence.

Nasledujici test 1ze povazovat za mozna nejsilngjsi test konvergence.

Véta 19 Kummerovo kritérium

Necht’ Z a, jefada s kladnymi ¢leny.

n=1

Rada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz existuje A >0, kladna &isla p, a celé

¢islo N takové, Ze pro vSechna n > N mame

P, . _pn+12A'

n+1

Rada diverguje tehdy a jen tehdy, kdyz existuji kladna &isla p, takova, Ze

=1
z— =00, a celé Cislo N takové, ze pro vSechna n > N mame

n=1 pn

pn : _pn+1SO'

n+1

Dtikaz této véty mizeme najit napi. v [15].
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Priklad 6 Vysetfete pomoci Kummerova kritéria konvergenci fady

< < a+k-Ink
kde «, 0.
;a” ;Hﬂ+ (k+1)-In(k +1)’ il

Reseni:

Zvolime-li p, = a+(n+1)-In(n+1), pak

k a+k-Ink
— Poy =+ (n+1) In(n+1)]~H'B+(k+1)'ln(k+1)—[a

n+1

-~ o +K-Ink
Hﬁ'+(k +1)-In(k +1)

+(n+2)-In(n+2)]=

Pn

=[a+(n+1)-In(n+1)]- Z (D) (D) ~[a+(+2)-In(n+2)]=p-a.

Z Kummerova kritéria tedy vyplyva, ze je dana fada konvergentni, pokud f>a .

0

Je-li p=a, ziskdme fadu ia Z Zw:

pr] o+ n+1 n(n+1 “~o+n- Inn

Zvolme M e N takové, aby a < n-Inn pro vSechna n>M .

0

Pak « - Z

a+n- Inn 4. Inn+n Inn “~n-.Inn’

« > 1 . . - v v s s
Rada Z— diverguje - zjistime to napt. uzitim integralniho kritéria:
n-m N-INN

Polozme f(n)= pro vSechna n>M . Jde 0 nezapornou a nerostouci funkci a plati:

n-Inn

1
t =
lim dx = lim Ld _Ilm[ln|lnx|]
t—>ooMx.|nx t—o0 |nx t—o0

Z toho plyne, Ze také fada Z

diverguje.
~ a+(n+1)-In(n+1) o
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o0

=1
Je-li = 1)-In(n+1), pak ) —= -
elli p<a a p,=a+(n+1)In(n+1), pa nz=1:pn ;a+(n+1)..n(n+1) ”

(viz piipad a=p) a fada Y [] a+k-Ink

je tudiz dle Kummerova kritéria
1 p+(k+1)-In(k +1)

divergentni.

konverguje prave tehdy, kdyz a <p .

© N k-Ink
Souhrnng, fad =
ouhrnné, fada nzzlllk_:!ﬂ+(k+l)'ln(k +1)

Ackoliv je Kummerovo kritérium velmi mocné, tak pravé jeho obecnost zpiisobuje, Ze v
praxi je Casto téméf nepouzitelné. Jeho limitni verze je sice méné silnd, ale mnohem

jednodussi.

Véta 20 Kummerovo kritérium - limitni verze

Necht’ Z a, Jefada s kladnymi ¢leny. Predpokladejme, Ze pro kladna ¢isla p, limita

n=1

. a,
p=|lm pn__pn+1
n—o0 a 1

n+.

konverguje.

= Jestlize p > 0, potom fada » a, konverguje.

n=1

- 1 > . .
= Jestlizep<Oa Z— =00, potom fada Zan diverguje.

n=1 n n=1

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [15].
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Véta 21 Gaussovo kritérium

Necht’ Zan je tada s kladnymi c¢leny. Piedpokladejme, Ze existuje realné Cislo A, Cislo
n=1

r > 1 a omezena posloupnost {B,} takova, Ze pro viechna n e N mame

Pak tfada Z a, konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz A > 1.
n=1

Diikaz této véty mizeme najit napt. v [8].

. : (1-3-5-..(2n-1
Priklad 7 Dokazte divergenci fady Z( 35 ( n )

2
J z Prikladu 4 pomoci Gaussova

=\ 2-4.6-...-(2n)
kritéria.
Reseni:
2 2
A=lim n| 21| |=1lim| n (2””] || = timf ANy
el @, N0 2n+1 ool AN +4n+1
8, , 1_  n+1l  _1f n®+n’
a,., n  4n*+4n’+n n’l 4n®+4n®+n
___ Mt
" 4n®+4n% +n
r__r v an A Bn . 4
Z toho vyplyva, ze a_:1+ﬁ+_r’ kde A=1, {Bn} je omezena posloupnost
n+l n
: n®+n’
definovand pfedpisem B =———-———— pro kazdé ne N a¢islo r =2 > 1. Gaussovo
4n° +4n° +n

kritérium Ize tedy aplikovat a fada i(123456(2?2_n1))

n=1

2
J diverguje.
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Pro uplnost nyni uvedeme jesté tii dalsi kritéria pro fady s nezdpornymi Cleny, kterd jiz

Vv praci nebudou ilustrovana na ptikladech.

Véta 22 DeMorgan-Bertrandovo kritérium

Necht’ Z a, je fada s kladnymi ¢leny. Necht’ ¢isla p, spliluji pro v§echna n

n=1

a
a

14 li P
n ninn

n

n+1l

= Jestlize liminf p, > 1, pak dand fada Zan konverguje.
n—o0 =1

= Jestlize limsupp, <1, pak dana fada ) a, diverguje.

n=1
Dukaz této véty miizeme najit napt. v [7].

Véta 23 Cauchyho kondenzaéni kritérium

Uvazujme fadu Zan takovou, ze {an }::1 je nerostouci posloupnost kladnych cisel.
n=1

Tato fada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz fada z 2"a,, konverguje.
n=1

Duikaz této véty mizeme najit napt. v [15].
Nasledujici test se také diva blize na to, jak rychle jdou ¢leny fady k nule.

Véta 24 Ermakovo kritérium

Uvazujme ftadu Zan. Necht' f je nerostouci kladnd funkce takova, ze a, = f(n).
n=1

Predpokladejme, Ze limita
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konverguje.

= Jestlize r < 1, pak dana fada ) a, konverguije.

n=1

= Jestlize r > 1, pak dana fada ) a, diverguje.

n=1
Dukaz této véty muzeme najit napt. v [2].

Poznamka 16 Pii volbé kritéria vZdy piihlizime ke tvaru a,. V pfipad¢, Ze nemliZeme

podle nami zvoleného kritéria o konvergenci fady rozhodnout, pouzijeme jiné kritérium.

Poznamka 17 Existuje mnoho dalSich kritérii konvergence pro fady s nezdpornymi Cleny.
Z4dné ale neni univerzalni vtom smyslu, e bychom podle n& mohli rozhodnout

0 konvergenci/divergenci libovolné fady s nezapornymi Cleny.
1.4 Rady absolutné a relativné konvergentni

Nyni se budeme zabyvat ¢iselnymi fadami Z a, , kde a, € R. Nejprve zavedeme dulezity

n=1
pojem pro tyto fady s libovolnymi ¢leny, kterym je absolutni, resp. relativni (neabsolutni)
konvergence. Vsimneme si specialniho pfipadu - fad se stfidavymi znaménky, tzv.
alternujicich tfad. Déle se zaméfime na to, zda lze pferovnavat Cleny Ciselné fady, aniz by

se zménil jeji soucet.

, konverguje i fada > a, .

n=1

Véta 25 Konverguje-li fada ) |a,
n=1

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [1].

Poznamka 18 Obracen¢ neplati. Je proto vhodné zavedeni silngj$i vlastnosti nez je

konvergence.
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Definice 10 Rekneme, Ze fada Zan konverguje absolutné, jestlize konverguje fada

n=1

i|an|. Jestlize fada ian konverguje a i|an| diverguje, fikdme, Ze fada ian
n=1

n=1 n=1 n=1

konverguje neabsolutné neboli relativné.

Poznamka 19 Pro fady s nezapornymi Cleny je pojem absolutni konvergence shodny

s pojmem konvergence.

Véta 26 Necht fada Z a, konverguje absolutné. Potom plati

n=1

2.8
n=1

<>Ja,|.
n=1

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [1].

0
Jelikoz fady Z|an| jsou fady s nezdpornymi Cleny, lze pro urovani absolutni konvergence
n=1

fad uzit kritéria konvergence a divergence pro fady s nezapornymi ¢leny.

Véta 27 Srovnavaci kritérium

Necht’ z b, je konvergentni fada s nezdpornymi ¢leny a Z a, fada s libovolnymi ¢leny.

n=1 n=1

Potom plati:

= jestlize |an| <b, pro kazdé¢ ne N, pak Z a, konverguje absolutné;

n=1

a'n+1

b 0
= jestlize |- < l;—” pro kazdé ne N, pak ' a, konverguje absolutng.

n n=1

Dikaz: Plyne piimo z Véty 8 a Véty 9.
Véta 28 Odmocninové kritérium

= Jestlize ,n/|an| <g<1prokazdé ne N, pak Zan konverguje absolutné;

n=1
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= jestlize §/|a,| =1 pro nekoneén& mnoho indextt ne N, pak > a, diverguje;

n=1

» jestlize existuje limita I|m1/ =geR* pak pro g < 1 tfada Za konverguje

n=1

absolutn& a pro q > 1 fada ) a, diverguje.
n=1

Duikaz: Plyne pfimo z Véty 13.

Piiklad 8 Rozhodnéte o absolutni konvergenci fady Z(—l)n n; :
—ry In"(n+2)

Reseni:

|Im1"/ —|Imn =lim———————
N—>o N—>o0 n+2 N—oo n”n n+2 n”‘”'n n+2)

Dana tada je tedy absolutn¢ konvergentni.

Véta 29 Podilové kritérium

RE
»  Jestlize |2

<q<1prokazdé ne N, pak Zan konverguje absolutné;

n n=1

an+l

= jestlize

>1 prokazdé ne N, pak > a, diverguje;
n=1

n

an+l

an

» jestlize existuje limita lim—=

N—o0

=qeR*, pak pro q < 1 fada ) a, konverguje

n=1

absolutng a pro q > 1 fada ) a, diverguje.

n=1

Duikaz: Plyne pfimo z Véty 11.

Véta 30 Abelovo a Dirichletovo kritérium

Necht {bn }::1 je monotonni posloupnost a plati jedna z nasledujicich podminek:

34



1. (Abel) Rada > a, konverguje a posloupnost {b, |7, je ohrani¢ena;

n=1

2. (Dirichlet) Posloupnost ¢aste¢nych souctl fady Z a, je ohranicena a limb, =0.

n—o0
n=1

Pak fada )_ a b, konverguije.

n=1
Duikaz této véty miizeme najit napt. v [8].
nz
w T CO{ZJ
Priklad 9 Vysetiete relativni a absolutni konvergenci fady Z—l .
n=2 n-
Reseni:

Vypi$me si nejprve prvnich par ¢leni fady, abychom zjistili, jak se fada chova:

nz
ol
Y ———= = +0+ 40— 40+ ...
n=2 3 5 7

Jedna se tedy o fadu s libovolnymi ¢leny. VySetfeme nejprve absolutni konvergenci fady.
7r|cos kzz)|

s TUE] st 52

n=2 k=1 k=1

0
v v s v T vis v s r1r . v
Pro vySetfeni konvergence fady E K1 pouzijme napf. integralni kritérium. PoloZme
k=1 -

f(n)=

pro vSechna n e N. Na intervalu <l, ©) je to klesajici a kladna funkce. Plati:

t
im [ ——dx = limr| ——dx = |im7z|:—ln|2;(_1|:| = |im_”'”(§t—1):
1

2n-1

t—o 2X— t—o 2X 1 t—w t—w

0

Jelikoz nevlastni integral j i 1dx diverguje, diverguje i fada

k=1 2k _1 .

VySetfeme nyni relativni konvergenci zadané fady, pficemz pouZijme Dirichletovo

Kritérium.
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Posloupnost {L} :{ f
n-1J .., 2

V4
3
¢aste¢nych souctl fady Z CO{ j je ohrani€ena ¢islem 1:

{co{%)} =COSx + 00537” +coS2z+..=-1+0+1+0-1+...
n=2

Dale plati: lim—Z— = 7. hmi=o.
n—>on—1 n—>on—1

nrx
w ﬂCO{Zj
Rada 3 — 2/

tedy konverguje podle Dirichletova kritéria.

nz
w ECO{ZJ ©
> ——=2 konverguje afada » ———=
n=2

n-— n=2 -

n=2

CO‘

Protoze fada

: ﬂco{fj

konverguje relativné.
n=2

} je klesajici, tj. monotonni,

diverguje,

a posloupnost

fada

Specialnim piipadem jsou fady se sttidavymi znaménky, tzv. alternujici fady.

1.4.1 Alternujici Fady

Definice 11 Nekone¢na ¢iselna fada Z a, se nazyva alternujici (se stridavymi znaménky),

n=1

prave kdyz plati sgna,,, =—-sgna, pro vSechna ne N.

Pro alternujici fady plati nasledujici kritérium konvergence:

Véta 31 Leibnizovo kritérium

Alternujici fada )" (-1)""a, , kde {a,}”, je nerostouci posloupnost kladnych &isel,

n=1
konverguje prave tehdy, kdyz

lima, =0.

nN—o0
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Pro soucet s této fady navic plati a, —a,<s <a,.

Dukaz této véty miizeme najit napt. v [1].

Priklad 10 Rozhodnéte o konvergenci fady z D" 1| .
— n—Inn

Reseni:

Nejprve ovéfime, zda je posloupnost { } klesajici. Uvazujme funkci y =

X—Inx’

n—Inn
. 1 1 1 : : o
Plati y'= =— >|1==1] <0 pro x > 1, tj. tato funkce je klesajici na
Xx—Inx (x —In x) X
intervalu (1, oo), tedy také  posloupnost { 1| } je  klesajici.  Dale
n—Inn

n

: e :
lim(n —Inn)=limIn-— = o0, a proto lim

n—o n— n n—on—Inn

= 0. Rada tedy konverguje.

Priklad 11 Rozhodnéte, zda konverguje tzv. Leibnizova fada

0 (_1)n+1 1 l l
>E-1

~ 2 3 4

Reseni:
Posloupnost {l} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel a ma nulovou limitu. Dle
n

Leibnizova kritéria tedy fada konverguje.

1.4.2 Prerovnavani rad

Pro pterovnavani fad je rozhodujici, zda je dana fada absolutné konvergentni.
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Definice 12 Necht’ Z a, je Ciselna fada a posloupnost {kn }:;1 je permutaci mnoziny N (tj.
n=1
posloupnost, v niz se kazdé ptirozené Cislo vyskytuje pravé jednou.) Potom fikame, ze fada

Zakn vznikla prerovndnim fady ) a, .

n=1 n=1

Véta 32 Necht tada Zan konverguje absolutné. Potom absolutné konverguje také fada

n=1

0

Z a,  vznikla pferovnanim fady z a, aobé maji stejny souclet, tj. plati Zakn =) a,.
=1

n=1 n=1 n=1 n
Dukaz této véty miizeme najit napt. v [1].

Véta 33 Riemannova

Necht’ fada Z a, konverguje relativné a necht’ S € R je libovolné ¢islo. Potom
n=1

0 0 0
= existuje pferovnani E a, fady E a, takove, Ze E a, konverguje a ma soucet S;
n n
n=1 n=1 n=1

o0 o0 o0
= existuje pferovnani Y a, fady D a, takové,Zze ) a, urcité diverguje;
=1 n=1 n=1

>

= existuje pferovnani Y a, fady ) a, takové,ze Y a, osciluje.
n=1 n=1 n=1
Dikaz této véty muzeme najit napt. v [1].

n+1

Piiklad 12 Prerovnejte vhodné ¢leny Leibnizovy fady Z tak, aby soucet této fady

n=1
byl 2.

Reseni:

Leibnizova tada konverguje neabsolutné, spliiuje tedy podminky Riemannovy véty,

a existuje tedy jeji prerovnani konvergujici k libovolnému realnému ¢islu.
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Sc¢itejme nejprve pouze kladné cleny ftady, dokud posloupnost castecnych souctl

nepiekroc¢i predepsany soucet 2:

Sg =1+l+l+...+i:2,0218.
3 5 15

L e . , , ;. 1 . .
Poté ptictéme prvni ¢len zaporny, ktery je roven — > ¢imz dostaneme:

Sy =S, —% = 2,0218—% =15218

Nyni opét pticitejme kladné ¢leny, dokud ptislusny ¢astecny soucet nepiekroci 2:

S, =S +i+i+...+i:2,0041.
17 19 41

Po pricteni dalSiho zaporného ¢lenu dostaneme:
1
S,3 =Sy, e 1,7541.

Pokud bychom takto pokracovali, dostali bychom pferovnanou Leibnizovu fadu se

souétem S=2.
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2 Aplikace nekone¢nych ¢iselnych iad

V této kapitole si ukdzeme nékteré mozné aplikace nekone¢nych fad v ekonomii,
konkrétné¢ nekonecné geometrické tady. Zjistime, jakou mirou pfispéji vladni vydaje
k pfiristku domaciho produktu, dozvime se napf., kolik penéz musime slozit na nas tcet,
abychom z n¢&j pozdéji pii dané urokové mife mohli vybrat uréitou piedem danou castku, a
také se sezndmime s procesem tvorby novych penéz v bankach.

Existuji i dalsi aplikace nekonecnych fad - pomoci znalosti souc¢tu nekonecné
geometrické fady mizeme napt. vyjadfit periodické Cislo zlomkem, vypocitat obsahy
riznych utvart, napt. vypocitat koneény obsah tzv. Kochovy vlocky (Gtvaru s nekoneénym

obvodem). Ve své praci se ov§em omezim pouze na vyse zminéné ekonomické aplikace.

Pii tvorbé této kapitoly byly vyuzity hlavné zdroje [5] a [6].
2.1 Multiplikacni efekt vladnich vydaja

Popisme si nejprve tento jev a nasledné jej ilustrujme na ptikladu.

Vladni vydaje vedou k nartstu dichodu lidi, ktefi tim padem mohou zvysit svou
spotiebu, coz zpusobi opétovné zvyseni diichodili. Jejich piijemci mohou téZ zvysit svou
spotiebu, coz ma opét za nasledek zvyseni dichodu. Lze predpokladat, ze se popsany
proces stale opakuje, takze prirtistek vladnich vydaji ptispéje nékolikanasobné k ptirtistku

domaciho produktu.

Nyni si ukazeme, jak to vypada v praxi. Budeme uvazovat, ze vlada uvolnila
dodate¢nych 80 milionti K¢ napf. na obnovu Zeleznic. Firmy inkasujici tuto ¢astku utrati
¢ast penéz za materidl potiebny na opravu a zbytek rozdéli svym akcionafim a
zamé&stnanciim, kteti z tohoto pfijmu ¢ast uspofti, z ¢asti zaplati dané, a ¢ast tohoto diichodu
pouziji na spotfebu. Uvazujme, ze za spotiebni zbozi a sluzby ptijemci penéz utrati 50 % z
celkové castky, tj. 40 miliond K¢&. Firmy, které spotiebni zbozi vyrobily a prodaly, rozdéli
inkasovanou castku opét svym akcionaifim a zaméstnanctum, ¢imz vznikne dalsi prirtstek
dichodi ve vysi 40 miliont K&. Jednotlivci, ktefi se stanou piijemci téchto pen€z, z nich
opét 50 % veénuji na spotiebu, takze se vytvori dal§i diichody ve vysi 20 miliona K¢ atd.

Zajima nas, jaky je celkovy piirtstek diichodu, odehrava-li se tento proces do nekone¢na.
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Chceme-li odpovédét na polozenou otazku, bude tfeba nalézt soucet vsech Clenti
posloupnosti {a, |~ jednotlivych piristki.

Jde o geometrickou posloupnost s kvocientem g = 0,5, ktery se v ekonomii nazyva
sklon ke spotrebé a znaci se €. Zkusime vznikly problém vyftesit tak, ze nejdiive sestrojime
posloupnost ¢asteCnych soucti {Sn }::l, kterd bude vyjadfovat kumulovany ucinek
uvazovaného jevu:

a, =80 miliont K¢
a, +a, =80+40=120 miliont K¢
a, +a, +a, =80+40+20=140 miliont K¢

S
S
S3

Pro n-ty ¢len této posloupnosti plati

1-c"

s, =a,+a,+..+a, =a, +a,-cC+a > +..+a,-c""=a - .
-c

kde jsme vyuzili vztah pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti. Zda se
ptfirozené, Ze odpovédi na polozenou otdzku, tj. jaky je celkovy kumulovany uc¢inek
popisovaného jevu, by za ptedpokladu, Ze posloupnost {Sn};@:l je konvergentni, méla byt

hodnota s limity lims_ . Protoze ¢ = 0,5 < 1, mizeme psat

n—o0

. : 1-c¢" &
s=Ilims, =lima, - = .
n—ow n—w 1-c¢c 1-c¢c
Pro nase hodnoty konkrétn€ dostaneme
S= 80 _ 160,
1-05

zjistili jsme tedy, ze pocatecni vladni vydaj ve vysi 80 miliontt K¢ umoznil vytvofit celkem
160 milionti K¢, které navysi domdaci produkt. Koeficient 1 se v ekonomii nazyva
—C

jednoduchy multiplikator viadnich vydajii.

2.2 Soucasna hodnota

Soucasnd hodnota je ukazatel, ktery nam ftika, kolik penéz nam za zvolenou dobu
zivotnosti projektu dany projekt ptfinese. Nezajima se tedy o ucetni polozky, jako jsou

vynosy a naklady, ale zaméfuje se pouze na penézni toky, které nam dand investice (nebo
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obecné vzato jakykoliv projekt) pfinese. V této kapitole se zaméfime mj. na soucasnou
hodnotu vééného dichodu, kterou lze zaradit mezi ekonomické aplikace nekonecné

geometrické tady.

2.2.1 Soucasna hodnota budoucich plateb
Necht' K, je pocateéni kapital neboli vklad, i (0,1) je ro¢ni urokova mira a necht’
ne N je doba splatnosti v letech. Potom castka K splatnd na konci n-té¢ho roku je dana
vztahem
K, =K, -(@+i)".
Tato rovnice se nazyva zakladni rovnice slozeného uroceni. Neboli, ¢astka K, vyplacend

na konci n-tého roku m4 dnes hodnotu

K

n

Ko = @+i)

a vyjadiuje budouci hodnotu pocéate¢niho kapitalu na konci n-t¢ho roku. Tomuto procesu

fikdme oduro¢ovani neboli diskontovani. Céstky K;,j=1..,n tvoii geometrickou

posloupnost s kvocientem 1+i, ktery se nazyva urokovaci faktor neboli urocitel a mizeme
ho definovat jako splatnou ¢astku pfi zaroceni jedné koruny za jeden rok neboli budouci

hodnotu jedné koruny na konci prvniho roku urogeni. Uroéitel tedy pouZijeme tehdy,

chceme-li vyjadiit hodnoty ¢astek v budoucnosti. Jeho pievracena hodnota % se nazyva
+i

diskontni faktor (diskontni mira) neboli odurocitel a Casto se zna¢i symbolem v. MuzZeme
jej interpretovat jako kapital, ktery musime uloZit na poc¢atku roku, abychom na jeho konci
obdrZeli pravé jednu korunu. Neboli, diskontni faktor vyjadiuje soucasnou hodnotu jedné

koruny.

Priklad 13 Jakou ¢astku dnes musime slozit na Gcet, abychom z néj za 5 let mohli vybrat

¢astku 60 000 K¢ pii ro¢ni trokové mitfe 5 %?

Reseni:

Castka, kterou budeme dnes ukladat, piedstavuje sou¢asnou hodnotu ¢astky 60 000 K&.
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Plati

;)5 =4701160.

K, = 60000-
(1+0,05

Na ucet musime dnes slozit 47 011,60 K¢&.

2.2.2 Soucasna hodnota vééného diichodu

Dichodem rozumime systém pravidelné placenych financnich tokd. Jedna se o
systém plateb (splatek ¢i vyplat), mezi nimiz jsou stejné dlouhé Casové intervaly, tzv.
vyplatni obdobi. V piipadé vécného diichodu (perpetuity) Kk pravidelnym vyplatam dochazi
stale, doba vyplaceni tedy neni omezena a pocet plateb je nekoneény (opakem je docasny
diichod neboli anuita.) Ptikladem vé&Eného duchodu jsou napi. nadace s kazdoroéné
opakovanou vyplatou nadaéni ceny. Soucasnou hodnotou dichodu rozumime soucet vSech
soucasnych hodnot jednotlivych plateb v ramci tohoto diichodu.

Necht' a je hodnota konstantni platby v kazdé Gasové periodé, i€ (O,l) je roéni

urokova mira. Souc¢asna hodnota vé¢ného dichodu je

PV =a L +a L +...:E,

1+i (:|_+i)2 i

. . y L 1 . 1
nebot’ jde o geometrickou fadu s prvnim ¢lenem ar a kvocientem E
+1i +i

Budouci hodnoty u v&nych diichodii nema smysl urcovat, jelikozZ doba vyplaceni neni

ukoncena, jak jiz bylo zminéno.

2.3 Tvorba penéz v bankach

Nyni si ukdZeme, jak zjistit, kolik penéz miiZe vzniknout tim, Ze banka pljcuje
penize svym klientim.

Banky pfijimaji vklady od domécnosti a firem, pficemz musi dodrzovat miru
povinnych rezerv, kterou jim uklada centralni banka. Ceskd narodni banka aktudlng
pozaduje 2 %. Tuto rezervu vSech vkladl musi mit banky k dispozici ve form¢ hotovosti,
obvykle ji maji uloZzenou u centrdlni banky. Zbyvajici ¢ast penéz z vkladi od klientl
mohou volné pijcovat dalSim klientim a dosahovat tak zisku ve formé& urokl. Proces

probihd zjednoduSené takto: P0jci-li banka svému klientovi penize, klient je utrati a
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subjekt, ktery od nich penize dostal jako trzbu, si je ulozi opét u banky. Tyto nové penize
nova banka opét puj¢i dal, resp. pouze ¢ast z nich, napf. 98 %, pokud uvazujeme, ze
centrdlni banka pozaduje 2 % povinnych minimalnich rezerv.

Situaci ilustrujme na piikladu: Dejme tomu, Ze banka piijme od klienta vklad
a, = 250000K¢, ze které¢ho si 5000 K¢ ulozi u centralni banky jako povinnou minimalni
rezervu a zbytek z vkladu, tedy 245000 K¢, puj¢i dalSimu klientovi, aby ji tyto penize
vynesly arok. Klient, ktery si pajc¢i téchto 245000 K¢, je utrati, a subjekt, ktery tuto castku
obdrzi, ji vlozi do dalsi banky. Dalsi banka tedy pfijme vklad a, = 245000K¢, povinné
ulozi 4900 K¢ a ptj¢i 240100 K¢&. Dalsi banka pfijme od néjakého klienta a, = 240100K¢ ,
povinng ulozi 4802 K¢ a ptj¢i 235298 K&. Proces takto pokracuje a vznikaji dalsi a dalsi
penize na Gétech bank. Posloupnost {an }::1 je geometricka s prvnim ¢lenem a, = 250000
a kvocientem g = 0,98. Pokud chceme zjistit, kolik penéz timto procesem muze vzniknout,
hledame vlastné soucet geometrické rady, ktery ¢ini

a, _ 250000

= = =12500000.
1-q 1-098

. : 1 :
Touto formou tedy mutize vzniknout 12 500 000 K¢. Koeficient T a nazyvaji ekonomové

jednoduchym penéznim multiplikatorem a popsanému procesu se tikd multiplikovand
expanze depozit.

Pro Gplnost poznamenejme, Ze presné mnozstvi novych penéz, které popsanym zpisobem
z ur¢itého vkladu vzniknou, ovliviiuji kromé miry povinnych rezerv i dalsi faktory, napf.
zavisi také na schopnosti banky vsechny volné penize poskytnout jako uvér, nebo na

objemu penéz, ktery se do bank vrati ve form¢ vkladi a ktery se stane ob&zivem.
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Z7aver

Cilem této bakalarské prace bylo zpracovani teorie nekonecnych ciselnych tad
ajejich aplikaci. Kromé teorie, ve které jsme si zavedli potiebné zakladni pojmy
postacujici k pochopeni dané problematiky, prace obsahuje i piiklady, které ji vhodné

doplilyji a umoznuji tak jeji snazsi pochopeni.

Préace je rozd€lena do dvou kapitol, které jsou nasledné clenény na podkapitoly.
Prvni kapitola pojednéva o nekonecnych ¢iselnych fadach. Nejvétsi duraz je ptitom kladen
na kritéria konvergence a divergence Ciselnych fad s nezapornymi c¢leny. Na urceni
konvergence, resp. divergence Ciselnych fad s nezdpornymi cleny jsou zaméieny i
ptiklady. Mimo to jsme si ukdzali, jak zjistit konvergenci tzv. alternujicich fad nebo také
jak wurcit absolutni ¢i relativni konvergence. Druha kapitola je veénovana aplikacim
¢iselnych fad v ekonomii. Zde jsem se zaméfila na geometrickou fadu, se kterou jsem se

sezndmila jiz na stiedni Skole.

Prace je pouZitelna pro studenty jako doplikovy studijni material.
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