UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

Katedra algebry a geometrie

SBIRKA ULOH Z MONGEOVA PROMITANI

Diplomova prace

Mgr. Stanislava Pospisilova

Vedouci prace Mgr. Marie Chodorova, Ph.D.

Olomouc 2020

Ucitelstvi deskriptivni geometrie pro stfedni Skoly

Forma kombinovana



PROHLASENI

Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci vcetné priloh vypracovala samostatné a pouZila jen

uvedené bibliografické zdroje.

V Olomouci dne Mgr. Stanislava PospiSilova



PODEKOVANI

Na tomto misté bych rada podékovala své vedouci prace, Mgr. Marii Chodorové, Ph.D., za jeji

odborné vedeni, cenné rady, ochotu a pomoc pfi zpracovani diplomové prace.



ABSTRAKT

Diplomova prace je zaméfena na geometrické dlohy feSené v Mongeové promitani. Text prace je
napsan jako studijni material jak pro pedagogy, tak i studenty a mohl by byt pouZit v seminari pri
vyuce deskriptivni geometrie. Soucasti prace jsou i pracovni listy se zadanim udkolti. VSechny
ukoly jsou zpracovany v elektronické podobé a jsou uloZeny na priloZzeném CD. Priklady jsou

narysovany v programu GeoGebra.

ABSTRACT

The diploma thesis is primarily focused on solving geometric functions in Mongeon Projection.
The text is written for pedagogues as well as students (could be used in the Descriptive
Geometry seminar likewise) as a study material. The thesis includes worksheets with
assignments. All of the task are worked out step by step in an electronic version and placed

on the attached CD. The tasks are drawn in the GeoGebra program.
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UVOD

V diplomové praci s nazvem Sbirka tloh z Mongeova promitani se budu zabyvat FeSenim
prikladi v Mongeové promitani. Cilem této prace bylo vytvofit uceleny systém tiloh polohovych,
metrickych a tloh o hranatych a oblych télesech, které se vyskytuji v ucebnicich deskriptivni
geometrie na stfednich Skolach. VSechny priklady jsou krokové zpracovany a uloZeny
ve formatu pdf na pfiloZeném CD. Prace mutZe poslouZit jako inspirace pro ucitele deskriptivni
geometrie nebo jako vhodna pomticka pro studenty. Cilem prace je, aby vyteSeni vétSitho poctu
uloh z kazdé kapitoly poskytlo studenttim zaruku dobré a systematické pripravy pro studium
dalSich zobrazovacich metod. ZaleZi jen na studentovi, jestli bude chtit tlohy feSit ve sledu

kapitol nebo na preskacku.

Diplomova prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole je stru¢né zavedeno Mongeovo
promitani. Kapitola je hlavné zaméfend na teoretickou ¢ast Mongeova promitani. Ctendf je
seznamen se zobrazovanim zakladnich ttvarti — bod, pfimka, rovina. Druha kapitola se zabyva
zakladnimi polohovymi tlohami. Nejdfive jsou teoreticky a pak i prakticky v uceleném souboru
11 prikladd, rozebrany vzajemné polohy bodd, pfimek a rovin. Treti kapitola je vénovana
metrickym uloham typu: velikost usecky, odchylka pfimky od priméten, odchylka roviny
od primeéten, vzdalenost bodu od piimky, vzdalenost bodu od roviny. Ctvrta kapitola se zabyva
konstruk¢énimi tlohami o hranatych a oblych télesech. Obsahuje tfi feSené ulohy. V paté kapitole

je obsaZeno shrnuti.

U ctenafe se predpoklada znalost zadkladnich geometrickych konstrukci, umi sestrojit elipsu
Rytzovou konstrukci, dokaZe zobrazovat utvary v osové afinité, ovlada zaklady planimetrie

a stereometrie.

Soucasti prace jsou volné pracovni listy s predrysovanymi ukoly, které je moZno pouZit pfimo

ve vyuce.

P¥i psani diplomové prace jsem se inspirovala z [1], [2] a z vlastnich pedagogickych zkuSenosti.
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1 MONGEOVO PROMITANI

1.1 Uvod do zobrazovaci metody Mongeova promitani

Mongeovo promitani je pravouhlé promitani na dvé k sobé navzajem kolmé primétny. Vyhodou
Mongeova promitani je snadné feSeni stereometrickych uloh, nevyhodou je ale t€ZSi orientace

ve dvou obrazech na jeden objekt.

V prostoru zvolime dvé navzajem kolmé roviny. Vodorovnou rovinu oznaCime 7 a nazveme
pudorysna, rovinu k ni kolmou oznaCime v a nazveme narysna. Prisecnici rovin m a v
ztotoZnime s osou x soufadnicového systému a nazveme ji zakladnice. Osu y zvolime v roviné n
a to tak, aby byla kolma k ose x. Prisecik os x a y oznacime O. Timto bodem O vedeme osu z

a to tak, Ze lezi v roviné v je kolma k osam x a y (obr. 1.1).

Obr. 1.1 Poloha priiméten v Mongeové promitdni.

1.2 Zobrazeni bodu

Bod A umistény v prostoru se zobrazi pomoci prvni promitaci piimky ’s* do ptidorysny do bodu
A;. Bod A; se nazyva ptidorys bodu A. Pomoci druhé promitaci pfimky “s* se bod A zobrazi do
narysny do bodu A,. Bod A; se nazyva narys bodu A. Pidorysnu oto¢ime o 90° kolem osy x tak,
Ze splyne kladna polorovina m se zapornou polorovinou v a zaporna polorovina m splyne
s kladnou polorovinou v. Body A; a A, se nazyvaji sdruzené obrazy bodu A. Pfimka A;A; je

kolma k ose x a nazyva se ordinala (obr. 1.2, 1.3.).

12



Narysna a padorysna rozdéli cely prostor na 4 kvadranty. Podle kladnych nebo zapornych

hodnot y-nové a z-tové soutadnice Ize urcit, do kterého kvadrantu bod naleZzi.

Splyvé-li narys s ptdorysem bodu, lezZi v tzv. roviné totoznosti, jsou-li narys a piidorys bodu

soumérné poloZeny podle osy x, lezi v tzv. roviné soumérnosti.

iA

Obr. 1.2 Zobrazeni bodu. Obr. 1.3 Zobrazeni bodu v MP.

1.3 Zobrazeni primky

Zobrazeni primky v obecné poloze vzhledem k obéma prumétnam:

Pfimkou a proloZime rovinu kolmou k ptidorysné tzv. prvni promitaci rovinu 'y, PriseCnice

prvni promitaci roviny a pidorysny je pudorysny prumeét primky a;.

Piimkou a proloZime rovinu kolmou k néarysné tzv. druhou promitaci rovinu “y°. PriiseCnice

druhé promitaci roviny a narysny je narysny prumeét primky a..
Promitaci rovina je rovina kolma k dané primétné urcena primétem primky.
Pfimka a protind primétny (piidorysnu a narysnu) ve dvou bodech P a N tzv. stopnicich.

Plidorysny stopnik P pfimky a je prisecik pfimky a s ptidorysnou. Lezi v ptidorysné, proto je

jeho z, = 0. Z toho vyplyva, Ze jeho narysny obraz leZi na ose x;..

13



Narysny stopnik N pfimky a je prisecik pfimky a s narysnou. LeZi v narysné, proto je jeho

yn= 0. Z toho plyne, Ze jeho ptidorysny obraz leZi na ose x;» (obr. 1.4, 1.5).

Obr. 1.4 Zobrazeni primky. Obr. 1.5 Zobrazeni primky v MP.

Specialni polohy primky: piimka kolma k ptidorysné, piimka kolma k narysné, pfimka kolma
k ose x, pfimka rovnobézna s ptidorysnou, pfimka rovnobéznd s narysnou, piimka rovnobézna

s osou x (obr. 1.6. - 1.15).

My
1 Ny=,
em; =P,
n
Obr. 1.6 Primky kolmé k prumétndm. Obr. 1.7 Primky kolmé k priimétnam

v MP.
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Obr. 1.10 Primka rovnobéZnd s narysnou .

Obr. 1.12 Pfimka rovnobéznd s piidorysnou.

15

12

Obr. 1.9 Primka kolma k ose x v MP.

12

Obr. 1.11 Primka rovnobéznd

s ndrysnou v MP.

Obr. 1.13  Primka rovnobéind

s ptidorysnou v MP.



Obr. 1.14 Primka rovnobéznd s osou X.

1.4 Zobrazeni roviny

Zobrazeni roviny v obecné poloze vzhledem k obéma priimétnam:

|20l

Obr. 1.15 Primka rovnobéind s osou

Pludorysnym obrazem obecné roviny je celd ptidorysna. Narysnym obrazem obecné roviny je
celd narysna. PriiseCnice této roviny s plidorysnou je pudorysna stopa roviny p®. Prisecnice
této roviny s narysnou je narysna stopa roviny n®. Pidorysna a narysna stopa se protinaji na

ose x (obr. 1.16, 1.17).

«

Obr. 1.16 Zobrazeni roviny.

[

o

P1

Y1

Obr. 1.17 Zobrazeni roviny v MP.



Zobrazeni rovin ve specialnich polohach: rovina kolmé k ptidorysné, rovina kolma k nérysné,
rovina rovnobézna s ptidorysnou, rovina rovnobézna s narysnou, rovina obsahujici osu x, rovina

rovnobézna s osou x, rovina kolma k ose x (obr. 1.18 -1.31).

o
X5 /
Py
Obr. 1.18 Rovina kolmd k piidorysné. Obr. 1.19 Rovina kolmd k piidorysné MP.
n
X12

p
Obr. 1.20 Rovina kolmd k ndrysné. Obr. 1.21 Rovina kolmd k ndrysné v MP.

52 = Tlg

*12

Obr. 1.22 Rovina rovnobéznd s piidorysnou. Obr. 1.23 Rovina rovnobéznd

s ptidorysnou v MP.
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Obr. 1.24 Rovina rovnobéznd s ndrysnou. Obr. 1.25 Rovina  rovnobéind

s ndrysnou v MP.

v A
X1 = py = b i
LA
Obr. 1.26 Rovina prochdzejici osou x. Obr. 1.27 Rovina prochdzejici osou x
v MP.
e
-T
X12
n

Obr. 1.28 Rovina rovnobéznd s osou x. Obr. 1.29 Rovina rovnobdnd s osou x

v MP.
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01 =py=pi{ =nj

Obr. 1.30 Rovina kolma k ose x. Obr. 1.31 Rovina kolmad k ose x v MP.

1.5 Hlavni primky roviny

Hlavni pfimky prvni (druhé) osnovy jsou primky roviny, které jsou rovnobézné s ptidorysnou
(narysnou) a tedy i se stopou roviny. Hlavni pfimky rovnobézné s ptdorysnou (narysnou) se

nazyvaji horizontalni (frontalni) (obr. 1.32 — 1.35).

h2 N2
v H
nO
N,=N
Nl
hl
[ 23
1

Obr. 1.32 Hlavni primka prvni osnovy. Obr. 1.33 Hlavni primka prvni osnovy
v MP.
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Obr. 1.34 Hlavni pfimka druhé osnovy.

1.6 Spadové primky roviny

(e}
P1

Obr. 1.35 Hlavni primka druhé osnovy
v MP.

Spadové primky prvni (druhé) osnovy jsou primky, které leZi v roviné a jsou kolmé k hlavnim

primkam roviny, a tedy i ke stopam roviny (obr. 1.36 — 1.39).

Obr. 1.36 Spddovd primka prvni osnovy.

20
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Obr. 1.37 Spadova primka prvni osnovy
v MP.



n(!
2 232
N,
f>
. AZ ,
*12 ;
/Py /N
fi Al
Pl
Py %51
Obr. 1.38 Spadova primka druhé osnovy. Obr. 1.39 Spddovd primka druhé osnovy
v MP.
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2 POLOHOVE ULOHY

2.1 Bod lezici v rovine

LeZi-li bod A v roviné a, leZi na nékteré primce této roviny. Vhodnéjsi neZ volit libovolnou

primku, je vést bodem A hlavni pfimku prvni (druhé) osnovy (obr. 2.1).

Obr. 2.1 Bod patrici roviné.

2.2 Primka lezici v roviné

LeZi-li pfimka a v roviné a, leZi jeji stopniky na stopach roviny o (obr. 2.2, 2.3).

Py

Obr. 2.2 Primka leZici v roviné. Obr. 2.3 Primka lezici v roviné v MP.
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2.3 Vzajemna poloha primek

Existuji tfi rizné polohy dvou pfimek: rovnobézné, riznobézné mimobézné.

2.3.1 Rovnobéiné primky
Rovnobézné primky, které nejsou ve specidlni poloze, maji rovnobézné promitaci roviny prvni

i druhé osnovy, a proto i jejich priiméty jsou rovnobézné (obr. 2.4).

Obr. 2.4 Rovnobézné primky.

2.3.2 Ruznobéiné primky
Pro rGznobézné primky, které nejsou ve specidlni poloze plati, Ze priseciky plidorysnych

a narysnych obrazti téchto primek leZi na ordinale (obr. 2.5).

b

1

Obr. 2.5 Riiznobézné primky.
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2.3.3 MimobézZné primky
Pro mimobézné piimky, které nejsou ve specidlni poloze plati, Ze priseciky ptdorysnych

a narysnych obrazti téchto primek neleZi na ordinale (obr. 2.6).

Obr. 2.6 Mimobézné primky.

2.4 Vzajemna poloha rovin

2.4.1 Rovnobézné roviny

Dvé roviny jsou rovnobézné, jsou-li rovnobézné jejich ptidorysné i narysné stopy (obr. 2.7).

[e%
15

I¢)

12

8
Py

Obr. 2.7 Rovnobézné roviny.
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2.4.2 Ruznobéiné roviny, priisecnice riiznobéznych rovin
Spole¢na piimka riiznobéznych rovin se nazyva priisecnice. K urceni prisecnice r potiebujeme
dva body. Jeden bod je prisecik ptidorysnych stop rovin, druhym bodem je prisecik narysnych

stop rovin (obr. 2.8): P€ p“np”, Nen“nn”.

2

Obr. 2.8 Prusecnice riiznobéznych rovin.

2.4.3 Prisecik primky a roviny

Primkou a proloZime libovolnou pomocnou rovinu p, a tim prevedeme tlohu na prisecnici dvou
rovin. Aby uloha byla co nejjednodussi, proloZime prfimkou prvni (druhou) promitaci rovinu
p: a;=p;=p; n5Lx,,. Pidorysny obraz r; priisecnice se kryje s piidorysnym obrazem pfimky a:
a,=p’=r, .Narysny obraz r, prisecnice odvodime ze stopnikii pfimky r;:r,=P,N,.Pro
narysny obraz priseciku R plati: R,€r,Na,. Pidorysny obraz priseciku R najdeme na
ordindle a na plidorysném obrazu pfimky a. Pfimka r se nazyva narysné (ptidorysné) kryci

primka (obr. 2.9).
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P

Obr. 2.9 Prusecik primky a roviny.

2.4.4 Primka kolma k roviné

Je-li rovina rovnobézna s nékterou primétnou, je jednim primétem kolmice bod. Neni-li rovina
rovnobézna s nékterou z priméten, je pudorysny obraz kolmice kolmy k ptidorysu vsech
hlavnich pfimek prvni osnovy, a tedy i k ptidorysné stopé roviny: (k, L pf)A(k;Lh;) a narysny
obraz kolmice je kolmy k narysu vSech hlavnich pfimek druhé osnovy, a tedy i k narysné stopé

roviny: (k,Ln%)A(k,Lf,) (obr. 2.10).

Obr. 2.10 Primka kolmd k roviné.
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2.4.5 Rovina keolma k primce

Rovina kolma k primce a prochazejici bodem A:
hledana rovina je urCena hlavnimi pfimkami prvni a druhé osnovy: A,€h, La,, A,ef,la,,
A€ f llx,,, A,€h,|lx,,. Stopy roviny pak ur¢ime ze stopniki P a N hlavnich piimek

pi:(Piepi)AlpiLay), n3:(N.€n;)A(n5La,) (obr. 2.11).

(e}

Obr. 2.11 Rovina kolma k primce.
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2.5 Sbirka polohovych uloh

Priklad 2.1

Urcete narysny obraz bodu A tak, aby leZel v roviné «, je-li rovina o zadana svymi stopami.

Obr. 2.12 Obraz bodu lezZiciho v roviné.

ReSeni:

ProtoZe bod A lezi v roviné a: Ac «, leZi také na nékteré primce této roviny, tedy i na hlavnich
primkach prvni a druhé osnovy. Na obrazku je zvolena hlavni pfimka prvni osnovy prochazejici
ptidorysnym obrazem bodu A: (A;€h;)A( h,||p;). Narysny obraz hlavni pfimky h ur¢ime
pomoci narysného stopniku N: (N,Eh,)A(h,||x,,). Narysny obraz bodu A pak leZi na

pruseciku narysného obrazu hlavni pfimky prvni osnovy a ordinaly bodu A (obr. 2.12).
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Priklad 2.2

Urcete stopy roviny o dané rtiznobézkami a, b.

Obr. 2.13 Rovina urcend rtiznobézkami.

ReSeni:

Urc¢ime narysné stopniky obou primek. Narysna stopa roviny a prochazi témito stopniky.
Vzhledem k tomu, Ze pfimka a je hlavni pfimka prvni osnovy (narysny obraz pfimky a je
rovnobézny s osou x), bude plidorysna stopa roviny a rovnobézna s pudorysnym obrazem
piimky a. Staci tedy v priseciku narysné stopy roviny a osy x vést pfimku rovnobéZnou

s ptdorysnym obrazem ptimky a (obr. 2.13).
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Priklad 2.3

UrcCete stopy roviny, ktera je dana tremi body A, B, C.

Obr. 2.14 Rovina urcend tremi body.

ReSeni:

KaZda rovina je tfemi body jednozna¢né urcena. Stopniky vSech pfimek roviny leZi na stopach
roviny. Tfemi body lze vést tfi rizné primky, nam staCi zvolit dvé z nich. Dle kapitoly 1.3
ur¢ime pudorysné stopniky P9, P’ piimek a, b. Pldorysnd stopa roviny tedy prochézi
ptidorysnymi stopniky téchto ptimek; pj=P; P. Vzhledem k tomu, Ze narysna stopa roviny
prochazi také prisecikem pidorysné stopy roviny s osou x, staCi urCit pouze jeden narysny
stopnik jedné z primek a, b, napf. Nj. Narysna stopa roviny potom prochazi timto stopnikem

a prisecikem ptidorysné stopy s osou x (obr. 2.14).
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Priklad 2.4

Urcete stopy roviny a, ktera je ur€ena pfimkou a a bodem C.

)
/
N, »
\

\
(0%

\ b1

Obr. 2.15 Rovina urcend primkou a bodem.

ReSeni:

Jednim bodem a pfimkou je rovina jednoznacné urcena. Bodem C vedeme libovolnou pfimku
roviny o, riznobéznou s pfimkou a. To znamend, Ze priseCik ptidoryst spolu s prisecikem

naryst primek a a b leZi na jedné ordinale. Déle pokracujeme jako v prikladu 2.3 (obr. 2.15).
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Priklad 2.5

Urcete prisecnici rovin o a f3.

12

P;=p;
Pi P}

Obr. 2.16 Priisecnice rovin kolmych k piidorysné.

ReSeni:

PrisecCnice rovin o a 3 je pfimka p dana sdruZenymi priméty p; a p,. Vzhledem k tomu, Ze obé
roviny jsou ve specidlni poloze — kolmé k ptidorysné, je prisecnice téchto rovin také kolma
k piidorysné. Pidorysny obraz této prisecCnice se zobrazi jako bod: P; = p;, narysny obraz
piimky p je kolmy k ose x;» a prochdzi narysnym obrazem P, ptdorysného stopniku P

(obr. 2.16).
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Priklad 2.6

Urcete priisecnici rovin a a f3, jejichZ narysné stopy se protnou mimo nakresnu.

Obr. 2.17 Priisecnice rovin.

Reseni:

K urceni prisecnice r rovin o a 8 potiebujeme 2 body. Jeden bod urcime jako prisecik
padorysnych stop rovin: P,€ p;Np f , P,€x,,a na ordinale bodu P. Narysné stopy se protnou
mimo nékresnu, proto si zvolime libovolnou rovinu A rovnobéZnou s pidorysnou: A,[[x,, .
Rovina A protne obé roviny v hlavnich pfimkach druhé osnovy: hg:h§:A2. Pomoci jejich
narysnych stopnikii sestrojime ptidorysné obrazy hlavnich pfimek prvni osnovy rovin o a f3:
hi||pS a hP||p” . Obé tyto hlavni pfimky leZi v jedné horizontalni roviné. Priisecik téchto pfimek
je bod H: Hlehfmhf , H,€x,, ana ordindle bodu H. PriiseCnice rovin « a f3 je tak body P a H

jednoznacné urcena (obr. 2.17).
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Priklad 2.7

Bodem B roviny urcené body A, B, C vedte spadové primky prvni a druhé osnovy.

fi

Obr. 2.18 Spadové primky roviny.

ReSeni:

Spadové primky jsou pfimky kolmé na stopy roviny, ale také na hlavni pfimky roviny.
Nemusime tedy sestrojovat stopy roviny, sta¢i najit hlavni primky prvni a druhé osnovy
prochézejici nap¥iklad bodem: h,:(h,||x,,)A(C,€h,), h, uréime pomoci priiseCiku s pfimkou
b, kde b = AB, f,:(f/llx.)A(C,€Ff,), f, ur¢ime pomoci priseciku s pfimkou b. Dle
vlastnosti spadovych piimek plati, Ze ('s,Lh,)A(B,€'s,) a(’s,L f,)A(B,E€"s,). Druhé

obrazy spadovych pfimek odvodime pomoci prisecikt 3; a 4, (obr. 2.18).
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Priklad 2.8

Urcete prisecik roviny § zadané svymi stopami a piimky a kolmé k ptidorysné.

Obr. 2.19 Priisecik roviny a primky kolmé k ptidorysné.

Reseni:

Pfimka a je ve specialni poloze — kolma k ptidorysné. Pidorysné obrazy vSech boda takové
primky leZi na piidorysném obrazu a; pfimky a. Proto i ptidorysny obraz prtiseciku bude leZet na
a;: R; = a; Narysny obraz R, priseCiku R ur¢ime pomoci hlavni pfimky druhé osnovy

(obr. 2.19).
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Priklad 2.9

Urcete prusecik roviny § urCené svymi stopami a piimky a v obecné poloze vzhledem

k primétnam.

12

Obr. 2.20 Priisecik pfimky v obecné poloze a roviny.

ReSeni:

Postupuje dle kapitoly 2.4.3. Pfimkou a proloZime rovinu A kolmou k ptidorysné (narysné) a tim
ulohu prevedeme na prtsecnici rovin A a 6. Priklad je feSen pomoci pidorysné kryci primky.
Piimkou a prolozime prvni promitaci rovinu A. Prvni obraz prisecnice promitaci roviny
A aroviny & splyne s ptdorysnym obrazem piimky a: a; = k;. Z ptudorysného obrazu pfimky
k vyplyne jeho narysny obraz: k, = P,N,. Priisecik pfimky s rovinou je priisecik ptimek a a k:
R,€a,Nk,.Pldorysny obraz bodu R najdeme na ordinile na pldorysu pfimky a: R,€aq,
(obr. 2.20).
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Priklad 2.10

Zobrazte narysny obraz primky b, kterd prochazi bodem B a je rovnobéZna s rovinou f.

Obr. 2.21 Primka rovnobéznd s rovinou.

ReSeni:

Je-li pfimka b s rovinou 8 rovnobézn4, pak rovina S obsahuje nekonecné mnoho pFimek, které
jsou s pfimku b rovnobézné. Jednou z téchto primek je i pfimka k, pro niZ je b; = k; a jejiz
narysny obraz odvodime z jejich stopnikti. Narysny obraz pfimky b prochazi narysem bodu B

a je rovnobé&zny s ndrysnym obrazem piimky k: (B,€b,)A(b,| k,) (obr. 2.21).

37



Priklad 2.11

Sestrojte prisek trojuhelnikti ABC a MNP.

Obr. 2.22 Priisek trojuhelniki.
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ResSeni:

Priklad jde fesSit vice zptisoby.

1. zpusob: Trojuhelnikem ABC proloZime rovinu a najdeme jeji stopy (viz pfiklad 2.3).
Trojdhelnikem MNP proloZime druhou rovinu a najdeme jeji stopy. Hledame priiseCnici téchto

rovin dle kapitoly 2.4.2.

2. zpusob: Pomoci hlavnich pfimek najdeme 2 body priisecnice trojihelniki (viz ptiklad 2.6).

3. zpusob: Postupné hledame priseCiky stran jednoho z trojihelniki s rovinou druhého
trojuhelniku (viz pfiklad 2.9). V naSem piipadé hledame priiseCik X strany AB s rovinou
trojuhelniku MNP a prisecik Y strany AC s trojuhelnikem MNP. PriiseCnice rovin trojuhelniku je

pfimka r = XY. Nakonec zjistime viditelnost (obr. 2.22).

39



3 ZAKLADNI METRICKE ULOHY

3.1 Velikost usecky, odchylka primky od pruméten

Velikost tsecky i odchylku prfimky od priméten zjistime sklopenim pfisluSné promitaci roviny.
Pro urceni skutecné velikosti tisecky vSak staCi vyuZit kladného rozdilu y-novych (z-tovych)

soufadnic (obr. 3.1, 3.2).

lya — ys| -

B (a) |y/1 — YB |

a;

Obr. 3.1 Ur&eni velikosti tsecky pomoci Obr. 3.2 Urceni velikosti usecky pomoci

promitaciho lichobézniku. rozdilového trojuhelniku.

Dalsi varianta pro urCeni skutec¢né velikosti tsecky je otoceni Usecky do roviny rovnobézné
s narysnou nebo piadorysnou. Usecku AB oto¢ime kolem osy o: BEo,oln (bod B zistane

na misté, otoCime pouze bod A) do roviny rovnobézné s narysnou. Utvary leZici v roviné

rovnob&zné s narysnou vidime ve skute¢né velikosti, proto | AB|=| A’ B’| (obr. 3.3).
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Obr. 3.3 Otoceni usecky do roviny rovnobéiné

S ndrysnou.

3.2 Odchylka roviny od priméten

Odchylku roviny od ptdorysny (narysny) urc¢ime sklopenim prvni (druhé) promitaci roviny

spadové primky prvni (druhé) osnovy do piidorysny (narysny) (obr. 3.4, 3.5).

Obr. 3.4 Odchylka roviny od ptidorysny. Obr. 3.5 Odchylka roviny od ndrysny.
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3.3 Sklopeni roviny

Sklopit rovinu kolmou k piidorysné (narysné), znamena otocCit kazdy bod této roviny o 90°
kolem ptidorysné (narysné) stopy této roviny do ptidorysny (narysny): A, AL i, A, (A)| =Z,
(obr. 3.6).

3.4 Otoceni roviny o

Otocit rovinu v obecné poloze znamena, otocCit kazdy bod této roviny kolem ptidorysné (narysné)
stopy této roviny do pudorysny (narysny). Reviny otaceni bodli dané roviny jsou kolmé
k plidorysné (narysné) stopé roviny, tedy i k puadorysné (narysné). Kruznice k se nazyva
kruznice otaceni bodi. V MP se zobrazi jako kolmice ke stopé roviny. Stfedem otaceni je
pidorysny stopnik spadové primky prvni osnovy (narysny stopnik spadové primky druhé
osnovy). Pro polomér otacCeni plati, Ze r = |P§(A)| Priseciky kruznice k s ptidorysnou

(narysnou) jsou otoCené body A (obr. 3.7).

«

«

1y
A2

A2
12
A

| A

p(]l .

(A)
Obr. 3.6 Sklopeni roviny. Obr. 3.7 Otoceni roviny.
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3.5 Sbirka uloh

Priklad 3.1

Je dana primka p a bod A tak, Ze A€ p . Urcete narysny obraz bodu B€ p tak, aby velikost
usecky AB byla 4 cm.

P :pgz)‘
B,
Ay
TS \.\.
X12 . S
\0
(B%) /=52l By |51 (B
_____ - — b - - e e e - — -
N - 5 B < _\A
! S o BQ - \
! S o P \
I! e -7 !
i - — — — —\-c’
v A fzal (4) i
\ i
.
N ,
\, ’
\ %
N, 7
\, 7

-
S "

Obr. 3.8 Velikost tisecky na primce kolmé k ose x.

ReSeni:

Pfimka p je ve specidlni poloze — kolma k ose x. Pfimkou p proloZime rovinu A kolmou k ose x
arovinu A sklopime podle kapitoly 3.3: A;(A). MnoZina viech bodi roviny A, které maji od
bodu A wvzdalenost 4 cm, lezi na kruZnici se stiedem v bodé A a polomérem 4 cm:
(k)=((A),r=4cm). Ve sklopeni roviny A se bod B zobrazi do bodu leZictho na kruZnici:
(B;»(B))A((B)e(k)). Narysnou kétu bodu B urc¢ime jako vzdalenost piidorysného obrazu bodu

B a sklopeného obrazu bodu B: z,=|B,(B)| (obr. 3.8). Uloha m4 2 feeni.
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Priklad 3.2

Urcete skuteCnou velikost trojihelniku KLM leZiciho v roviné f, jestliZe je trojihelnik zadany

svym narysnym obrazem a rovina f3 je zadana stopami.

=%

p

Obr. 3.9 Skutecna velikost trojthelniku.

ResSeni:

Pomoci hlavnich pfimek prvni (druhé) osnovy urc¢ime piidorysny obraz trojihelniku KLM tak,
aby trojihelnik leZel v roviné (. Skutecnou velikost trojihelniku ur¢ime otoc¢enim roviny
B kolem narysné stopy n” do narysny. Jeden bod naptiklad L otoCime postupem z odstavce 3.4

do bodu Lg . Dalsi body trojuhelniku bud’ otocime stejnym postupem nebo uZitim osové afinity

A (o=n5,L,» L% (obr. 3.9).
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Priklad 3.3

Je zadand rovina 3 svymi stopami a bod B. Urcete vzdalenost bodu B od roviny f.

Obr. 3.10 Vzddlenost bodu od roviny.

Reseni:

Vzdalenost bodu od roviny je vzdéalenost bodu od svého pravouhlého primétu do roviny. Proto
bodem B vedeme kolmici b k roviné B: (b, L p?)A(B,€b,), (b,Lns)A(B,€Db,). Sestrojime
prusecik R kolmice b s rovinou 8 pomoci ptidorysné kryci pfimky a postupu z odstavce 2.4.3:

R,eb,Nr, ,R,;€b, a na ordindle z bodu R, . Velikost tsecky BR ur¢ime napiiklad sklopenim

rozdilového trojiihelniku bodi B a R: |BB|=|RB| (obr. 3.10).
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Priklad 3.4

Urcete patu kolmice k vedené bodem C k roviné p urcené rtiznobézkami a, b.

k1=r1

Obr. 3.11 Pata kolmice k vedené bodem C k roviné p.

ReSeni:

Podle kapitoly 2.4.4 je ptdorysny (narysny) obraz kolmice kolmy k ptidorysné (narysné) stopé
roviny, ale i k ptidorysu (narysu) vSech hlavnich primek prvni (druhé) osnovy. Nemusime tedy
sestrojovat stopy roviny p, staci sestrojit hlavni pfimky prvni a druhé osnovy. K jejich konstrukci
vyuzijeme vlastnosti hlavnich pfimek roviny a jejich prtsecika 1, 2, 3, 4 s primkami a a b.
Plidorysnym obrazem piimky k je ki, pro niz plati: (C,€k,)A(k,Lh;)a narysnym obrazem
primky k je kz: (C,€k,)A(k,Lf,). PriiseCik R kolmice k s rovinou p = (a, b) sestrojime pomoci
ptdorysné kryci primky r: r;=k;. Narysny obraz primky r odvodime pomoci jejich priseciki
5, 6 s hlavnimi pfimkami: r,=5,6,. Narys R, pruseciku R je prisecikem piimek k, a ru:

R,€k,Nr,. Pidorys bodu R leZi na ordinale a na r;=k; (obr. 3.11).
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Priklad 3.5

Urcete vzdalenost bodu A od primky a.

Obr. 3.12 Vzddlenost bodu od primky.

ReSeni:

Zadana primka a a bod A urcuji rovinu a: a = (Aa). Vzdalenost bodu A od primky a v roviné «a je
vzdalenost bodu A od paty kolmice vedené bodem A k dané primce a. Sestrojime tedy stopy
roviny «a naptiklad pomoci hlavnich pfimek druhé osnovy podle prikladu 2.4. Rovinu a otocime
kolem narysné stopy n“do narysny. OtoCime bod A podle konstrukce z kapitoly 3.4. Otoceny
obraz narysného obrazu primky a sestrojime pomoci afinity A (o=n$, A,»A’):a,2ad’.
Vzdalenost bodu A od pfimky a pak lezi na kolmici z bodu A’ k otoCené piimce a’:

|Aal=IA"d’l (obr. 3.12).
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Priklad 3.6

Urcete odchylky roviny & zadanou svymi stopami od primeéten a zjistéte y-novou koétu bodu

A€S$ zadaného svym narysnym obrazem A..
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Obr. 3.13 Odchylka roviny rovnobézné s osou x od priiméten.

ReSeni:

Dle kapitoly 3.2 urc¢ime odchylku rovin od priiméten sklopenim promitacich rovin spadovych
piimek. Rovina § je ve specidlni poloze — rovnobézna s osou x. Bodem A proloZime rovinu
A kolmou k ose x. Prisecnici rovin A a § jsou spadové primky prvni i druhé osnovy. Ve sklopeni

roviny A uré¢ime odchylku roviny § od primeéten i y-novou soufadnici bodu A (obr. 3.13).
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4 TELESA

4.1 Sbirka uloh téles

Priklad 4.1

Zobrazte kolmy pétiboky hranol, jehoZ dolni podstava leZi v roviné a(3; 4; 5), stfed podstavy je

bod S[-2; 3; ?], jedna jeho boc¢ni hrana prochazi bodem Q[5; 6; 5] a vySka hranolu v = 5 cm.

Obr. 4.1 Hranol.
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ReSeni:

Nejprve sestrojime zadani. Pomoci hlavnich pfimek prvni osnovy najdeme néarysny obraz

S, stredu dolni podstavy. Vzhledem k tomu, Ze bodem Q je urcCena jedna boc¢ni hrana kolmého
hranolu, vedeme bodem Q pfimku k kolmou k roviné a: Qe€k La, Q,€k,Lp], Q,€k,L p;
(postupem z kapitoly 2.4.4). Jeden z vrcholli dolni podstavy je prisecikem roviny o a kolmice k:
A€ank. Resime napf. pomoci prvni kryci ptimky r: P,er,nh%, H,er,nh{,r,=P,H,,
A,€r,Nk,, A€k, a na ordindle (postupem z kapitoly 2.4.3). Rovinu a oto¢ime kolem
ptidorysné stopy pj do puadorysny (postupem z kapitoly 3.4), kde sestrojime pravidelny
pétithelnik A’B°C°D°E°. Pro odvozeni plidorysného pétitihelniku A, B,C, D, E, pouZijeme
afinitu A (o=p{,A,»A"). Narysny obraz pétidhelniku A,B,C,D,E, sestrojime uZitim
hlavnich pfimek roviny a. Jeden z vrcholi horni podstavy hranolu urc¢ime sklopenim kolmice
k dom: [A)€lk|L[s|,kde s je spadova piimka naleZici roviné a v bodé A. Na (k) sestrojime bod
(A) tak, aby |[(A)(A)| = v = 5 cm. Z bodu (A) odvodime bod A;: A,€k, a pomoci ordinaly bod A;:
A ,€k,. |A; A)| je délka bo¢nich hran hranolu v ptidorysu, |A;A;| je délka bo¢nich hran v nérysu.

Mame dvé moZna feSeni. V grafickém feSeni je vyznacCena varianta, kdy hranol leZi nad rovinou

a. Nakonec urc¢ime viditelnost obrazti (obr. 4.1).
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Priklad 4.2

Sestrojte pravidelny Sestiboky kolmy jehlan, jehoZ podstava leZi v roviné alc;4;5), vrchol

VI10; 7; 4] a jedna jeho hrana podstavy lezi v ptidorysné.

12

Obr. 4.2 Jehlan.
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Reseni:

Osa kolmého jehlanu prochazi jeho vrcholem a je kolma k roviné podstavy. Vrcholem V tedy
vedeme pfimku o kolmou k roviné a: V€o a o.Lla. Sestrojime tedy: (V,€0,)A(0,L p})
(V,€0,)A(0,Ln5). Priisecik piimky o a roviny « je stfed podstavy — bod S: S€ano. Stred
podstavy S ur¢ime sklopenim prvni promitaci roviny A pi¥imky o: (S|€[s|Nn[o), kde s je
spadovéa pfimka roviny a. Rovinu a oto¢ime kolem pj; piidorysné stopy do ptidorysny, kde
sestrojime Sestitihelnik A’B’°C°D°E°F° tak, aby jedna jeho hrana lezela na ptidorysné stopé
pi astted mé&l v bodé S°. Pomoci afinity A( pj, S,»S°) sestrojime ptdorysny obraz
podstavy jehlanu A,B,C,D,E,F,. Bo¢ni hrany sestrojime spojenim vrcholi podstavy
s vrcholem jehlanu. Obraz podstavy do narysny preneseme naptiklad pomoci pomocné primky
obsahujici hranu podstavy EF a vlastnosti Sestidhelniku. Bocni hrany opét sestrojime jako

spojnice vrchold podstavy s vrcholem jehlanu. Odvodime viditelnost obrazt (obr. 4.2).

52



Priklad 4.3

Sestrojte valec, ktery vznikne rotaci isecky PR kolem osy o, ktera prochazi body X a Y, jejichZ

souradnice jsou: X[-2; 3; 1,5], Y[3; 6; 4,51, P[-3,5; 4; 2,5] a R[3; 8; 6].

Obr. 4.3 Vilec.
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ResSeni:

Rovina podstav je kolma k ose o, proto sestrojime rovinu p kolmou k ose o a prochazejici bodem
P: (pLo)A(P€p). Kjejimu sestrojeni pouZijeme hlavni pfimky prvni a druhé osnovy:
P,co,Llh,, Pef |x,,P,€0,Lh,, P,€f,lx,,. Stopy roviny p neni tfeba sestrojovat. Stied
podstavy je prisecikem roviny p a osy o: S €oNp . Resime napf. pomoci prvni kryci pfimky k:
o,=k,,1,€ f,Nk,, 2,€h,Nk,, k,=1,2,, S,€k,N0,, S,€0,a na ordindle (postupem z Kkap.
2.4.3). Rovina podstavy je vzhledem k primétnam v obecné poloze, proto sdruZené obrazy
podstav kruznice jsou elipsy. Hlavni poloosa elipsy v ptidorysné i narysné ma stejnou velikost r,
kterd je rovna vzdalenosti bodii P a S. Velikost r najdeme v otoCeni tisecky PS do roviny
rovnobézné s narysnou podle kapitoly 3.1:r=|PS|=|P’S’ . Velikosti vedlejsich poloos
zjistime prouzkovou metodou. Druhé podstavy valce sestrojime tak, Ze posuneme elipsy prvni
podstavy ve smeéru os o velikost useCcky PR. Boc¢ni povrSky jsou tvoreny tecnami k elipsam

podstav. Odvodime viditelnost obrazii (obr. 4.3).
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5 SHRNUTI

Cilem mé prace bylo vytvorit uceleny prehled teoretické Casti a sbirky tloh z Mongeova
promitani jak pro ucitele, tak i pro studenty deskriptivni geometrie na stfednich Skolach a vysSich
rocnicich gymnazia.

V prvni kapitole je popsan princip Mongeovo promitani. Ctendf se sezndmi se zptisobem
zobrazovani bodu, pfimky a roviny, a to vCetné jejich specialnich poloh vzhledem k primétnam.
Pro rozvoj prostorové predstavivosti je kazda poloha vykreslena nejdfive v prostoru a nasledné
v MP. Déle se v této kapitole vénuji hlavnim a spadovym primkam roviny.

Druhéd kapitola je zaméfena na polohové vlastnosti bodd, pfimek a rovin. Danéd kapitola je
rozdélena na cast teoretickou a cast praktickou. Nejdrive jsou popsany postupy konstrukce pro
sestrojeni pruseciku pfimky s rovinou, prisecnice rovin, pfimka kolma k roviné a rovina kolma
k pfimce. Po teoretické casti nasleduje sbirka tloh, ve které Ctenar procvici dané konstrukce
a uceli si vSechny informace dané problematiky.

Treti kapitola se zabyva metrickymi tlohami typu: velikost tsecky, odchylka primek od
priméten, odchylka rovin od priméten, sklopeni roviny a otoCeni roviny do primeétny.
V teoretické Casti jsou probrany postupy konstrukci a opét nasleduje sbirka tloh. Ke vSem
uloham této diplomové prace je vZdy priloZeny postup a spravné reSeni.

Ctvrta kapitola je vénovana konstrukcim hranatjch a oblych téles. Pfedpoklada se, Ze ¢tenar
ovlada zaklady stereometrie, planimetrie, konstrukce kuZelosecek a uciva probraného v kapitole
jedna, dvé a tfi.

Doporucila bych tuto sbirku uloh jako ucebni pomiicku v hodinach deskriptivni geometrie pro
studenty 3. a 4. roc¢niku stiednich technickych Skol, popripadé studentiim septimy a oktavy.
Vypracovani této diplomové prace pro mé bylo velkym pfinosem, prohloubila jsem si znalosti
v dané problematice a myslim si, Ze mohu byt studentim deskriptivhi geometrie adekvatné
napomocna.

Vsem, ktefi budou s touto sbirkou uloh pracovat, preji mnoho uspéchii.
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