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Ovod

Tato diplomova préce se zabyva teorii her. Teorie her je oblast aplikované matematiky,
ktera se zamétuje na konfliktni situace a jejich feSeni.

Hlavnim cilem diplomové préce je prezentovat pojmy a metody feSeni her dvou hraca
s konstantnim souctem a her dvou hracti s nekonstantnim souc¢tem. Pro lepsi pochopeni
konkrétni C4sti teorie je text doplnén o priklady.

Cely text je rozdélen do tfi kapitol s ndzvy Zdkladni pojmy teorie her, Hry dvou hrdcii
s konstantnim souctem a Hry dvou hrdcti s nekonstantnim souctem.

Prvni kapitola se stru¢né zabyva teorii her v §ir§im pohledu a definuje jeji zdkladni po-
jmy, které jsou spolecné pro razné typy her.

Druha kapitola se zabyva hrami dvou hrac, jejichz zajmy jsou pfimo protikladné. Jsou
zde rozebrany hlavni vlastnosti téchto konflikt(i a je tu navrhnuto jejich feSeni. Pro tiplné
pochopeni této Césti prace je vhodné, aby se Ctenar sezndamil se zdklady linearniho pro-
gramovani. K obecnému feSeni téchto her je totiZ nutné vyuZzit metod linedrni optima-
lizace. V tomto textu je vyuZita simplexovd metoda, Gplnéjsi popis této metody lze najit
v literatufe [9].

Treti kapitola studuje hry dvou hract, jejichZ zdjmy jiZ nejsou v pfimém rozporu. Tato
kapitola je rozdélena na nekooperativni teorii a kooperativni teorii. V prvni Césti je do-
hoda hrach pfedem zakdzana, ve druhé ¢asti je dohoda povolena. V obou pfipadech je
popsan charakter hry a navrhnuto jeji feSeni.

V Ceské literatufe se setkdvame s nedostatkem materidlu zabyvajiciho se teorii her. Tato
préace je napsana se snahou strucné, ndzorné a jednoduse prezentovat hlavni myslenky
té Casti teorie her, ve které vystupuji dva hraci.



Kapitola 1

Zakladni pojmy teorie her

Teorii her 1ze chapat jako logickou analyzu konflikta a chovani jejich ti¢astniki. Jedna

se o matematicky popis konfliktni situace, ktery se zamétuje na studium, jak by se méli

Ucastnici konfliktu raciondlné chovat. Raciondlni chovani ticastnikii konfliktu zde ché-

peme v tom smyslu, Ze kazdy Gcastnik mé tendenci maximalizovat sviij uZzitek.

Cela teorie her se opird o pojmy hra, hrdci, strategie a vyplata. Hru 1ze chapat jako me-

chanismus pravidel, do kterého vstupuji objekty zvani hraci. Kazdy hrd¢ ma na vybér

strategie, které muize volit ze své mnoziny strategii. Strategie zvolené v§emi hraci, ktefi

se konfliktu Gi€astni, urcuji jednotlivé vyplaty téchto hraca.

Pro kazdou hru hleddme optimdlni reseni této hry. To znamens, Ze je tteba urcit, kterou

strategii nebo kterych strategii maji hraci uzivat, a pokud jich ma byt vice nez jedna, jak
se jich m4 uzivat.

Hrou rozumime konfliktni situaci, ktera mtize byt libovolného charakteru. MtiZe jit o spor
dvou kamaradii, manZelskou hadku, Sachovou partii, konkuren¢ni boj firem o zdkaz-

nika, apd. Situaci chipeme jako konfliktni v tom smyslu, Ze kazdy hra¢ musi zvolit stra-

tegii nebo strategie, se kterymi bude situaci resit.

Definice 1.1 Necht' je ddna neprdzdnd N-prvkova mnozina H = {1,2,...,N}. Necht
je dadle dano N mnoZin Xj,..., Xy a N redlnych funkci M,(x,,..., xy),..., Mn(xy,..., Xy)
na kartézském soucinu X; x --- x Xy.

Pak hrou N hrdciit v normdlnim tvaru nazveme usporddanou (2N + 1)-tici:

G :{H;Xl)---;XN;Ml(xlr---)xN)’---vMN(xly---»xN)}:{H;X;M} (]-]-)

Mnozinu H nazveme mnozinou hrdcii, jeji prvky 1,2,..., N nazveme hrdci. Mnozinu X;
nazveme prostorem strategii i-tého hrdce. Prvek x; € X; nazveme strategii i-tého hrdce a
funkci M; nazveme vyplatni funkci i-tého hrdce.

Definice 1.2 Hru v normélnim tvaru nazveme konecnou, jestlize prostory strategii viech
hract jsou kone¢né mnoziny. V opa¢ném piipadé hru nazveme nekonecnou.

V souvislosti s optimdlnim feSenim hry se v teorii her vyskytuje pojem rovnovdzZny bod.
Jedna se o soubor takovych strategii jednotlivych hracd, ze zadny hrac si zménou svoji
strategie obecné nepolepsi za predpokladu, Ze ostatni hraci své strategie zachovaji.



Definice 1.3 N -tici strategii x* = (x}, ..., x5, ) nazveme rovnovdznym bodem, jestlize plati:

Mi(x), o X X, X7 e X)) S MG(X1 00, X)) (1.2)
provsechnai € H avSechna x; € X;. Prvek x; se nazyva rovnovdZnd strategie i-tého hrdce
nebo také optimdlni strategie i-tého hrdce.

RovnovdZznému bodu se tika také Nashova rovnovdha. Z definice plyne, Ze strategie x;
i-tého hréce je jeho nejlepsi strategie v piipadé, Ze ostatni hrac¢i nezméni svoje strategie.
Zadnému hraci se tedy neoplati zménit svoji stavajici strategii. Definice rovnovazného
bodu vSak neddva odpovéd’ na to, co se stane, pokud se rozhodne zménit svoje strategie
dva a vice hracii soucasné.

Hrylze délitnarizné typy podle mnoha kritérii. V tomto textu se budeme zabyvat zejména
hrami, ve kterych je soucet vyplat vSech hracti vzdy roven néjaké pevné hodnoté, a také
hrami, které tuto vlastnost nemaji.

Definice 1.4 Hra v normdlnim tvaru, ktera spliiuje pro vSechna x; € X;,i =1,..., N pod-
minku

N
D Mi(x, 50 =K, (1.3)
i=1

kde K je konstanta nezdvisla na volbé strategii x,, ..., Xy, se nazyva hra s konstantnim
souctem. V ptipadé, ze K =0, mluvime o hre s nulovym souctem.

JestliZe je soucet vyplatnich funkci zavisly na zvolenych strategiich, mluvime o hre s ne-
konstantnim souctem.

Velmi dulezitymi pojmy teorie her jsou ryzi strategie a smisené strategie. Existuji hry,
ve kterych je pro hrace vyhodné zvolit jedinou strategii jako prvek ze své mnoziny strate-
gii (ryzi strategii), avSak casto je pro hrace vhodné svoje strategie namichat do urc¢itého
pomeéru (smiSena strategie). Strategiim tedy pfifazujeme pravdépodobnosti, s jakymi se
maji hrat. V teorii her se zavadi pojem smiSené rozsiteni hry v normdalnim tvaru.

Definice 1.5 Necht’ existuje hra vnormalnim tvaru G = {H, X, M }. SmiSenym rozsirenim
hry G rozumime hru I' = {H,E, M}, kde & = (Z,,...,5y) je vektor prostora =}, jehoz
prvky jsou pravdépodobnostni miry £; na X, a kde dale plati:

Mi(€)=J M;(x)d&(x) (1.4)
xeX
€=(§1»---:§N)

Specidlné pro kone¢né prostory strategii X; pro kazdé i € H plati:

N
M(&) =Y Mi®)] [&(x) (1.5)

xeX J



Prvky prostoru X; se nazyvaji ryzi strategie i-tého hrdce, prvky prostoru =; se nazyvaji
smisené strategie i-tého hrdce.
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Kapitola 2

Hry dvou hracua s konstantnim souc¢tem

Jde o matematicky model konfliktu, kde vystupuji pouze dva hréci a kde vyplaty obou
hrach davaji vzdy stejny soucet, nezdvisle na vybéru strategii kazdého hrace. Jedna se
o hry, ve kterych zdjmy hrédce 1 jsou v pfimém rozporu se zajmy hréce 2.

V piipadé, Ze zavedeme pro x € X oznaceni strategie hrice 1, kde X je prostor strategii
hrace 1 a pro y € Y oznaceni strategie hrace 2, kde Y je prostor strategii hrace 2, pak pro
tyto hry ziejmé plati M,(x, y)=—M,(x,y)+ K.

Pro hru s nulovym souc¢tem plati M,(x, y)=—M,(x, y), pro tyto hry budeme proto uva-
Zovat jen vyplaty hrace 1, tedy M,(x, y)= M(x, y).

Definice 2.1 Necht'
H:{{I,Z},X, Y,Ml(x,J’),Mz(x,J’)} (21)

je hra dvou hracil s konstantnim souctem. Strategii x* € X, ke které existuje strategie
y*€ Y stouvlastnosti, Ze
M,y (x, y*) < My(x%, y7) (2.2)

M,(x*, y) < My(x*, y%) (2.3)
pro vSechna x € X a pro vSechna y € Y, nazyvame optimdlni strategii hrdce 1. Strategii
y* € Y nazyvdme optimdlni strategii hrdce 2.

V pfipadg, ze
H={{1,2};X,Y;M(x,y)} (2.4)

je hra s nulovym souctem, lze psat:
M(x,y*)<M(x", y*) < M(x%, y) (2.5)

Usporddand dvojice strategii (x*, y*) se povazuje za reseni hry vnormalnim tvaru. Pokud
pujde navic o hru s nulovym souctem, hodnota M(x*, y*) se nazyva cena hry.

Véta 2.1 Necht je ddna hra dvou hrdcti s konstantnim souctem (2.1). Potom x*, y* jsou

optimdlni strategie ve hre (2.1) prdveé tehdy, jsou-li x*, y* optimdlni strategie ve hre s nu-
lovym souctem (2.4), kde M (x,y)= M,(x, y)—M,(x, y).

11



Drikaz:
"3"
UvaZujme strategie x*, y* jako optimalni strategie ve hie (2.1). Nerovnost (2.2) Ize upra-
vit:
Ml(x’y*)_MZ(x)y*)SMI(X*)y*)_MZ(x’y*) (26)

ProtoZe plati
K—M,(x,y")=M,(x,y*) = My(x*, y*) = K — M;(x%, y),
dostaneme z nerovnosti (2.6) nerovnost:
M,(x, y*)—M,(x, y*) < My(x", y*) — My(x", y*) (2.7)
Vztah (2.7) odpovida levé ¢asti nerovnosti (2.5) pro M(x,y)=M,(x,y)—M,(x, y).

Prava nerovnost by se dokdzala analogicky.

H¢H
Nyni predpoklddejme, Ze pro x*, y* plati (2.7) a tento vztah lze upravit

Ml(x’ y*)_[K_Ml(x! y*)] < Ml(X*’ y*)_[K_Ml(X*’ y*)]»

coZ je vztah ekvivalentni s nerovnosti (2.2).
Pravou nerovnost dostaneme opét analogicky. O

Ze strategického hlediska je podle pfedchozi véty jedno, zda hleddme feSeni hry s kon-
stantnim souctem nebo feSeni ji odpovidajici hfe s nulovym souctem. V dal§im textu se
proto omezime jen na hry se souctem vyplat hraci rovnym nule.

Je ndzorné hry dvou hraci s nulovym sou¢tem popisovat pomoci matic. Pocet fadk této
matice udava pocet strategii hrace 1, pocet sloupcti znaci pocet strategii hrace 2. Jednot-
livé prvky matice znaci vyplaty hrace 1; z téchto vyplat 1ze samoziejmé okamzité zjistit
vyplaty hréce 2. Zavedeme definici, kde oba hraci maji konecné prostory strategii.

Definice 2.2 Konecnou hrou s nulovym souctem dvou hrdciirozumime uspofadanou tro-
jici{H ={1,2}; X ={1,2,..,m}, Y ={1,2,..,n}; M(i, j) = a;,}, kde

all alz e aln
a21 a22 oo azn

se nazyva matice hry.

Matice hry popisuje danou hru tplné a jednoznacné. Mame-li néjakou maticovou hru,
vznikd otdzka, jak z matice hry ur€it optimdlni strategie obou hracua.

Optimalni strategie hry dvou hract s nulovym souctem jsou ur¢eny vztahem (2.5), pro je-
jich nalezeni lze uZzit principu sedlového bodu a principu dominance. Oba pojmy vysvét-
lime na pfikladu.

12



Priklad 2.1 Uvazujme hru dvou hrac¢ti danou matici hry:

N Yo ¥ W
|4 1 2 3
x»|—-3 0 1 4 (2.9)

X3 4 —2 1 0
X, |3 -1 0 —2

Hodnoty matice urcuji vyhry hréce 1 (prohry hrace 2) pii zvolenych strategiich obou
hracua. Nejprve si vSimnéme, Ze v§echna ¢isla prvniho fadku maji vétsi nebo rovnou hod-
notu v porovndni s korespondujicimi Cisly tfetiho rddku. V tomto pfipadé fikdme, Ze
strategie x; dominuje strategii x;. Podobné viechna cisla druhého sloupce jsou mensi
v porovndni s korespondujicimi ¢isly ve sloupci tfetim a fikdme, Ze strategie y, dominuje
strategil ;.

Princip dominance 1ikd, Ze ma-li hra¢ rozhodnout mezi dvéma strategiemi, pficemz
jedna dominuje druhé, ma volit vZdy dominujici strategii.

Reseni matice (2.9) bude tedy ekvivalentni s feSenim matice:

| Nh Yo )
X | 4 1 3
X | —3 0 4
X, 3 -1 =2

(2.10)

Nyni v matici (2.10) budeme hledat takovy prvek, ktery je nejmensi v fadku a zaroven
nejvetsi ve sloupci. Takovy prvek se oznacuje jako sedlovy bod matice. Tyto vlastnosti
spliiuje dvojice strategii (x;, »).

Princip sedlového bodu tik4, Ze mé-li matice sedlovy bod, maji hraci volit ty strategie,
které tento bod obsahuji.

Resenim této hry je tedy dvojice strategif (x,, y»), optimalni strategie hrace 1 je strate-
gie x;, optimdalni strategie hrace 2 je strategie y, a cena hry je rovna 1.

Poznamka Reseni hry $lo urcit pfimo z matice (2.9) nalezenim sedlového bodu této ma-
tice. Principu dominance se vyuZziva pouze pro zjednoduseni, kdy ihned vyfadime stra-
tegie, které jsou evidentneé horsi nez jiné.

Existuji zfejmé maticové hry, které sedlovy bod nemaji. Nyni se budeme zabyvat tim,
co je feSenim téchto her a jakym zptisobem se toto feSeni nachdzi. Podle (1.5) jsme za-
vedli pojem smiSené rozsiteni hry v normalnim tvaru. JelikoZ v této kapitole uvaZzujeme
pouze dva hrace, budeme déle pracovat s néasledujici definici smiseného rozsireni hry

s nulovym souctem pro dva hrace.
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Definice 2.3 Necht existuje kone¢na hra s nulovym souctem dvou hra¢t dana matici
hry (2.8). Smisenym rozsitenim hry (2.8) nazveme takovou hru I' = {H = {1,2}; X, Y';
M(i, j)= aij} , kde

m
Xlz{xT:(xl,...,xm);Zx,-=1,x20}, (2.11)

Y’:{yT:(yl,...,yn); yi=1,y2=0} (2.12)

1

.

jsou po fadé prostory strategii hraCe 1 a hrace 2 a pro vyplatni funkci M(x, y) plati

m n

M(x,y)zz xiaijyj:xTAy. (2.13)
i=1 j=1

Plati néasleduji diilezit4 véta klasické teorie her, kterd zarucuje existenci optiméalni smi-
Sené strategie kazdé konecné hry. Tato véta se v rizné literatuie nazyva bud’ Nashova
véta, nebo také Zdkladni véta teorie maticovych her.

Véta 2.2 SmiSené rozsiteni kazdé maticové hry md reseni.

Diikaz: Dvé hry nazveme strategicky ekvivalentni, jestlize vSsechny optimdlni strategie
jsou v téchto hréach stejné.

Necht' A je néjakd matice a necht’ E je matice tvofend z jedniCek se stejnymi rozmeéry
jako A. Pak hra s matici A je strategicky ekvivalentni s hrou s matici A+ cE, kde c je
libovolné redlné ¢islo. Navic je-li v cena hry s matici A, pak cena hry s matici A+ cE je
rovna v + c. To znamen4, Ze pokud vime, jak se optimdalné rozhodovat ve hie s matici A,
pak také vime, jak se rozhodovat ve hie s matici A+ cE.

Nyni mGZzeme pfedpoklddat, Ze vSechny prvky matice A jsou kladné. Pak existuje jisté
kladné &islo v tak, Ze pro libovolné pevné x* € X' a pro véechna y € Y’ plati:

v<xTAy (2.14)

Mnozina Y’ je kompaktni mnozina a funkce f(y)= x*’ Ay je v§ude v Y’ kladn4 a spojit4.
ProtoZe funkce f(y)nabyvd namnoZiné Y’ svého minima, musi byt toto minimum (= v)
kladné.

K tomu, aby platila nerovnost (2.14) pro viechna y € Y, sta¢i, aby platila pro viechna
y € Yvetvaru(l,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1), tj. pro ryzi strategie. K tomuto ovéfeni
staCi provést linedarni kombinaci nerovnosti, které vzniknou dosazenim ryzich strategii
s koeficienty y =(, , ..., ¥,,) do vztahu (2.14), tedy:

Ay X+ Xyt Ay X 2V (y=(1,0,...,0))
A1 X[+ X5+ ..+ Ay X 2V (y=(0,1,...,0))

(2.15)
A1 X} Ao X+ . A A X5 2V (¥=(0,0,...,1))

14



Strategie x* bude optimadlni strategii hrace 1 a v bude cenou hry v ptipadé, Ze x* bude
vyhovovat vSem nerovnostem (2.15), bude splnovat podminku x;+x;+---+x* =1, x; 20
proi=1,2,..., m abudeme schopni najit strategii y* tak, aby pro kazdé x € X ' platila i
nerovnost

xTAy* <. (2.16)

Vztah (2.16) bude platit, jestliZze soucasné

any;tapy, +...+a,yr<v (x=(1,0,...,0))

Ay Yy +ayny,+...+a, Yy < v (x=(0,1,...,0)) ( )
2.17

ak tomu, aby y* byla strategie, musi platiti y*+ y+---+y*=1,y;20pro j=1,2,...,n.
Zaved'me nyni substituce

&
~ %

\ V;
g,:? njzjf, i=1,2,...m, j=12,...,n. (2.18)

Systém nerovnic (2.15), (2.17) lze piepsat na

anéit+anéot...+a,,8,>1

1281 +ax 8+ . +aE > 1

(2.19)
ay,&1+az ot 4,821
a
apm+apnt...+a;,n, <1
Ay N +ax+...+ay,1, <1
................................. (2.20)

am1771+61m2772+- . +amnnn <1
Soucet slozek vektoru x* a vektoru y* musi byt roven 1, zavedenim substituce (2.18)
se tyto podminky zméni na
, (2.21)

S +&t &, =

nl+n2+...+nn: (2.22)

SN

UvaZujme o tloze linedrniho programovani:

Chceme minimalizovat {&, + &, +---+ &,,} pfi omezenich (2.19) a &; > 0; dudlni tloha
je maximalizovat {n; + 1), +---+n,} pfi omezenich (2.20) a n; > 0. Diky pfedpokladu,
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Ze matice A obsahuje pouze kladné prvky, snadno nahlédneme, Ze obé tlohy linedarniho
programovani maji pfipustné feSeni. Dale je zndmo, Ze maji-li ob€ ulohy linearniho pro-
gramovani, které jsou dudlné sdruzené, pripustnd reSeni, maji i feSeni optimdlni. Timto
je véta 2.2 dokdzana. O

V ramci smiseného rozsifeni mé tedy kazda hra feSeni. Dlikaz véty 2.2 ddva nahlédnout,
jak se daji optimdlni smiSené strategie urcit, je ovSem tfeba dale vyuzit metod linear-
niho programovani. V tomto textu vyuZzijeme algoritmus jednofazové simplexové me-
tody, s touto vypocetni metodou je mozné se setkat v literature [9].

Piiklad 2.2 UvaZujme hru s matici:

| nh ¥ ¥
x| -1 1 0
x| 1 -1 1
x3| 0 1 -1

(2.23)

Je snadno vidét, Ze v této hie neexistuje sedlovy bod. Abychom mohli vyuZit postupu,
ktery popisuje diikaz véty 2.2, je tieba, aby vSechny prvky matice (2.23) byly alespon
nezaporné.

| h Yo )
x| 0 2 1
5|2 0 2 (2.24)
x| 1 2 0

Staci urcCit optimalni strategie ve hie dané matici (2.24), nebot’ vime, Ze matice (2.24) je
strategicky ekvivalentni s matici (2.23). Zjistit tyto smiSené optimdlni strategie pro oba
hrace znamend vytesit ilohylinedrniho programovéani; to znamend minimalizovat funkci
{&,+ &, + &3} pii omezenich

28,+85>1,

28,+2&5>1,

§1+2§2 > lr

£, >20,i=1,2,3,

a maximalizovat funkci {n, + 1, + 13} pti omezenich

27’]2"‘7’]33 ]-)
2771+2773§ 1)
o<1, (2.25)

n;>0,j=1,2,3.
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Simplexova metoda je efektivni diky tomu, Ze pfi nalezeni optimélniho feSenijedné ulohy
linedarniho programovani, jsme schopni okamzité ptrecisti optimalni feSenti jeji sdruzené
ulohy.

Snazme se nyni maximalizovat funkci {1, + 1, + 15} pti omezenich (2.25). Ulohu nej-
prve upravime na kanonicky tvar pomoci umélych proménnych a zapiseme do zékladni
simplexové tabulky.

27]2"‘7]3"‘7]4 = 1!
2m+2n3+ns=1,

Mm+2n,+ns=1,
n;>0,j=1,2,...,6.

M M2 N3 | MNa N5 TN
n 0 2 1 1 0 0|1
|l 2 0 0 1 01
Ne 1 2 0 0 0 1 |1
-1* -1 -1 0 0 010

Posledni fadek tabulky urcuje koeficienty ticelové funkce v anulovaném tvaru. Realizace
vypoctu probiha ve ¢tyfech krocich.

1. Test optima - v jednotlivych krocich vypoctu je tieba v piipad€ maximalizace ucelové
funkce dosdhnout zvySeni této funkce oproti kroku pfedchdzejicimu. Jsme-li schopni
nalézt nové bazové feSeni, které by mélo lepsi hodnotu tcelové funkce, neni nase poca-
teCni bazové feSeni optimdlni.

2. Volba vstupujici proménné - rozhodneme, ktera z proménnych 1 ; bude do béze vstu-
povat. Ke zvySeni hodnoty ucelové funkce dojde tehdy, kdyz do baze vstoupi ta pro-
meénnd, kterd ma v poslednim fadku tabulky zdpornou hodnotu. Obecné mame zajem
o to, aby byla zména tcelové funkce co nejvyssi, snazime se proto vybrat to zdporné
Cislo s nejvétsi absolutni hodnotou. V nasem piikladu je posledni fddek u nebazovych
proménnych r); tvofen Cisly —1, v tomto pfipadé je jedno, kterou z proménnych do baze
zvolime.

3. Volba vystupujici proménné - vystupujici proménnou z béaze ur¢ime podle minimal-
niho podilu hodnot pravych stran a kladnych koeficientt u vstupujici proménné. Je-li
minima dosaZeno pro vice hodnot, bereme zpravidla to nejmensi z nich.

4. Prepocet simplexové tabulky - simplexovou tabulku pfepocitdme do takového tvaru,

aby se vstupujici proménnd stala bdzovou proménnou a vystupujici proménnd stala
proménnou nebdzovou. K feSeni vyuzijeme Gaussovy-Jordanovy elimina¢ni metody.

17



M N2 N3 | Na N5 T
m|0 2 1 ]1 0 o0]1
m|1 0 1[0 1 0|3
o 2 —1/0 — 1|3

0 —-1* 0 [0 5 0|3
mlo o 2|1 5 -—-1]|3
m|1 o 1[0 1+ 0|3
mlo 1 o -3 4

0o o o ¢ i
na| 0 0 115 3 33
m| 1 0 0 |—3 1 37 |3
N2 0 1 0 211 _% % %

0 0 0] 5 3]3

Z posledni ¢asti tabulky lze precist cenu hry a optimalni smiSené strategie obou hraca
pro hru s matici (2.24). Cena hry v je v tomto piipadé rovna % a pro optimdlni smisené
strategie plati:

81 2 81 2
J’1=V'Th=§'1:§ x1=V'§1=§‘Z=§
8 3 3 8 3 3
BEvp=geo=s L=V =oeo=s
8§ 1 2 8§ 1 2
YSZV‘%:;'Z:; x3=V'53=§‘Z=;

Pro hru uréenou matici (2.23) je cena hryrovna 3, optimélni smi$ené strategie pro hrace 1

a hrace 2 jsou (x;, x5, %3) = (4,2, %) a (31, 3o, 5) = (%, 2, ).

Nékdy je vhodné fesit hru jinym zplisobem nez simplexovou metodou linedrniho pro-

gramovani. Zejména hry typu 2x2 a 2 x m se daji feSit velmi jednoduse, jak je zndzornéno
v prikladu 2.3 a v piikladu 2.4.

Priklad 2.3 Méjme hru ddnu matici:

h »
X |—2 5 (2.26)
X, | 8 2

Nejprve nahlédneme, Ze tato hra nema sedlovy bod, feSeni bude mit tedy ve smiSenych
strategiich. Uvazujme nyni, Ze hrac 2 bude na jednotlivé ryzi strategie hrace 1 volit stra-
tegii y; s pravdépodobnosti p, a strategii ), s pravdépodobnosti 1 — p,. Lze ocekavat, Ze
vyplata hrace 1 bude pro jeho jednotlivé ryzi strategie rovna postupné témto vztahtim:

—2p,+5(1—p,)=5—"7p,
8p, +2(1—p,)=6p, +2
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K tomu, aby si hrac 2 zajistil, Ze hrac¢ 1 neziska vyhodu z jeho volby smiSenych strategii,
je tieba, aby 5—7p, =6p, +2. Odtud p, = .

Cenu hry dostaneme jednoduse takto:

3 10 44
2 45 —=—
137 13 13
3 10 44
8-— 42 —=—
13 713 13

Podobné bude-li hrac 1 volit strategii x; a strategii x, po fadé s pravdépodobnostmi p,
a 1—p,, bude ocekdvand vyplata hrace 2 pfi volbé jeho ryzich strategii rovna témto rov-
nicim:

—2p,+8(1—p)=8—10p,

5p1+2(1—p)=3p, +2

Jeho optimadlni strategie budou v pomeéru, ktery je mozné ur€it zrovnice 8—10p; =3p,+2.
Tedy p, = &.
Pro dplnost ur¢ime cenu hry z hlediska hréace 1:

6 7 44
2. 48 —=_
13 13 13
6 7 44
5:— 42 —=—
13 13 13
Optimdlni strategie hrace 1 je smigend strategie (x,, x,) = (3, 1) @ optimdlni strategie

Ly . v s . _ /3 10 . 44
hrace 2 je smiSena strategie (y;, J») = (33, 13)- Cena hry je rovna 3.

Poznamka Priklady her typu 2 x 2 lze fesit jesté i jinym zptsobem. Postup je zndzornén
v literatuie [10].

Piiklad 2.4 UvaZujme maticovou hru typu 2 x 5:
N 7R

x|—-4 —2 6 3 0 (2.27)
x»|5 -1 —5 —4 2

Vidime opét, Ze hra nema sedlovy bod, k feSeni vyuzijeme grafickou metodu. Nakres-
lime si dvé osy, které budou znacit strategie x; a x, hradce 1, a na né vyznacime hodnoty
v matici (2.27), které spojime tseckou - strategie y; pro i = 1,...,5 hrace 2 (viz obrazek
nize).

ProtoZe se hrac 2 snazi prohrét co nejméné, je v obrazku tu¢né znédzornéna spodni hra-
nice Gsecek. Aby si hrac 2 zajistil, Ze proti nému hréac 1 neziskd vyhodu, bude se snaZzit,
aby jeho vyplata byla na nejvyssim bodé této spodni hranice tiseCek. Toho lze jednoduse
docilit tim, Ze hra¢ 2 bude hledat feSeni ve smiSenych strategiich y, a y, (proti smiSenym
strategiim x; a x, hrace 1).
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T x2
6
5
3
2
0 0
-1
—2
—4 —4
-5

Grafické znazornéni hry (2.27)

VyfeSenim této hry bychom zjistili, Ze optimélni smiSené strategie hrace 1 a hrace 2 jsou
(xl’ x2) = (%) g) a (J/p J/2) = (%’ é) Cena thJe rovna _%

Poznamka Ptijde-li o hry typu m x 2, feSenti Ize hledat podobnym zptisobem s tim roz-

dilem, Ze dvojice vhodnych smiSenym strategii hrace 1 bude obsahovat nejnizsi bod
na horni hranici isecek.
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Kapitola 3

Hry dvou hracu s nekonstantnim
souctem

Matematickym modelem téchto konfliktti je hra, ve které vystupuji dva hraci a ve které
soucet vyplat obou hra¢a neni konstantni; tj. soucet vyplat se méni v zavislosti na tom,
které strategie zvoli oba hraci. Tato vlastnost vede k tomu, Ze zadjmy hrace 1 nejsou obecné
v rozporu se zajmy hréce 2. Tyto hry se vykazuji soutéZivymi aspekty i moZnosti spolu-
préace.

Budeme dodrzovat znaceni jako v pfedeslé kapitole, prvky x € X znaci strategie hrace 1,
kde X je prostor strategii hrdce 1, a prvky y € Y znaci pak strategie hrace 2, kde Y je pro-
stor strategii hrace 2. Pro tplny popis hry je nutné uvadét vyplatni funkce obou hraca,
tedy M;(x,y)a M(x, y).

Abychom mohli tyto hry zacit viibec fesit je nutné védét, zda je ve hfe povolena moZznost
uzavirat dohody ¢i nikoliv. V této kapitole budeme uvazovat tyto ptipady:

1. Dohoda je zakdzdna; mluvime o nekooperativni teorii
2. Dohoda je povolena; mluvime o kooperativni teorii

Je zfejmé, Ze jednotlivé piipady se budou odliSovat charakterem hry a Ze budou mit od-
lin4 feSeni.

Nekooperativni teorie

Hr4ci voli své strategie bez znalosti vybrané strategie soupefe a bez mozZnosti spolu-
préace. Kazdy z hracl se zajima predevsim o to, jak maximalizovat svoji vyplatu, pficemz
Zadny hra¢ nemad piimy zdjem na tom, aby jeho soupef skoncil na §patné vyplaté. Madme
tedy jistou motivaci fesit tyto hry podobné jako v pfedchozi kapitole. Jako feSeni téchto
her budeme hledat ty strategie, které maji tu vlastnost, Ze jejich jednostranné poruseni
vede k poskozeni hréce, ktery toto poruSeni vyvolal.
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Definice 3.1 Necht
H:{{l,Z},X, Y,Ml(x»J/),Mz(x,J’)} (31)

je hra dvou hrach s nekonstantnim souctem. Uspofddanou dvojici strategii (x*, y*) na-
zveme rovnovdZnym bodem, plati-li

M (x,y*) < My(x*, %) (3.2)

a soucasné
MZ(X,Y*)SMz(X*, y*) (33)

proviechna x € X av8echna y € Y. Strategii x* nazyvdme rovnovdznou strategii hrdce 1
a strategii y* nazyvame rovnovdznou strategii hrdce 2.

Odtud vidime, Ze zde existuje jistd analogie s definici vztahti (2.2) a (2.3) ve hie dvou
hract s konstantnim souctem. Je tu ovSem podstatny rozdil v tom, Ze u her dvou hraca
s konstantnim souctem se hrac, ktery nezvoli svoji optimélni strategii, poskodi o ¢astku,
kterd pfipadne jeho soupefi.

U nekooperativnich her dvou hracu s nekonstantnim souctem hréc, ktery nezvoli svoji
rovnovaznou strategii, poSkodi nejen sebe, ale miize se stat, Ze bude poskozen i druhy
hrag, a to klidné o vy3si ¢astku nez hrac prvni.

Z tohoto divodu mluvime o rovnovaznych strategiich a rovnovdzném bodu misto o op-
timdlnich strategiich a optimélnimu feSeni.

Kazdou kone¢nou hru dvou hrac¢a s nekonstantnim souctem Ize popsat pomoci dvou
matic

bll b12 bln
B = b21 b22 bZn (35)
bml bm2 bmn

Pro vétsi pfehlednost budeme tyto matice sluCovat do dvojmatice

an, by ay, by ... ay,, by,
a1, 0y Gy Doy ... Gy, D
21> P21 22> V22 2n> Y2n , (36)
A1) bml A2 bmz cor Amny bmn
kde cisla fadki reprezentuji ¢isla strategii hrace 1 a ¢isla sloupcti odpovidaji ¢isltim stra-
tegii hrace 2. Bude-li hrac 1 volit strategii i a hra¢ 2 strategii j, pak vyhra hrace 1 bude
a;j avyhra hrace 2 bude b;;.
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Definice 3.2 Dvojmaticovou hrou rozumime kazdou kone¢nou hru {H = {1,2};
X = {1,2,...,m}, Y = {1,2,,7’1},M1(l,]) = aierZ(i!j) = bij}r kde aij a bl] jsou prka
matic (3.4) a (3.5).

Ma-li hra pouze jeden rovnovazny bod, nalezneme feSeni snadno. Staci rovnovazny bod
najit a hrac¢i maji volit ty strategie, které tento bod obsahuiji.

Priklad 3.1 Méjme hru dvou hraci ddnu dvojmatict:
| N Yo

x| —1,1 2,0 (3.7)
x| 3,2 4,-1

Snadno nahlédneme, Ze hra (3.7) m4 jediny rovnovazny bod (x,, y;). Tento rovnovazny
bod povazujeme za feSeni této hry, hra¢ 1 ma volit svoji rovnovéZnou strategii x, a hrac 2
ma volit svoji rovnovaznou strategii y;. V této hie hrac 1 dostane vyplatu 3, hrac 2 skonci
na vyplaté 2.

Pro hledani rovnovaznych bodu staci proveéfit vSech m - n dvojic strategii. Rovnovazny
bod splnujici nerovnosti (3.2) a soucasné (3.3) vSak nemusi viibec existovat. Budeme
tedy stejné jako v predchozi kapitole definovat smiSené rozsifeni hry, kde by rovnovazny
bod jiz existoval.

Motivace k zavedeni smiSeného rozsireni tu je vSak slabsi nez u her dvou hract s kon-
stantnim souctem. Zde obecné nejsou zdjmy hraci v piimém rozporu, hraci tedy nemaji
piimy zdjem své volby tajit pomoci ndhodného pokusu.

Definice 3.3 Necht' existuje kone¢na hra s nekonstantnim sou¢tem dvou hrac¢t ddna

dvojmatici hry (3.6). SmiSenym rozsitenim hry (3.6) nazveme takovou hru
I'={H={1,25X,Y ; M(i, j)=a;;, My(i, j) = b;;} , kde

X' ={x"=(x,..., %);

v

x;=1,x >0}, (3.8)

IV

i=1

N

Y =("=0 0 0) D ¥

\Y

1,y >0} (3.9)

~.
—_

jsou po fadé prostory strategii hraCe 1 a hrace 2 a pro vyplatni funkce M, (x, y)a M,(x, y)
plati:

m n

M1(X,J’):sziaijJ’j:xTAy (3.10)

i=1 j=1

n

inibijyjszBy (3.11)

i=1 j=1

Mz(x:J’)
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Nasledujici véta urcuje podminky, které postacuji k tomu, aby hra dvou hract s nekon-
stantnim souctem meéla rovnovazny bod.

Véta 3.1 Necht (3.1) je hra dvou hrdcii s nekonstantnim souctem a zdroven necht plati:
i) X a Y jsou kompaktni konvexni podmnoZiny euklidovskych prostorii e, a¢,.
ii) M,(x, y) je konkdvniv x a M,(x, y) je konkdvnivy.
iii) Funkce M,(x, y)+ M,(x, y) je spojitd na mnoZiné X x Y.
iv) Pro kazdé x € X je M,(x,y) spojitd funkce y vY a pro kazdé y € Y je M,(x,y)
spojitd funkce x v X.
Pak hra (3.1) md alespori jeden rovnovdzny bod.
Dtikaz: Dukaz této véty vyuzivd Brouwerovu vétu o pevném bodé. Dikaz véty 3.1 neni
konstruktivni a 1ze ho najit v literatute [2].
SmiSené rozsiteni kazdé dvojmaticové hry spliiuje predpoklady véty 3.1, je tedy mozné
uvést bez diikazu tuto vétu.

Véta 3.2 SmiSené rozsiteni kaZdé dvojmaticové hry md alespori jeden rovnovdZny bod.

Dtikaz véty 3.1 neni konstruktivni, nevime tedy, podle jakého algoritmu rovnovéazné body
smiSeného rozsiteni hry hledat. Nasledujici véta nastinuje metodu, jak tyto rovnovazné
body nalézt.

Véta 3.3 Necht £ je m-rozmérny vektor an je n-rozmérny vektor. Necht A a B jsou matice
s kladnymi prvky typu m x n. Necht e je vektor sloZeny z m jednicek a f necht je vek-
tor sloZeny z n jednicek. Pak vektory & a7 jsou netrividlnim resenim tilohy nelinedrniho
programovdni maximalizovat

M(En=&"(A+Bn—e'E~f'n
pri omezenich
An<e, B'¢<f,
n=0, >0,

tehdy a jen tehdy, je-li x* = b&, y* = an rovnovdznym bodem smiseného rozsiteni dvoj-
maticové hry, pricemz
1

- 1
T Sy

Pro& an platiETAﬁT =e’E aETBﬁT = 17, takze vidy M(E,7)=0.
Diikaz: S diikazem véty 3.3 se Ize seznamit v literature [2].
Ukazuje se, Ze pfi existenci dvou ¢i vice rovnovaznych boda her dvou hracua s nekon-

stantnim souc¢tem mohou vznikat obtiZe s volbou rovnovaZznych strategii a tedy i s urCe-
nim feSeni hry. Vénujme pozornost dal§imu pitikladu.
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Priklad 3.2 Méjme hru ddnu dvojmatici:

| N Y
x |01 -—1,2 (3.12)
X | 4,0 —2,—1

Hra (3.12) mé dva rovnovazné body (x;, y») a (x,, y4). Pro hrace 1 bude vyhodné, bude-li
vysledek zvolenych strategii (x,, y;), kdeZto hra¢ 2 bude davat prednost vyslednym stra-
tegiim (x;, 3»). AvSak pouzije-li kazdy z hraca tu "svoji" rovnovaznou strategii, skonci
oba na nejhorS§im mozném vysledku. Vidime zde pfipad hry, pro kterou nejsme schopni
doporucit uspokojivé reSeni.

To tedy znamen4, Ze v nekooperativni teorii her dvou hraci s nekonstantnim souctem
existuji hry, které nemaji feSeni. Problémy s feSenim u téchto typi her jsou zavislé nejen
na existenci vice rovnovaznych bodt, ale také na poméru vyplat v téchto rovnovaznych
bodech.

Piiklad 3.3 UvaZujme dvojmaticovou hru:
| N Y2

X | —2,—2 0,—1 (3.13)
»!| 23 -1,1

Tato hra mé podobné jako pfedchozi hra (3.12) dva rovnovéazné body, konkrétné (x;, y,)
a (x,, »1). V tomto piipadé je vsak pro oba hrace vyhodnéjsi vysledek (x,, ;) nez vysle-
dek (x,, »). Lze predpokladat, Ze se hraci sejdou na vysledku dvojice strategii (x,, y;).

Vlastnosti her z priklad 3.2 a 3.3 nds motivuji k zavedeni nasledujici definice.

Definice 3.4 Necht (3.1) je hra dvou hract s nekonstantnim souctem a necht (x,7) je
rovnovazny bod hry (3.1) s vlastnosti

MI(X*!y*)SMl(-;C\)j;)’ (314)

MZ(X*!y*)SMZ(-;C\)j;)’ (315)

kde (x*, y*) je libovolny rovnovazny bod hry (3.1). Rovnovazny bod (X, y) pak nazveme
dominujicim rovnovdZnym bodem hry (3.1).

Je-li dominujici rovnovazny bod ve hfe jediny, m4 hra feSeni ve volbé tohoto dominuji-
ciho rovnovazného bodu a hraci by se méli rozhodnout pro dominujici rovnovazné stra-
tegie.

Existuje-li ve hie vice dominujicich rovnovaznych bod{i, mohou nastat opét potize a
obecné tyto typy her nemaji feSeni. Jsou feSitelné pouze v ptipadé, kdy vSechny domi-
nujici rovnovazné body jsou zdmeénné.
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Definice 3.5 Necht' (3.1) je hra dvou hraci s nekonstantnim souctem a necht’ x;;, ),

J € ] jsou rovnovazné body hry (3.1). Tyto body nazveme zdménnymi body, nezmeéni-li
se hodnoty funkci M, (x, y) a M,(x, y) pfilibovolném dosazeni x;), j € J za x alibovol-
ném dosazeni y, k€] zay.

Definice 3.6 Necht' (3.1) je hra dvou hraci s nekonstantnim souc¢tem a necht’ x;), ¥

i € I, jsou vSechny rovnovazné body hry (3.1) a x;;), %), j € J jsou vSechny zaménné
body této hry a necht’ K = I N J. Potom rovnovazné body X, ¥x), k € K nazveme opti-
mdlnimi rovnovdznymi body, strategie x a strategie y;) nazveme po fadé optimdlnimi
strategiemi hrdce 1 a optimdlnimi strategiemi hrdce 2 ve hte (3.1).

Predchozi dvé definice ndm pomadhaji urcit, k jakym strategiim se maji hraci zavazat v
konfliktu, kde existuje vice dominantnich rovnovaznych bodf, které jsou vSechny z&-
ménné. Piiklad takové hry miizeme vidét niZe.

Priklad 3.4 Méjme hru ddnu dvojmatici:

| N Yo Vs
x| 45 1,1 4,5
x | 0,—1 2,2 —1,0
X3 | 45 1,0 4,5

(3.16)

Tato hrama 5 rovnovéaznych bodi, z toho 4 jsou dominujici - konkrétneé (x), y1)), (X1, ¥3))»
(x3), Y))» (X3 Y3))- Vidime, Ze vSechny 4 dominujici rovnovdzné body jsou zéroven za-

ménné. Tyto body jsou tedy optimélnimi rovnovdaznymi body hry. Strategie x;) a x5

hrace 1 jsou jeho optimaélni strategie, podobné strategie );) a )3 hrace 2 jsou optimalni

strategie hrace 2.

Znamym a velmi zajimavym piikladem hry s nekonstantnim souctem je hra s ndzvem
Vézriovo dilema. Jde o typ hry, ktery se ve své podstaté velmi casto vyskytuje pii konflik-
tech v socidlnim prostredi.

Priklad 3.5 Véznovo dilema:

4 P
Z|-2-2 —50 (3.17)
P| 0—-5 —3-3

Tento konflikt se ve své ptivodni verzi prezentuje takto: hraci jsou dva vézni podezieni
ze spachénizloc¢inu a jsou vyslychédni v oddélenych mistnostech. Maji jen dvé volby; bud’
"zapirat" (strategie Z), nebo "pfiznat se" (strategie P). Jednotlivé zdporné vyplaty mo-
hou predstavovat pocet let, které vézni stravi ve vézeni.
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Snadno ur¢ime, Ze strategie P je pro kazdého vézné jeho rovnovazna strategie a Ze dvo-
jice (—3,—3) je rovnovaZnym bodem. Je vSak ocividné, Ze tento rovnovazny bod (—3,—3)
neni pro zadného vézné idedlni, oba dva by radéji vidéli vysledek (—2,—2). Jak by méli
veézni fesit svoji situaci?

Tento zajimavy problém budeme fesit v zavislosti na poc¢tu kol hry. Ukazuje se, Ze cha-
rakter hry (3.17) se nezméni, nahradime-li €islo -5 ¢islem -6, nebo pfiCteme-li ke kaz-
dému cislu v matici ¢islo 80. Nejprve vymezime obecné podminky Vézinova dilematu.

|z P
Z | a,a
Plcb

(3.18)

)

b,c
d,d

Hra (3.18) bude Vézniovym dilematem, budou-li ¢isla a, b, ¢, d splnovat podminky
c>a>d>baa>2<.

Hraje-li se tato hra pouze jednou, maji hraci volit své rovnovazné strategie P. Véznovo
dilema ma totiZ jen jeden rovnovazny bod (d,d) a pro Zddného hréce neni vyhodné
se od ného odchylovat. Pfipomenme hlavni pfedpoklad teorie her, Ze se kazdy hra¢ snazi
maximalizovat sviij uzitek. Strategie P dominuje strategii Z. Volit strategii Z nebo jiné
smiSené strategie nelze doporucit.

Predpokladejme, Ze m4 tato hra konecny pocet n kol, pfiCemZ oba hraci védi, Ze nastane
pravé n opakovani hry. ZvaZzme nyni, jakd nastane situace v poslednim n-tém kole. Oba
hraci budou mit na konci tendenci volit svoji rovnovéznou strategii P, vysledek v po-
slednim kole bude dvojice (d, d). Tohle védomi, Ze druhy hra¢ v poslednim kole zradi,
ma silny vliv na hru v kole (n —1). Vidime, Ze v pfedposlednim kole se ocitdme ve stejné
situaci jako v kole poslednim, pomoci stejnych argumenti popsanych vyse, 1ze ocekavat
v kole (n —1) vysledek (d, d). Pomoci téchto tivah se musime logicky dobrat k tomu, Ze
vysledek prvniho kola bude dvojice (d, d).

Je-li pocet kol této hry nekonecny nebo konec¢ny, ale hraci predem neznaji pocet opako-
vani hry, nabizi se moZnost spolupréce, tj. volba strategie Z. Hrac¢i budou spiSe spolu-
pracovat nez riskovat dlouhou fadu nepfiznivych vysledkt vznikajicich pfi neshodé.
Nyni predpokldadejme, Ze se hraje prvni kolo a Ze se dalsi kola budou hrat s pravdépo-
dobnosti p, kde p € (0,1). Déle predpoklddejme, Ze hrac 2 bude volit vzdy strategii Z,
dokud hrac 1 nezvoli strategii P. Zajiméa nés otazka, kdy je vyhodné spolupracovat a kdy
soupefte zradit.
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Nezvoli-li hra¢ 1 nikdy strategii P, bude platit:

2 3 a
a+pa+pa+p a+---:1_p (3.19)
Zvoli-li hrac 1 strategii P v m-tém kole, bude platit:
1—p™ m+1d
a+pa+p2a+---+p’”_1a+pmc+p”‘“d+p’"+2d+---:a(l—’;)+pmc+pl—p (3.20)

Vztahy (3.19) a (3.20) ukazuji o¢ekdvanou vyplatu hrace 1 pro jednotlivé pfipady. Pro
hrace 1 bude zfejmé vyhodné spolupracovat, kdyZhodnota vyrazu (3.19) bude vétsinebo
aspon rovna hodnoté vyrazu (3.20).

1—p™m m+1d
a Za( P )+pmc+p— (3.21)
l1—-p I-p 1-p
aZd—dpm+Cpm—Cpm+l+dpm+l
0>—p™a—c+cp—dp)
0<p™a—c+cp—dp) (3.22)

Cislo p™ > 0. Aby platila nerovnice (3.22), musibyt a—c +cp—dp > 0. Odtud jednoduse
ziskdme vztah:

c—a
c—d
Plati-li podminka (3.23), oplati se hrd¢tim spolupracovat, tedy volit strategii Z. Ve hie

p= (3.23)

2
(3.17) musi byt splnéno, Ze pro pravdépodobnost p hry dalsiho kola plati, ze p > . Bo-

huZel predpoklad, Ze soupef bude vzdy spolupracovat, jsme ucinili u naseho soupere.
Z tohoto diivodu nemusi byt toto feSeni zcela presvédcCivé.

Poznamka V socidlnich konfliktech se Véznovo dilema vyskytuje zejména opakované a

hraci obvykle ani netusi, kolik kol hra bude mit. Jsou zndmy dva zajimavé experimenty
opakovaného Véznova dilematu, ve kterém teoretikové her vytvofili pocitacové programy
za UCelem maximalizovat svoji vyplatu v tomto konfliktu. Tyto experimenty se nazyvaji

Axelrodovy turnaje. V obou dvou turnajich zvitézil program "TIT FOR TAT", ktery byl na-

programovan takto: V prvnim kole budu vzdy spolupracovat. V dalsim kole zvolim prdvé
tu strategii, kterou proti mné v minulém kole pouZil miij souper. Vitézny program se tedy
chové podle néasledujiciho vzorce: VZdy se snaZit nejprve spolupracovat, nikdy nebyt ten

prvni, kdo zradi. Na zradu svého soupefe reagovat také zradou, projevi-li ale soupef za-

jem o dalsi spolupraci, odpustit a byt ochoten tuto spolupraci obnovit. Takovy pfistup

se tedy jevi jako velmi uspésny v socidlnim prostfedi.
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Kooperativni teorie

V této kapitole jsme dosud uvazovali pouze ty situace, ve kterych mezi sebou hréaci ne-
mohli komunikovat a nemohli proto ani uzavirat dohody. Nyni pfedpokladejme, Ze je
mezi hradci povoleno uzavirat dohody a Ze je celkova vyslednda vyplata mezi hrace pfe-
rozdélena.

Nejprve se zabyvejme otdzkou, kdy ma pro hrace viibec smysl uzavirat dohodu. Pro
hrace je patrné vyhodné uzaviit dohodu s druhym hra¢em, mtiZe-li ze spolupréce ziskat
veétsi vyplatu nez pfi samostatném rozhodovani. Bude vhodné, kdyz zavedeme pojem
zajisténd vyhra hréace, coZz je nejmensi vyhra, kterou si hra¢ dokdze sdm uhrat:

v, :Iileaj.(XI}gllrflMl(x,y) (3.24)
v zryeayxglel)rgMz(x,y) (3.25)

Pod oznacenim v, budeme rozumét zajisténou vyhru hrdce 1, podobné v, bude znacit
zajisténou vyhru hrdce 2.

Pod oznacenim v, , budeme rozumét ¢dstku, kterou jsou hrdci schopni uhrat dohro-
mady pfi spolupréci. Plati pro ni:

UI,Z = max [Ml(x» J/) + MZ(xr J’)] (326)
(x,y)eXxY

Extrémy (3.24) a (3.25) ovSem nemusi viibec existovat, jejich hledédni je ekvivalentni s hle-
déanim sedlového bodu v pfislusné hie s nulovym souctem. Také extrém (3.26) zfejmé
nemusi existovat. Nebude-li jeden z extrém (3.24), (3.25) nebo (3.26) existovat, nasti-
nime v zaveéru této kapitoly postup, jak se zachovat i vtomto piipadé.

Definice 3.7 Necht' (3.1) je hra dvou hract s nekonstantnim souctem a necht’ v této hie
existuji ¢isla vy, v, a vy ,. Tuto hru nazveme podstatnou, plati-li v, , > v, + v,, a nepodstat-
nou, plati-li v, , = v; + v5.

V podstatnych hrach jsou tedy hraci motivovéani uzavtit se soupefem dohodu. Je snadno

vidét, Ze ptipad v, , < 11+ 1, nemuzZe nikdy nastat. V dalsi ¢4sti se budeme zabyvat pouze
podstatnymi hrami.

Dtilezité pro oba hréce je to, jak se bude spolecnd vyhra pferozdélovat. Kazdy hrac¢ by
zde mohl mit samoziejmé snahu ziskat pro sebe co nejvic bez ohledu na soupefte, ale
nds bude spiSe zajimat, je-li moZné vybrat takové rozdéleni vyhry, které je spravedlivé.
Nejprve zavedeme nésledujici definice.

2 v O

Definice 3.8 Necht' (3.1) je podstatna hra dvou hracu s nekonstantnim souctem. Necht’ w,

(resp. w,) znaci ¢astku, kterou ze spole¢né vyplaty dostane hrac 1 (resp. hrac 2). Pak dvo-
jici [w;, w,] nazveme rozdeélenim. MnoZinu vSech rozdéleni oznacime (2.
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Definice 3.9 V podstatné hie dvou hraci s nekonstantnim souctem nazveme dvojici
(Y1, Y,] € 12 paretovskym rozdélenim, jestliZze neexistuje takové rozdéleni [w,, w,] € 2
s vlastnosti w; > ; a soucasné w, > y,, nebo w; > P; a soucasné w, > Y',. MnozZinu
vSech paretovskych rozdéleni oznacime V.

Hry, které nebyly kooperativni, jsme v tomto textu fesili tak, Ze se hraci zajimali pfede-
v$im o svijj uzitek. Slo-li o hry s konstantnim souctem, byly zdjmy hract piimo proti-
kladné. Ve hrach nekooperativnich sice nebyly tyto zdjmy hract v pfimém rozporu, ale
hraci se opét zajimali hlavné sami o sebe, jejich soupet byl vZdy az na druhém misté.
Tento pristup muzeme nazvat individudlni racionalitou.

V kooperativnich hriach se samoziejmé hraci snazi také maximalizovat svoji vyplatu,
ovSem vyhoda spolupréce jim ddvd moznost jednat spiSe jako skupina, kterd se dohodne
na nejvyhodnéjsim vysledku. Zde hovofime o skupinové racionalité.

ZateSeni kooperativnich her budeme hledat takové rozdéleni [w,, w,] € 12, které je pare-
tovsky optimdlni a které kazdému hréci zabezpecuje vyplatu minimdlné rovnou jeho
zajiSténé vyhre.

Dalsi definice ndm urcuje pfijatelné hodnoty w, a w, pro oba hréace pfi pferozdéleni
spolecné vyplaty.

Definice 3.10 MnoZinu vSech rozdéleni spliujici vztahy
Cl)l + 0)2 = UI,Z’ (3.27)

w, > 1y, Wy > 1y, (3.28)

nazveme jddrem uvazované hry.

3

]\/_[2($7 y)

V1,2

— 7]2,

N V12 My(,y)

MnozZina rozdéleni {2 s jddrem hry
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ProtoZe je jadro hry tsecka, vznikaji problémy, ktery bod na této tisecce zvolit, aby bylo
Y % 2 >z . s Mieve Y.z . 2 v z 14 v
feSeni co moZnd nejspravedlivéjsi. Napiiklad symetrické rozdéleni w, = 5% a w, = 5*

obecné nebude vyhovovat, nebot” hra¢i nemusi mit ve hte strategicky stejné silné posta-

veni, navic rozdéleni [, 22] nemusi do jadra hry ani patfit.

Spravedlivy ptistup k vybéru konkrétniho bodu je zfejmé véc docela individudlni. N43
vybér jednoho bodu z jadra hry bude pomérné dobfte intuitivné podloZeny. UvaZujme
Cisla w,, w, € £2, pro ktera plati:

Vip+ v —v
51:[ 12+ U — U] (3.29)
2
Vip+U,—0
—2: [ 1,2 22 1] (330)

Snadno se presvédcime, ze dvojice [w;, ,] patii do jadra hry. Vztahy (3.29) a (3.30) mi-
Zeme prepsat do tvaru:

Vyo— Uy — U
oA Lt ) (3.31)
2
Vyo— U — U
52=v2+—[ L2 21 d (3.32)

A

Nase rozdéleni [w,, w,] mé takovou interpretaci, Ze kazdy hrac si ponecha ¢éstku, kterou
je schopen si sdm uhrét, a o zbytek se hraci rozdéli rovnym dilem.

Definice 3.11 Uvazujme podstatnou hru dvou hract s nekonstantnim souctem (3.1).
Strategie x*, y* povazujeme za optimdlni strategie, plati-li

Vo =M (X", y)+ My(x*, y¥). (3.33)

Optimdlnim rozdélenim rozumime dvojici [w;, W, ] € {2, ktera spliiuje podminky (3.29) a
(3.30), a reSenim podstatné hry pak rozumime ¢tvefici x*, y*, @, @,.

Pro urcenifeSeni ndm tedy staci urcit ¢isla vy, v,, v; , a odtud snadno spocitdme hodnoty
w;, W, a vybereme strategie x*, y*. ReSeni kooperativnich her v tomto pfipadé necini
zadné potiZe.

Priklad 3.6 Méjme hru ddnu dvojmatici:

| N Yo Vs
x| 8,1 8,7 5,—5
x| 0,2 40,—2 -—13,-3
X3 | —5,5 4,—10 9,0

(3.34)

V této hre je v; =5, 1, =1 a v, = 38. Optimdlni rozdéleni spolecné vyhry pak vychazi
w; =21, w, =17. Optimdlnimi strategiemi jsou x* = x,, y* = .
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Jak bylo uvedeno v pfedchozi ¢asti, extrémy (3.24), (3.25) a (3.26) ve hie obecné nemusi
existovat. V takovém piipadé podle naSeho postupu nedokdZeme kooperativni hry vii-
becfesit. Pfesto zde navrhneme jiny piistup, ktery ukazuje, jak je moZné se s touto situaci
vypordadat.

Lze definovat bod status quo, ktery reprezentuje situaci vzniklou pii neshodé hraca.
Pii existenci extrém (3.24), (3.25) je bod status quo dan piimo Cisly v; a v,, vopacném
ptipadé je tieba hledat zajiSténou vyhru ve smiSeném rozsiteni pfisluSnych her s nulo-
vym souctem.

Je dokdzana véta, podle které existuje v kazdé kooperativni hie (3.1) pouze jeden vyjed-
ndvaci bod, ktery spliiuje nésledujici ¢tyfi axiomy.

Axiom racionality iik4, Ze feSeni hry by mélo byt bodem jadra hry.

Jsou-li vyplaty hract transformovany pomoci pozitivni linedarni funkce, pak podle axi-
omu linedrni invariance by mélo byt i feSeni hry touto funkci transformovéno.

Kazdou hru lze znédzornit graficky pomoci jistého konvexniho mnohothelniku. Axiom
symetriepiedpoklada, Ze je-li tento mnohouhelnik symetricky podle osy se stejnym sklo-
nem jako je sklon osy y = x, pak tato osa prochédzi bodem status quo a leZi na ni feSeni
hry.

Axiom o nezdvislosti na nepodstatnych alternativdch tika, Ze zvétSime-li dany konvexni
mnohothelnik o nepodstatné vyplaty, nezméni se feSeni hry.

Diky zavedeni Ctyf rozumnych axiomu jsme tedy schopni s vyuzitim bodu status quo

urcit jediny bod jadra hry. Bod status quo v konvexnim mnohotuhelniku lze urcit vzdy,
vyjedndvaci bod ndm urcuje feseni hry. Podrobné;jsi popis je dostupny v literature [7].
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo vytvoftit uceleny odborny text, ktery by zdjemce o matema-
tiku seznamoval s hlavnimi mys$lenkami teorie her dvou hract. Tato prace miize slouzit
jako stru¢ny prtivodce zavedenych pojmi, na kterych je vystavéna teorie her, a zavér(
z nich vyplyvajicich.

V prvni kapitole byly zavedeny zdkladni definice, které se vyuzivaji pti feSeni konflikt-
nich situaci. Obecné jsme v teorii her motivovani hledat Nashiiv rovnovazny bod. Tento
bod je z hlediska feSeni diky své stabilité velmi Zddouci. V souvislosti se snahou nalézt
Nashtiv rovnovazny bod definujeme ryzi a smisené strategie ve smiSeném rozsireni dané
hry.

Druh4 kapitola je dnes chdpéna jako klasicka ¢dst teorie her, kterd je jiz zcela vyfeSena.
Pfi hledani feSeni her dvou hracua s konstantnim souctem je tfeba se nejprve zaméfit
na to, ma-li hra sedlovy bod. V takovém pfipadé je doporuceno hracam, aby volili ty
strategie, které tento sedlovy bod obsahuji. Nem4a-li hra sedlovy bod, méli by se hraci
zavazat k volbé svych optimélnich smiSenych strategii, pficemz bylo ukdzano, Ze takové
strategie nejen vzdy existuji, ale Ze mame i dobry algoritmus k jejich nalezeni. Pii fe-
Seni jednodusSich her Casto neni tfeba sahat k dosti sofistikované simplexové metodé
linearniho programovéni. V tomto textu byly pfi feSeni jednodus$ich her zvoleny jiné
vyhodnéjsi metody vypoctu.

Treti kapitola rozdéluje hry dvou hract s nekonstantnim souctem na nekooperativni a
kooperativni. V nekooperativnich hrach vznikaji v obecném pojeti problémy, jaké stra-
tegie hracim doporucit. Mé-li hra pouze jeden rovnovazny bod, je pro hrace vyhodné,
aby volili ty strategie, které jsou timto bodem vymezeny. Pti existenci vice rovnovaznych
bodt jsme schopni doporucit uspokojivé feseni jen tehdy, kdyz hra vykazuje jisté spe-
cifické vlastnosti, v ostatnich pfipadech jsme tyto hry prohlésili za nefeSitelné. Nem4-li
hra Zadny rovnovaZny bod, mame tendenci hledat optimélni smiSené strategie ve smi-
Seném rozsifeni dané hry, ovsem jakym zptsobem tyto optimdalni smiSené strategie na-
jit ndm opét Cini potiZe. V zavéru nekooperativni teorie bylo vyfeSeno Véznovo dilema,
aplikace téchto zavérti by mohla poslouzit jako inspirace pfti jednani v socidlnich kon-
fliktech. Kooperativni teorie byla zaméfena na spolupréci hraci a jejich snahu spraved-
livé mezi sebe rozdélit spolecnou vyplatu. Dohodnout se na optimélnich strategiich ne-
déla hraciim problémy, jednoduse zvoli ty strategie, které jim dohromady prinesou nej-
vétsi vyplatu. Spravedlivé rozdéleni této vyplaty vS§ak muiZe plisobit téZkosti. Tuto situaci
jsme tesili pro pfipad existence extrémti, které predstavovaly sedlové body pfislusnych
her kazdého z hract. V zavéru textu bylo zminéno, Ze v pfipadé neexistence sedlovych
bodi v téchto hrach je mozné pomoci jistych smysluplnych axiomu vybrat ze vSech roz-
déleni spolecné vyplaty jediny bod.
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Teorie her se pfi rozhodovani vredlném svété jevi jako pomérné neprakticky nastroj. Je to
zpusobeno obrovskym poctem moznosti volby jednotlivych hracti, navic jedinec ¢asto
ani netusi, k jakému vysledku jeho chovani povede. Presto studovat teorii her a seznamit
se s jejimi hlavnimi mys$lenkami mtze alespon v jistém stadiu pomoci ke spravnému
rozhodnuti.
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