Posudek na disertaéni praci Mgr. Zdeitka Svobody
»Operators on Ordered Algebras®

Disertaén{ prace Zdeiika Svobody se vénuje ndkolika typlim operdtord na (ohrani-
Genych integrdlnich) reziduovanych svazech a na komutativnich basic algebrich. Zjed-
nodudené Feeno, jde za prvé o multiplikativni vnitfkové operdtory (mi-operdtory) a
aditivni uzdvérové operdtory {ac-operdtory), pifpadné jejich modifikace wmi- a sac-
operatory, a za druhé o monoténni modalni operdiory. Price je souborem péti ho-
tovych éldnkd, z nichZ jeden je v recenznim fizen{ a &ty¥i vysly nebo jsou pfijaté do
tisku v Sasopisech Acta Univ. Palacki. Olomuc., Fac. rer. nat., Mathematica, Central
Eur. Math. J., Math. Bohem. a Math. Slovaca.

Uvodnf &3st, kterd by méla dosazené vysledky stru&né shrnout a jednotné prezen-
tovat, bohuZel neni pifli§ vydafeni. Kapitola ,Main results* vznikla ,slepenim* vy-
branych &dstf jednotlivich élankd, a to bez jakékoliv snahy o komplexmgjsi pohled na
véc nebo jen sjednoceni symboliky a odstranén{ drobnych (typografickych) nedostatkd,
které se objevujl v &éldncich. Dasledkem je, Ze nékteré pasdze textu se opakuji; napf.
definici (ohrani€eného integralntho) reziduovaného svazu zde najdeme 3krat a definici
basic algebry 2krdt. Navic kapitola ,Introduction® opakuje tyto definice jesté jednou.

Celkovy dojem je proto rozporuplny. Nenf jasné, prod nebylo zvoleno jednotné for-
métovani; pouze v pifpadé jednoho ¢ldnku je poufit reprint, takZe zbyvajici éldnky a
tivod bylo moZné/vhodné upravit jednotng. Riizné velikosti pisma, okraje apod. a také
(nékdy vyrazng) vyénivajici f4dky nevypadajf dobfe. Nelze se tak zbavit pocitu, ze
autor nevénoval zdvéreéné redakei textu naleZitou pozornost.

Uvod je pomérné rozsahly (str. 7-31}, ale jak uz bylo uvedeno, jde v podstaté
jen o vybrané &4sti &lankil [A]-{E]. Zskladni definice a n&které dalsi véci se nékolikrat
opakuji. Napf. definice ohranigeného integralntho reziduovaného svazu — at uz komu-
tativniho nebo obecného — se objevuje 4krdt {na str. 9, 13, 18 a 27, z toho 3krat se
stejnou nep¥esnost! v bodé (iii)) a definice basic algebry 3krat (na str. 11, 23 a 29,
plitem? jednou je chybné poZadovéna komutativita). Matoucf je timluva, co se rozumi
reziduovaiiym svazem.

Vztah basic algeber a svazi s antiténnimi involucemi na str. 11 neni vysvétlen
dostatefné presnd-- nenf Fedeno, jak jsou v basic algebrdch definovdny antitdénni involuce
% =+ 2% Na str. 11 také narazfme na zcela nesystematické znaceni algeber, a sice
(A, ), A={4;...), (A4,...)a A=(4;...). _

Nekonzistentni jsou odkazy na tvrzeni v &ldncich [Al-[E]. Najdeme napf. (clA, 3.8),
(A, 3.18); [B, 4.7}, (C, X), ale také [29], protoZe &ldnek {C] je uveden i v seznamn
literatury na str. 33-35 jako [29]. )

Clanek [A] je vénovdn (w)mi- a (s)ac-operdtorim na komutativnich (ohranienych
integralnich) reziduovanych svazech, které spliujf identitu (z G y) ™" =z~ @y .
Takové reziduované svazy se nazyvaji ,normdlni“. Kazdému operdtoru f je pfifazen
dudlnf operdtor f~: .+ f(z™)". Je-li f (w)mi-operdtor, pak f~ je sac-operator, a je-li
[ {s)ac-operdtor, pak f~ je wmi-operator. Toto piifazeni urduje (antiténni) Galoisovu
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konexi megzi uspofadanou mnoZinou wmi-operdtori wmi{M) a uspofddanou mnoZinou
sac-operdtorl sac(M).

Ve druhé poloviné &ldnku se zkoumnaji operdtory na reziduovaném svazu Reg(M).
Je dokézano, 7e kdy# f je operdtor na M, pak zobrazent fis 2w f{z)™ je operdtor
piislugného typu ma Reg(M), a naopak, je-li f mi- nebo ac-operator na Reg{M), pak
zobrazeni f+: z — f{z~~) je wmi- nebo sac-operator na M.

Pozndmky: Je nuiné v §4 predpokladat, Ze M mé Glivenkovu vlastnost? Zobrazeni
4z~ 27 je nucleus na M, takie (M) = Reg(M ) je reziduovany svaz, ve kterém
TV, y =7z Vy) az0,y=v(z0y) =z Oy diky normilnosti M. Viz napi. citovand
monografie [18] (podle seznamu na str. 33-35). Préce nezmifiuje souvislost studovanych
operdtoril s pojmy nucleus a conuclens.

Nabizf se nékolik pFirozenjch otdzek. Napi. jaky je vztah mi- a ac-operdtort na
reziduovanych svazech spliiujicich zdkon dvoji negace ¢ = z~ "7 Jaky je vztah mezi
uspofddanymi mnoZinami operdtord na M a Reg(M)? Jak s tim souvisi popsand Ga-
loisova konexe mezi wmi(M) a sac(M)? Lze néco fHct o vztehu operdtori na M a
B(M), kde B(M) je podalgebra Booleovskych prvkd M7

Dalsl otdzka vyvstiva hned v souvislosti s motivac! mi-operdtorll jako zobecnéni
topalogickych vnititkovych operatort na Booleovych algebrach. Je-li f mi-operator na
reziduovaném svazu M, co je f(M)? V ptipadé Booleovych algeber je to Heytingova
algebra.

Clének [B] se vénuje stejné problematice jako {A] v obecn&jsim pifpadé {ohranite-
nych integralnich) reziduovanych svazd, které spliiuji identity 2™~ =z~ a (z eY) ™=
@y~ Tyto reziduované svazy se nazjyvaji ,dobré normAln{“. Opét jsou definovény
(w)mi- a (8)ac-operstory, kazdému operdtoru f jsou pfifazeny tentokrdt dva operdtory
frrze flam)” a f2iz e f(z)” aje dokdzano, Ze existuje Galoisova konexe mezi
uspofadanymi mnoZinami wmi-operdtoril a sac-operstorti. Ve druhé &4sti se operdtoru
f na M ptitazuje operdtor f*: z f(z)™ na Reg(M) a naopak operdtoru f na
Reg(M) se p¥ifazuje operdtor f*: 2+ f(z™™) na M.

Pozndmky k tomuto #énku se téméF shodujf s pozndmkami k [A]. Kde se pouZziva
Glivenkova vlastnost? Zobrazeni v: z — =~ je nucleus. Operatory na reziduovanych
svazech, které spliiuji zdkon dvoji negace? Vztah uspofidanych mnoZin operdtort na M
a na Reg(M)? Uplng jasn4 neni formulace véty 3.15. Tvrdi se zde, Ze (foim = (fo)x?
Bylo by také vhodné uvést nekomutativni piiklad; oba pouzité piiklady jsou pievzaty
z {A].

Clének [C] se zabjva mi- a ac-operdtory na komutativoich basic algebrach, a to
ve stejném duchu jako [A] a {B]. Operdtoru f je p¥ifazen operdtor f~: z = = fl=z).
Kdy? f je mi-operdtor, f~ je ac-operator, a naopak. Tim je urdena (antiténn{) Galoisova
konexe mezi uspofddanymi mnoZinami mi-operdtord a ac-operdtorii. Déle je zkoumdn
vztah operstord ma A a na B(A). Je dokdzéno, Ze restrikce operdtoru na B(A) je
topologicky operitor na B(A) a Ze kazdy topologicky uzédverovy operidtor na B(A) lze
roz&ifit na ac-operdtor na A.

Poznémky: Je nutné predpokladat komutativitu? Neni mio#né formulovat v&tu 3.3
silngji: pfifazeni f + f~ je dudln{ izomorfismus mezi ac(A) a mi(A)? Plati véta 4.3 pro
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topologické vnitikové operdtory a mi-operdtory? Vzhledem k definici operace & na str.
2 nenf popis idedl na str. 9 sprévné, protoze 0y musi byt definovéno jako ~(y & —z),
nikoliv ~{(—z ® y).

Clének {D] je vénovdn monotdénnim modélnim operdtoriim, tj. multlphkatwmm
uzévérovym opertorim, na (ohrani¢enych integrélnich) reziduovanych svazech. Hiav-
afm vysledkem je charakterizace t&chto operdtord ve vété 6. V zdvéru je dokdzano, Ze
Fiz{f) je reziduovany svaz, ve kierém = Ori() ¥y = 20 Y 8 & Vru(n ¥ = Flz V),
i kdy% toto plyne z faktu, #e monoténni mod4lnf operdtor je nucleus.

Clinek [E], ktery je v recenznim Ffzeni, se zabyvd mod4ln{mi operdtory na ko-
mutativnich basic algebrich. Je otdzkou, zda zafazeni tohoto Glénku préci prospélo.
Objevuji se zde vyde zmifiované nedostaky (napf. A = (4;...) a (4,...) na jednom
fadku) a dokazuji se véci dokdzané uz v [C]. V dikaza véty 3.7 se vyuiiva toho, Ze
modaln{ operdtor je nzévérovy operitor, co? je evidentni, ale je to dokdzéno az v lem-
matu 3.10 (i). Podle lemmatu 3.10 {iv) plati nerovnost f(m) < z & f(0). Piitom ale

F(0) € B(A), takie £ @ f(0) = z V f(0) < f(z), a tedy f(z) = =V f(0). To znamens,
#e kazdy modélni operdtor na komutativni basic algebfe je ve tvaru  + @ V ¢, kde
a € B(A).

ZAvér. Zvolend forms disertagnf prace je pondkud problematickd a prezentace neni
idedln{. V{sledky jsou ale nové, korektni a dostatednd aktudlni, co? je doloZeno i tim,
%e byly (nebo budou) publikoviny v recenzovanych mezindrodnich ¢asopisech. Pro‘to
myslim, ze po lispééné obhajobé je mozné Mgz, Zdeitku Svobodovi pfiznat titul doktor
(Ph.D.) v oboru algebra a geometrie.
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Olomouc 10. 5. 2016 dk¢. RNDr. Jan Kiithe, Ph.D.



Posudek oponenta

na disertaéni praci Mgr. Zderika Svobody
»Operators on Ordered Algebras®

Posuzovand disertaéni price se zabyvé tzv. uzdvérovymi operitory, operdtory vnittku
a modainfmi operitory na komutativnich basic algebrdch a ohranitenych integrélnich rezi-
duovangch svazech, které obsahuji t¥idy algeber nékterych neklasickych logik (nap¥ MV-
algebry, BlL-algebry a jejich nekomutativni prot&jsky a Heytingovy algebry). Pravé tato
souvislost je jednim z divodd vyzkumu reziduovanych svazii v poslednich letech. Jedns
se tedy o aktudlni téma. Z préce je patrnd ndvaznost na vyzkum autorovych piedchided
a jejich Skolitele prof. RNDr. Jiftho Rachiinka, DrSe.

Doktorand predloZil disertaéni praci jako soubor péti samostatnych, tématicky souvi-
sejicich ¢lankd, z nichz t¥i jiZ byly publikovény, jeden je v tisku a jeden v recenznim Fizeni.
U tohoto ¢ldnku je uchazed jedinym autorem, u ostatnich je spoluautorem skolitel Jif
Rachiinek. Souddst{ price je {ivod, kde je nastinéna studovani problematika, a kapitola
»Main results®, ve které jsou zopakoviny vysledky, piipadné definice z uvedenych &ldnkd,
avSak bez jakychkoliv vysvétlujicich pozndmek nebo shrnujictho komentéte.

V &léncich [A], resp. [B] jsou zavedeny a studoviny multiplikativni vnitikové a aditivni
uzdvérové operdtory (krdtce mi- a ac-operitory) na komutativnich, resp. nekomutativnich
ohranienych integrilnich reziduovanych svazech. Popisujf se zde vztahy mezi nimi. Dale
se zde tyto pojmy zobeciiuji na tzv. slabé mi-operdtory a silné ac-operitory a je ukézdn
Galoistiv vztah mezi nimi. Pozornost je vénovéna vztahiim mezi mi- a ac-opertory na re-
ziduovanych svazech s Glivenkovou vlastnosti a na reziduovanych svazech jejich reguldrnich
prvka.

V dalsf &4sti prace (€ldnek [C]) se zavadsji a studujf aditivni uzdvérové a multiplikativni
vnittkové operdtory na komutativnich basic algebrich a popisuji vztahy mezi nimi. Déle je
zde dokdzino, Ze mnozina aditivné idempotentnich prvki komutativn{ basic algebry tvori
jeji podalgebru, ktera je Booleovou algebrou. Studovény jsou také operdtory na podilovych
komutativnich basic algebrach.

V poslednich dvou gdstech ([D] a [E]) se definujf a studuj{ monoténni{ modélni operdtory
na komutativnich basic algebrich a ohranienych integralnich reziduovanych svazech. Zvlastn{
pozornost je vénovana modéalnim operdtorim na dobrych a normélnich reziduovanych sva-
zech.

Je chvalyhodné, Ze préce prakticky neobsahuje pfeklepy. Nagla jsem pouze jeden na str.
8, 10. . zdola ve slové ,lattices“. '

K préaci mam nésledujiel pfipominky:
¢ Od kapitoly s ndzvem ,Introduction® bych u préce tohoto typu ofekévala struéné

piedstaveni price — Ze se jednd o soubor &lankd, &m se élanky zabyvaji, na co préce
navazuje apod.



o Poznamky ke vztahu pfislusnych algeber k neklasickym logikdm pusobi nepfirozené
a vzhledem k ndzvu prace ” Operators on Ordered Algebras”ani nebyly nutné. Myslim,
ze formulace ,,. .. logics in the theory of fuzzy sets.“ na strané 8 neni spravna.

e Nedomyslené opakované zmény v tom, co budeme rozumét reziduovanym svazem:
str. 9, str. 13, str. 18.

e Na str. 9 je uveden seznam identit charakterizujicich jednotlivé tfidy reziduovanych
svazu, dale se vSak ndzvy téchto identit prakticky nepouzivaji.

e Nekonzistentni zapis odkazl. V prvnich dvou kapitolach je moZné najit viechny tyto
tvary: (A, 3.16), (clA, 3.8), ([A], 3.12) a [C, 3.3].
e Opakovani definic jiz v kapitolach 1 a 2, nehledé na jejich vyskyt v pfipojenych
¢lancich:
— definice reziduovaného svazu se vyskytuje na str. 9, str. 18 a str. 27 — na 25
strandch textu celkem tfikrat.
— str. 10, odstavec tykajici se pojmu ,good“, identicky odstavec je na str. 18 dole.
— definice basic algebry se vyskytuje na str. 11, str. 23 a str. 29 — na 25 stranéch
textu opét celkem t¥ikrat!

o Neékteré jazykové formulace, podle mého ndzoru, ztézuji pochopeni textu.
— str. 15, . 4, misto ,i.e.” vhodnéjdi ,because”.

— str. 28, I. 13, co se rozumi ,However, in general residuated lattices the converse
need not hold.“?

— gtr. 20, odst. 1.
e Zbyte¢né komplikovand vyjadieni.

— str. 10, ,pseudo BL-algebra, kterd je subdirektnim souéinem linedrné usporadanych
pseudo BL-algeber® je reprezentovatelnd pseudo BL-algebra.

— str. 18, totéz.
— str. 29, ,dobry reziduovany svaz spliiujici =~ = z pro vdechna xz € M“ je
involutivni reziduovany svaz.

e Znate né&jaky piiklad reziduovaného svazu, ktery je dobry a sou¢asné neni norméalni?

Pfes uvedené (spie formélni) nedostatky prace obsahuje nové a zajimavé vysledky
v aktudlné se rozvijejici oblasti vyzkumu, které jiz ve velké v&t3ing byly publikovédny v
recenzovanych matematickych ¢asopisech.
Proto doporucuji, aby po dspésné obhajobé byla uznana jako prace disertacni.

V Ostravé dne 24. biezna 2016

doc. RNDr. Dana Salounovéd, Ph.D.
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Posudok na dizerta&nii pracu
“Operators on Ordered Algebras” od Zdeiika Svobody

Dizertadn4 praca Mgr. Z. Svobody sa zacbera zovieobecneniami topolo-
gickych boolovskych algebier v podobe uzéverovych, interior a modalnych
operdtorov na reziduovanych zvizoch a tzv. basic algebrach. Jej textova &ast
je rozdelend na 2 hlavné celky, ivod a sumarizacia hlavnych vysledkov z 5
¢lankov, ktoré si uZ publikované pripadne prijaté na publikovanie. Ked%e
uvedené vysledky v praci st overené recenznymi konaniami, ich spravnost
je preukdzani. Jediné, ¢o sa da praci vy&itat je jej formalne spracovanie,
ktoré vytstilo do priliSnej nezévislosti uvadzangch hlavnych vysledkov, &o
sa prejavilo v zbyto&nom opakovani definicii v susednych podkapitolach. Na
jednej strane je to vyhoda, sta&i si pretitat sumarizaciu vysledkov v konkrét-
nej podkapitole, ale pri &itani prace ako celku to pésobi rudivo. Podla mita
nebol dostato€ne vyuZity potencidl pre porovnanie dosiahnutych vysledkov
na réznych typoch algebier, ktory mohol sliaZit ako referencia pri &itanf kon-
krétnych vysledkov. Ako priklad méZe slaZit nasledujtica situécia, ac- a mi-
operatory boli definované na (komutativnych) ohranitenych reziduolanych
zvizoch a basic algebrach. Podmienka monoténnosti sa nenachédza pri basic
algebrach, pretoZe vyplyva z predoglych axiém, ale v texte nie je na tato
skuto€nost upozornenie.

Dalgie pripomienky k praci sii formalneho charakteru.

Oznagovanie referencif je nejednotné. Prace inych autorov citované v texte
st v hranatych zatvorkach, price doktoranda st nejednotne ozafované bez
zétvoriek, zatinaji clA a eSte v tej istej kapitole st oznadené len ako A. Dalgie
Zlanky [B]-[E] st uZ oznalované len pismenami bez hranatych zatvoriek.
Hoci v Casti Papers si &lanky &islované [A]-[E]. Ako vrchol nejednotnosti v
kapitole 2.2.2 sii citované vysledky z €lanku [29], ktory predstavuje élanok
IC], ¢im dochadza k miernemu zmiiteniu a nezvyrazneniu, Ze sa cituji vlastné
dosiahnuté vysledky.

Okrem preklepov, gramatiky (Eleny), nejednotného $tylu uvadzanej po-
uZitej literatiry v &asti Bibliography, viac vid ¢ast Pripomienky a navrhy,
mam k obsahu préce tieto hlavné pripomienky.

1. Definicia wmi-operatora (str. 19), nechyba tam nihodou zmienka o
good residuated lattice? PretoZe potom by podmienka 2a mohla byt
definovana 2 sposobmi (f(z) < z7~, resp. f(x) < z™7).

2. Podobne, nechyba str. 20, r. -13 podmienka good? Definujt sa na nor-
malnom, 7good? reziduovanom zviize M mnoZiny wmi- a sac- operato-
rov, priom v definicii sac-operatorov sa u% podmienka good vyskytuje.
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str. 14, r. 3, f(1) =1, ;

Sekcia 2.1.2, r. 1: investigate;

str. 19, r. 4: multiplicative inerior (not interior multiplicative);

str. 22, r. 7: their normal filters H.;

Bibliography: Pri uvddzani autorov v poradi Priezvisko Inicialy by mala
byt giarka medzi tymito 2 poloZkami, ako napr. v [6].

Biblicgraphy: Nejednotny §t¥], medzi autormi a ndzvom diela je niekedy
dvojbodka [3] a niekedy Ciarka [7].

Bibliography, [7]: nespravni autori, Cignoli, R.L., d’Ottaviano, L M.,
Mundici, D.;

Bibliography, nejednotnost uvadzania roku: [25] vs. [37]; [24] chybaju
zdtvorky.

Autoreferat, str. 3, r. 2: booleovské; r. 12: booleovskych; (aspoii v slo-
venéine, je rozdiel vo velkosti zafiato&nych pismen - Boolova vs. bo-
olovska algebra)

Autoreferas, str. 4, r. 8 of (not ofa);

Autoreferat, Introduction, r. 2: as a generalization;

Autoreferat, str. 7, r. b: as a generalization;

Autoreferat, str. 7, definicia, typografia: , nema byt na zaéiatku riadku.
Autoreferat, str. 7, r. -9: in such case (pravdepodobne);

Autoreferat, str. 9, r. 5: asi bez the, of Lukasiewicz logic (konkrétny
néazov logiky);

Autoreferat, str. 10, sekcia 2.1.1, r. 2: , na za&iatku riadku;
Autoreferat, str. 11, bod 4.: f(1)=1,;

Ml

Megr. Marek Hy&ko, PhD.



