UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Skryté Markovovy Tetézce - spojity pripad

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci diplomové prace: Mgr. Kamila Facevicova, Ph.D.
Vypracovala: Bc. Michaela Kristanova

Studijni program: N1103 Aplikovanid matematika

Studijni obor: Aplikace matematiky v ekonomii

Forma studia: prezencni

Rok odevzdani: 2020



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Bce. Michaela Kristanova

Nazev prace: Skryté Markovovy fetézce - spojity pripad

Typ prace: Diplomova prace

Pracovisté: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci prace: Mgr. Kamila Facevicova, Ph.D.

Rok obhajoby prace: 2020

Abstrakt: Skryté Markovovy Tetézce predstavuji specialni pripad Markovovych
fetézcl, kde jednotlivé stavy fetézce nejsou primo viditelné. V praci se zamérime
na spojity pripad, kdy pozorovani odpovida realizaci spojité ndhodné veli¢iny.
Cilem diplomové prace bude seznameni s teorii spojitych skrytych Markovovych
fetézcl a s jejich aplikaci.

Klicova slova: Skryté Markovovy tetézce, Markovovy Tetézce, spojita ndhodné
veli¢ina, linedrni regrese, Viterbiho algoritmus, Baum-Welchtv algoritmus

Pocet stran: 65
Pocet priloh: 1 CD
Jazyk: cesky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Be. Michaela Kfistanova
Title: Hidden Markov chains - a continuous case
Type of thesis: Master’s

Department: Department of Mathematical Analysis and Applications of Mathe-
matics

Supervisor: Mgr. Kamila Facevicova, Ph.D.
The year of presentation: 2020

Abstract: Hidden Markov chains represent a special case of Markov chains
where the individual states are not directly observable. In the thesis, we focus on
a continuous case when we observe realizations of a continuous random variable.
The aim of the thesis is to gain knowledge about the theory of hidden Markov
chains and their application.

Key words: Hidden Markov chains, Markov chains, continuous random variable,
linear regression, Viterbi algorithm, Baum-Welch algorithm

Number of pages: 65
Number of appendices: 1 CD
Language: Czech



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné pod vedenim pani

Mgr. Kamily Facevicové, Ph.D. a vSechny pouzité zdroje jsem uvedla v seznamu
literatury.

V Olomouci dne ...



Obsah

Uvod

1 Nahodny proces, Markovovy retézce
1.1 Néhodny proces . . . . . . . . ...
1.2 Markovovy Tetézce . . . . . . . ... L

2 Skryté Markovovy retézce
2.1 Diskréni a spojité skryté Markovovy retézce . . . . . . ... ...
2.2 Tri zékladni dlohy skrytych Markovovych fetézea . . . . . . . ..
2.2.1 Uloha ohodnoceni . . . . . .. .. ... ... ... .....
2.2.2  Uloha urceni optimalni posloupnosti stavi . . . . . . .. .
2.2.3 Ulohaufeni . . . ... ... .. ... .. .. ...,
2.3 Skryté Markovovy regresni modely . . . . .. ... ... .. ...

3 Aplikace skrytych Markovovych retézca
3.1 HMM - Pocet nové sjednanych hypotécnich avera . . . . . . . ..
3.2 HMM - Mira nezaméstnanosti . . . . . . .. .. .. .. ... ...
3.3 HMMR - Vztah nezaméstnanosti a poc¢tu nové sjednanych hypo-
téénich uvért . . . . . . . . ..
3.4  Shrnuti a porovnani vysledktu s tempem rustu HDP . . . . . . ..

Zavér

Literatura

oo

13
14
16
16
21
24
33

37
38
46

52
o8

63

64



Podékovani

Na tomto misté bych rada podékovala vedouci mé diplomové prace, pani Mgr.
Kamile Facevicové, Ph.D., za pomoc, ochotu a predevsim c¢as straveny odbornym
vedenim mé diplomové préce.



Uvod

Tématem diplomové prace je predstavit teorii skrytych Markovovych retézei,
které jsou rozsitenim teorie Markovovych fetézci. Markovovy fetézce se zabyvaji
chovanim nahodného procesu v case, kdy predpokladame, ze v jeho vyvoji v
Case je jista neurcitost. V teorii skrytych Markovovych retézcu predpokladame,
ze realizace tohoto nahodného procesu nejsou primo pozorovatelné a muzeme
je urcit prostrednictvim jiné ndhodné veliciny. V praci se zamérfime na pripad
spojitych skrytych Markovovych fetézct, tedy situaci, kdy je predmétem naseho
pozorovani spojita ndhodna veli¢ina.

Cilem diplomové prace je nastudovat, popsat a v neposledni radé aplikovat
teorii skrytych Markovovych fetézci.

Prvni kapitola diplomové prace predstavuje seznameni s Markovovymi fetézci
a dava c¢ténari nezbytny zaklad pro porozumeéni dalsi teorie, ktera je predmétem
prace.

Druhéa kapitola, kterd se tyka samotnych skrytych Markovovych fetézcu, je
rozdélena do tii ¢asti. V prvni podkapitole je ¢tendr seznamen se zakladnimi po-
jmy a rozdily oproti diive popsané teorii. Druhd ¢ast se tyka ti tiloh, které jsou ve
spojitosti se skrytymi Markovovymi fetézci feseny. Zavéreénou treti podkapitolou
je rozsiteni teorie o pripad regresni analyzy, tedy na skryté Markovovy regresni
modely. V pribéhu textu jsou jednotlivé problémy pro nazornost aplikovany na
jednoduchém prikladu a doplnény prislusnymi funkcemi ve statistickém softwaru
R.

Treti (a posledni) kapitola je vénovana aplikaci teoretickych poznatki na

realném datovém souboru.



Kapitola 1

Nahodny proces, Markovovy
retézce

V této kapitole se seznamime se zdklady Markovovych fetézcti, které jsou ne-
zbytné k porozumeéni problematiky skrytych Markovovych fetézci. Zaklady teorie
markovskych Tetézci polozil rusky matematik A. A. Markov (1856-1922), ktery
své poznatky aplikoval napriklad na romanu A. S. Puskina Evzen Onégin, na
kterém provedl statisticky vyzkum vyskytu souhlasek a samohlasek. Tato teorie
se zabyva chovanim nahodného procesu v ¢ase, kdy predpokladéame, ze v jeho vy-
voji v Case je jista neurcitost, pricemz vyvoj procesu v ¢ase budoucim je ovlivnén

pouze soucasnosti nikoli minulosti. Tato kapitola je zpracovana s pouzitim zdroju

1.1. Nahodny proces

Jak jiz bylo zminéno vyse, Markoviiv Tetézec je specidlnim pripadem nahod-

ného procesu. Definujme si tedy nejprve ndhodny proces.

Definice. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T C R. Rodina
redlngch nahodngch velicin {Qq,t € T} definovangch na (2, A, P) se nazjvd nd-

hodny proces.

Néahodné procesy mtzeme délit dle ¢asu na:



e proces s diskrétnim casem (pokud T = Z = {0,£1,+2,...} nebo T =
NO = {0, 1, .. }),

e proces se spojitym ¢asem (pokud T = (a,b), kde —o0 < a < b < 00).

Stejné tak je mtizeme délit dle hodnot nahodnych veli¢in ), které znaci stav, ve

kterém se systém nachézi v case t, na:

e proces s diskrétnimi stavy (ndhodné velic¢iny @; nabyvaji diskrétnich hod-

not);

e proces se spojitymi stavy (ndhodné veli¢iny @; nabyvaji hodnot z néjakého

intervalu).

Déle se v praci budeme zabyvat pouze procesy s diskrétnimi stavy, které nazyvame

nahodné posloupnosti.

1.2. Markovovy retézce

Uvazujme posloupnost ndhodnych velicin {Q;,t € Ny} definovanou na prav-
dépodobnostnim prostoru (€2,.4, P). Mnozinou stavi S rozumime mnozinu ce-
lych cisel 4, pro ktera plati, ze ¢ € S pravé tehdy, kdyz existuje ¢t € Ny tak, ze
P(Q; = 1) > 0. Prvky takovéto mnoziny budeme nazyvat stavy. V praci budeme
predpokladat, ze S = {1,..., N}, kde N je pocet stavi.

Definice. Posloupnost diskrétnich nahodnijch velicin {Qq,t € No} se nazyjvda Mar-
kowviv retézec s diskrétnim casem a mnozZinou stavi S, jestlize je splnéna markov-

ska vlastnost, tj. jestlize

P(Qu1 = jlQi = 1,Q11 = iy-1,...,Q0 = ig) = P(Qi11 = j|Qr = 1)
pro kazdé t =0,1,... a kaZdé ig,i1,...,141,1,J € S takovd, Ze P(Qy = 1i,Q;_1 =
'l'tfl,...,Q():Z'O) > 0

Markovska vlastnost nam 1ika, ze vyvoj ndhodného procesu do budoucnosti

je dan pouze stavem soucasnym a nezavisi na tom, jak se do tohoto stavu proces
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dostal. Rikdme také, Ze se jednd o systém bez paméti, jelikoZ ,zapominid“ stavy
predeslé.

Markovovy Tetézce jsou (spolu s mnozinou stavii) urceny také poc¢atecnim roz-
délenim pravdépodobnosti a pravdépodobnostmi prechodu. Pocateéni rozdéleni
pravdépodobnosti urcuje pravdépodobnosti jednotlivych stavi v ¢ase 0 a je dano

vektorem 7 = (my, o, ..., mn), jehoz slozky jsou definoviny jako
m = P(Qo =1) prokazdéie€ S.
Soucasné také plati vztahy

OSmSl,iGS, E’]T'Zzl
€S

Tyto vztahy udavaji, ze vektor  mizeme nazvat pravdépodobnostnim vektorem.
Pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ v ¢ase t do stavu j v ¢ase t + 1 nazyvame

podminénou pravdépodobnost
aij(t,t +1) = P(Quy1 = jlQ: = 1), i,j € 5,t €Ny,
Definice. Markoviv retézec s diskrétnim casem, pro ktery plati
a;;(t,t +1) = a;;, pro vsechna i,j € S,t € Ny
tj. pravdépodobnost prechodu nezdvisi na t, se nazyvda homogenni Markovuv reté-
zec.

Déle se budeme zabyvat pouze homogennimi fetézci. Pro takovéto fetézce plati

OSCLZ']‘S]_, i,jGS, ]%:Saijzl, 1€ S.

Pravdépodobnosti prechodu mizeme usporadat do tzv. matice pravdépodobnosti

prechodu
11 Ai2 - A1N
Q21 Q22 *-° AN
A= Q31 a32 *-* A3N
ani1 an2 -+ AGNnN

Tato matice je stochasticka. To znamena, Ze se jedna o ¢tvervocou matici o roz-

méru odpovidajicimu poc¢tu stavii v mnoziné S a splnujici
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a;; >0, Y a;=1,1,j€5,
jes

tj. soucet kazdého radku je roven jedné.
Pomoci matice pravdépodobnosti prechodu se vsak posuneme pouze o jeden

krok. Mohou nas vsak dale zajimat pravdépodobnosti prechodu po n krocich.
Definice. Necht n je libovolné celé nezaporné cislo. Podminénou pravdépodobnost
) = P(Quin = j|Q: = i), i,j € S,t € Ny
nazyvame pravdépodobnosti prechodu ze stavu i do stavu j za n kroki.
Pro takovéto pravdépodobnosti plati vztahy

0<al) <1, zsagf> =1,4,j€8, neN,.
Je

Jelikoz n € Ny, pro kompletnost dodefinujeme
. 1 proi=y,
0 proi#j.

Nyni lze pomoci zavedenych pravdépodobnosti prechodu za n krokt vyjadrit tzv.

Chapman-Kolmogorovovy rovnosti, které vypadaji nasledovné

(n+1) _ (n)
Q;j = Qs Asj,
sSES
(ntk) _ (n) (k)
Qij = 2 aq Qg5 s
seS

o = 3 allaly )
seS

kde n,k € Ny, i,j € Sany,r €N, pro kterd plati vztah 1 <r <n, — 1.

Stejné jako pravdépodobnosti prechodu miizeme pravdépodobnosti prechodu

za n kroku usporadat do stochastické matice, kterou znacime

Ay = (CLE;L))i,jeS-
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Jelikoz Ay = Aa A, = A-A,_;, lze matici pravdépodobnosti prechodu za n
kroku vyjadrit jako

An = A . An—l — A2 . An_2 = ... = An_l . An—(n—l) e A'Il’

kde A™ znac¢i n-tou mocninu matice pravdépodobnosti prechodu.

V kapitole jsme se jiz seznamili s pravdépodobnostmi prechodu a pravdépo-
dobnostmi prechodu za n krokia. Na zavér kapitoly Markovovych fetézct ndm
zbyva urc¢it pravdépodobnosti ,byti v urc¢itém stavu®, tedy absolutni pravdépo-

dobnosti. Takovéto pravdépodobnosti nam popise nasledujici definice.

Definice. Absolutnimi pravdépodobnostmi jednotlivych stavi v 5ase t nazgvame
pravdépodobnosti toho, Ze se systém v case t nachadzi ve stavu i, tj. a P(Q; =

i),i € S,teNp.
Pro takovéto pravdépodobnosti opét plati

0<a” <1, "a?=1,i€e8, teN,.

i€S
Pro vyjadreni absolutnich pravdépodobnosti dale plati vztahy

ZT(S 5]7

ses

(t-l—l)
] Z a a5j7
ses

kde t € N, 57 € S. Absolutni pravdépodobnosti muzeme zapsat jako pravdépo-
dobnostni vektor al¥) = (aé), ag),ag), o ,agf,)). Jestlize zndme pocéatecni prav-
dépodobnosti a pravdépodobnosti prechodu za n krokt, lze pomoci nich tento

vektor absolutnich pravdépodobnosti vyjadrit nasledujicim zptisobem
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Kapitola 2

Skryté Markovovy retézce

V této kapitole se seznamime se skrytymi Markovovymi fetézci (HMM), které
predstavuji rozsiteni teorie Markovovych fetézcti na ptripad, kdy jednotlivé stavy
nejsou primo pozorovatelné. To znamend, ze v daném case nevidime, v jakém
stavu se Tetézec nachazi, ale zname pouze hodnoty pozorovani jiné veliciny. To je
divod, pro¢ takovéto Tetézce nazyvame skrytymi. Skryté Markovovy Tetézce se
skladaji ze dvou ndhodnych procesti. Prvnim je jiz zminény Markoviv Tetézec,
ktery je charakterizovan jednotlivymi stavy a pravdépodobnostmi prechodu mezi
nimi. Druhy proces charakterizuji rozdéleni pravdépodobnosti nadmi sledované na-
hodné veli¢iny, ktera jsou zavisla na stavech. Tedy kazdému stavu odpovida jiné
rozdéleni pravdépodobnosti. V praci se zamérime na situaci, kdy je sledovana
veli¢ina spojita. Tyto spojité skryté Markovovy Tetézce nachazeji tfadu uplat-
néni. Jejich nejcastéjsi a nejznaméjsi aplikaci je rozpoznavani mluvené reci. Dale
byvaji aplikovany naptiklad pii rozpoznavani fyzické aktivity ¢i obrazu, v marke-
tingu, bankovnictvi, biomedicinském inzenyrstvi k analyze signali EKG a EEG
¢i analyze seismické aktivity. V neposledni fadé byvaji aplikovany v souvislosti

s analyzou akciovych trhii. Tato kapitola je zpracovana za pomoci literatury [1],
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2.1. Diskréni a spojité skryté Markovovy retézce

Skryté Markovovy Tetézce jsou definovany mnozinou stavi, pocateénim roz-
délenim, pravdépodobnostmi prechodu a rozdélenim pravdépodobnosti nahodné
veli¢iny Oy, tedy ndmi sledované nahodné veli¢iny jejiz realizacim odpovidaji po-
zorované hodnoty. Pro definovani skrytych markovskych retézct je nejprve nutné
se seznamit s jeho jednotlivymi slozkami. Dilezité je také zminit, Ze stejné jako v
kapitole zabyvajici se markovskymi retézci, budeme i nadale uvazovat homogenni
markovské tetézce s diskrétnim casem.

Slozky, se kterymi jsme se seznamili jiz v teorii Markovovych fetézcti jsou:
e mnozina stavi S = {1,..., N}, kde N znaci pocet stavi,

e pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti 7 = (7, 7o, ..., 7y), kde
mi = P(Qo =1) prokazdéi e S,
e matice pravdépodobnosti pfechodu A = (a;;); jes , pro jejiz slozky plati
a;; = P(Qi1 =jlQr=1), t=0,1,...,T,i,5 € S.
Slozky, které se vyskytuji nové u skrytych Markovovych fetézcii:
e mnozina moznych pozorovani V',
e rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny Oy.

Podivejme se nejprve na mnozinu moznych pozorovani V. Je-li mnozina moznych
pozorovani konec¢na, hovorime o diskrétnich skrytych Markovovych fetézcich a
tato mnozina mé podobu V' = {vg,vy,...,vz}, kde Z je pocet prvkia mnoziny.
Naopak v pripadé, kdy je mnozina moznych pozorovani nespocetna, V. C R,
hovotime o spojitych skrytych Markovovych fetézcich.

Dalsi nové se vyskytujici slozkou Tetézcl je rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny O,. V piipadé, Ze ndhodnd veli¢ina O, je diskrétni (tj. nabyva hodnot z
V ={vg,v1,...,vz}), ma rozdéleni pravdépodobnosti nasledujici tvar
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bi(k) = P(O, = v |Q, = j),

a plati tedy
z
bi(k) >0, 3 bi(k) =1,
k=0

kdet=0,1,...,7,7 € S,0 < k < Z. V pripadé spojitych HMM, kdy ndhodna ve-
licina O; nabyva hodnot z V' C R, pouzijeme spojité rozdéleni pravdépodobnosti
ndhodné veliciny O; (respektive jeho hustotu). PoZadavek na spojité rozdéleni
pravdépodobnosti je, aby jeho hustota byla log-konkavni. V praci tedy zvolime

hustotu normalniho rozdéleni pravdépodobnosti a b;(0;) muzeme vyjadiit jako
bj(or) = f(ot,uj,ajz),t =0,1,...,T,5€ 8

kde f je hustota normalniho rozdéleni pravdépodobnosti v bodé o; s prislusnymi
parametry. Tedy p; je stfedni hodnota normalniho rozdéleni prislusejici stavu j,
032 znadi rozptyl prislusejici stavu j a o; je realizaci ndhodné veliciny O, (tedy

nasim pozorovanim). JelikoZ se jednd o hustotu, musi byt splnéna podminka

Je dilezité si uvédomit, ze narozdil od diskrétniho piipadu, kde b;(k) vyja-
diuje pravdépodobnost generovani pozorovani v, za predpokladu, Ze se nachézime
ve stavu j, neni u spojitého pfipadu b;(o;) vyjadfenim pravdépodobnosti, ale
pouze hodnotou hustoty prislusného rozdéleni v bodé o;. Déle se v praci budeme

zabyvat pripadem spojitym.

Pozn. V nékterych situacich miZe byt pro jednotlivé stavy vhodné misto jedné
hustoty normdlniho (nebo jiného log-konkdvniho) rozdéleni pravdépodobnosti po-
uZit hustot vice. V nasem pripadé hovorime o smési normdlnich rozdéleni prav-
dépodobnosti, kterou vyjadrime jako linedrni kombinaci dilcich hustot ndsledovné

M
bj(or) = 2::

ijf(ot; Hjm, Uf‘m):
m=1

15



kde f (o, thjm, 05,) je hodnota dilci (m-té) hustoty normdlniho rozdélend v bodé
o, t =0,1,...,T prislusejici stavu j € S, ¢, je vdha dilci (m-té) hustoty prislu-

sejici stavu j a M je pocet dilcich hustot. Pro jednotlivé vahy plati
M
ijZO, Z ijzl
m=1
a opét tedy musi byt splnéna podminka

V prdaci se vsak omezime pouze na zdkladni pripad, tedy bez smesi.

Nyni jsme se seznamili s veskerymi parametry modelu a pro dalsi pouziti si

model, ktery je dan parametry m, A, u, 02 zapiSeme jako

A = (77’ A’ N? 0-2)7

Il
5}
9
ZI\J

kde“:(ula"'7MN)aa2

2.2. Tri zakladni dlohy skrytych Markovovych re-
tézctl

V nasledujici kapitole si predstavime tii tlohy, se kterymi se pti studiu Mar-
kovovych Tetézci muzeme setkat. Jsou jimi tiloha ohodnoceni, tloha urceni opti-

malni posloupnosti stavii a tloha uceni.

2.2.1. Uloha ohodnoceni

Prvni tlohou, kterou si predstavime, je tloha ohodnoceni (Evaluation pro-
blem). Necht méme dén model A a posloupnost pozorovani O = (0, 01, ..., 0r).
Nasim tkolem je ziskat miru vérohodnosti, ze dana poslopnost pozorovani O je
generovana modelem A, tj P(O|)\). Nejprve uvazujeme jednu posloupnost stavi
Q = (g, q1, ---, qr). Pravdépodobnost této posloupnosti stavi za predpokladu, ze

mame model A je rovna
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T
P(QIN) = Tqo tl;ll Qgy_1q¢

Déle potifebujeme znat miru vérohodnosti posloupnosti O za predpokladu, ze
mame danu posloupnost stavii Q a model . Tuto miru vérohodnosti ziskame
jako souc¢in hodnot hustot normalnich rozdéleni odpovidajicih stavim qg, q1, ..., g

v bodech o0y, 01, ..., o0r, tj.
T T
P(OIQ.N) = TT Plorla ) = T1 by (00)

Miru vérohodnosti soucasného pozorovani posloupnosti O a posloupnosti stavi

Q, pokud mame dan model A, vyjadiime jako

T
P(07 Q’)‘) = 71-flobqo (00) tl;Il a‘(It—lfItth (Ot)'

Sec¢tenim pres vSechny mozné posloupnosti stavii ziskdme nami hledanou miru

vérohodnosti P(O|\)

P(O[)) = %P(O,QIA)-

Priklad. Dva biatlonisté se ptipravuji na zavod. Pii kazdém tréninku je jim
zmeéren cas, za ktery zajedou zavodni trat. Jak tomu obcas byva, pri ukladani
meérenych Casti nastala chyba a k jednotlivym casim nejsou prifazena jména
zévodnikt. Tudiz trenér nemiuze zanalyzovat vysledky zavodnika a ziskat tak
predstavu o jejich kondici. Rozhodl se tedy, ze se na zakladé vysledki z predeslé
sezony pokusi jména zavodniki k namérenym casum priradit sam. PTi vypoctu
predpoklada, ze pravdépodobnosti prechodu (stfidani zédvodniki na tréninku)
jsou urceny tak, ze absolvovani dvou po sobé jdoucich tréninkt jednim zavodni-
kem je méné pravdépodobné. Pravdépodobnost absolvovani prvniho tréninku, tj.
prvniho namétreného casu, je pro oba zavodniky stejna. Zavodnik 1 je zkusenéjsi,
proto jeho vysledky z lotiské sezény nemaji prilis velky rozptyl o = 5152, 567
a p; = 1529,833. Oproti tomu je zavodnik 2 ponékud zbrklejsi, coz se obcas

vyraznéji projevi na case, jehoz stfedni hodnota a rozptyl jsou pus = 1650, 167 a
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o5 = 11553, 77. Zobrazime si prvnich Sest zaznamenanych ¢asii. N43 vektor pozo-
rovani tedy bude O = (1511, 1715,1634, 1540, 1460, 1780) a pocatecéni rozdéleni
pravdépodobnosti 7w = (0, 5;0,5). Matice pravdépodobnosti prechodu bude mit

0,3, 0,7
A‘<0,7; 0,3>

Pro zacatek si uré¢ime vérohodnost, ze prvni nameéreny cas zabéhl zavodnik 1,

nasledujici tvar

kterd bude mit nasledujici tvar

1 —(og—pp)?
P(0g, Qo = 1|A) = mbi(0g) = 71 - p—or o 207
=0,5-0,00537
= 0,00269.

Naopak, vérohodnost zavodnika 2 pro prvni ¢as by byla

1 —(00—2#2)2
P(og, Qo = 2|\) = maby(0g) = mo - e %
(00, Qo |A) 2b2(00) 202\/%
=0,5-0,00161
= 0,00081.

Vérohodnost P(O, Q|)), tedy soucasného pozorovani posloupnosti O a posloup-
nosti stavia Q = (1,2,1,1,2,2), miuzeme urcit jako
P(O,Q|\) = 71 -bi(00) - a1z - ba(01) - agy - b1(02) - ary - b1(03) - a1z - ba(04) - @z - ba(0s)
=0,5-0,00537-0,7-0,00309 -0,7-0,00194 - 0,3 - 0,00550 -
0,7-0,00078 - 0,3 - 0,00179
=3,8-107"°

Pozn. Priklady jsou inspirovany redlnymi vysledky biatlonovijch zdvodi dostup-
nych z [5].

Jelikoz v kazdém case ¢ mizeme dosdhnout jednoho z N moznych stavi,
existuje N7*+! riiznych posloupnosti stavii. Takovyto pifstup by byl vypocetné
narocny, proto se seznamime s algoritmy, které nam vypocet P(O|\) zjednodusi.

18



Prvnim takovymto algoritmem je doptredny algoritmus (forward algori-

thm). Zavedeme si pomocnou proménnou
Oét(i) = P(OOa 01y ..., 0, Qt = 2|)\)7

kterou nazveme proménnou dopiednou (forward variable) a kterd vyjadiuje miru
vérohodnosti, s jakou pozorujeme posloupnost o0y, 01, . .., 0; a zadroven jsme v case

t ve stavu i za predpokladu modelu A. Algoritmus mé nésledujici podobu:

1. Inicializace
ap(t) = mb;(og) proi =1,..., N

Na pocatku algoritmu uréime pro kazdy stav miru vérohodnosti, se kterou
generujeme pozorovani oy. Tu ur¢ime pomoci pocatecniho rozdéleni pravde-

podobnosti a rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny O; pro jednotlivé stavy.

2. Indukce (krok ¢ + 1)

M=

air1(j) = bj(0p11) X au(i)ajproj=1,...,N, t=0,...,T -1

i=1

P1i uréeni dopfedné proménné v case nasledujicim (£ + 1) pro j-ty stav uva-
zujeme miru vérohodnosti, se kterou generujeme pozorovani o, ve stavu j
a vérohodnost vsech ,cest®, kterymi jsme se do stavu j dostali. Tuto véro-
hodnost cest urcime jako soucet doprednych proménnych v ¢ase soucasném
pres vSechny mozné stavy se zohlednénim pravdépodobnosti prechodu z

jednotlivych stavi do stavu uvazovaného (j-tého).
3. Zéavér

N

POIY) = 3 ar(i)

1=

A7 se pomoci predchozich kroku dostaneme do casu T', secteme vsechny

dopredné proménné prislusejici tomuto ¢asu (tedy N proménnych), které
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predstavuji vérohodnosti vsech moznych cest, kterymi jsme se mohli do
jednotlivych koncovych stavii dostat a ziskdme hledanou miru vérohodnosti
P(O|N).
Obdobné muzeme ziskat nami hledanou miru vérohodnosti P(O|\) pomoci
kombinace doptfedné a zpétné proménné (backward variable). Zpétnad proménna
vyjadiuje miru vérohodnosti, s jakou budeme pozorovat posloupnost 0411, 012, ..., 0r

za predpokladu, Ze jsme v Case t ve stavu ¢ a uvazujeme model \. Zpétna pro-

ménnd bude tedy definovana nésledovné

%01‘/(2) = P(OtJrla Ot42, - .. 70T‘Qt = ia )‘>

Narozdil od proménné dopredné postupujeme pii vypoctu odzadu, tedy od casu

T. Vypocet zpétné proménné v case t bude vypadat nasledovné
. N .
eu(1) = 21 ¢rr1(f)aibj(om), t=T—1,...,1,0,
]:
kde

or(i)=1,i=1,...,N.

Vynéasobenim vysSe zminénych proménnych vyjadirenych v case t a stavu ¢

ziskame

ay(1)ei(i) = P(O, Qy = i|A)

a souctem pres vSechny stavy ziskdme hledanou miru vérohodnosti

POY) =  P(0,Q: = i) = £ au(i)aili).

1=
Priklad. Pokud se opét vratime k nasemu prikladu biatlonovych zavodnikii,

vypocitame hodnoty doprednych proménnych

ag(l) = 7T1b1 (O(]) = 0, 00269, CY(](Q) = 7262(00) = O, 00081
2 2
041(1) = b1(01> ao(i)aﬂ = 2, 73 - 10_77 Oé1(2) = b2(01> Oéo(i)dl‘g = 6, 56 - 10_6
i=1 =1
2 2
042(1) = b1(02) > al(i)ail = 9,06 - 1079, 042(2) = 62(02) al(i)aig = 7,92 1079
i=1 =1

M

as(1) = b(0s) 3 ca(i)as = 6,21 - 1077, as(2) = by(0s)

i=1 %
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Nésledné ur¢ime vérohodnost P(O|\) jako
2
P(OIN) =) a5(i) =1,34-107".
i=1

Vysledna P(O|)\) tedy fika, s jakou vérohodnosti je dand posloupnost pozorovani

O generovana modelem .

2.2.2. Uloha uréeni optimalni posloupnosti stavii

Druhou tlohou, kterou miuzeme u skrytych Markovovych fetézcu resit, je
urceni optimalni posloupnosti stavii (Decoding problem) pii dané posloupnosti
pozorovani O. Necht mame ddn model A a posloupnost nezavislych pozorovani
O = (0g,01,...,07). Nyni mame dva pristupy k urceni optimalni posloupnosti
stavii. V prvnim z nich uré¢ime optimélni stavy v jednotlivych ¢asech individu-
alné. Tedy v case t bude optimalnim stavem ten stav ¢;, ktery bude v tomto case
nejvice vérohodny.

Definujeme si novou pomocnou proménnou, ktera vyjadiuje pravdépodob-
nost, se kterou se v case t nachazime ve stavu ¢ za predpokladu, ze mame danu

posloupnost pozorovani O a model A

Tuto pomocnou proménnou lze vyjadrit také jako
N — POQi=ilN) . P(O,Qi=1|})

(i) = —Fom fjp(ocg )
,Qi=i

i=1

a s vyuzitim jiz dfive definované dopredné a zpétné proménné mizeme napsat

’Yt(i) _ Nat(i)@t(i) '
> (i) (i)

i=1

Nejpravdépodobnéjsi stav v case ¢ ur¢ime pomoci v,(7) jako

q; = arg max v(i),t =0,...,7T.

1<i<N
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Ne vzdy vsak muze byt tento pristup, kdy urcujeme optimalni stav v kazdém
case individualné, vhodny. Problém mtize nastat v pripadé, kdy néktera z prav-
dépodobnosti piechodu je nulova (a;; = 0), tudiz by mohlo byt nemozné se do
nami ur¢eného optimalniho stavu viibec dostat. Na fadu prichézi druhy pristup
k urceni optimalni posloupnosti stavii, ktery vyfesi zminény problém. Nazyva se
Viterbiho algoritmus.

Na rozdil od vyse popsaného pristupu hleda Viterbiho algoritmus optimalni
posloupnost stavi jako celek, nikoli pro jednotlivé ¢asy individudlné. Jedna se

tedy o tlohu maximalizace P(Q|O, \). Jelikoz P(Q|O, \) = PJ(D%?/\'S\), je tato ma-

ximalizace ekvivalentni maximalizaci P(Q, O|\).

Opét si zavedeme novou pomocnou proménnou d0,(7), kterd bude vyjadifovat nej-
lepsi skore (nejvyssi miru vérohodnosti), které mizeme v ¢ase ¢ obdrzet tak, Ze se
nachézime v Case t ve stavu i a pozorujeme posloupnost og, 01, , ..., 0;. Posloup-

nost stavli odpovidajici nejlepsimu skére v ¢ase t bude qo, q1,...,q-1,q =@

0:(1) = max P(qo,---,G—1,q = 1,00, -..,0:A).

q0,---,qt—1

Pro tplnost si zavedeme jesté pomocnou proménnou v (j), kterd bude slouzit ke
zpétnému trasovani stavi (konkrétné bude odpovidat stavu ¢;_1 z néhoz prechod
do stavu ¢; = j byl nejvice vérohodny). Nyni muzeme pristoupit k samotnému

Viterbiho algoritmu, ktery ma nasledujici podobu

1. Inicializace
do(1) = mib;(0g) proi =1,..., N.

Stejné jako u dopredného algoritmu, zacneme u Viterbiho algoritmu tim, ze
urc¢ime pro kazdy stav miru vérohodnosti, se kterou generujeme pozorovani

0p, tj. skére v case t = 0.

2. Rekurze (krok t)

I
—_

(St(j) = bj(0t> ,maXN 5t,1(i)aij pro j = 17 e ,N, t

i=1,...,
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(j) = argizrgl%XN(St_l(i)aij proj=1,...,N, t=1,...,T.
P1i urceni skére v ¢ase ,soucasném® (t) pro j-ty stav uvazujeme miru véro-
hodnosti, s jakou generujeme pozorovani o,y ve stavu j a ,,nejvérohodnéjsi
cestu“, kterou se do tohoto stavu miizeme dostat. Cestou zde nazyvame
posloupnost stavil a jeji vérohodnost ziskame tak, ze pro kazdy stav prove-
deme souéin skére v ¢ase predchozim (¢ — 1) a pravdépodobnosti prechodu
do stavu j. Nejvérohodnéjsi cestu ziskame jako maximum z téchto sou-
¢int pres vSechny stavy. Zaroven si do proménné 1(j) ,ulozime* stav, ze
kterého tato nejvérohodnéjsi cesta vedla. V kazdém kroku algoritmu tedy

spoc¢itame 2N promeénnych.
. Zévér

P= e, o)

¢y = arg max_dr(i)
i=1,...,
A7 se pomoci predchozich kroku dostaneme do ¢asu 7', ur¢ime maximalni
skére P*, které odpovida mife vérohodnosti nejvérohodnéjsi cesty (tj. po-
sloupnosti stavil). Stav, ktery odpovidd tomuto nejvétsimu skére, je nami

hledanym optimalnim stavem ¢} v ¢ase 7.

. Zpétné trasovani

G =Y (q,) prot=T-1,...,0.

Posledni fazi Viterbiho algoritmu je zpétné trasovani (backtracking). V této
fazi uréujeme pomoci proménné v, (j) optimalni stavy v jednotlivych ¢asech,
az ziskame kompletni posloupnost optimélnich stavii. Zpétné trasovani tedy

zacindme v ¢ase T'— 1 a konc¢ime v case 0.
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Priklad. Viterbiho algoritmus opét aplikujeme na priklad biatlonovych zavod-

nikt. Vypocitame hodnoty proménnych d;(j), které vyjadiuji nejvyssi miru véro-

hodnosti, kterou muzeme v case t obdrzet a uré¢ime hodnoty proménnych ,(j),

které predstavuji prislusné nejvérohodnéjsi stavy.

do(1) = m1b1(00)

01(1) = bi(01) max do(7)a;
d2(1) = by(02) max 01 (i)ai
d3(1) = bi(03) 51:1211)2( do(1)a;
d4(1) = b1(04) max d3(1)an
d5(1) = by(05) max d4(1)an

Dalsim krokem je stanovit nejvyssi skére v ¢ase t = 5 a na zakladé toho i optimalni

stav v case b.

pP* = max 95(7)

= 3,68 10717

g5 = argmax d5(i) = 2

Na zaver uréime zpétnym trasovanim optiméalni stavy pro vSechny predeslé ¢asové

okamziky t =0, ..., 4, tj.

*

4y
a3
4
q
45

=s(gs) = 1
= a(qr) = 2
= s3(q3) = 1
= a(g5) = 2
=i(qf) =1

Pro urceni optimalni posloupnosti stavii pomoci softwaru R lze pouzit funkci

viterbicont z knihoviny HMMCont [2].

2.2.3. Uloha uéeni

V casti nazyvané ,uceni“ se seznamime s metodou, pomoci které je mozné

odhadnout optimélni parametry modelu A. To znamena, ze hledame parametry

24

—0,00269,  85(2) = mabs(00) — 0,00081
1= 1,01 1077, 51(2) = bQ(Ol) IEE%}Q( 50(@')%2 = 95,82 1076
il — 7, 89 - 10_9, (52(2) = b2(02> 11712%)2( (51(@)@12 = 6,40 : 10_9
1 = 2,47 - 10_11, 53(2) = b2(03) @?:)552(7:)&12 =1,21- 10~H
i1 — 2,94 . 10_14, 64(2) = b2(04) 1’I_1&1L}2{ (53(1')(112 = 1,34 : 10_14
1 =1,20-107, 55(2) = by(05) max dy(i)ap = 3,68 1077

V(1) =1, (2) =1
PYa(l) =2, (2) =2
Y3(l) =2, ¢3(2) =1
Ya(l) =2, Pa(2) =1
Ys(1) =2, ¢¥5(2) =1



N = (7, A* p*, 02 *) tak, aby piislusnd vérohodnost P(O|\*) byla maximalni,
tj. \* = arg mAaXP(O|)\). Touto metodou je Baum-Welchiv algoritmus, ktery
je specidlnim ptipadem EM (expectation-mazximalization) algoritmu. Jedna se o
iterativni proces, ktery po zadani pocatecniho odhadu parametri tyto odhady
iterativné zpresnuje dokud nebude splnéno prislusné ukoncovaci kritérium. Ukon-
covacim kritériem miuze byt jednak maxmimalni pocet iteraci I, € N, a déle

pak minimdlni rozdil Akaikeho kritérii (AIC) vypoctenych ve dvou po sobé jdou-
N

cich iteracich (tj. [AICH+D — AICO| < €, kde AICW = ~2 3 (i) + 2k zmaci
i=1

hodnotu Akaikeho kritéria v [-té iteraci, [ = 0,1, ..., L4z, kde [ = 0 znaci pocCa-
tecni odhad parametru (viz. dale), k € N je pocet parametri modelu a e € R
oznacuje toleranci). V [3] je misto rozdilu AIC pouzit rozdil logaritmu vérohod-
nosti, tj. log P(O|\) ve dvou po sobé jdoucich iteracich. Jednoduse lze vyjadrit
vzajemny vztah téchto dvou ukazateli, ze kterého plyne, ze jako vhodné ukon-
covaci kritérium lze pouzit i rozdil Akaikeho kritérii ve dvou po sobé jdoucich

iteracich la l+ 1, kde [ =0,... 1,4 — 1.
AICHD — AICD| = 2.+ [log P(OIN) Y —log P(O[A)?)|.

Nejjednodussim pripadem, se kterym se muzeme setkat, je situace, kdy mame
k dispozici jak pozorovani O = (0, 01, . . ., or), tak pfislusné stavy Q = (qo, ¢1, -, q1)
(napf. trénovaci data). V takovém pripadé lze parametry modelu odhadnout
primo.
Priklad. Predstavme si nas modelovy priklad za predpokladu, ze by ke ztraté
dat nedoslo a trenér by meél kompletni informace o c¢asech obou zavodniki. V

takovém pripadé ziskdme posloupnosti pozorovani a prislusnych stavi

O = (1511, 1715, 1634 , 1540 , 1460 , 1780 )
Q=(1 , 2 , 1 , 1,2, 2)

7, dat ziskanych prostfednictvim tohoto méfeni odhadneme prislusné parametry

modelu.
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V prvni fadé urc¢ime odhad pocatecniho rozdéleni pravdépodobnosti

R pocet vyskyti ve stavu i v ¢ase 0
= ,i=1,2.
pocet vyskyti v ¢ase 0

V nasem pripadé

&= (1,0).

Dalsim odhadovanym parametrem modelu je matice pravdépodobnosti prechodu

A

A, jejiz prvky odhadneme jako

pocet prechodu ze stavu i do stavu j

ij = . . .
pocet prechodu ze stavu i

Matice bude v nasem pripadé vypadat nasledovné

Wl
wnN

A=

DO [—
[

Na zaveér odhadneme prislusné sttedni hodnoty a rozptyly rozdéleni pro jednotlivé

stavy 1 = 1,2
~ __ soucet hodnot pozorovini ve stavu i 6'2 __ soucet kvadratt odchylek hodnot pozorovéni ve stavu i od fi;
v podet pozorovani ve stavu i ) (A (pocet pozorovani ve stavu i) - 1

Po dosazeni nasich pozorovani zaskame

i, = 1561,67, 62 = 4134,33,
fia = 1651,67, 62 = 28608, 33.

Bézné to vsak tak jednoduché nemame a posloupnost stavii nezname. Zde
prichazi na fadu jiz zminény Baum-Welchtuv algoritmus. V prvni fadé je nutné
stanovit pocateéni odhady parametri modelu. Poc¢atecni odhady parametr mu-
zeme stanovit bud expertné, nebo pouzit jinou vhodnou metodu. Takovou meto-
dou mtze byt napriklad metoda K-priameéri. Jedna se o metodu shlukové analyzy
a tedy jejim cilem je rozdélit pozorovani do K shlukt tak, aby byla co nejméné
vzdalena od stfedu shluku, ktery odpovida priméru pozorovani v daném shluku.

Predpokladame tedy, ze shluky odpovidaji staviim fetézce. Na zakladé zarazeni
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pozorovani do stavli mizeme urcit pocatecni odhady parametri skrytych Marko-

vovych Tetézci, které jsou dany nasledujicimi vzorci

~(0) pocet vyskytu ve stavu i v Case 0
7T =
7 )

pocet vyskytu v ¢ase 0
~(0) pocet prechodu ze stavu i do stavu j
Q5" = . . . ’

pocet prechodu ze stavu i

~(0) soucet hodnot pozorovani ve stavu i
lui = . L, . )

pocet pozorovani ve stavu i

5_2 0 soucet kvadrati odchylek hodnot pozorovani ve stavu i od fi;

3 - )

(pocet pozorovani ve stavu i) - 1

kdei,j=1,2,...,N.
Déle si zavedeme &(i,j) prot = 0,...,T — 1. Jestlize mdme dan model A a
posloupnost pozorovani O, je pravdépodobnost, Ze se systém v case t nachazi ve

stavu ¢ a zaroven v case t + 1 ve stavu j definovana jako

ft(iaj) = P(Qt = int—H =j|07>\)

_ P(Qt = iaQtJrl :jaol)\>
(ON)

= (i) pr+1(5)aijbj(0e4+1)
N N .
i; jgl (i) pr+1(7)aibj(0r1)

Jiz dfive jsme si zavedli pomocnou proménnou 7,(7), kterou jsme definovali na-

sledovné

a kterd vyjadiuje pravdépodobnost, se kterou se v ¢ase t nachazime ve stavu i
za predpokladu, ze mame danu posloupnost pozorovani O a model \. Vzajemny
vztah téchto dvou pravdépodobnosti mizeme (prot =0, ..., T — 1) vyjadiit jako
N N
(1) = P(Qr = i[O, \) =) P(Qr =4, Qer1 = j]O,N) = > &(4, 7).
; =

Jj=1
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Pokud na tyto pravdépodobnosti uplatnime soucet pres vSechny casové okamziky;,

bude vysledkem prislusny ocekavany pocet prechodii. Konkrétné
T—1
> 7(i) = ocekdvany pocet prechodl ze stavu i,
t=0
T-1
> &(i,7) = oCekévany pocet prechodi ze stavu i do stavu j.
t=0

Vyuzitim téchto vztaht odhadneme parametry modelu nasledovneé

ocekdvany pocet vyskyta ve stavu i v ¢ase 0

ﬁ'i =
ocekdvany pocet vyskytua v case 0
= 0()
. ocekavany pocet prechodu ze stavu i do stavu j
;5 =
J

ocekavany pocet prechodu ze stavu i

T-1

Z gt (Za j)

=0

T-1

> Y:(9)

t=0
V nami uvazovaném spojitém pripadé pottebujeme dale odhadnout parametry

w; a o?. Predstavme si, e N = 1 (to znamend, %e uvazujeme pouze jeden mozny

stav). V takové situaci bychom odhady téchto parametrt urcili jednoduse jako

1 T
PN o,
H T+1;t
2 1 d 2

&:TZ(Ot_ﬂ)
t=0

Pokud vsak tuto myslenku rozsitime na nas ptipad, ve ktrém mutzeme mit stavi
vice, provedeme vypocty téchto patametri vazené. Jako vahy zvolime pravdé-

podobnosti, tedy pravdépodobnosti ze se v ¢ase t nachazime ve stavu i. Potom
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odhady paramtert u; a o budou mit nasledujici podobu

T .
EO Ye(i)os
,[I’i = _T b
> Ye(7)
t=0

Na zakladé vyse zavedenych vyjadieni mizeme prejit k samotnému Baum-Welchovu

iteracnimu algoritmu, ktery lze popsat néasledovné:

1. Krok 1 (Inicializace)

V prvni fazi stanovime pocatecni odhady parametri modelu.

5O — (70 1@ 5O 52 )

Polozime [ = 0.

2. Krok 2
Daéle dopocitdme hodnoty proménnych §t(l) (1,7) a %(l) () pro vSechna i, j € S
nasledovné
(l) ONAPOINO)
§0(1,) = g enlh o) gy po,
(i 1
%, el ()i or)

() = & o (i)l (1) L t=0,1,...,T,
3 al(i)y 0]
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kde

l ~() A2(
bg)(0t> f<0t7:u§')7o-j ( ))7

ol (i) = 206 (o),

N
NWE l l RN{
a (i) = 0P (0) 3 a? ()Y,
j=1

N
0, ) s \a(D)(
901(t )(Z) = Z¢§l1(])az('j)b§')(0t+1)-
Vypocitame hodnotu Akaikeho kritéria pro model s poc¢tem parametri od-
povidajicimu k.
N
AICY = 23" o (i) + 2k.
i=1
Pokud [ = 0, prejdeme na krok 4.

Pokud [ > 0, prejdeme na krok 3.

3. Krok 3
Pokud [ = I,,,4; nebo [AIC® — AICU=Y| < €, piejdeme na krok 5.

V opacném pripadé prejdeme na krok 4.

4. Krok 4
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Pro vSechna 7, j € S odhadneme nové parametry modelu jako

~( N, .
# = 4P,
=1 oy, .
> &7, )
A(l+1) =0
@ij ToT-1 )
>V (Z)
=0
T
D,.
’Yt()(’l)Ot
~(+1)  {=0
:ui - T (l) ]
> v (4)
t=0
> 1 0(i) (0, — V)2
/\‘2(l+1) = t t 7
i T
!
> 1Y (4)
t=0

Polozime [ = [ 4+ 1 a prejdeme na krok 2.

5. Krok 5

Optimalnimi odhady parametri modelu jsou

O]

iy =20,
s = i,
6'2 * 6_2 (l)

% %

Priklad. Pro odhad optiméalnich parametri modelu v nasem modelovém pri-
kladé pouzijeme tedy Baum-Welchtuv algoritmus. Vzhledem k vypocetni naroc-
nosti provedeme Baum-Welchiv algoritmus prostiednictvim softwaru R, a to po-
moci funkce baumwelchcont z knihovny HMMCont.

Nase pocatecéni odhady parametrii jsou

a© = (1529, 83; 1650, 17)
&2 © = (5152,57; 11553, 77)
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A 0,3;0,7
0) _ sy Yy
A <O, 7; 0, 3) )
Po jedné iteraci metodou Baum-Welchova algoritmu ziskame

#W = (0,87;0,13),
A = (1526,49;1632,79),
&2 W = (4181,25; 7378, 35),

0,23; 0,77
A® —
0,62; 0,38

Hodnota Akaikeho kritéria bude v tomto pifpadé rovna AICH = 93 10. Po-
kud chceme ziskat optimalni parametry modelu, je tfeba provést iteraci vice.
Nejprve si vsak zvolime ukoncovaci kritéria. Jednim z kritérii bude maximéalni
pocet iteraci I,,,,=50. Dalsim ukoncovacim kritériem bude tolerance, tedy mini-
malni rozdil Akaikeho kritérii ve dvou po sobé jdoucich iteracich, kterou polozime
rovnu € = 0,5. Pri pouziti téchto kritérii odhadneme optimélni parametry mo-
delu po péti iteracich. Takto odhadnuté parametry modelu budou mit nasledujici

podobu

#(5)

(1;0),

15 = (1497, 02; 1638, 19),

1}
&2 ) = (963, 26; 5463, 86),

0,16; 0, 84
AG) —
0,36; 0, 64

Akaikeho kritérium po péti iteracich je rovno AIC®) = 90, 74. Po nasledné apli-

kaci Viterbiho algoritmu s nové odhadnutymi parametry pomoci funkce wviterbi-
A x(H * K

cont ziskdme novou posloupnost optimélnich stavi Q ®_ ((jo(5), o ,q5(5)). Pro

porovnani zobrazime i posloupnost optimalnich stavi ziskanou Viterbiho algorit-
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Ak 0)

mem na zakladé pocateéniho odhadu parametru Q O _ (A*(O) A*(O)).

4o -+ 945
=1 @” =1
i =2 =2
»” =1 =2
GV =2 37 =2
Q=1 =1
=2 =2

Na zakladé vysledku se tedy zda, ze oba zavodnici dosahuji lepsich a stabilnéjsich
vykonil, nez tomu bylo v minulém roce. Mizeme také tici, ze zavodnik ¢islo 2

trénuje casteji nez zavodnik ¢islo 1.

2.3. Skryté Markovovy regresni modely

Skryté Markovovy regresni modely (HMMR) jsou rozsifenim teorie skrytych
markovskych modelii na pripad regresni analyzy. Tato teorie byla zpracovana s
pouzitim zdroju [9], [12].

V ptipadé skrytych Markovovych regresnich modeli predpokladame, ze jednot-
livym stavim markovského tetézce odpovidaji rizné regresni parametry. Tedy
kazdy stav je urcen jednou sadou regresnich parametri, které charakterizuji vztah
mezi pozorovanou zavisle proménnou (Y') a jednou ¢ vice nezéavisle proménnymi
(X1,...,X,). Necht madme ddnu mnozinu stava S = {1,..., N}. Vicendsobnou

linedrni regresi za predpokladu, ze se systém nachéazi ve stavu ¢ zapiseme jako
Y, = Boi + BriXu + BoiXpo + -+ BpiXyp + ey, 0t <T i€ S,

kde Y; znac¢i hodnotu vysvétlované proménné v case t, Xi1,..., Xy, jsou hod-
noty nezavisle proménnych v case ¢, kde p je jejich pocet. Déle jako Sy, ..., By
oznacCujeme regresni parametry za predpokladu, Ze se nachazime ve stavu 7 a €
reprezentuje chybu modelu v case t opét za predpokladu, Ze se nachazime ve
stavu ¢. O chybéach predpoklddame, Ze jsou nezavislé nahodné veli¢iny s normal-

nim rozdélenim N(0,0?), kde 7 znac{ rozptyl chyb ve stavu i.
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Linearni regresni model pro i-ty stav bude mit nasledujici podobu
Y=X ﬂz + €;,

1 Xy, - Xy,
Y = (Yo,....Yr) & = (€ois-- - €ri) , Bi = (Boir- -, Bot) , X = | 1 1 oL
1 Xrq - Xopp

Matici X nazyvame matici planu a predpokladame, ze jeji rozmér je T' X (p +
1), tj. predpokldddme model s absolutnim ¢lenem. Nase pozorovani nyni tvori
posloupnost hodnot zavisle proménnych Y = (Yp, ..., Yr), které jsou normalné
rozdélené se stfedni hodnotou odpovidajici Bo; + B1: X + BoiXee + -+ - + BpiXep
prot =0,...T arozptylem o2, za predpokladu, Ze jsme ve stavu i. V takovémto

pripadé bude mit hustota norméalniho rozdéleni v bodé Y; nasledujici podobu
bi(V:) = f(Ys, Xi Biy02),t =0,1,...,T,i €S,

kde X, je vektor, ktery odpovida t-tému radku matice X.

Jelikoz se jedna o hustotu, musi byt opét splnéna podminka

/mmmmm:L

—0o0

Dalsi zménou oproti klasické teorii skrytych Markovovych modeli, na kterou
pii pouziti skrytych Markovovych regresnich modelti narazime jsou parametry

modelu. Parametry, které maji stejnou podobu jako doposud jsou:
e pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti 7 = (my, o, ..., TN)
e matice pradvépodobnosti pfechodu A = (a;;); jes
2 2 2

e rozptyl 02 = (0%,03,...,0%)

Dal$im parametrem modelu byla doposud stiedni hodnota g = (pq, p2, .. ., iy )-
Jelikoz nyni mizeme stfedni hodnotu v case ¢t a stavu ¢ vyjadrit jako thﬁi,

lze za novy parametr modelu (misto parametru p) povazovat matici regresnich
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koeficientn B, kterou mizeme zapsat nasledujicim zptsobem
Bor B - By

B = S
Bon Bin -+ Bpn

Zéapis modelu A bude mit v pripadé skrytych Markovovych regresnich modela

nasledujici podobu

A= (m, A, B, o?).
Dopiedné (o (i)), zpétné (¢(7)) a dalsi pomocné proménné (7;(i),0(7)) jsou vy-
poc¢teny obdobné jako v pripadé skrytych Markovovych tetézcii bez pouziti re-
grese.
V pripadé tlohy uceni, respektive odhadu novych parametr modelu
A= (7, A B, 62), postupujeme tak, aby vérohodnost P(Y|:\) byla lokélné ma-

ximalni. Vérohodnostni funkce, ktera je funkci parametru A bude mit tvar

T
L(\) = Z oD (Yo) H a’(It—lCItb(It(}/;)
t=1

Q€S

a odhad \ uréime jako A = arg maxL(A). Plati tedy, ze L)) > L()\). Odhady
novych parametri v pripadé Baum-Welchova algoritmu miizeme pro pripad skry-

tych Markovovych regresnich modeli vyjadrit nasledovné
™ = /VO(Z)a

T-—1
Z gt (27 ])
t=0

T—1 )
> 7e(i)
t=0
. PN
> () (Y — Xy Bi)?
~2 =
0; = T 9
> 7i(4)
t=0
—1
Wao,mo Wrg,ar © " Wag,ap Weg,y
Bi = X ,
wmp@O wfp@l Ce me,mp w%y
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T T
kde wy, x, = & (1) (1) Xen Xu, wxy = = () (1) Xox Y
akde k, 1 =0,...,p, Xio=1.
Pro vypocet parametrii ,éz byla pouzita metoda vazenych nejmensich ¢tverc s

vahami odpovidajicimi o (7)ps (7).
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Kapitola 3

Aplikace skrytych Markovovych
retézcu

V nasledujici c¢asti prace aplikujeme skryté Markovovy fetézce na realny da-
tovy soubor. Datovy soubor popisuje pocet nové sjednanych hypotécnich tvera
a miru nezaméstnanosti ve Spojeném krélovstvi (UK), které sledujeme na mé-
si¢ni bézi v ¢asovém obdobi od 01/2001 do 02/2020. Datovy soubor mé tedy 230

pozorovani, kterd jsou popsana nasledujicimi tfemi proménnymi:
e Date : datum,
e Mortgages : pocet nové sjednanych hypotécnich uvéra v UK,
o Unemployment : mira nezaméstnanosti v UK.

Datovy soubor byl vytvofen s pouzitim zdroju [!], [I4]. Hodnoty proménnych
Mortgages a Unemployment jsou jiz oc¢istény od sezoénnich vlivi.

V nasledujicich podkapitolach se pokusime pomoci skrytych Markovovych
fezézcu odhalit skryté stavy v ekonomice, a to prostfednictvim sledovanych uka-
zatelt. Jako sledované ukazatele jsou v praci zvoleny pocty nové sjednanych hy-
potécnich véri a mira nezaméstnanosti ve Spojeném kralovstvi (UK) v daném
casovém obdobi, a to z duvodu jejich mozné souvislosti s vykonem ekonomiky.
V prvni podkapitole budou nase pozorovani odpovidat poc¢tu nové sjednanych
hypotécnich avéru ve Spojeném krélovstvi (UK) v daném casovém intervalu.

V podkapitole druhé uvazujeme pozorovani ve stejném casovém obdobi, avsak
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sledovanou veli¢inou bude nezaméstnanost ve Spojeném kralovstvi. Ve treti pod-
kapitole aplikujeme skryté Markovovy regresni modely na zminéna data, kdy
budeme sledovat vztah mezi nezaméstnanosti a nové sjednanymi hypotécnimi
uvéry v UK. Pokusime se tedy zjistit, zda se v ekonomice vyskytuji néjaké skryté
stavy, které by souvisely se vzajemnym vztahem vySe zminénych proménnych.
Na zavér zhodnotime vysledky porovnanim s tempem rtstu hrubého doméciho

produktu (HDP) v UK.

3.1. HMM - Pocet nové sjednanych hypotécnich
avéru

Jak jiz bylo zminéno, v této casti aplikujeme spojité skryté Markovovy retézce
na datech nové sjednanych hypotécnich tvéri.
Nejprve budeme uvazovat skryty retézec tvoreny posloupnosti stavi, kde stavy
systému nabyvaji dvou hodnot, které by dle predpokladu mohly odpovidat ristu,
pripadné poklesu ekonomiky. Vzhledem k interpretaci stavii je vhodné provést

transformaci dat néasledujicim zptisobem:

Mortgages|t]

logdMortgages|t] = log Mortgages|t — 12]’

t=12,...,230

Tedy log-transformaci meziro¢niho poméru nové sjednanych hypoték. Pouziti log-
transformace je vhodné vzhledem k nové stanovenému pomeérovému vyjadreni.

Interpretace novych hodnot je tedy nasledujici:

e logdMortgages [t] = 0 v pripadé, ze pocet nové sjednanych hypoték v
Case t je stejny jako v Case t — 12 (tj. mezirocné je pocet nové sjednanych

hypoték stejny),

e logdMortgages [t] > 0 v pripadé, Ze pocet nové sjednanych hypoték v case
t je vétsi nez v Case t — 12 (tj. meziroéné je pocet nové sjednanych hypoték

vyssi),
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e logdMortgages [t] < 0 v pFipadé, Ze pocet nové sjednanych hypoték v case

t je mensi nez v ¢ase t — 12 (tj. mezirocné je pocet nové sjednanych hypoték
nizsi).

Na obrazku 3.1 jsou zobrazeny hodnoty puvodni proménné (Mortgages) a pro-

ménné po transformaci (logdMortgages).
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Obrézek 3.1: Hodnoty proménné logdMortgages a proménné Mortgages.

Nyni prejdeme k samotné aplikaci skrytych Markovovych fetézcii na transfor-
movanych datech. Aplikaci provedeme v softwaru R pouzitim knihovny HMM-
Cont. V prvni radé vytvorime model a provedeme nastaveni jeho parametria
pomoci funkce hmmsetcont. Nejprve parametry stanovime expertné dle oceka-
vani. Predpokladame, ze skryty stav 1 bude odpovidat ristu ekonomiky, naopak
skryty stav 2 poklesu ekonomiky. Pocdteéni odhady parametrii jsou stanoveny
expertné tak, ze v poc¢atecnim case jsou oba stavy stejné pravdépodobné. Déle je

Vv

nez prechod do stavu jiného s tim, Ze pro obdobi ristu ekonomiky je tato prav-
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dépodobnost jesté vyssi nez pro obdobi poklesu. Co se tyce stfednich hodnot
sledované proménné, predpokladame v obdobi ristu kladnou stfedni hodnotu a
naopak v obdobi poklesu hodnotu zapornou. Rozptyl je stanoven v ptripadé obou
stavli shodné. Nastaveni pocatecnich hodnot parametrti je zobrazeno v tabulce
3.1.

Néasledné pomoci funkce baumwelchcont provedeme jednu iteraci Baum-Welchova

~ A~ ~ ~ ~ ~ ~ ~Q ~D
T Uy ail | ai2 a21 22 H1 H2 09 0y

0,5105108]021]035|0,65] 0,5(-0,51 0,5]0,5

Tabulka 3.1: Pocatecni odhady parametri stanovené na zakladé expertniho od-
hadu.

algoritmu a odhadneme nové parametry modelu. Dale odhady iterativné zpres-
nujeme, dokud nebude splnéno ukoncovaci kritérium. Ukonc¢ovacim kritériem v
nasem pripadé bude jednak maxmimalni pocet iteraci I,,4., ktery nastavime na
50 a déle pak minimalni rozdil Akaikeho kritérii (AIC) vypoctenych ve dvou
po sobé jdoucich iteracich, ktery stanovime jako 0,1. (Toto nastaveni se na zé-
kladé provedeni vice vypocti s riznymi hodnotami ukoncovaciho kritéria pro-
jevilo jako dostacujici). Vysledky jednotlivych iteraci Baum-Welchova algoritmu
jsou popsany nasledujicim kédem, kde po osmi iteracich ziskame vysledné odhady
parametri. Vysledné odhady parametri mizeme interpretovat tak, ze v pocatec-
nim case bude systém ve stavu 1 a s nejvétsi pravdépodobnosti (0,99) bude ve
stavu 1 i v dalsim casovém obdobi. Stejné tak pokud se systém dostane do stavu
2, tak s vysokou pravdépodobnosti (0,94) bude ve stavu 2 i v dalsim ¢asovém
obdobi. Hodnoty pozorované proménné, které prislusi stavu 1 se fidi normalnim
rozdélenim se stfedni hodnotou 0,05 a rozptylem 0,02. Naopak hodnoty, které
pifslusi stavu 2 maji nizsl stfedni hodnotu, ale vyssf rozptyl. Ridi se tedy nor-

malnim rozdélenim se stfedni hodnotou -0,34 a rozptylem 0,29.
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hmn < -baumwe T chcornt (hmmm )
hmn < -baumwe T chcornt {hmmm )
i=1
while((abs (hmm$rResults [i+1,4]-hmM$ResuTts[i,4])=0.1) & (i<50))
{hmmv=baumwe 1 chcort (hmmM )
j=1+1}
print ChmmM )

W+ VW WY

The number of Baum-welch iterations: 8
The parameters accumulated so far:
Pil Pi2 All Al2 A21 A22 Mul Mu2 varl var2

[1,] 0.50 0.50 0.80 0.20 0.35 0.65 0.50 -0.50 0.50 0.50
[2,] 0.67 0.33 0.82 0.18 0.28 0.72 0.08 -0.19 0.04 0.13
[3,] 0.92 0.08 0.91 0.09 0.24 0.76 0.07 -0.29 0.02 0.20
[4,] 0.99 0.01 0.96 0.04 0.13 0.87 0.06 -0.32 0.02 0.25
[5,] 1.00 0.00 0.98 0.02 0.09 0.91 0.05 -0.31 0.02 0.27
[6,] 1.00 0.00 0.98 0.02 0.07 0.93 0.05 -0.32 0.02 0.28
[7,] 1.00 0.00 0.99 0.01 0.06 0.94 0.05 -0.33 0.02 0.29
[8,] 1.00 0.00 0.99 0.01 0.06 0.94 0.05 -0.34 0.02 0.29
[9,] 1.00 0.00 0.99 0.01 0.06 0.94 0.05 -0.34 0.02 0.29
The results accumulated so far:
P AIC SBIC
[1,] 2.564355e-80 386.530201 474.220102
[2,] 7.4101582+03 2.178786 B89, BoB6E7
[3,] 1.009786e+20 -72.122880 15.567021
[4,] 4.758084e+24 -93.64377 -5.953873
[5,] 2.871500e+25 -97.238924 -9.549023
[6,] 5.081858e+25 -98. 380609 -10.690707
[7,] 6.069034e+25 -98.735654 -11.045752
[8,] 6.291148e+25 -98.807542 -11.117641

The viterbi algorithm was not yet executed

Nyni konecné miizeme prejit k samotnému urceni optimélni posloupnosti
stavil. K tomu ndm slouzi Viterbiho algoritmus, ktery aplikujeme pomoci funkce
viterbicont. Vysledky si nejlépe zobrazime vykreslenim grafu, ktery lze pozorovat
na obrazku 3.2. Z prvniho grafu je patrné, ze Viterbiho algoritmus odhalil dveé
casova obdobi, ve kterych se proménna logdMortgages vyviji odlisné na rozdil
od obdobi ostatnich, coz je znazornéno odlisSnou barvou pozadi grafu. Daéle je
na grafu znazornéna stfedni hodnota p; prislusejici danému stavu i = 1,2 (Sta-
tes - mean). Na grafu druhém je zobrazen stejny vysledek Viterbiho algoritmu,
avsak vzhledem k puvodni proménné Mortgages. Pro prehlednost si dale vysledky
Viterbiho algoritmu zaznamename do tabulky 3.2.

Pokud se nespokojime s expertnim odhadem pocatecnich parametri modelu,
1ze dle [7] provést odhad naptiklad pomoci metody K-prameéra (K-means). Jedna
se o metodu shlukové analyzy a tedy jejim cilem je rozdélit pozorovani do K
shluku tak, aby byla co nejméné vzdélena od stredu shluku, ktery odpovida pri-
méru pozorovani v daném shluku. Pokud nemame pocet shluku (K) stanoven

expertné, mizeme jej urcit naptiklad pomoci siluetového grafu, ktery nalezneme

41



logdM ortgages

2005

2010

Date

2015

150000 4

100000 4

M ortgages

50000 1

2005

2010

Date

2015

Legenda
State1
State2

— Mortgages

— States - mean

Obrazek 3.2: Optimalni stavy zobrazené na hodnotach proménné logdMortgages

a proménné Mortgages.

Date State
Start End
2002-01-01 | 2004-07-01 1
2004-08-01 | 2005-05-01 2
2005-06-01 | 2007-08-01 1
2007-09-01 | 2010-01-01 2
2010-02-01 | 2020-02-01 1

Tabulka 3.2: Zapis vysledkti Viterbiho algoritmu.

v knihovné factoextra |

] jako funkci fviz_nbclust. Siluetovy graf je zobrazen

na obrazku 3.3. Optimalni pocet shlukta dle siluetového grafu je K = 2. Tedy

co se tyce poctu shlukt, byl expertni odhad shodny a opét zvolime pocet shlukt

roven dvéma.

Vysledek metody K-primért zobrazuje obrézek 3.4. Na zakladé zatazeni po-

zorovani do shlukii mizeme urcit poc¢atecni odhady parametrii skrytych Marko-
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Obréazek 3.3: Siluetovy graf proménné logdMortgages pii pouziti metody K-
praméra.

vovych Tetézci, které jsou dany nasledujicimi vzorci

R pocet vyskyti ve stavu i v ¢ase 0
T = B . L )
pocet vyskytd v case 0
" pocet prechodu ze stavu i do stavu j
aij = — ;
pocet prechodu ze stavu i
" soucet hodnot pozorovani ve stavu i
i = N A . )
pocet pozorovani ve stavu i
A9 soucet kvadratu odchylek hodnot pozorovani ve stavu i od fi;
. =

? o ‘. . ’
(pocet pozorovéni ve stavu i) - 1

kde i=1, 2. Hodnoty téchto pocatecnich odhadi parametri v pripadé jejich sta-

noveni pomoci metody K-priméri jsou zobrazeny v tabulce 3.3.

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~92 ~92
Ty | T2 a1 a2 Qa1 29 M1 2 01 05

11010981002 0,12 0,88 || 0,06 | -0,68 || 0,03 | 0,09

Tabulka 3.3: Poc¢atecni odhady parametrii stanovené pomoci metody K-pramért.

Po aplikaci skrytych Markovovych fetézci ziskame po tfech iteracich Baum-

Welchova algoritmu nésledujici hodnoty parametrii:
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hmmM<-baumwe T chcont Chmmm)
hmmM <-baumwe 1 chcont (hmmm)
i=1
while((abs(hmmM$Results[i+1,4]-hmmMSResults[1,4])=0.1) & (i<50))
{hmmm=baumwe 1 chcont (hmmm)
i=1+1}
print Chmmv)

W+ o+ VW W W

The number of Baum-welch iterations: 3
The parameters accumulated so far:

Pil Pi2 All Al2 A21 A22 Mul Mu2 varl wvar2
[1,] 1 0 0.98 0.02 0.12 0.88 0.06 -0.68 0.03 0.09
[2,] 1 0 0.99 0.01 0.08 0.92 0.06 -0.65 0.03 0.10
[3,] 1 0 0.99 0.01 0.07 0.92 0.06 -0.84 0.03 0.10
[4,] 1 0 0.99 0.01 0.07 0.93 0.06 -0.63 0.03 0.10

The results accumulated so far:

P ATIC SBIC
[1,] 1.405244e+21 -77.38900 10. 300905
[2,] 3.042887e+21 -78.93419 B.755714
[3,] 3.183469%9e+21 -79.02452 B8.665384

The viterbi algorithm was not yet executed
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Obrazek 3.4: Pritazeni pozorovani proménné logdMortgages do shluki metodou
K-prameéri.

Vysledek Viterbiho algoritmu pri pocatecnich odhadech parametrii urcenych
metodou K-priméri zobrazuje obrazek 3.5.

Jak je na vysledcich jednotlivych iteraci Baum-Welchova algoritmu vidét, pro-
strednictvim metody K-priméri jsme odhadli poc¢atecni parametry modelu po-
mérné presné a Baum-Welchuv algoritmus tedy zkonvergoval jiz po trech itera-
cich. Pokud si opét vysledky Viterbiho algoritmu zaznamename do tabulky 3.4 |
lze pozorovat mirnou zménu oproti predchozim vysledkiim. Obdobi, ve kterém se
systém nachazi ve stavu 2 se vice zuzilo a porovnanim grafi 3.2 a 3.4 lze tici, ze

v pristupu, ve kterém jsou pocatecni parametry modelu odhadnuty metodou K-
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Obrézek 3.5: Optimalni stavy zobrazené na hodnotach proménné logdMortgages a
proménné Mortgages pti poc¢atecnich odhadech parametri metodou K-prameéri.

prumeéri, stav 2 vice reflektuje vyrazny meziroéni pokles poc¢tu nové sjednanych

hypotécnich tvéra a tudiz se mizeme domnivat, Ze by mohl souviset s poklesem

ekonomiky.

Date State
Start End
2002-01-01 | 2004-07-01 1
2004-08-01 | 2005-03-01 2
2005-04-01 | 2007-09-01 1
2007-10-01 | 2009-03-01 2
2009-04-01 | 2020-02-01 1

Tabulka 3.4: Zapis vysledki Viterbiho algoritmu pti poc¢atecnich odhadech para-
metrt metodou K-priamért.
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3.2. HMM - Mira nezaméstnanosti

Stejné jako v predchozi kapitole budeme aplikovat skryté Markovovy modely
na datech z redlného datového souboru. Jak jiz nazev kapitoly napovida, budou
nasim pozorovanim odpovidat hodnoty proménné Unemployment. Opét prove-

deme transformaci dat nasledujicim zptsobem:

Unemployment]|t]

logdUnemployment|[t] = lo t=12,...,230

& Unemployment[t — 12]’
Interpretace novych hodnot je tedy nasledujici:

e logdUnemployment [t] =0 v pripadé, Ze mira nezaméstnanosti v Case t je

stejna jako v case t — 12,

e logdUnemployment [t] > 0 v pripadé, Ze mira nezaméstnanosti v Case t je

vétsi nez v Case t — 12,

e logdUnemployment [t] < 0 v pripadé, ze mira nezaméstnanosti v Case t je

mensi nez v ¢ase t — 12.

Dale si graficky zobrazime hodnoty proménnych Unemployment a logd Unemploy-
ment, coz muzeme sledovat na obrazku 3.6. Poc¢atecni odhady parametri mo-
delu opét stanovime nejprve expertné a to obdobnym zptsobem jako v pripadé,
kdy jsme sledovali hodnoty proménné logdMortgages. Rozdil spociva pouze ve
stanoveni stfednich hodnot sledované proménné logd Unemployment, kdy predpo-
kladame v obdobi riustu zapornou stredni hodnotu a naopak v obdobi poklesu
hodnotu kladnou. Hodnoty expertnich odhadt parametri jsou zobrazeny v ta-

bulce 3.5.

7A"-1 7%2 é\lll &12 d21 d22 ﬂl ﬂQ 6% (3'%
0,505 0802035065 -05]05]0,5] 0,5

Tabulka 3.5: Pocatecni odhady parametri stanovené na zakladé expertniho od-
hadu.
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Obrazek 3.6: Hodnoty proménné logd Unemployment a proménné Unemployment.

Jednotlivé iterace Baum-Welchova algoritmu jsou zobrazeny v nésledujicim
kédu, kde bylo pouzito stejné ukoncovaci kritérium jako drive (tj. maximélni
pocet iteraci a rozdil Akaikeho kritérif).

hmmu<-baumwe 1 chcont Chmmu’)

hmmu<-baumwe 1 chcomt Chmmu?)

i=1

while((abs (hmmU%Results[i+1,4]-hmmu$rResults[i,4])=0.1) & (i<50))
{hmmu=baumwe 1 chcomt (hmmu)

i=i+1}

print Chmmu)

R s TN U T

The number of Baum-welch iterations: 7
The parameters accumulated so far:
Pil Piz All Al2 A21 A2Z2 MUl MuZ varl var2

[1,] 0.50 0.50 0.80 0.20 0.35 0.65 -0.50 0.50 0.50 0.50
[2,] 0.50 0.50 0.81 0.19 0.34 0.66 -0.04 0.02 0.01 0.02
[3,] 0.58 0.42 0.87 0.13 0.28 0.72 -0.05 0.07 0.01 0.02
[4,] 0.74 0.26 0.94 0.06 0.16 0.84 -0.06 0.11 0.00 0.02
[5,] 0.78 0.22 0.97 0.03 0.08 0.92 -0.07 0.13 0.00 0.01
[6,] 0.74 0.26 0.98 0.02 0.06 0.94 -0.07 0.13 0.00 0.01
[7,] 0.692 0.31 0.98 0.02 0.06 0.94 -0.07 0.13 0.00 0.01
[8,] 0.62 0.37 0.98 0.02 0.06 0.94 -0.07 0.13 0.00 0.01

The results accumulated so far:
P AIC SBIC

[1,] 5.308219e-78 375.B8648 463.5547
[2,] 9.947462e+81 -357.6134 -269.9235
[3,] 4.399532e+96 -425.0593 -337.3694
[4,] 2.585174e+105 -465.4425 -377.7526
[5,] 9.534121e+108 -481.8681 -394.1782
[6,] 1.24563%+109 -482.4028 -394.7129
[7,] 1.263182e+109 -482.4308 -394.7409

The witerbi algorithm was not yet executed
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Je dilezité poznamenat, ze rozptyl hodnot stavu 1 neni, jak by se dle vysledki

Baum-Welchova algoritmu mohlo zdat, nulovy. Je vsak vzhledem k pouzitému

meritku velmi nizky (0,0038). Dle vysledki Baum-Welchova algoritmu mizeme

fici, ze stavu 1 odpovidaji spise nizsi hodnoty proménné logd Unemployment (pu1 =

—0,07). Naopak stavu 2 odpovidaji hodnoty spise vyssi (u; = 0, 13).

Vysledek Viterbiho algoritmu, ktery zobrazuje obrazek 3.7, urcil optimalni

posloupnost stavi tak, ze ve sledovaném casovém useku odhalil tii obdobi, kdy

se systém nachazi ve stavu 2, kterému odpovidaji vysoké hodnoty meziro¢niho

nartstu nezaméstnanosti. Tato obdobi jsou detailnéji zobrazena v tabulce 3.6

0.4

0.21

logdUnemployment

-0.24

. A
1 /\A\f\m\n/“r w \#’\H\wm
W

2005 2010
Date

Unemployment

2005 2010
Date

Legenda
State1
State2

— States - mean

= Unemployment

Obrazek 3.7: Optiméalni stavy zobrazené na hodnotach proménné logd Unemploy-

ment a proménné Unemployment.

48



Date State
Start End
2002-01-01 | 2005-08-01 1
2005-09-01 | 2007-03-01 2
2007-04-01 | 2008-05-01 1
2008-06-01 | 2010-04-01 2
2010-05-01 | 2011-06-01 1
2011-07-01 | 2012-04-01 2
2012-05-01 | 2020-02-01 1

Tabulka 3.6: Zapis vysledkti Viterbiho algoritmu.

Pokud pro pocateéni odhad parametrii modelu pouzijeme metodu K-primeéra

a pocet stavit ur¢ime prostfednictvim siluetového grafu (zobrazen na obrazku

3.9), ziskame opét optimélni pocet stavi roven dvéma. Shluky vytvorené na za-

kladé metody K-primért jsou vyobrazeny na obrazku 3.8. Pocatecni odhady

logdUnemployment

0.44

0.0

Shiuky

Obrazek 3.8: Pritazeni pozorovani proménné logd Unemployment do shluki me-
todou K-prameéri.

parametria v pripadé pouziti metody K-priamért jsou zobrazeny v tabulce 3.7.

7CI'l 7/%2 &11 &12 &21 a22 Ial /12 6% &g
1[0 (0,97]0,03]0,09] 0091 |[-0,07 | 0,13 | 0,004 | 0,01

Tabulka 3.7: Pocatecni odhady parametr stanovené pomoci metody K-primeért.

Odhady parametri modelu pfi jednotlivych iteracich Baum-Welchova algo-

ritmu jsou zobrazeny nize. Kromé pocatecniho rozdéleni pravdépodobnosti zkon-

vergoval Baum-Welchuv algoritmus k témér shodnému reseni jako v pripadé, kdy
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byly pocatecni odhady parametri stanoveny expertné.

hmm<-baumwe 1 chcort (hmmu?)

hmmu<-baumwe 1 chcormt (hmmu’)

i=1

while((abs (hmmU$Results [i+1,4] -hmmU$Results[i,4])=0.1) & (i<50))
{hmmU=baumwe 1 chcomt (hmmu’)

i=i+1}

print (hmmu)

VoA o+ W WYY

The number of Baum-welch iterations: 4
The parameters accumulated so far:
Pil Pi2 All Al2 AZ1  AZ2 Mul Mu2 Varl var?2

[1,] 1 0 0.97 0.02 0.09 0.91 -0.07 0.13 00.01
[2,] 1 0 0.98 0.02 0.07 0.93 -0.07 0.13 00.01
(3.1 1 0 0.98 0.02 0.06 0.94 -0.07 0.13 00.01
[4.] 1 0 0.98 0.02 0.06 0.9 -0.06 0.13 00.01
[5.] 1 0 0.98 0.02 0.06 0.9 -0.06 0.13 00.01

The results accumulated so far:

P ATIC SBIC
] 6.09539%e+108 -480. 9734 -303, 2835
] 1.168123e+109 -482. 2743 -394, 5844
1 1.298136e+109 -482.4854 -394.7955
1 1.361711e+109 —-482. 5810 -394, 8911

[1
[2
[3
[4
The viterbi algorithm was not yet executed

Optimal number of clusters
0.6 '

0.4

0.2 1

Average silhouette width

0.01

2

3 4 5 6 7 8 9 10
MNumber of clusters k

Obréazek 3.9: Siluetovy graf proménné logd Unemployment pti pouziti metody K-

prameért.

Graf zobrazujici vysledek Viterbiho algoritmu 3.10 i souhrnné tabulka 3.8
jsou témer shodné jako pri pouziti expertniho odhadu pro stanoveni poc¢atecnich

parametri.
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Obrazek 3.10: Optimalni stavy zobrazené na hodnotach proménné logd Unemploy-
ment a proménné Unemployment pti poc¢atecnich odhadech parametrit metodou

K-prameéri.

Date State
Start End
2002-01-01 | 2005-08-01 1
2005-09-01 | 2007-03-01 2
2007-04-01 | 2008-05-01 1
2008-06-01 | 2010-04-01 2
2010-05-01 | 2011-05-01 1
2011-06-01 | 2012-04-01 2
2012-05-01 | 2020-02-01 1

Tabulka 3.8: Zapis vysledku Viterbiho algoritmu pii pocate¢nich odhadech para-
metri metodou K-primeéri..
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3.3. HMMR - Vztah nezaméstnanosti a poctu
noveé sjednanych hypotécnich aveéra

V nésledujici kapitole aplikujeme skryté Markovovy regresni modely na da-
tovy soubor, kdy budeme sledovat vztah mezi nezaméstnanosti a poc¢tem noveé
sjednanych hypotécnich uvéra v UK. Konkrétné budeme sledovat proménné lo-
gdMortgages a logdUnemployment. Predpokladame, ze hodnoty proménné logd-
Mortgages lze vyjadrit prostfednictvim hodnot proménné logd Unemployment. Je-
jich vztah popiseme linedrnim regresnim modelem, kde logdMortgages zastava roli
zavisle proménné a logd Unemployment roli nezavisle proménné. Ve skrytych Mar-
kovovych regresnich modelech predpokladame, ze kazdému stavu odpovida jiny
regresni model. Tedy regresni parametry se v zavislosti na stavu lisi. Odpovidajici

linedrni regresni model miizeme tedy zapsat nasledujicim zptsobem:
logdMortgages, = Bo; + PrilogdUnemployment, + €, 0 <t <T,i € S,

kde t znadi cas, ¢ stav a €; chybu.

Nejprve budeme predpokladat dva stavy modelu. Pro poc¢ateéni odhad parametrii
modelu pouzijeme metodu K-primért. Jelikoz nas zajima predevsim vzajemny
vztah proménnych, provedeme nejprve odhad regresnich parametri tak, abychom
je mohli vy¢islit v kazdém case t a nasledné je rozdélit do dvou shluki metodou K-
pruméri. Odhad regresnich parametria v ¢ase t provedeme po klouzavych ro¢nich

usecich nasledujicim zptsobem:
,@[h] < logdMortgages, = By + B1logdUnemployment, + ¢;, h —6 <t < h + 6,

kde B[h] znaci odhad regresnich koeficientti v h-tém dasovém tsekua h =6, ..., T—
6.

Tedy odhadované regresni koeficienty v case t odpovidaji linearnimu regresnimu
modelu, ktery byl vytvofen z dat za obdobi odpovidajici intervalu (¢t — 6,¢ + 6) a
jsou odhadnuty metodou nejménsich ¢tverct. Jinymi slovy, pii konstrukei regres-
niho modelu uvazujeme data, ktera jsou vzdalena nejvice 6 mésicti od uvazova-

ného casu t. Hodnoty regresnich parametri, které na zacatku a na konci celkového
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sledovaného obdobi touto metodou nestanovime, nahradime konstantami, které

budou odpovidat prvni (resp. posledni) dopoctené hodnoté.

Na takto urc¢ené hodnoty aplikujeme metodu K-primeért, ktera rozdéli hod-
noty regresnich koeficienti do dvou shluku. Vysledek je zobrazen na obrazku 3.11.

Dle vytvorenych shlukt ur¢ime odhady pocatecnich parametra skrytého Marko-

-
. .
* geadt Teter 0
04 . - Ll PR
' S A e

.
LI

s . : ’ Shiuky

Betal
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Obrazek 3.11: Pritazeni regresnich koeficientti do shlukt pti pouziti metody K-
prumeér.

vova regresniho modelu. Odhady poc¢atecnich parametri jsou zobrazeny v tabulce

3.9.

m o an 12 Q21 a2
1 0 0,92 | 0,08 | 0,11 | 0,89
Bo 311 302 312 52 63

0 |-0,421-0,05]0,6310,07] 0,11

Tabulka 3.9: Pocateéni odhady parametria stanovené pomoci metody K-priameért.

Skryté Markovovy regresni modely jiz nejsou soucasti knihovny HMMCont,
tudiz jsou doposud pouzité funkce z této knihovny modifikovany tak, aby byly
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vhodné i pro tento pripad. Odhady pocatecnich parametri modelu nésledné
zpresnime pomoci Baum-Welchova algoritmu. Vysledky jednotlivych iteraci al-

goritmu zobrazuje nasledujici kod:

hmm<-baumwe1chcontR Chmm)

i=1

while((abs (hmm$Results[i+1,4]-hmm$Results[i,4])>0.1) & (i<50))
{hmm=baumwe1chcontR Chmm)

i=+1}

print Chmm)

Yo+ VY Y

The number of Baum-Welch -iterations: 8
The parameters accumulated so far:
Pil Pi2 All Al2 A21 A22 b0l b1l b02 bl2 varl var?2

1,1 1 ©00.92 0.08 0.11 0.89 0.00 -0.42 -0.05 0.63 0.07 0.11
(2,1 1 0 0.95 0.05 0.12 0.88 0.01 -0.34 -0.17 0.86 0.03 0.20
(3,1 1 00.98 0.02 0.08 0.92 0.05 0.26 -0.35 1.10 0.02 0.27
(4,1 1 00.98 0.02 0.07 0.93 0.07 0.45 -0.45 1.19 0.02 0.26
(5,1 1 00.98 0.02 0.07 0.93 0.07 0.49 -0.46 1.17 0.02 0.24
(6,1 1 00.98 0.02 0.07 0.93 0.07 0.51 -0.46 1.14 0.02 0.24
(7,1 1 00.98 0.02 0.07 0.93 0.08 0.51 -0.45 1.12 0.02 0.24
(8,1 1 00.98 0.02 0.07 0.93 0.08 0.52 -0.45 1.10 0.02 0.24
9,1 1 00.98 0.02 0.08 0.92 0.08 0.52 -0.44 1.08 0.02 0.24

The results accumulated so far:
P AIC SBIC

[1,] 9.401558e-15  88.59580 193.82368
[2,] 3.072604e+14 -42.71743 62.51045
[3,] 5.197267e+28 -108.24103 -3.01315
[4,] 2.512176e+30 -115.99740 -10.76952
[5,] 3.192741e+30 -116.47686 -11.24898
[6,] 3.448018e+30 -116.63070 -11.40282
[7,] 3.630041e+30 -116.73359 -11.50571
[8,] 3.753177e+30 -116.80031 -11.57243

The viterbi algorithm was not yet executed

Hodnoty proménné logdMortgages,, které odpovidaji stavu 1 se tedy ¥idi normal-
nim rozdélenim se stfedni hodnotou 0, 08 + 0, 52logd Unemployment, a rozptylem
0,02. Naopak hodnoty, které odpovidaji stavu 2 se fidi norméalnim rozdélenim se
stfedni hodnotou —0, 44 + 1, 08logd Unemployment, a rozptylem 0,24.

Néasledné uréime optiméalni posloupnost stavii pomoci Viterbiho algoritmu,
kterd je zobrazena na obrazku 3.12. V pripadé skrytého Markovova regresniho
modelu odhalil Viterbiho algoritmus t¥i obdobi, ve kterych je systém ve stavu 2.

Podrobnéjsi vysledky jsou zobrazeny v tabulce 3.10.
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Obrazek 3.12: Optimalni stavy zobrazené na hodnotach regresnich koeficientii Bo

a (31 pri pocatecnich odhadech parametri metodou K-prameért.

Date State
Start End
2002-01-01 | 2004-07-01 1
2004-08-01 | 2005-06-01 2
2005-07-01 | 2007-08-01 1
2007-09-01 | 2009-12-01 2
2010-01-01 | 2010-08-01 1
2010-09-01 | 2010-12-01 2
2011-01-01 | 2020-02-01 1

Tabulka 3.10: Zapis vysledkt Viterbiho algoritmu pii pocatecnich odhadech pa-
rametru metodou K-prumeéru.

55



V pripadé, Zze budeme chtit stanovit optimalni pocet stavli pomoci siluetového

grafu 3.13, obdrzime stavy tii. V pripadé skrytého Markovovova regresniho mo-

Optimal number of clusters

S 9
=
) )

o o
O
!

Average silhouette width
=
[#%)

o
o
!

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
MNumber of clusters k

Obrazek 3.13: Siluetovy graf v pripadé pouziti regresniho modelu a metody K-
prameért.

delu s tfemi stavy jsou pocateéni odhady parametrtt modelu stanovené pomoci

metody K-prameéra zobrazeny v tabulce 3.11.

e o 3
0 1 0
an Q12 a3 a1 22 @23 asi a32 ass

0,72 1 0,24 1 0,04 | 0,05 | 0,88 | 0,06 | O | 0,14 | 0,86

601 Bll 602 612 ﬁ03 613 6—% 5—3 6—32,
-0,13 [ -1,35 | 0,05 [ 0,25 | -0,08 | 0,74 | 0,08 | 0,06 | 0,12

Tabulka 3.11: Pocatecni odhady parametri stanovené pomoci metody K-
prameért.

Pokud uvazujeme skryty Markoviv regresni model s tfemi stavy ziskdme po-

uzitim Baum-Welchova algoritmu nasledujici odhady parametri:
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hmmR3cT<-baumweTchcontR3cT ChmmR3c1)
hmmR3cTl<-baumwelchcontR3c1 (hmmR3c1)

i=1

while((abs (hmmR3c1%Results[i+1,4]-hmmR3c1$Results[i,4]1)>0.1) & (i<50))
{hmmR3c1=baumwelchcontR3cT ChmmR3c1)

i=i+1}

print(hmmR3c1)

Y+ + VY VY

The number of Baum-Welch iterations: 7
The parameters accumulated so far:

Pil Pi2 Pi3 All Al2 Al3 A21 A22 A23 A31 A32 A33 b0l bll b02 bl2 b03 bl3 varl var2 var3
[1,1] 0 1 00.720.24 0.04 0.05 0.88 0.06 0 0.14 0.86 -0.13 -1.35 0.05 0.25 -0.08 0.74 0.08 0.06 0.12
[2,1 0 1 00.820.16 0.02 0.04 0.93 0.03 0 0.20 0.80 -0.37 -1.94 0.07 0.52 -0.07 1.78 0.14 0.02 0.07
[3,] 0 1 00.9 0.09 0.01 0.02 0.96 0.02 00.17 0.83 -0.49 -1.20 0.08 0.52 -0.09 2.41 0.13 0.01 0.04
[4,] 0 1 00.930.050.01 0.01 0.97 0.02 0 0.11 0.89 -0.61 -0.60 0.08 0.49 -0.11 2.80 0.12 0.01 0.03
[5,1] 0 1 00.950.050.000.01 0.97 0.02 0 0.09 0.91 -0.69 -0.24 0.08 0.48 -0.12 2.97 0.11 0.01 0.03
[6,] 0 1 00.950.050.00 0.01 0.97 0.02 0 0.08 0.92 -0.71 -0.16 0.08 0.49 -0.12 3.04 0.11 0.01 0.03
[7,1 0 1 00.950.050.000.01 0.97 0.02 0 0.08 0.92 -0.71 -0.14 0.08 0.50 -0.12 3.09 0.11 0.01 0.03
[8,]1 0 1 0 0.95 0.050.00 0.01 0.97 0.02 0 0.08 0.92 -0.71 -0.14 0.08 0.50 -0.12 3.12 0.11 0.01 0.03

The results accumulated so far:
P ATC SBIC

[1,] 7.793269e-03 51.70899 235.85778

[2,] 4.229067e+33 -112.85458 71.29421

[3,] 4.831262e+41 -149.96219 34.18660

[4,] 2.686853e+44 -162.60423 21.54456

[5,] 1.103068e+45 -165.42885 18.71994

[6,] 1.325001e+45 -165.79549 18.35331
1

[7,] 1.370139e+45 -165.86248 18.28631

The viterbi algorithm was not yvet executed

Stavu 1 odpovidaji hodnoty proménné logdMortgages,, které se ridi normalnim
rozdélenim se stfedni hodnotou —0,71 — 0, 14logd Unemployment, a rozptylem
0,11. Hodnoty, které odpovidaji stavu 2 se idi normalnim rozdélenim se stfedni
hodnotou 0,08 + 0, 5logdUnemployment, a rozptylem 0,01. Stavu 3 odpovidaji
hodnoty, které se ridi normalnim rozdélenim se stiedni hodnotou
—0,12+ 3, 12logd Unemployment, a rozptylem 0,03. Poté, co na model s odhadnu-
tymi parametry aplikujeme Viterbiho algoritmus, ziskame vystup o tfech stavech,
ktery lze pozorovat na obrazku 3.14

Vzhledem k vysledkim Viterbiho a Baum-Welchova algoritmu se muzeme
domnivat, Zze v makroekonomickém kontextu by jednotlivé stavy mohly byt kla-
sifikovany nasledovné: Stav 1 nejspise bude znazornovat pokles ekonomiky, stav
2 stagnaci a na zaveér stav 3 ekonomicky rust. Pfi porovnani s modelem, ve kte-
rém jsme uvazovali pouze dva stavy, mizeme fici, Ze model se tfemi stavy lépe

vystihuje data, jelikoz i pres nartst poc¢tu parametri modelu je AIC nizsi.
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Obrazek 3.14: Optimalni stavy zobrazené na hodnotéch regresnich koeficienti BO
a (1 pri pocatecnich odhadech parametri metodou K-primeéri.

3.4. Shrnuti a porovnani vysledkil s tempem ristu
HDP

V této zavérecné kapitole porovname drive ziskané vysledky s tempem ristu
HDP coby ukazatelem vykonnosti ekonomiky. Datovy soubor obsahuje tempo
rustu HDP v UK, které je vyjadieno ,Q-Q“, tedy kvartalné, v obdobi od 12/2001
do 12/2019. Datovy soubor byl vytvoren na zakladé dat ziskanych z [14]. Hodnoty
tempa rastu HDP jsou jiz ocistény od sezoénnich vlivii. Proménné v datovém

souboru jsou tedy nasledujici:
e Date : datum,

e GDP : HDP v UK.

Opét zacneme tim, Ze si data zobrazime graficky na obrazku 3.15. Jiz z grafu
je patrny vyrazny pokles tempa ristu v letech 2008 az 2009. Stejné jako drive
aplikujeme na datovy soubor skryté Markovovy modely s cilem urcit optimalni

posloupnost stavi, které budou symbolizovat obdobi poklesu resp. ristu ekono-
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Obréazek 3.15: Hodnoty proménné GDP.

2020

miky. Siluetovym grafem, ktery je zobrazen na obrazku 3.16, ovéiime, Ze opti-

malni pocet stavl je opravdu dva. Poc¢atecni odhad parametrit uré¢ime na zakladé

o
oo

0.61

Average silhouette width
=
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Obrazek 3.16: Siluetovy graf v pripadé pouziti metody K-prameérii.

rozdéleni dat do dvou shlukit pomoci metody K-primért. Shluky jsou zobrazeny

na obrazku 3.17. Pomoci funkci z knihovhy HMMCont upravime parametry

modelu a odhadneme optimalni posloupnost stavii. Poc¢atecni odhad parametri

modelu pomoci metody K-primért je zobrazen v tabulce 3.12.

N

| M2 || G | Giz | G21 | G2 fi | fia o1 | 63
1 0 0,99 10,01 10,25]|0,75 1 0,53 |-1,5| 0,12 | 0,41

Tabulka 3.12: Pocatecni odhady parametri stanovené pomoci metody K-

prameért.
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Obrazek 3.17: Prirazeni pozorovani proménné GDP do shlukii metodou K-
prumeéru.

Odhad novych parametrii modelu provedeme Baum-Welchovym algoritmem pfti
pocatecnich odhadech stanovenych pomoci metody K-primeéri. Vysledky jsou

zobrazeny nasledujicim kédem:

hmmiM <-haumwe 1chcont ChmmM)

hmmi <-baumwe 1chcont (hmmm)

i=1

while((abs(hmmMirResuTts[1+1,4]-hmmmSresults[1,4]1)>0.1) & (1<50))
{hmmM=baumweTchcont (hmmM)

i=i+1}

print Chmme)

R e TR TR

The number of Baum-welch iterations: 3
The parameters accumulated so far:
Pil Pi2 All Al2 A21 A22 Mul Mu2 varl var2

[1,] 1 0 0.99 0.01 0.25 0.75 0.53 -1.50 0.12 0.41
[z2,] 1 0 0.99 0.01 0.23 0.77 0.55 -1.40 0.12 0.41
[2,1] 1 0 0.99 0.01 0.23 0.77 0.535 -1.36 0.12 0.45
[4,] 1 0 0.99 0.01 0.22 0.78 0.55 -1.33 0.11 0.47
The results accumulated so far:

P AIC SBIC

[1,] 1.604896e-16 92.73660 159.3513
[2,] 1.749887e-16 92.56362 159.1783
[3,] 1.784266e-16 92.52471 159.1394

The wviterbi algorithm was not yet executed

Do splnéni ukoncovaciho kritéria byly provedeny tfi iterace, avsak odhady
parametri se oproti poc¢atecnim odhadim ptilis nezménily. Pomoci odhadnutych
parametri uré¢ime Viterbiho algoritmem optimalni posloupnost stavi, ktera je
zobrazena spolu s hodnotami proménné GDP na obrazku 3.18. Jak jsme tedy
tusili, obdobi, kdy je systém ve stavu 2 (pokles ekonomiky), uréil Viterbiho algo-
ritmus mezi 2008-04-01 a 2009-06-01.

60



Legenda

State

i
)
<:s
<

State2

GDP

- GDP

— States - mean

2005 2010 2015 2020
Date

Obréazek 3.18: Optimalni stavy zobrazené na hodnotach proménné GDP pri po-
¢atecnich odhadech parametri metodou K-priameéri.

Na zavér si pro lepsi porovnani shrneme obdrzené vysledky do jednoho ob-
razku (3.19). Na grafech pozorujeme vyvoj tempa riastu HDP v case (Cerné).
Barevnou linkou jsou potom vyznaceny vysledné stavy v jednotlivych pripadech.
Nazvem LR2S zde zjednodusené oznacujeme linearni regresni model z kapitoly
3.3., kdy uvazujeme fetézec se dvéma stavy. LR3S potom znaci stejny pripad,
avsak se stavy tfemi. Z grafi miizeme zaznamenat, ze ve vsech ptipadech byl
na prelomu let 2008 a 2009 identifikovan stav, ve kterém se ekonomika vyviji od-
lisné od vétsiny sledovaného obdobi. Tomuto obdobi odpovida obdobi ekonomické
krize, coz lze pozorovat primo na hodnotach GDP [11]. Déle byla identfikovana
HDP nez v predchozich obdobich, avsak k poklesu ekonomiky nedoslo. Naopak
stav 3 u proménné oznacené LR3S odhalil obdobi, ve kterych bylo tempo ristu

HDP prevazné vysoké.
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Obrazek 3.19: Jednotlivé vysledky optimalnich stavi ziskanych Viterbiho algo-
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metri metodou K-primeéri.
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Z.aver

Cilem diplomové préce bylo ¢tenate seznamit s teorii skrytych Markovovych
fetézcl se zamérenim na jejich spojity ptipad.

Préce se sklada z teoretické a praktické casti. V prvni kapitole byl ¢tenar
seznamen se zakladnimi pojmy teorie Markovovych fetézct, jejichz znalost je ne-
zbytna pro pochopeni teorie skrytych Markovovych fetézcti. Kapitola druhé byla
vénovana samotné teorii skrytych Markovovych fetézci, ktera byla doplnéna na-
zornymi, avSak jednoduchymi priklady. Soucasti druhé kapitoly bylo taktéz roz-
siteni teorie na pripad skrytych Markovovych regresnich modelt, které umoznuji
dalsi zajimava vyuziti.

Treti a posledni kapitola odpovidéa praktické casti prace, ve které jsme apliko-
vali ziskané znalosti na redlny datovy soubor vybranych ekonomickcy ukazateli
vykazovanych ve Spojeném kralovstvi s cilem odhalit skryté stavy britské eko-
nomiky. Vysledky dle jednotlivych ukazateli a pouzitych metod se lehce lisily,
ovsem ve vsech pripadech bylo modelem odhaleno obdobi ekonomické krize v le-
tech 2008 az 2009. Pti porovnani vysledki s hodnotami tempa rastu HDP jsme
shledali moznou podobu.

Z mého pohledu vidim prinos prace predevsim v ziskani znalosti této teorie,
ktera nachézi spoustu zajimavych uplatnéni. Dalsim velkym pfinosem a vyzvou
pro mé bylo vlastni zpracovani algoritmi, které nebyly soucati jinak pouzivané

knihovny HMMCont, v softwaru R.
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