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a dále se budeme zabývat délkou křivky a obsahem plochy, kterou ohraničuj́ı. U
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5



Obsah
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1.3 Délka křivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Úvod

Tématem mé bakalářské práce jsou cyklické křivky, což je skupina křivek

patř́ıćı mezi křivky rovinné. S křivkami se setkáváme nejen v matematice, ale také

v běžném životě na r̊uzných mı́stech, a většina z nás si to ani neuvědomuje. Kromě

matematiky, v ńıž patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı pojmy, na ně můžeme narazit ve

spoustě daľśıch vědńıch obor̊u, jako je např. architektura, fyzika, ekonomie nebo

astrologie. A protože křivek existuje celá řada, bylo nutné se v této bakalářské

práci omezit pouze na některé, pro mě nejzaj́ımavěǰśı.

Ćılem prvńı kapitoly je si velmi stručně rovinné křivky obecně nadefinovat a

ukázat si r̊uzné možnosti jejich zadáńı a reprezentace. Dále jsou součást́ı prvńı

kapitoly vztahy d̊uležité pro výpočet délky křivek a obsahu plochy, které tyto

křivky vymezuj́ı. Tyto vztahy pak využijeme dále u jednotlivých křivek.

Ve druhé kapitole se budeme věnovat detailněji skupině cyklických křivek.

Protože do této skupiny patř́ı celkem pět r̊uzných typ̊u křivek, rozděĺıme si tuto

kapitolu do pěti podkapitol, z nichž každá ponese jméno křivky, kterou se budeme

právě zabývat. U každé křivky se zmı́ńıme o osobnostech, jež se touto křivkou

zabývaly, řekneme si, jak křivka vzniká, a vyjádř́ıme ji nejčastěji parametrickými

rovnicemi. Odvod́ıme si délku každé křivky a obsah plochy, kterou vymezuje.

Řekneme si, kde se s křivkou můžeme potkat v běžném životě, a celá práce bude

doplněna obrázky vytvořenými v Matlabu.
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Kapitola 1

Teorie křivek

V této kapitole se budeme zabývat křivkami obecně. Řekneme si, kdy se jim

začali lidé věnovat a kde na ně můžeme narazit dnes. Nadefinujeme si pojem

křivka a ukážeme si několik zp̊usob̊u, jak je vyjádřit. V závěru si uvedeme vztahy

pro výpočet délky křivek a obsahu plochy, které vymezuj́ı.

1.1. Křivka a jej́ı definice

Shledáńı s křivkami je v dnešńı době nevyhnutelné, setkáváme se s nimi na

spoustě mı́st, např. v architektuře, př́ırodě, uměńı a v poč́ıtačových programech a

aplikaćıch. Praktickou ukázkou jejich využit́ı v textových editorech jsou fonty, kde

konturu libovolného znaku chápeme jako křivku, jej́ıž transformaćı pak doćıĺıme

natočeńı ṕısma či změn jejich velikost́ı. Důkazy zájmu člověka o křivky, ještě

dř́ıv než byly chápány jako matematické objekty, sahaj́ı hluboko do minulosti.

Byly to ornamenty v podobě vln a spirál viditelné na pravěké keramice nebo

záhyby řeckých a gotických soch. Jako součást každodenńıch činnost́ı člověka

byly využ́ıvány k vytyčováńı r̊uzných mı́st a pozemk̊u. Velký význam maj́ı také

v ekonomii. Prvńı křivkou, kterou se lidé zabývali byla př́ımka. Pohĺıželi na ni jako

na úsečku, kterou lze bezmezně prodlužovat. Později zkoumanou byla kružnice.

Existuje několik možnost́ı jak nadefinovat křivku v rovině. Jedná se o geome-

trický jednorozměrný útvar, který chápeme jako množinu bod̊u, již lze v rovině

popsat několika r̊uznými zp̊usoby.
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1.2. Reprezentace křivek

Explicitńı vyjádřeńı křivky je dáno zápisem y = f(x), kde x ∈ 〈a, b〉 a f(x)

je spojitá funkce definovaná na 〈a, b〉 přǐrazuj́ıćı jednoznačně každému x ∈ 〈a, b〉

hodnotu f(x) ∈ R . Takto vzniklé dvojice [x, y] nazýváme souřadnicemi bod̊u

křivky.

Implicitńı vyjádřeńı křivky je ve tvaru F (x, y) = 0, kde F (x, y) je spo-

jitá funkce dvou proměnných x a y . Pokud známe explicitńı vyjádřeńı křivky,

můžeme z něj źıskat implicitńı, protože mezi nimi existuje vztah, který lze cha-

rakterizovat zp̊usobem

F (x, y) = y − f (x) = 0

Tato reprezentace křivek je d̊uležitá zejména pro jejich tř́ıděńı, nebot’ s využit́ım

rovnice F (x, y) = 0 je můžeme rozdělit na algebraické a transcendentńı. Křivka

je algebraická právě tehdy, když je funkce F (x, y) proměnných x a y polynomem,

tedy

F (x, y) =
∑m

p+q=0 apqx
pyq,

kde p a q jsou nezáporná celá č́ısla a apq reálné č́ıselné koeficienty. Stupeň poly-

nomu pak odpov́ıdá stupni křivky a ř́ıká nám, zda se jedná o algebraickou křivku

prvńıho, druhého či vyšš́ıho řádu. Transcendentńı pak nazveme každou křivku,

která neńı algebraická, tedy funkce F (x, y) neńı polynom.[4]

Parametrické vyjádřeńı křivky je nejvyuž́ıvaněǰśım typem popisu křivky,

vhodným zejména při jejich konstrukci. V tuto chv́ıli se na křivku d́ıváme z fy-

zikálńıho pohledu, tedy že je vytvořena jako dráha pohybuj́ıćıho se bodu a para-

metr t chápeme jako čas prob́ıhaj́ıćı časový interval 〈a, b〉. Rovinná křivka zadaná

parametricky je množina bod̊u v rovině, které jsou dány těmito parametrickými

rovnicemi

x = x(t), y = y(t), a ≤ t ≤ b

kde funkce x(t) a y(t) jsou spojité na intervalu 〈a, b〉.
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Doposud jsme uvažovali kartézský systém souřadnic, mimo něj ale můžeme

využ́ıt i polárńı souřadnice. Jejich použit́ı se jev́ı prospěšněǰśı oproti kartézským

souřadnićım při práci se složitěǰśımi křivkami, zejména se spirálami, kružnicemi

a elipsami. Jedná se o souřadnice rovinné, kdy každý bod M křivky je definován

vzdálenost́ı ρ od počátku O a úhlem ϕ, který sv́ırá kladný směr osy x s úsečkou

OM. Úsečku OM lze pojmenovat jako pr̊uvodič bodu M a obloukovou mı́ru ϕ

orientovaného úhlu jako polárńı úhel bodu M.

 

x 

φ 

M 

ρ 

O 

 y 

y 

x 

Obrázek 1.1: Polárńı souřadnice

Nav́ıc plat́ı, že mezi kartézskými souřadnicemi a polárńımi souřadnice existuj́ı

tyto vztahy:

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

ρ2 = x2 + y2

Rovnice křivky v polárńıch souřadnićıch je ve tvaru

ρ = f(ϕ),

kde f je spojitá a nezáporná funkce proměnné ϕ ∈ 〈α, β〉.

1.3. Délka křivky

Předpokládejme, že máme křivku zadanou explicitně, tzn. ve tvaru y = f(x),

x ∈ 〈a, b〉. Pro křivku zadanou t́ımto zp̊usobem nyńı odvod́ıme vztah, pomoćı
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něhož lze vypoč́ıtat délku této křivky. Abychom jej́ı délku určili, rozděĺıme inter-

val 〈a, b〉 na n část́ı s délkou dxi, kde dxi je vzdálenost bod̊u xi−1 a xi lež́ıćıch

v intervalu 〈a, b〉, takových že x0 = a a xn = b. Křivku jsme tak rozdělili na n

d́ılč́ıch část́ı, které můžeme d́ıky jejich velikosti považovat za př́ımky. K výpočtu

délky každé d́ılč́ı části lze použ́ıt Pythagorovu větu.

 
y 

x a=x0 b=xn 

f 

dxi 

dyi 

Obrázek 1.2: Délka křivky

Abychom mohli použ́ıt Pythagorovu větu, potřebujeme znát délku dxi a délku

dyi. Délku dyi źıskáme vynásobeńım délky dxi směrnićı př́ımky, která je dána

derivaćı funkce f v bodě xi−1 (jestliže tyto derivace existuj́ı a jsou vlastńı), tzn.

dyi = f ′(xi−1)dxi. Délku křivky dostaneme následným sečteńım délek všech část́ı.

L =
∑n

i=1

√
dx2i + dy2i =

∑n
i=1

√
dx2i + [f ′(xi−1)dxi]2 =∑n

i=1

√
1 + [f ′(xi−1)]2dxi

Roste-li hodnota n do nekonečna, bude tento součet v limitě definovat př́ıslušný

integrál potřebný k určeńı délky křivky.

limn→∞
∑n

i=1

√
1 + [f ′(xi−1)]2dxi =

∫ b
a

√
1 + [f ′(x)]2dx

Uvažujeme-li křivku z obrázku 1.2 zadanou grafem funkce f na intervalu 〈a, b〉,

která má na tomto intervalu spojitou derivaci, potom lze jej́ı délku určit vztahem

L =
∫ b
a

√
1 + [f ′(x)]2dx.
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Jiný vztah bychom použili pro křivku zadanou parametricky, tzn. ve tvaru x =

x(t), y = y(t), pro t ∈ 〈a, b〉. Opět si křivku rozděĺıme na několik menš́ıch část́ı

a k určeńı jejich délek opět použijeme Pythagorovu větu. Rozd́ıl je však v tom,

že nebudeme dělit křivku rozděleńım osy x, ale rozděleńım časového intervalu

T = 〈a, b〉.

 
y 

x 

t = a 

t = b 

Obrázek 1.3: Délka křivky zadané parametricky

Výsledný vztah pro výpočet délky křivky zadané parametricky, kde funkce x(t)

a y(t) jsou spojité na uzavřeném intervalu 〈a, b〉, je

L =
∫ b
a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

Při vyjádřeńı křivky pomoćı polárńıch souřadnic ve tvaru ρ = f(ϕ), ϕ ∈ 〈α, β〉

vypoč́ıtáme jej́ı délku pomoćı vzorce

L =
∫ β
α

√
f 2(ϕ) + [f ′(ϕ)]2dϕ.

Ne vždy jsme však schopni délku křivky určit. Výše uvedené vztahy maj́ı smysl

pouze tehdy, má-li křivka konečnou délku, tedy pokud je tzv. rektifikovatelná.

1.4. Obsah plochy pod křivkou

Uvažujeme křivku zadanou explicitně, tedy ve tvaru y = f(x) pro x ∈ 〈a, b〉

a zaj́ımá nás obsah plochy vymezený touto křivkou, osou x a př́ımkami x = a

a x = b. Předpokládejme, že máme uzavřený interval 〈a, b〉 a funkce f(x) je na
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tomto intervalu nezáporná a integrovatelná, potom obsah plochy vyznačené pod

grafem funkce f(x) je dán vztahem

S =
∫ a
b
f(x)dx.

 
  y 

x a b 

y = f(x) 

Obrázek 1.4: Obsah plochy ohraničené grafem funkce, osou x a př́ımkami x = a
a x = b

Nyńı uvažujeme křivku zadanou parametrickými rovnicemi, tzn. ve tvaru x =

x(t), y = y(t), t ∈ 〈a, b〉. Pro výpočet obsahu plochy vymezené touto křivkou

znázorněnou také na obrázku 1.4 využijeme vztahy

S =
∣∣∫ a
b
y(t)x′(t) dt

∣∣ nebo S =
∣∣∫ a
b
x(t)y′(t) dt

∣∣.
Plocha ohraničená křivkou v polárńıch souřadnićıch, tzn. ve tvaru ρ = f(ϕ), kde

f(ϕ) ≥ 0 je spojitá na intervalu 〈α, β〉, je dána vztahem

S = 1
2

∫ β
α
f 2(ϕ) dϕ.

 

α β 

φ 
 

y 

x 0 

Obrázek 1.5: Obsah plochy pod křivkou zadanou polárńımi souřadnicemi
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Kapitola 2

Cyklické křivky

V této kapitole si představ́ıme křivky patř́ıćı do skupiny cyklických křivek a

každé z nich se budeme bĺıže věnovat. Uvedeme si několik významných osobnost́ı,

které se křivkami zabývaly, řekneme si, jak křivky vznikaj́ı, a ukážeme si jejich

rovnice. Všechny křivky si vykresĺıme a u každé si odvod́ıme délku a obsah plochy,

kterou ohraničuj́ı.

2.1. Typy cyklických křivek

Cyklické křivky jsou křivky rovinné, jejichž součást́ı jsou vždy dva útvary ne-

boli polodie, dvě kružnice nebo kružnice a př́ımka. Z těchto dvou polodíı je vždy

jedna pohyblivá a druhá pevná. Zvoĺıme-li bod lež́ıćı na pohyblivé polodii, bude

trajektorie bodu vznikaj́ıćı váleńım pohyblivé polodie po pevné představovat

křivku. Ve všech následuj́ıćıch obrázćıch bude vždy pohyblivá polodie vykres-

lena modrou barvou, pevná černou a výsledná křivka barvou červenou. Zelená

barva nám bude znázorňovat polohu bodu v̊uči pohyblivé polodii. Podle toho,

která polodie je pevná a která pohyblivá, a podle toho jestli se jedná o kružnici

či př́ımku, můžeme cyklické křivky rozdělit takto:

a) Cykloidy jsou křivky, které vznikaj́ı kotáleńım se pohyblivé kružnice po pevné

př́ımce.
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Obrázek 2.1: Jak vzniká cykloida

b) Epicykloidy jsou křivky vznikaj́ıćı kotáleńım pohyblivé kružnice po pevné

kružnici, tentokrát hovoř́ıme o vněǰśım dotyku.

 

Obrázek 2.2: Jak vzniká epicykloida

c) Hypocykloidy jsou opět křivky, jejichž obě polodie jsou kružnice. Tentokrát

se pohyblivá kružnice kotáĺı svou vněǰśı stranou po vnitřńı straně pevné kružnice.

 

Obrázek 2.3: Jak vzniká hypocykloida

d) Pericykloidy jsou křivky vznikaj́ıćı kotáleńım pohyblivé kružnice svou vnitřńı

stranou po vněǰśı straně pevné kružnice.
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Obrázek 2.4: Jak vzniká pericykloida

e) Evolventa vzniká kotáleńım pohyblivé př́ımky po pevné kružnici.

 

Obrázek 2.5: Jak vzniká evolventa

2.2. Cykloidy

Ačkoliv zájem o cykloidy spadá pravděpodobně už do starověké geomet-

rie, prvńı zmı́nky přicháźı až ve 14. a 15. stolet́ı, kdy se jimi zabývali Mikuláš

Kusánský a Charles de Bouvelles. Daľśı významnou osobnost́ı v historii cykloidy

je Galileo Galilei, autor jej́ıho pojmenováńı. Bylo to přibližně okolo roku 1599, kdy

o cykloidě Galileo napsal i prvńı spis. V 17. stolet́ı byla cykloida jedna z nejzkou-

maněǰśıch křivek. Ve 20. letech 17. stolet́ı se o cykloidu zaj́ımal Marin Mersenne,

v roce 1635 Gilles Personne de Roberval, který spoč́ıtal obsah plochy vymezené

jedńım obloukem cykloidy. Za zmı́nku stoj́ı i nizozemský fyzik, matematik a ast-

ronom Christiaan Huygens, vynálezce kyvadlových hodin s pohybem kyvadla po

cykloidálńım oblouku. Významný výsledek přinesl také Sir Christopher Wren,

který určil délku jednoho oblouku cykloidy. Daľśımi významnými matematiky,

jež se cykloidou zabývali, byli René Descartes, Blaise Pascal a Jacob a Johann

Bernoulli.
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Cykloida je transcendentńı křivka, která vzniká pomoćı dvou polodíı, pohyblivé

kružnice a pevné př́ımky. Zvoĺıme-li bod lež́ıćı na kružnici, popř́ıpadě vně či uvnitř

kružnice, kotáleńım se pohyblivé kružnice po pevné př́ımce vzniká trajektorie

pohybu bodu zvaná cykloida.

Podle toho, kde se námi zvolený bod na kružnici nacháźı, rozlǐsujeme tři typy

cykloid. Obyčejná neboli prostá cykloida vzniká, lež́ı-li bod na kružnici. Zvoĺıme-

li však tento bod vně kružnice, kotáleńım kružnice vzniká smyčka a hovoř́ıme o

cykloidě prodloužené. Posledńım typem je cykloida zkrácená, která vzniká, lež́ı-li

bod uvnitř kružnice a mı́sto smyčky ted’ vzniká vlna.

Prostou cykloidu lze vyjádřit parametrickými rovnicemi ve tvaru

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t),

kde a je poloměr kružnice a t ∈ R je úhel odvaleńı. Pro t ∈ 〈0, 2π〉 bychom źıskali

jeden oblouk cykloidy, tzn. č́ım deľśı interval pro t si zvoĺıme, t́ım deľśı dostaneme

křivku.

   y 

x 2πa πa O 

P 

    

a 
t 

Obrázek 2.6: Prostá cykloida
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Prodlouženou a zkrácenou cykloidu lze vyjádřit parametrickými rovnicemi

x = at− d sin t

y = a− d cos t,

kde d je vzdálenost bodu od středu kružnice s poloměrem a.

0 5 10 15 20 25 30 35

-10

-5

0

5

10

15

Obrázek 2.7: Prodloužená cykloida
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Obrázek 2.8: Zkrácená cykloida
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2.2.1. Základńı vlastnosti prosté cykloidy

Jedná se o periodickou křivku s délkou periody 2πa, kde a je poloměr po-

hyblivé kružnice. Daľśımi d̊uležitými vlastnostmi jednoho oblouku cykloidy jsou

délka a obsah plochy, kterou spolu s osou x ohraničuje.

Délka jednoho oblouku cykloidy

Jak jsme si již uváděli, vztah pro výpočet délky parametricky zadané křivky je

L =
∫ b
a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt. Abychom však do tohoto vzorce mohli dosadit, je

potřeba nejprve provést derivaci parametrických rovnic.

x = a(t− sin t) x′ = a(1− cos t)

y = a(1− cos t) y′ = a sin t

Jeden oblouk prosté cykloidy odpov́ıdá hodnotě t ∈ 〈0, 2π〉, tj. jeho délku urč́ıme

jako

L =
∫ 2π

0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt =

=
∫ 2π

0

√
a2(1− 2 cos t+ cos2 t) + a2 sin2 t dt = a

∫ 2π

0

√
2− 2 cos t dt =

= a
√

2
∫ 2π

0

√
1− cos t dt = a

√
2
∫ 2π

0

√
2 ·
√
1−cos t√

2
dt = 2a

∫ 2π

0
sin t

2
dt =

= 2a
[
−2 cos t

2

]2π
0

= 2a(2 + 2) = 8a

Využili jsme vztahu sin2 x
2

= 1−cosx
2

.

Plocha vymezená jedńım obloukem cykloidy a osou x

Vztah pro výpočet plochy zadané parametrickými rovnicemi x = x(t), y = y(t),

t ∈ 〈a, b〉 je S =
∣∣∣∫ 2π

0
y(t) · x′(t)dt

∣∣∣. Pro připomenut́ı, parametrické rovnice cyk-

loidy jsou ve tvaru

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t).
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Obrázek 2.9: Plocha vymezená obloukem cykloidy a osou x

Pro výpočet nám tentokrát bude stačit derivace rovnice x, kterou jsme si vypoč́ıtali

výše a obsah jednoho oblouku této cykloidy pro t ∈ 〈0, 2π〉 spoč́ıtáme takto:

S =
∣∣∣∫ 2π

0
a(1− cos t) · a(1− cos t)dt

∣∣∣ =
∣∣∣a2 ∫ 2π

0
(1− cos t)2dt

∣∣∣ =

=
∣∣∣a2 ∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ cos2 t)dt

∣∣∣ =
∣∣∣a2 ∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ 1+cos 2t

2
) dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣a2 ∫ 2π

0
1− 2 cos t+ 1

2
+ cos 2t

2
dt
∣∣∣ =

∣∣∣a2 ∫ 2π

0
−2 cos t+ 3

2
+ cos 2t

2
dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣a2(∫ 2π

0
−2 cos t dt+

∫ 2π

0
3
2
dt+ 1

2

∫ 2π

0
cos 2t dt)

∣∣∣ =

=
∣∣∣a2 [−2 sin t+ 3

2
t+ 1

4
sin 2t

]2π
0

∣∣∣ = |a2(0 + 3π + 0)| = 3πa2

Během výpočtu jsme využili vztahu cos2 x = 1+cos 2x
2

.

Výpočet délky prodloužené či zkrácené cykloidy podobným zp̊usobem neńı

možný analyticky. Určeńı jejich délky je možné pouze numericky pro konkrétńı

hodnoty a a d. Integrál pro délku zobecněné cykloidy vypadá takto

L =
∫ 2π

0

√
(a− d cos t)2 + d2 sin t dt =

∫ 2π

0

√
a2 + d2 − 2ad cos t dt.

Dosazeńım skutečných hodnot a a d lze pak pomoćı nějakého softwaru délku

křivky určit. Pro názornost si urč́ıme délku oblouku jedné zkrácené a jedné pro-

dloužené cykloidy s využit́ım Wolfram Alpha.
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Prodloužená cykloida pro a = 2, d = 3 a t ∈ 〈0, 2π〉

L =
∫ 2π

0

√
22 + 32 − 12 cos t dt ≈ 21.01

Zkrácená cykloida pro a = 2, d = 1 a t ∈ 〈0, 2π〉

L =
∫ 2π

0

√
22 + 12 − 4 cos t dt ≈ 13.3649

Prostá cykloida pro a = 2, d = 2 a t ∈ 〈0, 2π〉

L =
∫ 2π

0

√
22 + 22 − 8 cos t dt ≈ 16

S cykloidou se dnes můžeme setkat v řadě př́ıpad̊u, nejen v př́ırodě, ale i v tech-

nice. Nejtypičtěǰśım př́ıkladem v př́ırodě, se kterým se může setkat úplně každý,

jsou vlny na vodě. Dále protože právě cykloida snese největš́ı zat́ıžeńı, což odha-

doval už Galileo, jsou součást́ı i mostńıch a tunelových konstrukćı (nové tunely

pražského metra, tunel Mrázovka). V oblasti sportu je to cykloidálńı výřez na

carvingových lyž́ıch.

Obrázek 2.10: Tunel Mrázovka, Zdroj: http://www.satra.cz/tunel-mrazovka/
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2.3. Epicykloidy

Epicykloidu pojmenoval v roce 1674 dánský matematik a astronom Ole Ro-

emer. Na tyto jeho myšlenky postupně navázali i Girard Desargues, Phillippe

de la Hire a Charles Stephen. Daľśımi významnými osobnostmi zabývaj́ıćımi

se epicykloidou byli Albrecht Dürer, Christiaan Huygens, Gottfried W. Leib-

niz, Isaac Newton, Guillaume de L’Hôpital, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli,

Daniel Bernoulli a Leonhard Euler.

Nyńı uvažujeme situaci, kdy se pohyblivá kružnice kotáĺı po jiné nehybné

kružnici. Zvoĺıme-li bod lež́ıćı na pohyblivé kružnici, popř́ıpadě vně nebo uvnitř

ńı, potom se dráha tohoto bodu vznikaj́ıćı kotáleńım kružnice nazývá epicykloida.

Reperezentace této křivky parametrickými rovnice je

x = (a+ b) cos t− b cos(a+b
b
t)

y = (a+ b) sin t− b sin(a+b
b
t),

kde a je poloměr pevné kružnice, b je poloměr pohyblivé kružnice a t opět

představuje úhel odvaleńı. U epicykloid, stejně jako u všech následuj́ıćıch křivek,

budeme uvažovat střed nepohyblivé kružnice v [0, 0].

S r̊uznými poloměry obou polodíı mohou vznikat r̊uzné epicykloidy. Jestliže

je pod́ıl a
b

= m celé č́ıslo, k uzavřeńı křivky dojde ve chv́ıli, kdy se pohyblivá

kružnice poprvé vrát́ı do své p̊uvodńı polohy v̊uči kružnici pevné a počet větv́ı

je roven m. Je-li však a
b

racionálńı č́ıslo p
q
, bude po q oběźıch pohyblivé křužnice

po pevné kružnici křivka uzavřená s p větvemi. Pro a
b

z množiny iracionálńıch

č́ısel bude epicykloida neuzavřená s nekonečným počtem větv́ı.[10] Podle velikost́ı

poloměr̊u obou kružnic a podle toho, kde lež́ı námi zvolený bod, vznikaj́ı r̊uzné

typy epicykloid. Lež́ı-li námi zvolený bod na kružnici, jež se pohybuje, vzniká

epicykloida prostá.

24



Obrázek 2.11: Prostá epicykloida

V př́ıpadě, že zvolený bod lež́ı uvnitř nebo vně pohybuj́ıćı se kružnice, vznikaj́ı

epicykloida zkrácená nebo prodloužená s parametrickými rovnicemi

x = (a+ b) cos t− d cos(a+b
b
t)

y = (a+ b) sin t− d sin(a+b
b
t),

kde b je poloměr odvaluj́ıćı se kružnice, d je vzdálenost bodu od středu pohyblivé

kružnice a a je poloměr pevné kružnice. Pokud je d < b, źıskáváme epicykloidu

zkrácenou, je-li d > b, jedná se o epicykloidu prodlouženou.

(a) Prodloužená epicykloida (b) Zkrácená epicykloida

Obrázek 2.12: Epicykloidy
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(a) Epicykloida: a = 6, b = 4, 5, t ∈ 〈0, 6π〉 (b) Epicykloida: a = 6, b = 7, t ∈ 〈0, 10π〉

(c) Epicykloida: a = 6, b = 84
19 , t ∈ 〈0, 36π〉 (d) Epicykloida: a = 6, b = 156

29 , t ∈ 〈0, 56π〉

Obrázek 2.13: Př́ıklady epicykloid s r̊uznými poloměry kružnic
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2.3.1. Speciálńı typy epicykloid a jejich vlastnosti

1) Kardioida neboli srdcovka je speciálńım př́ıpadem prosté cykloidy pro

a = b, tedy poloměr odvaluj́ıćı se kružnice se rovná poloměru pevné kružnice.

Obrázek 2.14: Kardioida

Parametrické rovnice kardioidy jsou

x = a(2 cos t− cos 2t)

y = a(2 sin t− sin 2t) , t ∈ 〈0, 2π〉.

Kardioida vyjádřená pomoćı polárńıch souřadnic vypadá takto

ρ = 2a(1− cosϕ).

Délka kardioidy

Délku kardiody zadané rovnićı ρ = 2a(1 − cosϕ) = d(1 − cosϕ) (využijeme

označeńı d = 2a = pr̊uměr kružnic), ϕ ∈ 〈α, β〉, tedy vyjádřené pomoćı polárńıch

souřadnic, urč́ıme s využit́ım vzorce

L =
∫ β
α

√
f 2(ϕ) + [f ′(ϕ)]2dϕ

L = 2
∫ π
0

√
d2(1 + 2 cosϕ+ cos2 ϕ) + d2 sin2 ϕ dϕ = 2d

∫ π
0

√
2(1 + cosϕ) dϕ =

= 4d
∫ π
0

cos ϕ
2
dϕ = 4d

[
2 sin ϕ

2

]π
0

= 8d = 16a

Využili jsme vzorec
∣∣cos x

2

∣∣ =
√

1+cosx
2

.
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Plocha ohraničená kardioidou

Nyńı urč́ıme obsah plochy ohraničené kardioidou s parametrickými rovnicemi

x = a(2 cos t− cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t), a > 0, 0 ≤ t ≤ 2π. Protože se jedná

o křivku, která je souměrná podle osy x, jej́ı obsah poč́ıtáme jako dvojnásobek

obsahu pro t ∈ 〈0, π〉. Jako prvńı je potřeba zderivovat x(t):

x′ = a(−2 sin t+ 2 sin 2t)

Pokračujeme dosazeńım do vzorce pro výpočet obsahu plochy ohraničené křivkou.

S
2

=
∣∣∫ π

0
a(2 sin t− sin 2t)a(−2 sin t+ 2 sin 2t) dt

∣∣ =

=
∣∣a2 ∫ π

0
(−4 sin2 t+ 4 sin t sin 2t+ 2 sin 2t sin t− 2 sin2 2t) dt

∣∣ =

=
∣∣v ∫ π

0
(−4 sin2 t+ 6 sin t sin 2t− 2 sin2 2t) dt

∣∣ =

=
∣∣−4a2

∫ π
0

1−cos 2t
2

dt+ 6a2
∫ π
0

sin 2t sin t dt− 2a2
∫ π
0

1−cos 4t
2

dt
∣∣ =

=
∣∣−2a2

∫ π
0

(1− cos 2t) dt− a2
∫ π
0

(1− cos 4t) dt+ 6a2
∫ π
0

2 sin t cos t sin t dt
∣∣ =

=
∣∣−2a2

[
t− sin 2t

2

]π
0
− a2

[
t− sin 4t

4

]π
0

+ 12a2
∫ π
0

sin2 t cos t dt
∣∣ .

Využili jsme rovnosti sin 2t = 2 sin t cos t.

K vyřešeńı posledńıho intergrálu použijeme substituci sin t = u.∫
sin2 t cos t dt = |sin t = u, cos t dt = du| =

∫
u2 du = u3

3

Nyńı dosad́ıme zpátky za u hodnotu sin t a dostaneme

12a2
∫ π
0

sin2 t cos t dt = 12a2
[
sin3 t
3

]π
0

= 0.

Pokračujeme ve výpočtu

S
2

= |−2a2(π − 0)− a2(π − 0) + 0| = |−3πa2| = 3πa2

S = 6πa2

2) Nefroida je opět zvláštńım typem prosté epicykoloidy, nyńı však pro a = b
2
,

kde a je poloměr pevné kružnice a b je poloměr kružnice pohyblivé.
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Obrázek 2.15: Nefroida

Jej́ı parametrické rovnice jsou

x = a(3 cos t− cos 3t)

y = a(3 sin t− sin 3t), t ∈ 〈0, 2π〉.

Délka nefroidy

Předpokládáme, že máme nefroidu zadanou parametrickými rovnicemi. Abychom

mohli využ́ıt odpov́ıdaj́ıćı vzorec pro výpočet jej́ı délky, muśıme nejprve rovnice

křivky zderivovat

x′ = a(−3 sin t+ 3 sin 3t)

y′ = a(3 cos t− 3 cos 3t).

Protože je nefroida symetrická podle osy x, stač́ı vypoč́ıtat jen polovinu jej́ı délky

pro t ∈ 〈0, π〉 a výslednou hodnotu vynásob́ıme dvěma.

L
2

=
∫ π
0

√
a2(−3 sin t+ 3 sin 3t)2 + a2(3 cos t− 3 cos 3t)2 dt =

a
∫ π
0

√
(9 sin2 t− 18 sin t sin 3t+ 9 sin2 3t) + (9 cos2 t− 18 cos t cos 3t+ 9 cos2 3t)dt =

= 3a
∫ π
0

√
(sin2 t− 2 sin t sin 3t+ sin2 3t) + (cos2 t− 2 cos t cos 3t+ cos2 3t) dt
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Nyńı pro úpravu využijeme rovnosti sin2 t + cos2 t = 1, sin2 3t + cos2 3t = 1 a

dostaneme:

3a
∫ π
0

√
2− 2(sin t sin 3t+ cos t cos 3t) dt

Dále využijeme součtového vzorce cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y.

3a
∫ π
0

√
2− 2 cos 2t dt = 3

√
2a
∫ π
0

√
1− cos 2t dt = 3

√
2a
∫ π
0

√
2
√
1−cos 2t√

2
dt =

6a
∫ π
0

sin t dt = 6a [− cos t]π0 = 3a(−(−1) + 1) = 6a

Odvodili jsme, že délka nefroidy je 2 · 6a = 12a.

Plocha ohraničená nefroidou

Opět využijeme vlastnosti nefroidy, že je symetrická podle osy x a vypoč́ıtáme

jej́ı obsah jako dvojnásobek obsahu pro t ∈ 〈0, π〉. Provedeme derivaci souřadnice

x a můžeme dosadit do vzorce.

S
2

=
∣∣∫ π

0
a (−3 sin t+ 3 sin 3t)a (3 sin t− sin 3t) dt

∣∣ =

=
∣∣a2 ∫ π

0
(−9 sin2 t+ 3 sin t sin 3t+ 9 sin t sin 3t− 3 sin2 3t) dt

∣∣ =

=
∣∣a2 ∫ π

0
(−9 · 1−cos 2t

2
+ 12 sin 3t sin t− 3 · 1−cos 6t

2
) dt
∣∣

Dále rozděĺıme na tři integrály a pro úpravu použijeme vzorec sinx sin y =
cos(x−y)−cos(x+y)

2
.∣∣−9

2
a2
∫ π
0

(1− cos 2t) dt+ 12a2
∫ π
0

sin 3t sin t dt− 3
2
a2
∫ π
0

(1− cos 6t) dt
∣∣ =∣∣−9

2
a2
∫ π
0

(1− cos 2t) dt+ 6a2
∫ π
0

cos 2t dt− 6a2
∫ π
0

cos 4t dt− 3
2
a2
∫ π
0

(1− cos 6t) dt
∣∣ =

=
∣∣−9

2
a2
[
t− sin 2t

2

]π
0

+ 6a2
[
sin 2t
2

]π
0
− 6a2

[
sin 4t
4

]π
0
− 3

2
a2
[
t− sin 6t

6

]π
0

∣∣ =

=
∣∣−9

2
a2(π − 0) + 6a2(0− 0)− 6a2(0− 0)− 3

2
a2(π − 0)

∣∣ =
∣∣−12

2
πa2
∣∣ = 6πa2

Plocha ohraničeńı nefroidou je tedy 2 · 6πa2 = 12πa2
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2.4. Hypocykloidy

I touto křivkou se zabývalo spoustu velmi významných osobnost́ı, byli to

např́ıklad Albrecht Dürer, Girard Desargues, Christiaan Huygens, Gottfried W.

Leibniz, Isaac Newton, Guillaume de L’Hôpital, Jacob Bernoulli, Philippe la Hire,

Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli, Leonhard Euler.

Hypocykloida vzniká hypocykloidálńım pohybem, jehož součást́ı jsou opět dvě

kružnice. Kotáĺı-li se kružnice o poloměru b uvnitř pevné kružnice s poloměrem

a, bude trajektorie bodu zvoleného na pohyblivé kružnici představovat křivku

zvanou prostá hypocykloida. Jej́ı parametrické rovnice jsou

x = (a− b) cos t+ b cos(a−b
b
t)

y = (a− b) sin t− b sin(a−b
b
t),

kde t ∈ 〈0,+∞〉 je úhel odvaleńı a b < a.

Obrázek 2.16: Prostá hypocykloida

Lež́ı-li bod tvoř́ıćı křivku uvnitř pohyblivé kružnice, tedy je-li d < b, mluv́ıme

o hypocykloidě zkrácené, v opačném př́ıpadě, je-li d > b, o hypocykloidě prod-

loužené. Reprezentace těchto křivek parametrickými rovnicemi vypadá takto

x = (a− b) cos t+ d cos(a−b
b
t)

y = (a− b) sin t− d sin(a−b
b
t)
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(a) Prodloužená hypocykloida (b) Zkrácená hypocykloida

Obrázek 2.17: Hypocykloidy

Stejně jako u epicykloid, tak i pro hypocykloidy je d̊uležitý poměr poloměr̊u

kružnic a
b
. Je-li a

b
= m celé č́ıslo, po jednom oběhu kružnice vzniká uzavřená

hypocykloida s m větvemi. Je-li a
b

racionálńı č́ıslo p
q
, po q oběźıch hybné kružnice

vzniká uzavřená hypocykloida s p větvemi. Křivka se nám však neuzavře, je-li a
b

iracionálńı č́ıslo a nav́ıc má tato křivka nekonečný počet větv́ı.[10]

2.4.1. Speciálńı typy hypocykloid a jejich vlastnosti

1) Asteroida je zvláštńım typem prosté hypocykloidy pro b = a
4
, kde b je

poloměr pohyblivé kružnice a a poloměr pevné kružnice.

Obrázek 2.18: Asteroida
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Parametrické rovnice jsou

x = a cos3 t

y = a sin3 t.

Délka asteroidy

Předpokládáme, že máme asteroidu zadanou parametrickými rovnicemi. Abychom

mohli využ́ıt odpov́ıdaj́ıćı vzorec pro výpočet jej́ı délky, muśıme nejprve rovnice

křivky zderivovat.

x′ = −3a cos2 t sin t

y′ = 3a sin2 t cos t

Protože se asteroida skládá ze čtyř stejně dlouhých část́ı, stač́ı vypoč́ıtat jen

čtvrtinu jej́ı délky pro t ∈
〈
0, π

2

〉
a výslednou hodnotu vynásob́ıme čtyřmi.

L
4

=
∫ π

2

0

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2 dt =

=
∫ π

2

0

√
(9a2 cos4 t sin2 t) + (9a2 sin4 t cos2 t) dt =

=
∫ π

2

0

√
9a2(cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t) dt =

= 3a
∫ π

2

0

√
(1− sin2 t)(1− sin2 t) sin2 t+ sin4 t(1− sin2 t) dt =

= 3a
∫ π

2

0

√
sin2 t− sin4 t dt = 3a

∫ π
2

0

√
sin2 t(1− sin2 t) dt =

= 3a
∫ π

2

0

√
sin2 t cos2 t dt = 3a

∫ π
2

0

√
4 sin2 t cos2 t

4
dt = 3a

∫ π
2

0
sin t cos t dt

Tento integrál uprav́ıme metodou substituce a dostaneme

3a
[
sin2 t
2

]π
2

0
= 3

2
a.

Vynásob́ıme-li tuto hodnotu čtyřikrát, dostaneme výslednou délku asteroidy, tedy

4 · 3
2
a = 6a
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Plocha ohraničená asteroidou

Pro výpočet obsahu plochy, kterou asteroida zadaná parametrickými rovnicemi

vymezuje, využijeme tentokrát derivaci y′.

S =
∣∣∣∫ 2π

0
a cos3 t · 3a sin2 t cos t dt

∣∣∣ =
∣∣∣3a2 ∫ 2π

0
sin2 t cos4 t dt

∣∣∣ =

=
∣∣∣3a2 ∫ 2π

0
cos4 t− cos6 t dt

∣∣∣
Pro daľśı úpravu použijeme vztah

∫
cosn t = 1

n
cosn−1 t sin t+ n−1

n

∫
cosn−2 t dt

∣∣∣∣3a2{[ cos3 t sin t4

]2π
0

+ 3
4

([
cos t sin t

2

]2π
0

+ 1
2

∫ 2π

0
cos0 t dt

)
−
[
cos5 t sin t

6

]2π
0
− 5

6

∫ 2π

0
cos4 t dt

}∣∣∣∣ =

=
∣∣3a2 (0 + 0 + 6

8
π − 0− 5

6
· 6
8
π
)∣∣ = 3

8
πa2

2) Steinerova hypocykloida neboli deltoid je opět typem prosté hypocy-

kloidy, tentokrát však pro b = a
3
, kde význam a a b je stejný jako u asteroidy.

Důvodem pojmenováńı deltoid, je tvar křivky připomı́naj́ıćı řecké ṕısmeno ∆

delta. Parametrické vyjádřeńı nálež́ıćı této křivce je

x = a(2 cos t+ cos 2t)

y = a(2 sin t− sin 2t)

Délka Steinerovy hypocykloidy

Předpokládáme, že máme Steinerovu hypocykloidu zadanou parametrickými

rovnicemi. Abychom mohli využ́ıt odpov́ıdaj́ıćı vzorec pro výpočet jej́ı délky,

muśıme nejprve rovnice křivky zderivovat.

x′ = a(−2 sin t− 2 sin 2t)

y′ = a(2 cos t− 2 cos 2t)

Využijeme-li vlastnost, že se deltoid skládá ze tř́ı stejně dlouhých část́ı, vypoč́ıtáme

nejprve třetinu délky deltoidu pro t ∈
〈
0, 2

3
π
〉

a tu pak vynásob́ıme třemi.
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Obrázek 2.19: Steinerova hypocykloida

L
3

=
∫ 2

3
π

0

√
a2(−2 sin t− 2 sin 2t)2 + a2(2 cos t− 2 cos 2t)2 dt =

a
∫ 2

3
π

0

√
(4 sin2 t+ 8 sin 2t sin t+ 4 sin2 2t) + (4 cos2 t− 8 cos 2t cos t+ 4 cos2 2t) dt =

= 2a
∫ 2

3
π

0

√
(sin2 t+ 2 sin 2t sin t+ sin2 2t) + (cos2 t− 2 cos 2t cos t+ cos2 2t) dt =

Nyńı pro úpravu použijeme vzorec

cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y

= 2a
∫ 2

3
π

0

√
2− 2(cos t cos 2t− sin t sin 2t) dt = 2a

∫ 2
3
π

0

√
2− 2 cos 3t dt =

= 2
√

2a
∫ 2

3
π

0

√
1− cos 3t = 4a

∫ 2
3
π

0
sin 3t

2
dt = 4a

[
−2

3
cos 3t

2

] 2
3
π

0
= 16

3
a

Vynásob́ıme-li výslednou hodnotu třemi, źıskáme délku celé Steinerovy hypocy-

kloidy, tedy 3 · 16
3
a = 16a.

Plocha ohraničená Steinerovou hypocykloidou

Pro výpočet obsahu plochy, kterou Steinerova hypocykloida zadaná paramet-

rickými rovnicemi vymezuje, využijeme tentokrát derivaci x′.

S =
∣∣∣∫ 2π

0
a(−2 sin t− 2 sin 2t)a(2 sin t− sin 2t) dt

∣∣∣ =

=
∣∣∣a2 ∫ 2π

0
(−2 sin t− 4 sin t cos t)(2 sin t− 2 sin t cos t) dt

∣∣∣ =
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=
∣∣∣−4a2

∫ 2π

0
sin2 t+ sin2 t cos t− 2 sin2 t cos2 t dt

∣∣∣ =

=
∣∣∣−4a2

∫ 2π

0
sin2 t+ cos t− cos3 t− 2 sin2 t+ 2 sin4 t dt

∣∣∣ =

=
∣∣−4a2(π − 2π + 2 · 3

4
π)
∣∣ =

∣∣−4a2 · π
2

∣∣ = 2πa2

Využili jsme vztah∫
sinn t = − 1

n
cos t sinn−1 t+ n−1

n

∫
sinn−2 t dt

3) Úsečka je typ prosté hypocykloidy pro b = a
2
. Hypocykloidou je pr̊uměr pevné

kružnice, tedy úsečka. Délka takovéto křivky je rovna pr̊uměru pevné kružnice.
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Obrázek 2.20: Hypocykloida pro b = a
2

Parametrické rovnice v tomto př́ıpadě budou mı́t tvar

x = a cos t

y = 0, t ∈ 〈0, π〉

Stejně jako u cykloidy jsme nemohli pomoćı odpov́ıdaj́ıćıho integrálu vypoč́ıtat

délku zkrácené a prodloužené cykloidy, nelze určit ani délku hypocykloidy. Lze

to jen pro konkrétńı hodnoty a, b a d s využit́ım softwaru Wolfram Aplha.
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2.5. Pericykloidy

Pericykloidy jsou křivky vznikaj́ıćı kotáleńım pohyblivé kružnice svým vnitřńım

obvodem po vněǰśım obvodu pevné kružnice. Parametrické rovnice pericykloidy

jsou ve tvaru

x(t) = (a− b) cos t+ d cos
(
b−a
b
t
)

y(t) = (a− b) sin t+ d sin
(
b−a
b
t
)
,

kde a je poloměr pevné kružnice, b je poloměr pohyblivé kružnice a d je vzdálenost

bodu od středu pohyblivé kružnice. Lež́ı-li námi zvolený bod na pohyblivé kružnici,

vzniká prostá pericykloida. Je-li d > b, vzniká prodloužená pericykoida, pro d < b

dostaneme pericykloidu zkrácenou.

Obrázek 2.21: Prostá pericykloida

Obrázek 2.22: Prodloužená pericykloida
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Obrázek 2.23: Zkrácená pericykloida

Nav́ıc plat́ı, že každou pericykloidu lze vyjádřit jako epicykloidu a naopak.[5] Do

rovnic pro epicykloidu

x = (a′ + b′) cos s− d′ cos(a
′+b′

b′
s)

y = (a′ + b′) sin s− d′ sin(a
′+b′

b′
s), s ∈ R

dopoč́ıtáme

d′ = b− a b′ = d(b−a)
b

a′ = da
b

s = (b−a)t
b

Uvedeme si př́ıklad převedeńı pericykloidy na epicykloidu.

pericykloida: a = 5, b = 7, d = 7 epicykloida: a′ = 5, b′ = 2, d′ = 2

x(t) = −2 cos t+ 7 cos 2
7
t x(s) = 7 cos s− 2 cos 7

2
s

y(t) = −2 sin t+ 7 sin 2
7
t, t ∈ R y(s) = 7 sin s− 2 sin 7

2
s, s ∈ R
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(a) Pericykloida
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Obrázek 2.24: Pericykloida jako epicykloida
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2.6. Evolventa

Evolentńı pohyb je pohyb, jehož hybnou polodíı je př́ımka a pevnou kružnice.

Trajektorii bodu umı́stěného na pohyblivé př́ımce nazýváme evolventou kružnice.

Parametrické rovnice jsou

x = a cos t+ at sin t

y = a sin t− at cos t,

kde a je poloměr kružnice a t ∈ 〈0,∞〉. Lež́ı-li bod na pohyblivé polodii, tedy

jeho vzdálenost d od př́ımky je rovna 0 , źıskáme prostou evolventu.

Obrázek 2.25: Prostá evolventa

Pro d > 0 źıskáme zkrácenou evolventu s parametrickými rovnicemi

x = (a+ d) cos t+ at sin t

y = (a+ d) sin t− at cos t.

Pro d < 0 vzniká prodloužená evolventa s pamaretrickými rovnicemi

x = (a− d) cos t+ at sin t

y = (a− d) sin t− at cos t.
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Obrázek 2.26: Zkrácená evolventa
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Obrázek 2.27: Prodloužená evolventa

Uplatněńı evolventy můžeme nalézt např́ıklad v atletice při rozmist’ováńı star-

tovńıch blok̊u. Při běhu na deľśı vzdálenost je start v mı́stě, kde rovina přecháźı

v zatáčku, následně závodńıci bež́ı po tečně k vnitřńımu okraji a t́ım dojde k vy-

rovnáńı délky jejich trati s ostatńımi závodńıky. Je-li startovńı čára část́ı evol-

venty (červená křivka), maj́ı závodńıci A, B, C stejně dlouhou trat’.
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Obrázek 2.28: Evolventa jako startovńı čára

Speciálńım př́ıkladem evolventy pro d = −a je prodloužená evolventa nazývaná

jako Archimédova spirála s parametrickými rovnicemi

x = at sin t

y = at cos t.

-60 -40 -20 0 20 40 60
-60

-40

-20

0

20

40

60

Obrázek 2.29: Archimédova spirála
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Závěr

Na začátku jsme se stručně seznámili s t́ım, co je to rovinná křivka a uvedli

jsme si možnosti, jak lze křivku vyjádřit matematicky. Dále jsme si uvedli, jak

můžeme vypoč́ıtat jejich délku a obsah plochy, kterou křivka vymezuje, a to jak

v př́ıpadě explicitńıho vyjádřeńı, tak i v př́ıpadě zadáńı křivky parametricky či

pomoćı polárńıch souřadnic.

V druhé kapitole už jsme se zabývali konkrétńı skupinou křivek zvaných cyk-

lické křivky. Jedná se o speciálńı typ křivek vznikaj́ıćıch kotáleńım dvou tzv.

poloid po sobě, z nichž jedna je vždy pevná a druhá pohyblivá. Křivky jsme si

podle typ̊u polodíı rozdělili na cykloidy, epicykloidy, hypocykloidy, pericykloidy

a evolventy. Důležité bylo, si nejprve u každé křivky uvést rovnice, křivku si pro

názornost vykreslit, což se nám podařilo s využit́ım Matlabu, a dále se věnovat

vlastnostem a zaj́ımavostem. Ćılem bylo si u každé křivky odvodit jej́ı délku

a obsah plochy, jež vymezuje. Při poč́ıtáńı délky křivek jsme však narazili na

problém, kdy nebylo možné určit délku některých křivek pomoćı vzorce uve-

deného v prvńı kapitole. Tento výpočet byl možný pouze pro konkrétńı parametry

jednotlivých polodíı. Délku některých těchto křivek jsme si tak určili s využit́ım

softwaru Wolfram Alpha. Dozvěděli jsme se také, že u křivek, u kterých jsou

obě polodie kružnice, určuje právě poměr poloměr̊u těchto kružnic, zda dojde k

uzavřeńı křivky či nikoliv. Pro r̊uzné poloměry kružnic také vznikaj́ı speciálńı

typy křivek jako jsou kardioida a nefroida patř́ıćı mezi epicykloidy nebo aste-

roida a Steinerova hypocykloida patř́ıćı mezi hypocykloidy. Při zkoumáńı peri-

cykloid jsme se dozvěděli, že mezi nimi a epicykloidami existuje vztah a plat́ı,

že každá pericykloida je epicykloidou a naopak. Pro názornost jsme si uvedli
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také př́ıklad. Posledńım typem křivky patř́ıćı mezi cyklické je evolventa vzni-

kaj́ıćı kotáleńım př́ımky po pevné křužnici. Zaj́ımavost́ı této křivky je jej́ı využit́ı

v praxi, konkrétně v atletice při rozmist’ováńı startovńıch blok̊u. Na závěr jsme si

ještě uvedli a vykreslili Archimédovu spirálu, speciálńı typ evolventy. Ćıl práce,

představit si skupinu cyklických křivek, ukázat si jak vznikaj́ı a jak lze určit jejich

délku a obsah plochy, kterou ohraničuj́ı, byl tedy splněn.
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[10] Kinematická geometrie v rovině [online]. [cit. 23. 2. 2017] Dostupné z:
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