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Uvod

Tématem mé bakalarské prace jsou cyklické ktivky, coz je skupina krivek
pattici mezi kiivky rovinné. S kiivkami se setkavame nejen v matematice, ale také
v bézném zivoté na ruznych mistech, a vétsina z nas si to ani neuvédomuje. Kromé
spousté dalsich védnich oboru, jako je napt. architektura, fyzika, ekonomie nebo
astrologie. A protoze krivek existuje cela fada, bylo nutné se v této bakalarské

praci omezit pouze na nékteré, pro mé nejzajimavejsi.

Cilem prvni kapitoly je si velmi strucné rovinné kiivky obecné nadefinovat a
ukazat si ruzné moznosti jejich zadani a reprezentace. Déle jsou soucasti prvni
kapitoly vztahy dulezité pro vypocet délky ktivek a obsahu plochy, které tyto
kiivky vymezuji. Tyto vztahy pak vyuzijeme déale u jednotlivych ktivek.

Ve druhé kapitole se budeme vénovat detailnéji skupiné cyklickych ktivek.
Protoze do této skupiny patii celkem pét ruznych typu kiivek, rozdélime si tuto
kapitolu do péti podkapitol, z nichz kazda ponese jméno kiivky, kterou se budeme
pravé zabyvat. U kazdé krivky se zminime o osobnostech, jez se touto kiivkou
zabyvaly, fekneme si, jak kfivka vznika, a vyjadiime ji nejcastéji parametrickymi
rovnicemi. Odvodime si délku kazdé kiivky a obsah plochy, kterou vymezuje.
Rekneme si, kde se s kiivkou muzeme potkat v bézném zivoté, a celd prace bude

doplnéna obrazky vytvorenymi v Matlabu.



Kapitola 1

Teorie krivek

V této kapitole se budeme zabyvat kiivkami obecné. Rekneme si, kdy se jim
zacali lidé vénovat a kde na né muzeme narazit dnes. Nadefinujeme si pojem
ktivka a ukazeme si nékolik zpusobu, jak je vyjadrit. V zavéru si uvedeme vztahy

pro vypocet délky kiivek a obsahu plochy, které vymezuji.

1.1. Krivka a jeji definice

Shledani s kiivkami je v dnesni dobé nevyhnutelné, setkdvame se s nimi na
spousté mist, napt. v architektute, prirodé, uméni a v poc¢itacovych programech a
aplikacich. Praktickou ukazkou jejich vyuziti v textovych editorech jsou fonty, kde
konturu libovolného znaku chapeme jako ktivku, jejiz transformaci pak docilime
natoCeni pisma ¢ zmén jejich velikosti. Dukazy zajmu clovéka o kiivky, jesté
diiv nez byly chéapany jako matematické objekty, sahaji hluboko do minulosti.
Byly to ornamenty v podobé vin a spiral viditelné na pravéké keramice nebo
zdhyby feckych a gotickych soch. Jako soucédst kazdodennich ¢innosti clovéka
byly vyuzivany k vytycovani ruznych mist a pozemku. Velky vyznam maji také
v ekonomii. Prvni kiivkou, kterou se lidé zabyvali byla primka. Pohlizeli na ni jako

na usecku, kterou lze bezmezné prodluzovat. Pozdéji zkoumanou byla kruznice.

Existuje nékolik moznosti jak nadefinovat kiivku v roviné. Jedna se o geome-
tricky jednorozmérny tutvar, ktery chapeme jako mnozinu bodu, jiz 1ze v roviné

popsat nékolika ruznymi zpusoby.
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1.2. Reprezentace krivek

Explicitni vyjadfeni kiivky je déno zépisem y = f(z), kde z € (a,b) a f(x)
je spojita funkce definovana na (a,b) ptirazujici jednoznaéné kazdému z € (a, b)
hodnotu f(x) € R . Takto vzniklé dvojice [z,y] nazyvdme soutradnicemi bodu

kiivky.

Implicitni vyjadieni kiivky je ve tvaru F (x,y) = 0, kde F (z,y) je spo-
jitd funkce dvou proménnych z a y . Pokud zname explicitni vyjadieni kiivky,
muzeme z néj ziskat implicitni, protoze mezi nimi existuje vztah, ktery lze cha-

rakterizovat zpusobem

F(z,y)=y— f(z)=0
Tato reprezentace kiivek je dulezitd zejména pro jejich tiidéni, nebot s vyuzitim
rovnice F'(z,y) = 0 je muzeme rozdélit na algebraické a transcendentni. Kiivka
je algebraickd prave tehdy, kdyz je funkce F(z,y) proménnych z a y polynomem,
tedy

Flz,y) = 3 ) gm0 Ga®Y",
kde p a ¢ jsou nezdporna celd ¢isla a a,, redlné ciselné koeficienty. Stupein poly-
nomu pak odpovida stupni kiivky a fika ndm, zda se jedna o algebraickou kiivku
prvniho, druhého ¢i vyssitho tadu. Transcendentni pak nazveme kazdou kiivku,

ktera neni algebraickd, tedy funkce F'(z,y) neni polynom.|/]

Parametrické vyjadreni kiivky je nejvyuzivanéjsim typem popisu kiivky,
vhodnym zejména pii jejich konstrukeci. V tuto chvili se na kfivku divame z fy-
zikalniho pohledu, tedy ze je vytvorena jako draha pohybujiciho se bodu a para-
metr ¢ chapeme jako ¢as probihajici casovy interval (a, b). Rovinna kiivka zadana
parametricky je mnozina bodu v roviné, které jsou déany témito parametrickymi

rovnicemi
r=uxz(t), y=yt), a<t<b
kde funkce z(t) a y(t) jsou spojité na intervalu (a, b).
11



Doposud jsme uvazovali kartézsky systém souradnic, mimo néj ale muzeme

VVVVVV

vvvvvv

a elipsami. Jednd se o soutadnice rovinné, kdy kazdy bod M krivky je definovan
vzdalenosti p od pocatku O a thlem ¢, ktery svird kladny smeér osy z s tseckou
OM. Usecku OM lze pojmenovat jako pruvodi¢c bodu M a obloukovou miru ¢

orientovaného tihlu jako polérni thel bodu M.

Obrézek 1.1: Polarni soutradnice

Navic plati, ze mezi kartézskymi souradnicemi a polarnimi soutradnice existuji

tyto vztahy:

T = pCcosy
y = psing
p? =2+ 92

Rovnice ktivky v polarnich soufadnicich je ve tvaru

p=fly),

kde f je spojitd a nezdporné funkce proménné ¢ € (a, 3).

1.3. Délka kiivky

Predpokladejme, ze méme kiivku zadanou explicitné, tzn. ve tvaru y = f(x),

x € (a,b). Pro kiivku zadanou timto zpusobem nyni odvodime vztah, pomoci

12



néhoz lze vypocitat délku této kirivky. Abychom jeji délku uréili, rozdélime inter-
val (a,b) na n ¢asti s délkou dx;, kde dx; je vzdélenost bodu z;_1 a x; lezicich
v intervalu (a, b), takovych ze o = a a x, = b. Kiivku jsme tak rozdélili na n
diléich ¢asti, které muzeme diky jejich velikosti povazovat za piimky. K vypoétu

délky kazdé dilci ¢asti 1ze pouzit Pythagorovu vétu.

N\

et

dxi

X

a n

Xo

X

o
Il

Obrazek 1.2: Délka kiivky

Abychom mohli pouzit Pythagorovu vétu, potiebujeme znat délku dx; a délku
dy;. Délku dy; ziskame vynasobenim délky dx; smérnici piimky, ktera je dana
derivaci funkce f v bodé z;_; (jestlize tyto derivace existuji a jsou vlastni), tzn.

dy; = f'(x;_1)dx;. Délku kiivky dostaneme néslednym sec¢tenim délek vsech ¢asti.

L= \/da? +dy? =37 /da? + [ (2i-1)das]? =

1+ [f"(x-1))%dx;

Roste-li hodnota n do nekonecna, bude tento soucet v limité definovat prislusny

integral potfebny k urceni délky kiivky.

limy, oo S0 /T4 /() Pda; = [0 /14 [f/(2)]da

Uvazujeme-li kiivku z obrdzku 1.2 zadanou grafem funkce f na intervalu (a, b),

ktera mé na tomto intervalu spojitou derivaci, potom lze jeji délku urcit vztahem

L= fab \/ 1+ ()] da.

13



Jiny vztah bychom pouzili pro kiivku zadanou parametricky, tzn. ve tvaru x =
x(t),y = y(t), pro t € (a,b). Opét si kiivku rozdélime na nékolik mensich ¢asti
a k urceni jejich délek opét pouzijeme Pythagorovu vétu. Rozdil je vSsak v tom,
ze nebudeme délit kiivku rozdélenim osy z, ale rozdélenim ¢asového intervalu

T = (a,b).

Obrazek 1.3: Délka kiivky zadané parametricky

Vysledny vztah pro vypocet délky kiivky zadané parametricky, kde funkce z(t)

a y(t) jsou spojité na uzavieném intervalu (a, b), je

L= "/l + [y (1)

Pti vyjddieni kiivky pomoci polarnich souradnic ve tvaru p = f(p), ¢ € («, 5)

vypocitame jeji délku pomoci vzorce

L= [7\/12(9) + [F(0)Pde.

Ne vzdy jsme vsak schopni délku kiivky uré¢it. Vyse uvedené vztahy maji smysl

pouze tehdy, ma-li kiivka konec¢nou délku, tedy pokud je tzv. rektifikovatelnd.

1.4. Obsah plochy pod krivkou

Uvazujeme kiivku zadanou explicitné, tedy ve tvaru y = f(z) pro = € {(a,b)
a zajima nas obsah plochy vymezeny touto kfivkou, osou z a pfimkami z = a

a x = b. Predpoklddejme, ze mame uzavieny interval (a,b) a funkce f(z) je na

14



tomto intervalu nezapornd a integrovatelna, potom obsah plochy vyznacené pod

grafem funkce f(x) je ddn vztahem

S = [ f(z)dz.

y =f(x)

el

Obrézek 1.4: Obsah plochy ohranicené grafem funkce, osou z a piimkami z = a
axr==>b

Nyni uvazujeme kiivku zadanou parametrickymi rovnicemi, tzn. ve tvaru x =
z(t),y = y(t),t € (a,b). Pro vypocet obsahu plochy vymezené touto kiivkou

znazornénou také na obrazku 1.4 vyuzijeme vztahy
S = Ubay(t)x’(t) dt‘ nebo S = |fbax(t)y'(t) dt‘-

Plocha ohrani¢end kfivkou v poldrnich souradnicich, tzn. ve tvaru p = f(¢), kde

f(e) > 0 je spojita na intervalu (v, 3), je ddna vztahem

S =117 1(p) de.

y
\
\ -
ﬂ \\ //
\ I [0
\ -
\ __add
\ e
\ -~
\ <
\ -
\ _add \ (2
\ -
\| -
0 X

Obrazek 1.5: Obsah plochy pod kiivkou zadanou polarnimi souradnicemi
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Kapitola 2
Cyklické krivky

V této kapitole si predstavime kiivky patiici do skupiny cyklickych kiivek a
kazdé z nich se budeme blize vénovat. Uvedeme si nékolik vyznamnych osobnosti,
které se krivkami zabyvaly, fekneme si, jak kiivky vznikaji, a ukazeme si jejich
rovnice. VSechny kfivky si vykreslime a u kazdé si odvodime délku a obsah plochy;,

kterou ohranicuji.

2.1. Typy cyklickych krivek

Cyklické ktivky jsou kiivky rovinné, jejichz soucésti jsou vzdy dva utvary ne-
boli polodie, dvé kruznice nebo kruznice a primka. Z téchto dvou polodii je vzdy
jedna pohybliva a druhéd pevna. Zvolime-li bod lezici na pohyblivé polodii, bude
trajektorie bodu vznikajici valenim pohyblivé polodie po pevné predstavovat
kiivku. Ve vSech nasledujicich obrazcich bude vzdy pohybliva polodie vykres-
lena modrou barvou, pevna cernou a vysledna kfivka barvou ¢ervenou. Zelena
barva nam bude znézornovat polohu bodu vuéi pohyblivé polodii. Podle toho,
ktera polodie je pevné a kterd pohyblivéa, a podle toho jestli se jednd o kruznici

¢l primku, muzeme cyklické krivky rozdélit takto:

a) Cykloidy jsou kiivky, které vznikaji kotdlenim se pohyblivé kruznice po pevné

primce.

16



Obrazek 2.1: Jak vznika cykloida

b) Epicykloidy jsou kiivky vznikajici kotdlenim pohyblivé kruznice po pevné

kruznici, tentokrat hovoiime o vnéjsim dotyku.

Obrazek 2.2: Jak vznika epicykloida

c) Hypocykloidy jsou opét kiivky, jejichz obé polodie jsou kruznice. Tentokrat

se pohybliva kruznice kotéli svou vnéjsi stranou po vnitini strané pevné kruznice.

Obrazek 2.3: Jak vznika hypocykloida

d) Pericykloidy jsou kiivky vznikajici kotalenim pohyblivé kruznice svou vnitini

stranou po vnéjsi strané pevné kruznice.
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Obrazek 2.4: Jak vznika pericykloida

e) Evolventa vznikd kotdlenim pohyblivé piimky po pevné kruznici.

Obréazek 2.5: Jak vznika evolventa

2.2. Cykloidy

Ackoliv zajem o cykloidy spadad pravdépodobné uz do starovéké geomet-
rie, prvni zminky prichazi az ve 14. a 15. stoleti, kdy se jimi zabyvali Mikul4s
Kusansky a Charles de Bouvelles. Dalsi vyznamnou osobnosti v historii cykloidy
je Galileo Galilei, autor jejitho pojmenovani. Bylo to ptiblizné okolo roku 1599, kdy
o cykloidé Galileo napsal i prvni spis. V 17. stoleti byla cykloida jedna z nejzkou-
maneéjsich ktrivek. Ve 20. letech 17. stoleti se o cykloidu zajimal Marin Mersenne,
v roce 1635 Gilles Personne de Roberval, ktery spocital obsah plochy vymezené
jednim obloukem cykloidy. Za zminku stoji i nizozemsky fyzik, matematik a ast-
ronom Christiaan Huygens, vynalezce kyvadlovych hodin s pohybem kyvadla po
cykloidalnim oblouku. Vyznamny vysledek prinesl také Sir Christopher Wren,
ktery urcil délku jednoho oblouku cykloidy. Dalsimi vyznamnymi matematiky,
jez se cykloidou zabyvali, byli René Descartes, Blaise Pascal a Jacob a Johann

Bernoulli.

18



Cykloida je transcendentni kiivka, ktera vznika pomoci dvou polodii, pohyblivé
kruznice a pevné piimky. Zvolime-li bod lezici na kruznici, popiipadé vneé ¢i uvniti
kruznice, kotdlenim se pohyblivé kruznice po pevné piimce vznika trajektorie

pohybu bodu zvana cykloida.

Podle toho, kde se nami zvoleny bod na kruznici nachazi, rozlisujeme tii typy
cykloid. Oby¢ejna neboli prosta cykloida vznikd, lezi-li bod na kruznici. Zvolime-
li vsak tento bod vné kruznice, kotdlenim kruznice vznika smycka a hovotime o
cykloidé prodlouzené. Poslednim typem je cykloida zkracena, ktera vznika, lezi-li

bod uvnitt kruznice a misto smycky ted vznika vina.

Prostou cykloidu lze vyjadrit parametrickymi rovnicemi ve tvaru

r = a(t —sint)

y = a(l — cost),

kde a je polomér kruznice a t € R je ihel odvaleni. Pro t € (0, 27) bychom ziskali
jeden oblouk cykloidy, tzn. ¢im delsi interval pro ¢ si zvolime, tim delsi dostaneme

kiivku.

(0] na 2na

Obréazek 2.6: Prosta cykloida
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Prodlouzenou a zkracenou cykloidu lze vyjadiit parametrickymi rovnicemi

r=at —dsint

Yy =a — dcost,

kde d je vzdalenost bodu od stfedu kruznice s polomérem a.

V)

Obréazek 2.7: Prodlouzena cykloida

Obrazek 2.8: Zkracena cykloida
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2.2.1. Zakladni vlastnosti prosté cykloidy

Jednda se o periodickou kiivku s délkou periody 27a, kde a je polomér po-
hyblivé kruznice. Dalsimi dulezitymi vlastnostmi jednoho oblouku cykloidy jsou

délka a obsah plochy, kterou spolu s osou z ohranicuje.

Délka jednoho oblouku cykloidy

Jak jsme si jiz uvadeéli, vztah pro vypocet délky parametricky zadané kiivky je

L= fab \/ [2/(t)]* + [y (t)]°dt. Abychom vsak do tohoto vzorce mohli dosadit, je
potieba nejprve provést derivaci parametrickych rovnic.

x = a(t —sint) ' = a(l — cost)

y = a(l — cost) y = asint
Jeden oblouk prosté cykloidy odpovida hodnoté ¢ € (0, 27), tj. jeho délku urcime
jako

L:fo27r Va2(1 — cost)? + a2sin®t dt =
= [*"/a2(1 — 2cost + cos?t) + aZsin’t dt = a 27r\/2—2(:osz€dt:
0 0
= a\/§f027T V1 —cost dt = a\/§f02ﬂ\/§- ”1;‘%05'5 dt = 2a fo% sin £dt =
= 2a [~2cos 1]2" = 2a(2 + 2) = 8a

l—cosz

SFETI 22
Vyuzili jsme vztahu sin® § = =5

Plocha vymezena jednim obloukem cykloidy a osou x

Vztah pro vypocet plochy zadané parametrickymi rovnicemi = = z(t),y = y(t),
t € (a,b)je S = ‘ fOQW y(t) - 2’ (t)dt|. Pro pripomenuti, parametrické rovnice cyk-

loidy jsou ve tvaru

r = a(t —sint)

y = a(l — cost).
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o) 2ra
Obrazek 2.9: Plocha vymezena obloukem cykloidy a osou x

Pro vypocet nam tentokrat bude stacit derivace rovnice z, kterou jsme si vypocitali

vyse a obsah jednoho oblouku této cykloidy pro t € (0, 27) spocitame takto:

S = a? fOQK(l — cost)2dt) =

fozw a(l —cost) - a(l — cos t)dt’ =

= ‘a2 Ozﬂ(l — 2cost + cos? t)dt’ = ‘aQ 02ﬂ(1 — 2cost + 12ty dt‘ =

= [o2 71— 2eost 4 4 52| = |a2 2" —2cost + 3+ 2 at] =

0

a®([2" —2cost dt + f027r Sdt+ 4 fozw cos 2t dt)‘ =

2
0

= ‘az [—2sint + 2t + Lsin2t] " | = |a*(0 + 37 + 0)| = 37a?

1+cos 2z

Béhem vypoctu jsme vyuzili vztahu cos? z = 5

Vypocet délky prodlouzené ¢i zkracené cykloidy podobnym zpusobem neni
mozny analyticky. Uréeni jejich délky je mozné pouze numericky pro konkrétni

hodnoty a a d. Integral pro délku zobecnéné cykloidy vypada takto

L= fo% \/(a—dcost)2 + d?sint dt = 027r Va2 + d? — 2ad cost dt.

Dosazenim skuteénych hodnot a a d lze pak pomoci néjakého softwaru délku
kiivky urcit. Pro ndzornost si urc¢ime délku oblouku jedné zkracené a jedné pro-

dlouzené cykloidy s vyuzitim Wolfram Alpha.
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Prodlouzend cykloida pro a =2,d =3 a t € (0, 2m)
L= ["\/22 43" —12cost dt ~ 21.01

Zkracena cykloida proa=2,d=1at € (0,27)
L= ["V22+1% — 4cost dt ~ 13.3649

Prosta cykloida pro a =2,d =2 a t € (0, 2m)
L= [ /22122 —8cost dt ~ 16

S cykloidou se dnes muzeme setkat v fadé pripadu, nejen v piirodé, ale i v tech-
jsou vlny na vodé. Déle protoze pravé cykloida snese nejvétsi zatizeni, coz odha-
doval uz Galileo, jsou soucasti i mostnich a tunelovych konstrukei (nové tunely
prazského metra, tunel Mrézovka). V oblasti sportu je to cykloidalni vyfez na

carvingovych lyzich.

Obrazek 2.10: Tunel Mrézovka, Zdroj: http://www.satra.cz/tunel-mrazovka/
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2.3. Epicykloidy

Epicykloidu pojmenoval v roce 1674 dansky matematik a astronom Ole Ro-
emer. Na tyto jeho myslenky postupné navazali i Girard Desargues, Phillippe
de la Hire a Charles Stephen. Dalsimi vyznamnymi osobnostmi zabyvajicimi
se epicykloidou byli Albrecht Diirer, Christiaan Huygens, Gottfried W. Leib-
niz, Isaac Newton, Guillaume de L’Hoépital, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli,

Daniel Bernoulli a Leonhard Euler.

Nyni uvazujeme situaci, kdy se pohybliva kruznice kotali po jiné nehybné
kruznici. Zvolime-li bod lezici na pohyblivé kruznici, popiipadé vné nebo uvniti
ni, potom se draha tohoto bodu vznikajici kotalenim kruznice nazyva epicykloida.

Reperezentace této kiivky parametrickymi rovnice je

x = (a+b)cost— bcos(“TH’t)
y=(a+0b)sint— bsin(“TH’ t),

kde a je polomér pevné kruznice, b je polomér pohyblivé kruznice a t opét
predstavuje tihel odvaleni. U epicykloid, stejné jako u vSech nésledujicich krivek,

budeme uvazovat stfed nepohyblivé kruznice v [0, 0].

S ruznymi poloméry obou polodii mohou vznikat ruzné epicykloidy. Jestlize
je podil 3 = m celé ¢islo, k uzavieni kiivky dojde ve chvili, kdy se pohybliva
kruznice poprvé vrati do své puvodni polohy vuci kruznici pevné a pocet vétvi
je roven m. Je-li vsak ¢ raciondlni cislo g, bude po ¢ obézich pohyblivé kiuznice
po pevné kruznici kiivka uzaviend s p vétvemi. Pro § z mnoziny iraciondlnich
¢isel bude epicykloida neuzaviend s nekoneénym poctem vétvi.[10] Podle velikosti
polomeéru obou kruznic a podle toho, kde lezi nami zvoleny bod, vznikaji ruzné
typy epicykloid. Lezi-li ndmi zvoleny bod na kruznici, jez se pohybuje, vznika

epicykloida prosta.
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Obrazek 2.11: Prosta epicykloida

V pripadé, ze zvoleny bod lezi uvnitt nebo vné pohybujici se kruznice, vznikaji

epicykloida zkracend nebo prodlouzend s parametrickymi rovnicemi

x = (a+ b) cos t—dcos(aTH’t)
y = (a+b)sint— dsin(%’ t),

kde b je polomér odvalujici se kruznice, d je vzddlenost bodu od stfedu pohyblivé
kruznice a a je polomér pevné kruznice. Pokud je d < b, ziskavame epicykloidu

zkrécenou, je-li d > b, jedna se o epicykloidu prodlouzenou.

= ©

(a) Prodlouzend epicykloida (b) Zkracend epicykloida

Obréazek 2.12: Epicykloidy

25



(a) Epicykloida: a = 6,b =4,5,t € (0, 67)
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(c) Epicykloida: a = 6,b = 35t € (0,367)  (d) Epicykloida: a = 6,b = 8, ¢ € (0,56m)

Obrazek 2.13: Priklady epicykloid s ruznymi poloméry kruznic
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2.3.1. Specialni typy epicykloid a jejich vlastnosti

1) Kardioida neboli srdcovka je specidlnim pfipadem prosté cykloidy pro

a = b, tedy polomér odvalujici se kruznice se rovna poloméru pevné kruznice.

Obrazek 2.14: Kardioida

Parametrické rovnice kardioidy jsou
x = a(2cost — cos 2t)

y = a(2sint —sin2t) , ¢t € (0,2m).

Kardioida vyjadiena pomoci polarnich souradnic vypada takto
p =2a(l — cosy).
Délka kardioidy

Délku kardiody zadané rovnici p = 2a(1 — cosp) = d(1 — cosp) (vyuzijeme
oznaceni d = 2a = prumér kruznic), ¢ € (a, 3), tedy vyjadiené pomoci polarnich

soutadnic, ur¢ime s vyuzitim vzorce

L= [2\/12(0) + [F/(0)Pde

L=2f; Vd2(1 42 cos p + cos? ) + d? sin® p dp = 2d [ /2(1 + cos ) dp =
= 4d [ cos % dp = 4d [2sin £]] = 8d = 16a

l4-cosz
B .

Vyuzili jsme vzorec ‘cos %} =
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Plocha ohrani¢end kardioidou

Nyni uréime obsah plochy ohrani¢ené kardioidou s parametrickymi rovnicemi
x = a(2cost — cos2t),y = a(2sint —sin2t),a > 0,0 < t < 27. Protoze se jedna
o krivku, ktera je soumérna podle osy z, jeji obsah pocitame jako dvojnasobek

obsahu pro t € (0, 7). Jako prvni je potfeba zderivovat z(t):
2’ = a(—2sint + 2sin 2¢)
Pokracujeme dosazenim do vzorce pro vypocet obsahu plochy ohranicené kiivkou.

5= /T a(2sint — sin2t)a(—2sint + 2sin 2t) dt| =
= |a® [ (—4sin®t + 4sintsin 2¢ + 2sin 2t sin ¢ — 2 sin” 2¢) dt| =
= |v [ (—4sin*¢ + 6sintsin 2¢ — 2sin® 2t) dt| =
= |—4a? [ =2 dt + 6a? [ sin2¢sint dt — 2a® [ =54 dt| =
= |—2a® [[(1 — cos2t) dt — a* [ (1 — cos4t) dt + 6a* ] 2sintcostsint dt| =

= |—2a% [t — 22" —a? [t — 2] " 4 12¢? [ sin®tcost di| .
Vyuzili jsme rovnosti sin 2t = 2sint cost.
K vyteseni posledniho intergralu pouzijeme substituci sint = u.

[sin®tcostdt = [sint = u,cost dt = du| = [u® du="%

Nyni dosadime zpatky za v hodnotu sint a dostaneme

12a2 foﬂ sint cost dt = 12a2 [%St} = 0.
0

Pokracujeme ve vypoctu

5 =1-2a*(m — 0) — a®(7 — 0) + 0| = |—37a?| = 37a®
S = 6mra?

N

2) Nefroida je opét zvlastnim typem prosté epicykoloidy, nyni vsak pro a =

kde a je polomér pevné kruznice a b je polomér kruznice pohyblivé.
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Obrézek 2.15: Nefroida

Jeji parametrické rovnice jsou

x = a(3cost — cos 3t)

y = a(3sint —sin 3t), t € (0,27).
Délka nefroidy

Predpokladdame, ze mame nefroidu zadanou parametrickymi rovnicemi. Abychom
mohli vyuzit odpovidajici vzorec pro vypocet jeji délky, musime nejprve rovnice

krivky zderivovat

2’ = a(—3sint + 3sin 3t)

Yy = a(3cost — 3 cos 3t).

Protoze je nefroida symetricka podle osy z, staci vypocitat jen polovinu jeji délky

pro t € (0,7) a vyslednou hodnotu vyndsobime dvéma.

L= [7\/a?(=3sint + 3sin3t)? 4+ a*(3cost — 3cos 3t)? dt =

afy V/(9sin?t — 18sintsin 3t + 9sin®3t) + (9 cos?t — 18 cost cos 3t + 9 cos? 3t)dt =

=3a [y V/(sin® t — 2sin ¢ sin 3¢ + sin? 3t) + (cos2t — 2 cost cos 3t + cos? 3t) dt
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Nyni pro tpravu vyuzijeme rovnosti sin®t + cos?t = 1,sin®3t + cos?3t = 1 a

dostaneme:

3a [y /2 — 2(sintsin 3t + cos ¢ cos 3t) dt

Déle vyuzijeme souctového vzorce cos(z — y) = cosx cosy + sin z sin y.
3a fo7r V2 = 2cos 2t dt = 3v/2a foﬂ V1 = cos2t dt = 3v/2a foﬂ \/i—vli};s% dt =
6a [ sint dt = 6a[—cost]; = 3a(—(—1) + 1) = 6a

Odvodili jsme, ze délka nefroidy je 2 - 6a = 12a.

Plocha ohrani¢ena nefroidou

Opét vyuzijeme vlastnosti nefroidy, ze je symetricka podle osy = a vypocitame
jeji obsah jako dvojndsobek obsahu pro t € (0, 7). Provedeme derivaci souradnice

z a muzeme dosadit do vzorce.

S =|Jya (=3sint + 3sin3t)a (3sint — sin 3t) dt| =
= |a® [ (—9sin®t + 3sintsin 3t + 9sin ¢ sin 3t — 3sin® 3t) dt| =
= [a? [[(=9- =52 + 12sin 3tsint — 3 - 1=9208) (¢ |

Déle rozdélime na tfi integraly a pro upravu pouzijeme vzorec sinzxsiny =

cos(x—y)—cos(z+y)
5 .

|—2a? [7(1 — cos2t) dt + 12a® [ sin3tsint dt — 3a® [ (1 — cos6t) dt| =
|—2a? [7(1 — cos2t) dt + 6a® [ cos 2t dt — 6a? [ cos 4t dt — 3a® [ (1 — cos 6t) dt} =

— }—%GQ [t _ sm2t} + 6a 2 |:51n2t}0 6a2 [5112415}0 _ §a2 |:t _ Sln_6t]3| —

2
= |—2a*(m — 0) + 6a(0 — 0) — 6a*(0 — 0) — 2a?(7 — 0)| = |-Lna?| = 67a®

Plocha ohraniceni nefroidou je tedy 2 - 67a? = 127a?
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2.4. Hypocykloidy

I touto kiivkou se zabyvalo spoustu velmi vyznamnych osobnosti, byli to
napiiklad Albrecht Diirer, Girard Desargues, Christiaan Huygens, Gottfried W.
Leibniz, Isaac Newton, Guillaume de L’Hopital, Jacob Bernoulli, Philippe la Hire,

Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli, Leonhard Euler.

Hypocykloida vznika hypocykloidédlnim pohybem, jehoz soucéasti jsou opét dveé
kruznice. Kotali-li se kruznice o poloméru b uvnitt pevné kruznice s polomérem
a, bude trajektorie bodu zvoleného na pohyblivé kruznici predstavovat kiivku
zvanou prosta hypocykloida. Jeji parametrické rovnice jsou

z = (a —b) cost + bcos(2t)
y = (a —b)sint — bsin(*2t),

kde t € (0, +00) je thel odvaleni a b < a.

Obréazek 2.16: Prosta hypocykloida

Lezi-li bod tvorici kifivku uvnitt pohyblivé kruznice, tedy je-li d < b, mluvime
o hypocykloidé zkracené, v opacném pripadé, je-li d > b, o hypocykloidé prod-
louzené. Reprezentace téchto kiivek parametrickymi rovnicemi vypadé takto

z = (a — b) cost + d cos(%52t)

y = (a — b)sint — dsin(*321)

31



O\

(a) Prodlouzend hypocykloida (b) Zkracend hypocykloida

Obrazek 2.17: Hypocykloidy

Stejné jako u epicykloid, tak i pro hypocykloidy je dulezity pomér poloméru

kruznic 2. Je-li

3 = m celé ¢islo, po jednom obéhu kruznice vznika uzaviena

a
b
hypocykloida s m vétvemi. Je-li ¢ raciondlni ¢islo §, po q obézich hybné kruznice
vznika uzavrend hypocykloida s p vétvemi. Kiivka se nam vsak neuzavie, je-li ¢
iracionalni ¢islo a navic ma tato kfivka nekonecny pocet vétvi.[10)]

2.4.1. Specialni typy hypocykloid a jejich vlastnosti

1) Asteroida je zvldstnim typem prosté hypocykloidy pro b = ¢, kde b je

polomér pohyblivé kruznice a a polomér pevné kruznice.

Obréazek 2.18: Asteroida
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Parametrické rovnice jsou
T =acos’t

y = asin®t.

Délka asteroidy

Predpokladdame, ze mame asteroidu zadanou parametrickymi rovnicemi. Abychom

mohli vyuzit odpovidajici vzorec pro vypocet jeji délky, musime nejprve rovnice

krivky zderivovat.
2’ = —3acos®tsint

y' = 3asin®tcost

Protoze se asteroida sklada ze ¢tyt stejné dlouhych c¢asti, staci vypocitat jen

¢tvrtinu jeji délky pro t € <0, §> a vyslednou hodnotu vynasobime ¢tyimi.

L= fog v/ (—3acos?tsint)? + (3asin’tcost)? dt =

= fo% \/(9a2 costtsin®t) + (9a2sin® t cos? t) dt =

= fog \/9&2 (cos? tsin? t + sin ¢ cos? t) dt =

=3a 7 /(1 —sin?£)(1 — sin® ¢) sin® ¢ + sin® ¢(1 — sin’ ¢) dt =
= 3a fog Vsin?t —sin*t dt = 3a fog V/sin?t(1 — sin®¢t) dt
= ?)CLfOg Vsin®tcos? t dt = 3af0g NE =T 3af0% sintcost dt

Tento integral upravime metodou substituce a dostaneme

s
2

3a || =

N
8

Vynasobime-li tuto hodnotu ctyrikrat, dostaneme vyslednou délku asteroidy, tedy
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Plocha ohranicena asteroidou

Pro vypocet obsahu plochy, kterou asteroida zadand parametrickymi rovnicemi

vymezuje, vyuzijeme tentokrat derivaci v’

S = ‘fo%r acos®t - 3asin®t cost dt’ = ‘3@2 fOQ’T sin®t cos*t dt’ -
= ‘Sa2 027r costt — cosbt dt’
Pro dalf dpravu pouzijeme vztah [cos™t = & cos" !¢sint + 2= [ cos™ 2t dt

2 cos® tsint 2m 3 costsint] 2™ 1 27 0 _ | cos®tsint 2m 5 (2w 4 —
3a? { | etent ;T [costoint] ™y 4 [T cosOt dt il S J T costt dt ¢ | =

2

:‘3a2(0+0+gﬂ—0—§'§ﬂ)‘=%7m

2) Steinerova hypocykloida neboli deltoid je opét typem prosté hypocy-
kloidy, tentokrat vsak pro b = £, kde vyznam a a b je stejny jako u asteroidy.
Duvodem pojmenovani deltoid, je tvar kiivky pfipominajici fecké pismeno A

delta. Parametrické vyjadieni nalezici této kiivee je

x = a(2cost + cos 2t)
y = a(2sint — sin 2t)

Délka Steinerovy hypocykloidy

Predpokladédme, ze mame Steinerovu hypocykloidu zadanou parametrickymi
rovnicemi. Abychom mohli vyuzit odpovidajici vzorec pro vypocet jeji délky,

musime nejprve rovnice krivky zderivovat.

' = a(—2sint — 2sin 2t)
Yy = a(2cost — 2 cos2t)
Vyuzijeme-li vlastnost, ze se deltoid skldda ze tii stejné dlouhych ¢asti, vypocitame
nejprve tretinu délky deltoidu pro t € <0, §W> a tu pak vynasobime tfemi.
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Obréazek 2.19: Steinerova hypocykloida

L= fogﬂ Va?(—2sint — 2sin2t)2 + a?(2cost — 2 cos 2t)? dt =

a fO%ﬂ V/(4sin®t + 8sin 2t sint + 4sin?2t) 4 (4 cos? t — 8 cos 2t cost + 4 cos? 2t) dt =

2
=2a [ \/(sin® t + 2sin 2t sin t + sin® 2t) + (cos? ¢ — 2 cos 2t cos ¢ + cos? 2t) dt =
Nyni pro upravu pouzijeme vzorec

cos(z +y) = cosxcosy — sinxsiny

2
=2a fO%Tr v/2 —2(cost cos 2t — sintsin 2t) dt = 2a [P /2 —2cos 3t dt =
27 2r . 2n
= 2v/2a f03 V1 —cos3t = 4af03 sm% dt = 4a [—%COS %]5’ = %a
Vynasobime-li vyslednou hodnotu tremi, ziskame délku celé Steinerovy hypocy-

kloidy, tedy 3 - %a = 16a.

Plocha ohranicena Steinerovou hypocykloidou

Pro vypocet obsahu plochy, kterou Steinerova hypocykloida zadand paramet-

rickymi rovnicemi vymezuje, vyuzijeme tentokrat derivaci z’.
S = ‘fozﬂ a(—2sint — 2sin 2t)a(2sint — sin 2t) dt) =

= ‘aQ fo%(—2 sint —4sintcost)(2sint — 2sint cost) dt‘ =
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= ’—4@2 f027r sin?t + sin®tcost — 2sin’t cos? t dt’ =
= ‘—4@2 fo% sin?t + cost — cos® t — 2sin’t + 2sin? ¢ dt‘ =
= |—4a®(r — 27+ 2 37)| = |-4a® - Z| = 27a?
Vyuzili jsme vztah
f sin"t = —% costsin®” 't + ”T_l f sin™ 2t dt

3) Usecka je typ prosté hypocykloidy pro b = ¢. Hypocykloidou je prumér pevné

kruznice, tedy tusecka. Délka takovéto kiivky je rovna prumeéru pevné kruznice.

Obrézek 2.20: Hypocykloida pro b = 3

Parametrické rovnice v tomto piipadé budou mit tvar
T = acost

y=0,te(0,n)
Stejné jako u cykloidy jsme nemohli pomoci odpovidajiciho integralu vypocitat

délku zkracené a prodlouzené cykloidy, nelze urcit ani délku hypocykloidy. Lze

to jen pro konkrétni hodnoty a,b a d s vyuzitim softwaru Wolfram Aplha.
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2.5. Pericykloidy

Pericykloidy jsou ktivky vznikajici kotalenim pohyblivé kruznice svym vnitinim
obvodem po vnéjsim obvodu pevné kruznice. Parametrické rovnice pericykloidy

jsou ve tvaru

z(t) = (a — b) cost + d cos (45t)
y(t) = (a — b)sint + dsin (552,

kde a je polomér pevné kruznice, b je polomér pohyblivé kruznice a d je vzdalenost
bodu od stiedu pohyblivé kruznice. Lezi-li nami zvoleny bod na pohyblivé kruznici,
vznika prosta pericykloida. Je-li d > b, vznika prodlouzend pericykoida, pro d < b

dostaneme pericykloidu zkracenou.

Obrazek 2.21: Prosta pericykloida

Obrazek 2.22: Prodlouzena pericykloida

37



)

Obrazek 2.23: Zkracend pericykloida
Navic plati, ze kazdou pericykloidu lze vyjadrit jako epicykloidu a naopak.[5] Do
rovnic pro epicykloidu

z = (d +V)coss — d cos( )

y=(ad +V)sins — d'sin(5s), s€ R

dopocitame

d=b—a Y = d(b—a) ! __ da (b—a)t

Uvedeme si piiklad pfevedeni pericykloidy na epicykloidu.

pericykloida: a =5,b6=7,d =7 epicykloida: @' = 5,0 =2,d' =2
x(t) = —2cost + 7 cos 2t z(s) = Tcoss —2cos 1s
y(t) = —2sint 4 7sin %t, teR y(s) = Tsins — 2sin %s, sER

(a) Pericykloida (b) Epicykloida

Obrazek 2.24: Pericykloida jako epicykloida
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2.6. Evolventa
Evolentni pohyb je pohyb, jehoz hybnou polodii je ptimka a pevnou kruznice.

Trajektorii bodu umisténého na pohyblivé pfimce nazyvame evolventou kruznice.

Parametrické rovnice jsou
T =acost+atsint

y = asint — at cost,

kde a je polomér kruznice a t € (0,00). Lezi-li bod na pohyblivé polodii, tedy

jeho vzdalenost d od piimky je rovna 0 , ziskdme prostou evolventu.

Obrazek 2.25: Prostéd evolventa

Pro d > 0 ziskdme zkracenou evolventu s parametrickymi rovnicemi
r = (a+d)cost + atsint
y = (a+d)sint — at cost.
Pro d < 0 vznika prodlouzena evolventa s pamaretrickymi rovnicemi

x=(a—d)cost + atsint

y = (a—d)sint — at cost.
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Obrazek 2.26: Zkricend evolventa

Obrazek 2.27: Prodlouzend evolventa

Uplatnéni evolventy muzeme nalézt napifklad v atletice pii rozmistovani star-
tovnich bloku. Pti béhu na delsi vzdalenost je start v misté, kde rovina prechazi
v zatacku, nasledné zavodnici bezi po tecné k vnitfnimu okraji a tim dojde k vy-
rovnani délky jejich trati s ostatnimi zavodniky. Je-li startovni ¢ara ¢asti evol-

venty (¢ervend kiivka), maji zavodnici A, B, C stejné dlouhou trat.
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Obrazek 2.28: Evolventa jako startovni ¢ara

Specialnim piikladem evolventy pro d = —a je prodlouzena evolventa nazyvana

jako Archimédova spirala s parametrickymi rovnicemi

r=atsint

Yy = at cost.

Obrazek 2.29: Archimédova spirédla
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Zaver

Na zacatku jsme se struéné seznamili s tim, co je to rovinna kiivka a uvedli
jsme si moznosti, jak lze kiivku vyjadrit matematicky. Déle jsme si uvedli, jak
muzeme vypocitat jejich délku a obsah plochy, kterou kiivka vymezuje, a to jak
v pripadé explicitniho vyjadreni, tak i v pripadé zadani kiivky parametricky ¢i

pomoci polarnich soutradnic.

V druhé kapitole uz jsme se zabyvali konkrétni skupinou ktivek zvanych cyk-
lické ktivky. Jedna se o specidlni typ kfivek vznikajicich kotalenim dvou tzv.
poloid po sobé, z nichz jedna je vzdy pevna a druhd pohybliva. Kfivky jsme si
podle typu polodii rozdélili na cykloidy, epicykloidy, hypocykloidy, pericykloidy
a evolventy. Dulezité bylo, si nejprve u kazdé kirivky uvést rovnice, kiivku si pro
nazornost vykreslit, coz se nam podarilo s vyuzitim Matlabu, a déle se vénovat
vlastnostem a zajimavostem. Cilem bylo si u kazdé kiivky odvodit jeji délku
a obsah plochy, jez vymezuje. P pocitani délky kiivek jsme vSak narazili na
problém, kdy nebylo mozné urcit délku nékterych ktrivek pomoci vzorce uve-
deného v prvni kapitole. Tento vypocet byl mozny pouze pro konkrétni parametry
jednotlivych polodii. Délku nékterych téchto kiivek jsme si tak uréili s vyuzitim
softwaru Wolfram Alpha. Dozvédéli jsme se také, ze u krivek, u kterych jsou
obé polodie kruznice, urcuje pravé pomeér polomeéru téchto kruznic, zda dojde k
uzavieni kiivky ¢i nikoliv. Pro ruzné poloméry kruznic také vznikaji specidlni
typy krivek jako jsou kardioida a nefroida pattici mezi epicykloidy nebo aste-
roida a Steinerova hypocykloida patiici mezi hypocykloidy. Pii zkouméni peri-
cykloid jsme se dozvédéli, ze mezi nimi a epicykloidami existuje vztah a plati,

ze kazda pericykloida je epicykloidou a naopak. Pro nazornost jsme si uvedli

42



také priklad. Poslednim typem ktivky patfici mezi cyklické je evolventa vzni-
kajici kotalenim primky po pevné kiuznici. Zajimavosti této kiivky je jeji vyuziti
v praxi, konkrétné v atletice pii rozmistovani startovnich blokti. Na z&vér jsme si
jesté uvedli a vykreslili Archimédovu spiralu, specidlni typ evolventy. Cil prace,
predstavit si skupinu cyklickych ktivek, ukazat si jak vznikaji a jak lze urcit jejich

délku a obsah plochy, kterou ohranicuji, byl tedy splnén.
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