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Použité symboly

N0 obor nezáporných celých č́ısel

R obor reálných č́ısel

R
+
0 obor nezáporných reálných č́ısel

R
n vektorový prostor dimenze n nad R

x vektor; zobrazeńı do vektorového prostoru

A× B kartézský součin množin A a B

(a, b) otevřený interval

[a, b] uzavřený interval

Cm
n (A) množina všech vektorových funkćı, které maj́ı spojité

všechny derivace na množině A
až do řádu m, kde m ∈ N0

a jejich obor hodnot je podmnožina R
n

dx
dt

; x′(t) derivace funkce x podle proměnné t

(f(x))′x=x derivace funkce f v bodě x

x(t) ≡ 0 funkce x(t) je identicky rovna nule
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Úvod

Ćılem této práce je analýza Gompertzova populačńıho modelu za předpokladu,

že modelovaná populace podléhá sklizni a to bud’ sklizni s konstantńım výnosem,

nebo sklizni s konstantńım úsiĺım. Za t́ımto účelem je rozvedena základńı teorie

dynamických systémů generovaných autonomńımi obyčejnými diferenciálńımi rov-

nicemi, a to speciálně dynamických systémů v R. Gompertzova rovnice patř́ı ke

skalárńım autonomńım diferenciálńım rovnićım, jež generuj́ı dynamické systémy

v R a jsou biologicky významné. Dále je pro populačńı modely se sklizńı za-

potřeb́ı menš́ıho náhledu do teorie bifurkaćı, nebot’ sklizeň zavád́ı do diferenciálńı

rovnice parametr. Zbylá část textu je věnována biologickému významu spojitých

populačńıch model̊u a kromě Gompertzova je rozebrán i logistický model.
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1 Dynamické systémy

Dynamický systém je matematický model měńıćı se v čase podle pravidel

stanovených v následuj́ıćı definici.

Definice 1.1. Necht’ G ⊂ R
n, J ⊂ R a necht’ ϕ : J ×G→ G je spojité zobrazeńı

s těmito vlastnostmi:

1. ϕ(0, x0) = x0 pro (0, x0) ∈ J ×G.

2. ϕ(t + s, x0) = ϕ(t, ϕ(s, x0)) pro každé t, s ∈ J a x0 ∈ G, pro něž jsou obě

strany definovány.

3. Pro každé t ∈ J existuje k zobrazeńı ϕ(t, · ) inverzńı zobrazeńı ϕ(−t, · ).

Pak zobrazeńı ϕ : J × G → G nazveme tok. Pro každé pevné t ∈ J , zobrazeńı

ϕ(t, · ) : G→ G nazveme dynamický systém.

Je-li J interval, hovoř́ıme o spojitých dynamických systémech, je-li J diskrétńı

množina, např. posloupnost, hovoř́ıme o diskrétńıch dynamických systémech.

Diskrétńı dynamické systémy lze źıskat z diferenčńıch rovnic, zat́ımco spo-

jité dynamické systémy lze źıskat z diferenciálńıch rovnic.

1.1 Spojité dynamické systémy generované autonomńımi

obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi

Necht’ G ⊂ R
n, f : G→ R

n je funkce a x(t) := (x1(t), . . . , xn(t)) je vektorová

funkce jedné nezávisle proměnné t ∈ J ⊂ R. Uvažujme diferenciálńı rovnici

x′(t) = f(x(t)). (1)

Definice 1.2. Řešeńım rovnice (1) na intervalu J ⊂ R rozumı́me vektorovou

funkci x(t) takovou, že x ∈ C1
n(J), x(t) ∈ G pro každé t ∈ J a splňuje rovnici (1)

pro každé t ∈ J .
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Obvykle k rovnici (1) přidáváme dodatečné podmı́nky pro řešeńı.

Počátečńı (Cauchyova) podmı́nka má tvar

x(0) = x0, x0 ∈ R
n. (2)

Úloha naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice (1) splňuj́ıćı podmı́nku (2) se nazývá

počátečńı (Cauchyova) úloha.

Věta 1.1 (Základńı věta o existenci a jednoznačnosti). Necht’ G ⊂ R
n je otevřená

množina, f ∈ C1
n(G), x0 ∈ G. Potom úloha (1), (2) má jediné řešeńı ϕ(t, x0)

definované na maximálńım intervalu Ix0 = (ax0 , bx0) obsahuj́ıćım 0. Nav́ıc ϕ je

C2
n–funkce v t a C1

n–funkce v x0.

[2]

Metody studia úlohy (1), (2) resp. rovnice (1):

1. Elementárńı metody řešeńı. Lze je už́ıt pouze u lineárńıch diferenciálńıch

rovnic s konstantńımi koeficienty a některých nelineárńıch.

2. Numerické metody řešeńı. Řešeńı je nacházeno pouze přibližně, neńı

zaručena správnost. Výhoda metody spoč́ıvá v tom, že ji lze už́ıt na poč́ıtači.

3. Kvalitativńı studium. Nehledáme řešeńı ani analyticky ani numericky,

ale z vlastnost́ı funkce f určujeme vlastnosti řešeńı ϕ(t, x0) pro r̊uzné volby

x0. Jednu z možnost́ı takového studia dává teorie dynamických systémů.

V praxi už́ıváme kombinaci metod 2 a 3. Správnost numerického výpočtu

zaručujeme pomoćı kvalitativńı analýzy. Metodu 1 už́ıváme pouze jako nástroj

pro vyšetřeńı složitěǰśıch rovnic nebo u testovaćıch př́ıklad̊u.

Zp̊usob, jakým vznikne z úlohy (1), (2) dynamický systém popisuje následuj́ıćı

věta:

Věta 1.2. Je-li ϕ(t, x0) řešeńım úlohy (1), (2), pak pokud ho chápeme jako funkci

n + 1 proměnných t, x0
1, . . . , x

0
n, je ϕ tokem. Pro každé pevné t je pak ϕ(t, · )

dynamickým systémem.
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Důkaz:

1. Řešeńı ϕ(t, x0) splňuje podmı́nku (2), tj. ϕ(0, x0) = x0. Tedy je splněna

vlastnost 1 z Definice 1.1.

2. Zvolme pevné s ∈ J a položme ψ(t) = ϕ(t+ s, x0) a x1 = ϕ(s, x0). Pak ψ je

také řešeńı (2). Plat́ı totiž pro substituci τ = t+ s

dψ(t)
dt

=
dϕ(t+ s, x0)

dt
=

dϕ(τ, x0)
dτ

dτ
dt

=
dϕ(τ, x0)

dτ
= f(ϕ(τ, x0))

= f(ϕ(t+ s, x0)) = f(ψ(t)).

Nav́ıc je ψ(0) = ϕ(s, x0) = x1. Tedy ψ lze psát ve tvaru ψ(t) = ϕ(t, x1),

protože ϕ(t, x1) je jediným řešeńım úlohy (1) s počátečńı podmı́nkou x(0) =

x1. Odtud plyne:

ϕ(t+ s, x0) = ψ(t) = ϕ(t, x1) = ϕ(t, ϕ(s, x0)),

tj. je splněna vlastnost 2 z Definice 1.1.

3. Zvolme pevně t ∈ J. Z Věty 1.1 plyne, že zobrazeńı ϕ(t, · ) : x0 7→ ϕ(t, x0) je

prosté a má tedy inverzńı zobrazeńı. Ukažme, že toto inverzńı zobrazeńı má

tvar ϕ(−t, · ) : y0 7→ ϕ(−t, y0). Položme y0 = ϕ(t, x0). Pak podle 2. vlast-

nosti

ϕ(−t, ϕ(t, x0)) = ϕ(−t+ t, x0) = ϕ(0, x0) = x0.

Tedy je splněna vlastnost 3 z Definice 1.1.

1.2 Fázový portrét diferenciálńı rovnice

Jedńım ze základńıch ćıl̊u teorie dynamických systémů je stanovit fázový

portrét diferenciálńı rovnice (1). Tento portrét dává globálńı informaci o chováńı

množiny řešeńı rovnice (1).

Uvedeme základńı pojmy potřebné k definici fázového portrétu.
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Definice 1.3. Graf řešeńı ϕ(t, x0) je množina

{

(t, ϕ(t, x0)) : t ∈ Ix0

}

⊂ R
n+1.

Je to hladká křivka v R
n+1 s parametrickými rovnicemi t = t, x1 = x1(t),. . .,

xn = xn(t), t ∈ Ix0 , kde (x1(t), . . . , xn(t)) = ϕ(t, x0).

Definice 1.4. Orbita řešeńı ϕ(t, x0) je množina

{

ϕ(t, x0) : t ∈ Ix0

}

⊂ R
n.

Je to hladká křivka v R
n s parametrickými rovnicemi x1 = x1(t),. . ., xn =

xn(t), t ∈ Ix0.

Orbitu řešeńı ϕ(t, x0) dostaneme jako projekci grafu tohoto řešeńı do prostoru

R
n rovnoběžnou s osou t. Orbitu znač́ıme γ(x0).

Definice 1.5. Kladná část orbity řešeńı ϕ(t, x0) je množina

γ+(x0) =
{

ϕ(t, x0) : t ∈ [0, bx0)
}

.

Záporná část orbity řešeńı ϕ(t, x0) je množina

γ−(x0) =
{

ϕ(t, x0) : t ∈ (ax0 , 0]
}

.

Definice 1.6. Kritický bod (ekvilibrium) diferenciálńı rovnice (1) je bod

x ∈ R
n splňuj́ıćı rovnici f(x) = 0.

Termı́n kritický bod je už́ıván ve v́ıce významech:

– bod v R
n splňuj́ıćı rovnici f(x) = 0,

– jednobodová orbita konstantńıho řešeńı ϕ(t, x) ≡ x,

– konstantńı řešeńı ϕ(t, x) ≡ x.

V aplikaćıch už́ıváme mı́sto termı́nu kritický bod nejčastěji termı́n ekvilib-

rium nebo bod rovnováhy.

Definice 1.7. Fázový portrét diferenciálńı rovnice (1) je množina všech orbit

rovnice (1) společně se šipkami na orbitách, které vyznačuj́ı pohyb bodu ϕ(t, x0)

na orbitě pro rostoućı t.
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1.3 Dynamické systémy v R

Dynamické systémy v R nazýváme skalárńı dynamické systémy. Vznikaj́ı

ze skalárńıch autonomńıch diferenciálńıch rovnic.

Př́ıklad 1.1. Uvažujme skalárńı diferenciálńı rovnici

x′(t) = x2(t) (3)

a počátečńı podmı́nku

x(0) = x0, x0 ∈ R. (4)

Zde je f(x) = x2 a tedy f ∈ C1(R). Podle Věty 1.1, v ńı̌z je G = R, plat́ı,

že úloha (3), (4) má jediné řešeńı ϕ(t, x0) definované na maximálńım intervalu

Ix0 = (ax0, bx0). Řešeńı zde nalezneme v analytickém tvaru metodou separace

proměnných:

ϕ(t, x0) =
x0

1 − tx0

.

Maximálńı interval Ix0 záviśı na volbě x0:

pro x0 > 0 je Ix0 = (−∞, 1
x0

),

pro x0 = 0 je Ix0 = (−∞,∞),

pro x0 < 0 je Ix0 = ( 1
x0
,∞).

Pro pevné t ∈ Ix0 je zobrazeńı ϕ(t, · ) : R → R skalárńı dynamický systém.
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Ukažme několik graf̊u řešeńı ϕ(t, x0) pro r̊uzné volby bodu x0:

Pro x0 = 1 je ϕ(t, 1) = 1
1−t

, a1 = −∞, b1 = 1, I1 = (−∞, 1).

Obrázek 1: Graf řešeńı pro x0 = 1.
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Pro x0 = 2 je ϕ(t, 2) = 1
1

2
−t

, a2 = −∞, b2 = 1
2
, I2 = (−∞, 1

2
).

Obrázek 2: Graf řešeńı pro x0 = 2.
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Pro x0 = −1 je ϕ(t,−1) = −1
1+t

, a−1 = −1, b−1 = ∞, I−1 = (−1,∞).

Obrázek 3: Graf řešeńı pro x0 = −1.
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Ukažme odpov́ıdaj́ıćı orbity:

γ(1) je orbita řešeńı ϕ(t, 1) a dostaneme ji projekćı grafu do osy x.

Obrázek 4: γ(1)

γ(1) = (0,∞), γ+(1) = 〈1,∞), γ−(1) = (0, 1〉

Šipka určuje pohyb po grafu pro rostoućı t a z něho odvozený pohyb po orbitě pro

rostoućı t.

γ(2) = (0,∞), γ+(2) = 〈2,∞), γ−(2) = (0, 2〉

γ(−1) = (−∞, 0), γ+(−1) = 〈−1, 0), γ−(2) = (−∞,−1〉

12



γ(2) je orbita řešeńı ϕ(t, 2).

Obrázek 5: γ(2)

γ(−1) je orbita řešeńı ϕ(t,−1).

Obrázek 6: γ(−1)

Kritický bod (ekvilibrium) rovnice (3) je nulový bod fce f(x) = x2. Tedy

x = 0. Je to konstantńı řešeńı rovnice (3) a jeho orbita je jednobodová.

Obrázek 7: Ekvilibrium rovnice (3).

Obrázek 8: Fázový portrét rovnice (3).

Portrét se skládá ze 3 orbit: (−∞, 0), {0}, (0,∞). Orbita (−∞, 0) odpov́ıdá

všem řešeńım se zápornou hodnotou x0.

Orbita {0} odpov́ıdá řešeńı s nulovou hodnotou x0, což je funkce ϕ(t, 0) =

0
1−0t

= 0, tedy nulová funkce.

Orbita (0,∞) odpov́ıdá všem řešeńım s kladnou hodnotou x0.

Fázový portrét v tomto př́ıkladu jsme určili ze znalosti řešeńı rovnice (3).

V praxi takto nepostupujeme, ale určujeme fázový portrét př́ımo z funkce f bez

znalosti řešeńı dané rovnice.

13



Metoda určeńı fázového portrétu skalárńı rovnice př́ımo z funkce f .

Uvažujme skalárńı autonomńı diferenciálńı rovnici

x′(t) = f(x(t)), (5)

kde f : G→ R, G ⊂ R, f ∈ C1(G). Sestroj́ıme graf funkce f , urč́ıme nulové body

funkce f (kritické body), č́ımž urč́ıme i všechny ostatńı orbity – to jsou intervaly

mezi kritickými body. Šipky na orbitách urč́ıme podle znaménka funkce f .

Věta 1.3. Necht’ x(t) je libovolné řešeńı diferenciálńı rovnice (5) na R
+
0 . Pak je

x(t) monotónńı funkce a pro t→ ∞ se bud’ bĺı̌źı k ekvilibriu, nebo k nevlastńımu

bodu (+∞, nebo −∞)

Důkaz: Ekvilibria jsou konstantńı řešeńı rovnice (5). Ze spojitosti funkce f

plyne, že na intervalu mezi nulovými body této funkce, což jsou ekvilibria, neměńı

funkce f znaménko. Ani na intervalu mezi ekvilibriem a nevlastńım bodem se

znaménko funkce f neměńı. Tud́ıž řešeńı startuj́ıćı v libovolném z těchto interval̊u

je na tomto intervalu monotónńı. Z věty o existenci a jednoznačnosti plyne, že

tento interval neopust́ı. Z monotónnosti libovolného řešeńı plyne, že má každé

řešeńı limitu. Necht’ plat́ı:

lim
t→∞

x(t) = a,

kde x(t) je řešeńı (5), tj x′(t) = f(x(t)).

f ∈ C1(G) ⇒ lim
t→∞

f(x(t)) = f(a)

Jestliže plat́ı f(a) = 0, pak je a kritický bod. Necht’ plat́ı f(a) > 0, pak limt→∞ x(t) =

+∞. Analogicky f(a) < 0 implikuje limt→∞ x(t) = −∞.

Definice 1.8. Ekvilibrium x se nazývá stabilńı, jestlǐze pro každé ε > 0 existuje

δ > 0 takové, že |x(0) − x| < δ implikuje |x(t) − x| < ε pro každé t > 0.

Ekvilibrium, které neńı stabilńı, se nazývá nestabilńı.

Ekvilibrium x se nazývá asymptoticky stabilńı, pokud je stabilńı a jestlǐze

nav́ıc |x(0) − x| < δ implikuje limt→∞(x(t)) = x.
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Definice 1.9. Necht’ x ∈ R je ekvilibrium diferenciálńı rovnice (5). Je-li f ′(x) 6=
0, nazýváme x hyperbolické ekvilibrium. Je-li f ′(x) = 0, nazýváme x nehy-

perbolické ekvilibrium.

Obrázek 9: Nehyperbolické nestabilńı ekvilibrium.

Obrázek 10: Nehyperbolické asymptoticky stabilńı ekvilibrium.
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Obrázek 11: Nehyperbolické jednostranně nestabilńı ekvilibrium.

Obrázek 12: Hyperbolické nestabilńı ekvilibrium.
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Obrázek 13: Hyperbolické asymptoticky stabilńı ekvilibrium.

Př́ıklad 1.2. Necht’ funkce f v rovnici (5) je tvaru

f(x) = −x4 + x2. (6)

Obrázek 14: Graf funkce (6).

Potom fázový portrét rovnice (5) se skládá z orbit:
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(−∞,−1), {−1}, (−1, 0), {0}, (0, 1), {1}, (1,∞).

Orbity, které jsou intervaly, odpov́ıdaj́ı nekonstantńım řešeńım, které rostou,

pokud je f na př́ıslušné orbitě kladná a klesaj́ı, pokud je f na př́ıslušné orbitě

záporná.

Jednobodové orbity odpov́ıdaj́ı kritickým bod̊um.

Obrázek 15: Fázový portrét rovnice (6)

1.4 Metoda linearizace

Z Věty 1.3 plyne, že se každé řešeńı x(t) diferenciálńı rovnice (5) na R
+
0 ,

bud’ bĺıž́ı k ekvilibriu pro t → ∞, nebo k nevlastńımu bodu. Nicméně ne každé

ekvilibrium je limita nekonstantńıch řešeńı. Např́ıklad jediné řešeńı rovnice (6)

na R
+
0 , které se bĺıž́ı k ekvilibriu v bodě x = −1 pro t → ∞, je řešeńı identicky

rovno −1, tedy x ≡ −1.

Aby bylo popsáno chováńı řešeńı bĺızko ekvilibria pomoćı vlastnost́ı funkce

f , zavedeme proces linearizace. Jestliže x je ekvilibrium diferenciálńı rovnice (5),

provedeme záměnu proměnných u(t) := x(t) − x, představuj́ıćı odchylku řešeńı

od rovnovážné (ekvilibrijńı) hodnoty. Substituce dává

u′(t) = f (x+ u(t))

a aplikace Taylorovy věty dává

u′(t) = f(x) + f ′(x)u(t) +
f ′(c)

2!
(u(t))2

pro nějaké cmezi x a x+u(t). Využijeme f(x) = 0 a naṕı̌seme h(u) := (f ′(c)/2!)u2.

Pak můžeme přepsat diferenciálńı rovnici x′ = f(x) do ekvivalentńıho tvaru

u′ = f ′(x)u+ h(u).
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Funkce h(u) je malá pro malé |u| ve smyslu, že h(u)/u = (f ′(c)/2!)u → 0 pro

u → 0; tedy pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že |h(u)| < ε|u| pro každé

|u| < δ. Linearizace diferenciálńı rovnice v ekvilibriu x je definována jako lineárńı

homogenńı diferenciálńı rovnice

v′ = f ′(x)v, (7)

źıskaná zanedbáńım řádově vyšš́ıho členu h(u) v rovnici u′ = f ′(x)u + h(u).

Význam linearizace spoč́ıvá ve faktu, že chováńı řešeńı lineárńı rovnice (7) je

snadné analyzovat a toto chováńı také charakterizuje chováńı řešeńı p̊uvodńı

rovnice (5) bĺızko ekvilibria.

Věta 1.4. Jestlǐze se všechna řešeńı linearizace v ekvilibriu x rovnice (7) bĺı̌źı

k nule pro t → ∞, pak se všechna řešeńı (5) s x(0) dostatečně bĺızko x bĺı̌źı

k ekvilibriu x pro t→ ∞.

Uvedli jsme větu ve formě, která se snadno zobecńı na výsledky pro systémy

diferenciálńıch rovnic. Ve specifické situaci, na kterou se vztahuje Věta 1.4, podmı́nka,

že všechna řešeńı linearizace se bĺıž́ı k nule, má tvar f ′(x) < 0. Pro ekvilibrium

x s f ′(x) < 0 muśıme mı́t f(x) > 0 pro x < x a f(x) < 0 pro x > x, jestliže je

x dostatečně bĺızko x. Řešeńı s x(0) > x je monotónně klesaj́ıćı, ale ohraničené

zdola ekvilibriem x a proto se bĺıž́ı k limitě pro t→ ∞. Protože jediné možné limi-

ty řešeńı jsou ekvilibria, tak se řešeńı muśı bĺıžit k x (pokud nejsou jiná ekvilibria

mezi x(0) a x). Ze stejných d̊uvod̊u řešeńı s x(0) < x rostou monotónně k x, pokud

nejsou jiná ekvilibria mezi x(0) a x. Tud́ıž se všechna řešeńı s x(0) dostatečně

bĺızko x bĺıž́ı k x pro t→ ∞. Samozřejmě pro diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

můžeme být precizněǰśı: Jestliže x je ekvilibrium s f ′(x) < 0, pak se každé řešeńı

jehož počátečńı hodnota x(0) lež́ı mezi x a daľśım ekvilibriem, v každém směru,

muśı bĺıžit k x pro t→ ∞.

Pokud jde o asymptotickou stabilitu, můžeme přeformulovat Větu 1.4 a odpov́ıdaj́ıćı

d̊usledek nestability dokázat stejným zp̊usobem jako následuj́ıćı:

Důsledek 1.1. Necht’ x je ekvilibrium rovnice (5). Jestlǐze plat́ı f ′(x) < 0, pak

je x asymptoticky stabilńı. Jestlǐze plat́ı f ′(x) > 0, pak je x nestabilńı.
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1.5 Elementárńı bifurkace

Bifurkačńı teorie je studium možných změn ve struktuře orbit diferenciálńıch

rovnic závislých na proměnných parametrech. Uvedeńım konkrétńıch př́ıklad̊u

bifurkaćı vysvětĺıme kĺıčové myšlenky.

1.5.1 Závislost na parametrech - př́ıklady

Př́ıklad 1.3. Hyperbolické ekvilibrium neńı citlivé: Uvažujme lineárńı diferenciálńı

rovnici

x′ = c− x =: F (c, x), (8)

kde c je reálný parametr. Pro c = 0 máme F (0, x) = −x. Smysl zavedeńı

parametru c je takový, že př́ımka F (0, x) = −x je vertikálně posunutá o vzdálenost

c. Pro naše účely je však vhodněǰśı nechat př́ımku fixovanou a vertikálně posouvat

osu x o −c. T́ımto můžeme snadno stanovit fázové portréty pro všechny hodnoty

parametru c z grafu F (c, x) posouváńım osy x a pak už́ıváńım metody v kapitole

o dynamických systémech. Jak je ukázáno na Obrázku 16, pro všechny hodnoty

parametru c je jediné hyperbolické ekvilibrium, které je asymptoticky stabilńı.

Obrázek 16: Fázové portréty rovnice (8) pro r̊uzné hodnoty parametru c.

Př́ıklad 1.4. Bifurkace sedlo-uzel: Uvažujme kvadratickou diferenciálńı rovnici

x′ = c+ x2 =: F (c, x), (9)
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kde c je reálný parametr. Rovnice (9) je porucha rovnice (3) a počátek je nehy-

perbolické ekvilibium pro c = 0. Použit́ım grafické metody popsané v předchoźım

př́ıkladu můžeme snadno stanovit fázový portrét rovnice (9) pro všechny hodnoty

parametru c necháńım p̊uvodńı paraboly F (0, x) = x2 fixované a vertikálńım

posouváńım osy x o −c. Výsledné fázové portréty jsou zobrazené na Obrázku

17. Pro všechny c < 0 jsou orbity dány intervaly (−∞,−
√
−c), (−

√
−c,

√
−c),

(
√
−c,∞) a ekvilibrii −

√
−c,

√
−c. Pro c > 0 jsou orbity (−∞, 0), (0,∞) a

ekvilibrium 0. Pro všechna c > 0 je jediná orbita (−∞,∞) a neńı žádné ekvilib-

rium. Na Obrázku 17 jsou označeny šipky na všech těchto orbitách. Jestliže je

parametr c proměnný, tak pokud c < 0, počet a směr orbit z̊ustane stejný; jediná

změna je posun polohy ekvilibríı ±
√
−c. Podobně, pro všechna c > 0, je jen

jedna orbita a jej́ı směr je zleva doprava. Jestli však c = 0, měńı se počet orbit

bez ohledu na velikost změny c: jsou dvě ekvilibria pro libovolné c < 0 a žádné

pro c > 0.

Obrázek 17: Fázové portréty rovnice (9) pro r̊uzné hodnoty parametru c.

Pro skalárńı diferenciálńı rovnici x′ = f(x) umı́me stanovit fázový portrét.

Studium změn ve fázovém portrétu diferenciálńı rovnice kv̊uli změnám parametru

se nazývá bifurkačńı teorie. Při dané hodnotě parametru se ř́ıká, že diferenciálńı

rovnice má stabilńı orbitovou strukturu, pokud se fázový portrét neměńı při

dostatečně malých změnách parametru. Hodnota parametru, pro kterou fázový

portrét nemá stabilńı orbitovou strukturu, se nazývá bifurkačńı hodnota a rovnici
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se ř́ıká, že je v bifurkačńım bodě. Z výše uvedeného rozboru je zřejmé, že rovnice

(8) má stabilńı orbitovou strukturu pro všechny hodnoty c, a že rovnice (9) má

stabilńı orbitovou strukturu pro libovolné c 6= 0, ale je v bifurkačńım bodě pro

c = 0. Výše popsané partikulárńı bifurkačńı chováńı rovnice (9) se nazývá bi-

furkace sedlo-uzel. Je ještě jiná velmi užitečná grafická metoda pro vykresleńı

některých d̊uležitých dynamických vlastnost́ı v rovnićıch x′ = F (c, x) závislých na

parametru c. Tato metoda se sestává z kresleńı křivek na (c, x)-plochu, kde křivky

zobraźı ekvilibria pro každou hodnotu parametru. Specifičtěji, bod (c0, x0) lež́ı na

jedné z těchto křivek právě tehdy, když F (c0, x0) = 0. Kromě toho, k znázorněńı

stabilńıch typ̊u těchto ekvilibríı, se znač́ı stabilńı ekvilibria celistvými křivkami a

nestabilńı čárkovanými. Výsledný obrázek se nazývá bifurkačńı diagram. Např́ıklad

bifurkačńı diagram bifurkace sedlo-uzel v Př́ıkladu 9, x′ = c + x2, je parabola

c = −x2 znázorněná v Obrázku 18.

Na Obrázku 18 jsou stabilńı ekvilibria označena celistvou křivkou a nestabilńı

čárkovanou. (Této úmluvy se budeme držet i v daľśıch bifurkačńıch diagramech.)

Obrázek 18: Bifurkačńı diagram bifurkace sedlo-uzel.

Př́ıklad 1.5. Transkritická bifurkace: Uvažujme diferenciálńı rovnici obsahuj́ıćı

reálný parametr c:

x′ = cx+ x2, (10)
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která je daľśı poruchou rovnice (3). Je stále jednoduché určit fázový portrét

rovnice (10) z grafu funkce F (c, x) = cx + x2 jak je ukázáno na Obrázku 19.

Pro každou hodnotu parametru c je počátek ekvilibriem. Pro c < 0 je počátek

asymptoticky stabilńı a existuje daľśı ekvilibrium x = −c, které je nestabilńı.

Hodnota parametru c = 0 je bifurkačńı hodnota, v které obě ekvilibria splynou

v jedno v počátku, které je nehyperbolické nestabilńı ekvilibrium. Pro c > 0 se

počátek stává nestabilńı, přeneseńım jeho stability na druhé ekvilibrium, x = −c;
viz obrázek 20.

Obrázek 19: Fázové portréty rovnice (10) pro r̊uzné hodnoty parametru c.

23



Obrázek 20: Bifurkačńı diagram transkritické bifurkace.

Př́ıklad 1.6. Hysterezńı: Uvažujme kubickou diferenciálńı rovnici obsahuj́ıćı reálný

parametr c:

x′ = c+ x− x3. (11)

Proměnná c odpov́ıdá vertikálńımu posunu osy x v grafu F (c, x) = c + x − x3;

viz. obrázek 21 pro fázové portréty rovnice (11). Pro c = 0 je rovnice (11) tvaru

x′ = x − x3 a má stabilńı orbitovou strukturu. Fázový portrét má stále stabilńı

orbitovou strukturu pro malé hodnoty parametru, to je, pro −c1 < c < c1, kde

c1 = 2/3
√

3 je hodnota lokálńıho maxima a −c1 je hodnota lokálńıho minima

funkce F (0, x). Pro c = −c1 nebo c = c1 je rovnice v bifurkačńım bodě. Pro

hodnoty parametru c < −c1 a c > c1 má rovnice opět stabilńı orbitovou strukturu.

Bifurkačńı diagram rovnice (11) je ukázán na Obrázku 22.
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Obrázek 21: Fázové portréty rovnice (11) pro r̊uzné hodnoty parametru c.

Kv̊uli jej́ımu častému výskytu v aplikaćıch, stoj́ı za to vyšetřit dynamiku

rovnice (11) trochu podrobněji. Předpokládejme, že diferenciálńı rovnice je model

nějakého fyzikálńıho systému a parametr c je proměnlivá charakteristika mod-

elu. Kdybychom spustili systém s dostatečně velkou zápornou hodnotou c, po

dlouhé době, bez ohledu na počátečńı podmı́nku x0, bude systém velmi bĺızko

stabilńıho rovnovážného stavu na levém rameni grafu funkce F (0, x) = x − x3.

Nyńı nechme spojitě r̊ust hodnotu parametru c. Protože byl systém bĺızko sta-

bilńıho stavu, když se začalo c měnit, z̊ustane bĺızko tohoto stabilńıho stavu pro

malé změny c. Ve skutečnosti, jak roste parametr c, systém následuje stabilńı

ekvilibria nalevo až do c = c1. V tomto bodě systém přeskoč́ı na jiný stabilńı

rovnovážný stav na pravém rameni grafu funkce F (0, x) = x−x3. Jak pokračuje

r̊ust parametru c, systém následuje stabilńı ekvilibria napravo. Čárkovaná čára

s šipkama na Obrázku 23 znač́ı ekvilibria, které systém následuje, když c roste

od dostatečně velké záporné hodnoty po dostatečně velkou kladnou hodnotu.

Nyńı, když necháme parametr c klesat z dostatečně velké kladné hodnoty, systém

bude následovat ekvilibria na pravém rameni grafu až do c = −c1, kde přeskoč́ı

na levé rameno. Celistvá čára s šipkama na Obrázku 23 znač́ı ekvilibria, které

systém následuje, když c klesá od dostatečně velké kladné hodnoty po dostatečně

velkou zápornou hodnotu. Důležitý postřeh ohledně tohoto experimentu je, že
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systém prodělá skok ve dvou r̊uzných hodnotách parametru; mimoto, hodnota

parametru, ve které se skok uskutečňuje je určená směrem, kterým se fyzikálńı

parametry měńı. Tento fenomén je označován jako hysterezńı a část v Obrázku

23, která se podobá rovnoběžńıku se nazývá hysterezńı smyčka.

Obrázek 22: Bifurkačńı diagram hysterezńı bifurkace.

Obrázek 23: Hysterezńı smyčka.
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2 Spojité populačńı modely

2.1 Exponenciálńı r̊ust

V této kapitole bereme v úvahu populaci, ve které se každý jednotlivec vyv́ıj́ı

nezávisle na ostatńıch. Při této situaci muśı ž́ıt jednotlivci v neomezeném prostřed́ı,

kde neńı možná žádná forma konkurence. Pokud je populace malá, pak je stocha-

stický model vhodněǰśı, nebot’ d́ıky šanci, že populace vymře, muśı být tato

možnost brána v úvahu. Nicméně deterministický model může poskytnout efek-

tivńı zp̊usob źıskáńı dostatečného porozuměńı o dynamičnosti populace, kdykoliv

je populace dostatečně velká.

Velikost populace jednoho druhu v čase t budeme značit x(t), kde se předpokládá,

že x je všude diferencovatelná, neboli je hladká funkce proměnné t, kde t ∈ R
+
0 .

Ačkoliv tento předpoklad je nereálný ve smyslu, že x(t) je funkce jej́ımž oborem

hodnot je podmnožina množiny celých č́ısel a tud́ıž, pokud neńı konstantńı, neńı

spojitá na nějakém intervalu, pro obyvatelstvo s velkým množstv́ım př́ıslušńık̊u

předpoklad diferencovatelnosti poskytuj́ı rozumné aproximace. V mnoha biolo-

gických experimentech je často brána za x(t) celková hmota jedinc̊u populace,

u které by se dalo očekávat, že ji lze přesněji popsat pomoćı hladké funkce než

velikost populace.

Mı́ra r̊ustu populace může být spočtena pokud známe porodnost, úmrtnost

a rychlost migrace. Uzavřená populace nemá migraci ani do ani ven z popu-

lace, tud́ıž počet obyvatel se měńı pouze kv̊uli porod̊um a úmrt́ım a mı́ra změny

populace je jednoduše rozd́ıl porodnosti a úmrtnosti. Stanoveńı přesného modelu

vyžaduje jednoznačné předpoklady na porodnost a úmrtnost. V ideálńım př́ıpadě

by tyto předpoklady byly zavedeny s ćılem řešit konkrétńı biologické otázky, jako

např́ıklad, za jakých podmı́nek povede vnitrodruhová konkurence (soutěž o hos-

titele nebo mı́sta) k soužit́ı?

Pro mikroorganismy reprodukuj́ıćı se štěpeńım je rozumné předpokládat, že

mı́ra zrozeńı nových organismů je úměrná k počtu př́ıtomných organismů. V matem-

atické terminologii tento předpoklad může být vyjádřen řečeńım, že jestliže je
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v čase t velikost populace x, pak na krátkém časovém intervalu délky h od času

t do času (t+ h) je počet porod̊u přibližně bhx pro nějakou konstantu b, znač́ıćı

mı́ru porodnosti. Obdobně můžeme předpokládat, že počet úmrt́ı za stejný časový

interval je přibližně µhx pro nějakou konstantu µ, znač́ıćı mı́ru úmrtnosti. Proto

čistá změna ve velikosti populace od času t do času (t+h), která je x(t+h)−x(t),
může být aproximována výrazem [(bh− µh)]x(t). Celkem budeme předpokládat,

že plat́ı

x(t+ h) − x(t) − (b− µ)x(t)h = ρ(h), (12)

přičemž limh→0(ρ(h)/h) = 0. Děleńım h dostaneme

[x(t+ h) − x(t)]

h
= (b− µ)x(t) +

ρ(h)

h
(13)

a přechodem k limitě pro h→ 0 dostaneme

dx(t)

dt
= (b− µ)x(t) (14)

za předpokladu, že funkce x(t) je diferencovatelná.

Pokud je čistá mı́ra r̊ustu přirozeně definována jako

r := b− µ,

potom jiný zp̊usob pohledu na tento model spoč́ıvá v pozorováńı, že pokud je

velikost populace v čase t rovna x(t), pak v daľśım krátkém časovém intervalu

délky h bude čistý př́ır̊ustek populace zp̊usobený jedńım organismem mı́t velikost

rh. Poněvadž všichni jednotlivci jsou nezávisĺı (žádná konkurence v neomezeném

prostřed́ı), bude čistý př́ır̊ustek populace zp̊usobený všemi x(t) organismy rhx(t)

a tak se dostaneme znovu k diferenciálńı rovnici

dx

dt
= rx. (15)

Tato diferenciálńı rovnice má obecné řešeńı tvaru x(t) = kert na R
+
0 , kde k ∈ R je

libovolná konstanta; budeme-li popisovat populačńı dynamiku konkrétńı populace

je vhodné specifikovat počátečńı velikost populace v čase t = 0, tedy

x(0) = x0. (16)
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Jediné řešeńı počátečńı úlohy (15), (16) na R
+
0 si označ́ıme

ϕ(t, x0) = x0e
rt,

kde r > 0 (nebo ekvivalentně b > µ) implikuje, že velikost populace poroste

neomezeně pro t → ∞. Podobně předpoklad r < 0 (nebo b < µ) implikuje, že

velikost populace se bude bĺıžit k nule pro t→ ∞.

Prognóza, že velikost populace za těchto podmı́nek poroste exponenciálně

byla poprvé stanovená Malthusem (1798). Malthus předpov́ıdal pohromu, protože

zásoby j́ıdla v̊ubec nemohly vzr̊ustat tak aby udržely krok s populačńım r̊ustem

při kladné konstantě mı́ry r̊ustu na jednotlivce. Populace, které rostou expo-

nenciálně jsou běžně pozorovány v př́ırodě. Nicméně jejich mı́ra r̊ustu má obvykle

tendenci klesat, když velikost populace vzr̊ustá. Ve skutečnosti exponenciálńı r̊ust

nebo pokles může být považovaný za typicky lokálńı vlastnost. Jinými slovy, pop-

ulačńı dynamika může být obvykle aproximována t́ımto jednoduchým modelem

jen pro krátký časový interval; totiž dynamika populace může být lokálně dobře

uchopena lineárńımi modely. Předpoklad, že rychlost r̊ustu populace je úměrná

jej́ı velikosti (lineárńı předpoklad), je obvykle nereálný na deľśıch časových inter-

valech. Daľśı podkapitola uvažuje nelineárńı předpoklady na mı́ru r̊ustu populace,

což vede k naprosto odlǐsným kvalitativńım prognózám.

2.2 Logistický populačńı model

Stejně jako předt́ım, velikost populace v čase t ∈ R
+
0 označ́ıme x(t) (př́ıpadně

ϕ(t, x0) při dané počátečńı velikosti populace x(0) = x0) a dx/dt nebo x′(t) znač́ı

mı́ru změny velikosti populace. Budeme stále předpokládat, že mı́ra populačńıho

r̊ustu záviśı pouze na velikosti populace. Takový předpoklad se zdá být přijatelný

pro jednoduché organismy jako jsou mikroorganismy. Pro komplikovaněǰśı organ-

ismy jako zv́ı̌rata nebo lidi je to zřejmě př́ılǐsné zjednodušeńı, protože ignoruje

vnitrodruhovou konkurenci o zdroje stejně jako jiné podstatné faktory včetně

věkového složeńı (mı́ra úmrtnosti může záviset na věku sṕı̌se než na hustotě pop-

ulace, zat́ımco porodnost může záviset na velikosti dospělé populace sṕı̌se než
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na velikosti celé populace). Mimoto muśı být také uvážena možnost, že porod-

nost nebo úmrtnost mohou být ovlivněny velikostmi populaćı, které p̊usob́ı na

studovanou populaci (konkurence, predace, symbióza). Efekty některých z těchto

faktor̊u budeme uvažovat v podkapitole o sklizni v populačńıch modelech.

Zde studujeme modely, ve kterých mı́ra r̊ustu záviśı pouze na velikosti popu-

lace, protože, navzdory jejich nedostatk̊um, tyto modely předpov́ıdaj́ı kvalitativńı

chováńı mnoha reálných populaćı. Mı́ra r̊ustu na osobu, nebo na člena, je dána

funkćı x′(t)/x(t). V předchoźı podkapitole se předpokládalo, že celková mı́ra r̊ustu

je úměrná velikosti populace (lineárńı model) nebo, ekvivalentně, jsme brali kon-

stantńı mı́ru r̊ustu na osobu. V této podkapitole se uvažuje, že mı́ra r̊ustu na

osobu s rostoućı populaćı klesá.

Nejjednodušš́ı populačńı model, ve kterém je mı́ra r̊ustu na osobu klesaj́ıćı

funkćı velikosti populace, je λ − ax. Tento předpoklad vede k logistické difer-

enciálńı rovnici

x′ = x(λ− ax),

poprvé zavedenou Verhulstem (1838) a později dále studovanou R. Pearlem a

L. J. Reedem (1920). Tato rovnice je obvykle zapisovaná ve tvaru

x′ = rx
(

1 − x

K

)

, (17)

s parametry r = λ, K = λ/a. Parametry r a K, předpokládáme kladné, protože

pak maj́ı biologický význam. Vid́ıme, že x′ ≈ rx, když je x dostatečně malé, a

že x′ ≈ 0, když je x bĺızko K. Jinými slovy, když je x malé, populace prodělává

exponenciálńı r̊ust, zat́ımco když je x bĺızko K, populace se moc neměńı.

Předpokládejme 0 < x 6= K Separace proměnných nám dovoluje přepsat

rovnici (17) na rovnici

dx

x(K − x)
=

r

K
dt. (18)

Nebot’ při použit́ı parciálńıch zlomk̊u plat́ı

1

x(K − x)
=

1

K

(

1

x
+

1

K − x

)

,
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můžeme rovnici (18) jednoduše integrovat:

∫

dx

x(K − x)
=

∫

r

K
dt,

1

K

(
∫

dx

x
+

∫

dx

K − x

)

=
r

K

∫

dt+ c,

1

K
(ln x− ln|K − x|) =

r

K
t+ c,

kde c je integračńı konstanta.

Jestliže je počátečńı velikost populace x(0) = x0 taková, že 0 < x0 < K, pak

z Věty o existenci a jednoznačnosti z kapitoly o dynamických systémech plyne,

že 0 < x = ϕ(t, x0) < K pro každé t ≥ 0. Dostaneme tedy rovnici

1

K
(ln x− ln(K − x)) =

r

K
t+ c,

Pak dosazeńı počátečńı podmı́nky (16) dá

c =
1

K
(lnx0 − ln(K − x0)) .

Nyńı máme

1

K
(ln x− ln(K − x)) =

r

K
t+

1

K
(ln x0 − ln(K − x0)) ,

ln (x(K − x0)) = rt+ ln (x0(K − x)) ,

z čehož plyne rovnost

x (K − x0) = x0 (K − x) ert. (19)

Jestliže je počátečńı velikost populace x(0) = x0 taková, že x0 > K, pak opět

z Věty 1.1 plyne, že x = ϕ(t, x0) > K pro každé t ≥ 0. Dostaneme tedy rovnici

1

K
(ln x− ln(x−K)) =

r

K
t+ c,

Pak dosazeńı počátečńı podmı́nky (16) dá

c =
1

K
(lnx0 − ln(x0 −K)) .
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Nyńı máme

1

K
(ln x− ln(x−K)) =

r

K
t+

1

K
(ln x0 − ln(x0 −K)) ,

ln (x(x0 −K)) = rt+ ln (x0(x−K)) ,

z čehož plyne rovnost

x (x0 −K) = x0 (x−K) ert. (20)

Nebot’ jsou rovnice (19) a (20) ekvivalentńı, tak za předpokladu 0 < x0 6= K

dále plat́ı

x (K − x0) = Kx0e
rt − xx0e

rt,

x
(

K − x0 + x0e
rt
)

= Kx0e
rt

a nakonec

ϕ(t, x0) =
Kx0e

rt

K − x0 + x0ert
=

Kx0

x0 + (K − x0)e−rt
. (21)

Vzorec (21) pro řešeńı logistické počátečńı úlohy ukazuje, že velikost pop-

ulace ϕ(t, x0) se bĺıž́ı k limitě K pro t → ∞, pokud x0 > 0. Hodnota K se

nazývá úživnost populace, protože představuje velikost populace, kterou disponi-

bilńı zdroje mohou stále živit. Hodnota r se nazývá vlastńı mı́ra r̊ustu, protože

představuje mı́ru r̊ustu na jednotlivce, dosaženou, pokud byla velikost populace

dostatečně malá k zajǐstěńı bezvýznamného omezeńı zdroj̊u. Logistický model

předpov́ıdá rychlý počátečńı r̊ust pro 0 < x0 < K a poté s rostoućım časem

klesáńı mı́ry r̊ustu tak, že se velikost populace bude bĺıžit k limitě. (Obrázek

24). Toto chováńı je ve shodě s pozorovaným chováńım mnoha populaćı a z toho

d̊uvodu je logistický model často už́ıván jako prostředek k popsáńı velikosti pop-

ulace.

Často je vhodné pracovat s modifikaćı logistického modelu založené na speci-

fických předpokladech o zdroj́ıch, na kterých populace záviśı. Necht’ C označuje

koncentraci živin a předpokládejme, že mı́ra r̊ustu na jedince, r, je úměrná C,
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Obrázek 24: Řešeńı logistické rovnice.

to je, r = aC pro nějakou konstantu a. Předpokládejme dále, že začneme s pev-

nou koncentraćı C(0) živin, a že spotřeba jednotky živiny produkuje b jednotek

velikosti populace. Pak se velikost populace ř́ıd́ı rovnicemi

x′ = aCx (22)

a
1

b
x′ = −C ′. (23)

Integrace (23) vzhledem k t dává

C = −1

b
x+ k

a substituce x = x0, C = C(0) pro t = 0 nám umožńı vypoč́ıtat integračńı

konstantu k

k = C(0) +
x0

b
.

Nyńı z (22) dostáváme

x′ = ax

(

k − 1

b
x

)

= akx
(

1 − x

bk

)

a toto je logistická diferenciálńı rovnice s vlastńı mı́rou r̊ustu ak a úživnost́ı bk.
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2.3 Kvalitativńı analýza

Při užit́ı logistického modelu v praxi se normálně předpokládá, že populace je

vskutku popsána logistickým modelem a potom se zkouš́ı zvolit parametry r aK a

počátečńı velikost populace x0 tak, aby to co nejlépe odpov́ıdalo experimentálńım

dat̊um. Je d̊uležité si pamatovat, že jsou proto hodnoty r,K a x0 zat́ıžené chybou.

Nicméně chyby v r a x0 neovlivńı naši předpověd’ maximálńı velikosti populace

K. Budeme požadovat stabilitu libovolného řešeńı, kterému přiṕı̌seme biologický

význam; jestliže malá porucha může zp̊usobit velkou změnu v řešeńı neńı rozumné

považovat řešeńı za významné.

Také je d̊uležité pamatovat, že logistický model je předpokládaná forma, ne

d̊usledek základńıch zákon̊u. Budeme cht́ıt brát v úvahu širš́ı tř́ıdy model̊u a

vyšetřit vlastnosti, které jsou platné pro tyto širš́ı tř́ıdy sṕı̌se než ty vlastnosti,

které záviśı na specifikách logistického modelu. Vlastnosti, která plat́ı pro velkou

tř́ıdu model̊u, se ř́ıká robustńı, což znamená, že je pravděpodobněǰśı, že má bio-

logický význam.

Informace, kterou jsme odvodili o chováńı řešeńı logistického modelu, byla

źıskána z explicitńıho řešeńı separaćı proměnných. Robustńı vlastnosti budeme

odvozovat kvalitativńım studiem diferenciálńı rovnice pomoćı teorie dynamických

systémů uvedené v Kapitole 1.

Sestav́ıme fázový portrét logistické rovnice. Derivace řešeńı x(t) v bodě (t, x(t))

je pravá strana logistické rovnice

dx

dt
= rx

(

1 − x

K

)

. (24)

Označme si ji jako funkci f proměnné x.

Funkce f je tvaru

f(x) := rx
(

1 − x

K

)

,

kde r a K jsou pevně zvolené parametry.

Najdeme nulové body (ekvilibria) této funkce:

x = 0, x = K.
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Obrázek 25: Graf funkce f(x) := rx
(

1 − x
K

)

s pevně zvolenými parametry r a K.

Potom fázový portrét logistické rovnice se skládá z orbit:

(−∞, 0), {0}, (0, K), {K}, (K,∞).

Orbity, které jsou intervaly, odpov́ıdaj́ı nekonstantńım řešeńım, které rostou,

pokud je f na př́ıslušné orbitě kladná a klesaj́ı, pokud je f na př́ıslušné orbitě

záporná. Orbitu (−∞, 0) ignorujeme, protože nemá biologický význam.

Jednobodové orbity odpov́ıdaj́ı kritickým bod̊um, a tedy konstantńım řešeńım

rovnice (24).

Obrázek 26: Fázový portrét logistické rovnice.

Derivováńı logistické rovnice vzhledem k t dává

d2x

dt2
=

d

dx
rx

(

1 − x

K

) dx

dt
= r

(

1 − 2x

K

)

dx

dt
= r2x

(

1 − 2x

K

)

(

1 − x

K

)

.

Z toho odvod́ıme, že d2x/dt2 měńı znaménko, když x prot́ıná horizontálu x = K/2

a tak, že řešeńı, které prot́ıná tuto př́ımku, má inflexńı bod v pr̊useč́ıku. Křivky

řešeńı muśı vypadat jak je ukázané na Obrázku 24.
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Plat́ı

f ′(x) = r

(

1 − 2x

K

)

,

a tedy po dosazeńı ekvilibríı dostaneme, že

f ′(0) = r > 0

a

f ′(K) = −r < 0.

Z Důsledku 1.1 plyne, že ekvilibrium v bodě x = 0 je nestabilńı a ekvilibrium

v bodě x = K je asymptoticky stabilńı.

Z Věty 1.3 plyne, že pokud je ϕ(t, x0) libovolné řešeńı rovnice (24) na R
+
0

s počátečńı podmı́nkou x0 lež́ıćı v intervalu (0, K), pak ϕ(t, x0) monotónně roste

k ekvilibriu v bodě x = K. Pokud je s počátečńı podmı́nkou x0 lež́ıćı v intervalu

(K,+∞), pak ϕ(t, x0) monotónně klesá k ekvilibriu v bodě x = K

Tud́ıž vid́ıme, že každé nezáporné řešeńı kromě konstantńıho řešeńı x ≡ 0

se bĺıž́ı ke K pro t → ∞ a źıskali jsme tyto informace bez explicitńıho řešeńı

diferenciálńı rovnice.

Jak jsme uvedli v Kapitole 1, stabilita zhruba znamená, že malá změna

počátečńı hodnoty přinese jen malý vliv na řešeńı a tato podmı́nka je přirozený

požadavek pro ekvilibrium, jenž má být biologicky významné. Je možné, aby

systémy měly ekvilibria, pro která plat́ı, že se všechna řešeńı zač́ınaj́ıćı dostatečně

bĺızko ekvilibria bĺıž́ı směrem k ekvilibriu, ale až poté, co putuj́ı pryč od ekvilib-

ria. Takové ekvilibrium by nebylo stabilńı, ale naše definice asymptotické sta-

bility požaduje stabilitu tak, aby vyloučila tuto možnost. V biologických ap-

likaćıch budeme obyčejně požadovat asymptotickou stabilitu sṕı̌se než stabilitu,

jak protože asymptotická stabilita může být stanovena z linearizace, zat́ımco sta-

bilita nemůže, tak protože asymptoticky stabilńı ekvilibrium neńı silně narušené

odchylkami diferenciálńı rovnice.
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2.4 Sklizeň v populačńıch modelech

Chceme studovat vliv odstraňováńı člen̊u populace stanovenou mı́rou na pop-

ulačńı model. Jestliže populace modelovaná diferenciálńı rovnićı

x′ = f(x)

podléhá sklizni o mı́̌re h(t) člen̊u za jednotku času pro nějakou danou funkci h(t),

pak skĺızená populace je modelovaná diferenciálńı rovnićı

x′ = f(x) − h(t).

2.4.1 Sklizeň s konstantńım výnosem

Jestliže je funkce h(t) identicky rovna konstantě H , kde H ≥ 0 a členové

populace jsou odstraňováni konstantńı mı́rou H za jednotku času, nazývanou

konstantńım výnosem, pak je model tvaru

x′ = f(x) −H.

Tomuto typu sklizně se ř́ıká sklizeň o konstantńı mı́̌re nebo sklizeň s konstantńım

výnosem. Nastává, když je stanovená kvóta (např́ıklad skrz povoleńı jako v sezónách

lovu jelen̊u v mnoha státech, nebo dohodou jak se někdy vyskytuje ve vel-

rybařeńı).

Ekvilibria tohoto modelu se naleznou řešeńım rovnice f(x) − H = 0, to je,

nalezeńım hodnot x proměnné x, ve kterých se prot́ınaj́ı r̊ustová křivka y = f(x) a

sklizňová křivka y = H . Z Definice 1.9 vyplývá, že ekvilibrium x je hyperbolické,

jestliže plat́ı

(f(x) −H)′x=x = f ′(x) 6= 0.

Z Důsledku 1.1 dále vyplývá že ekvilibrium x je asymptoticky stabilńı, jestliže

plat́ı

(f(x) −H)′x=x = f ′(x) < 0,

to je, když v takovém pr̊useč́ıku r̊ustová křivka prot́ıná sklizňovou shora dol̊u pro

rostoućı x. (Obrázek 27)
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Jestliže se populace ř́ıd́ı logistickou rovnićı, je

f(x) = rx
(

1 − x

K

)

a model se skĺızeńım je tvaru

x′ = rx
(

1 − x

K

)

−H. (25)

S měńıćım se parametremH v tomto př́ıpadě nastane bifurkace sedlo-uzel. Ekvilib-

ria rovnice (25) nalezneme řešeńım rovnice rx(1−x/K)−H = 0, která po úpravě

dává kvadratickou rovnici

x2 −Kx+
KH

r
= 0.

Diskriminant této rovnice je D = K2 − 4HK/r.

Pro D > 0, neboli

H <
rK

4
,

jsou dvě ekvilibria,

xL =
K −

√

K2 − 4HK
r

2
a xU =

K +
√

K2 − 4HK
r

2
.

Pokud je D < 0, neboli H > rK/4, jsou oba kořeny komplexńı, x′(t) < 0

pro všechna x a každé řešeńı havaruje, dosažeńım nuly v konečném čase. Jestliže

řešeńı dosáhne nuly v konečném čase, považujeme systém za zhroucený.

Jestliže plat́ı 0 ≤ H < rK/4, pak, pro H → rK/4, xL roste od 0 po K/2 a

xU klesá od K po K/2.

Nebot’ derivace funkce f(x) je v tomto př́ıpadě tvaru

f ′(x) =
[

rx(1 − x

K
)
]

′

= r

(

1 − 2

K
x

)

, (26)

je ekvilibrium logistické rovnice hyperbolické, pokud je r̊uzné od K/2. Pro x =

K/2 je funkce f ′(x) rovna nule a tud́ıž je ekvilibrium v tomto bodě nehyperbol-

ické. Dále ze vztahu (26) plyne ekvivalence

f ′(x) < 0 ⇐⇒ x >
K

2
.
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Ekvilibrium rovnice (25) je proto asymptoticky stabilńı, jestliže je větš́ı než K/2.

Tedy pro H < Hc je ekvilibrium xL vždy hyperbolické a nestabilńı a ekvilibrium

xU je vždy hyperbolické a asymptoticky stabilńı.

Když H dosáhne bifurkačńı hodnoty (maximálńı udržitelná mı́ra sklizně),

která je

Hc =
rK

4

docháźı k bifurkaci – obě ekvilibria splynou v jedno nehyperbolické jednostranně

nestabilńı ekvilibrium v bodě x = K/2. Pro H < Hc směřuje velikost populace

k rovnovážné velikosti, která se bĺıž́ı ke K/2 pro H → Hc (za předpokladu, že

počátečńı velikost populace je nejméně xL), ale pro H > Hc vyjde x′ = f(x)−H

záporné pro libovolnou hodnotu x a velikost populace klesá a dosáhne nuly

v konečném čase pro libovolnou počátečńı velikost populace. Biologické d̊usledky

jsou pro modelovanou populaci katastrofické. [Brauer a Sánchez (1975)].

Obrázek 27: Fázové portréty logistické rovnice při sklizni s konstantńım výnosem.
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Z Obrázku 27 je zřejmé, že pokud H > max f(x), pak neexistuje ekvilibrium,

a že maximálńı udržitelná mı́ra sklizně Hc, při které obě ekvilibria splynou a

rozplynou se, je max f(x).

Na Obrázku 27 máme fázové portréty rovnice (25). Křivka f(x) je grafem

pravé strany logistické rovnice x′ = rx(1 − x/K). Necháme ji fixovanou a osu x

vertikálně posouváme o H . Orbity řešeńı rovnice (25) pro danou hodnotu H lež́ı

vždy na grafu funkce y = H . Ekvilibria jsou jeho pr̊useč́ıky s křivkou f(x) a šipky

na zbylých orbitách ukazuj́ı pohyb řešeńı na orbitě pro rostoućı t. Zvolili jsme za

H hodnoty H0, H1, Hc a H2 takové, že 0 = H0 < H1 < rK/4 = Hc < H2.

2.4.2 Sklizeň s konstantńım úsiĺım

Pokud je funkce h(t) lineárńı funkćı velikosti populace h(t) = Ex(t), kde

E ≥ 0 pak je model tvaru

x′ = f(x) − Ex

Tento typ sklizně se nazývá proporcionálńı nebo sklizeň s konstantńım úsiĺım.

Nastává v modelováńı rybařeńı, kde se často předpokládá, že x, což je počet ryb

chycených za jednotku času, je úměrné k E, což je úsiĺı vložené do rybolovu. Toto

rybářské úsiĺı může být měřeno, např́ıklad, počtem lod́ı rybař́ıćıch v daném čase.

Předpoklad, že úlovek je úměrný k úsiĺı, může být zpochybňován na základě toho,

že v́ıce úsiĺı na rybolov může být nutno, pokud je ryb́ı populace velmi malá, ale

zdá se být rozumným předpokladem pro mnoho aktuálńıch rybařeńı.

Jestliže se populace ř́ıd́ı logistickým modelem, pak sklizňový model je

dx

dt
= rx

(

1 − x

K

)

− Ex =: G(x). (27)

S měńıćım se parametrem E v tomto př́ıpadě nastane transkritická bifurkace. Pro

E 6= r existuj́ı dvě ekvilibria, jedno je v bodě

x = 0
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a druhé nalezneme řešeńım rovnice r(1 − x/K) −E = 0 a znač́ıme ho

x(E) =
K(r − E)

r
.

Derivujme pravou stranu rovnice (27) podle proměnné x. Dostaneme

G′(x) =
[

rx
(

1 − x

K

)

−Ex
]

′

= r

(

1 − 2x

K

)

− E.

Dosazeńım ekvilibríı dostaneme G′(0) = r − E a G′(x(E)) = E − r. Z Důsledku

1.1 je vidět, že ekvilibrium v x = 0 je nestabilńı pro E < r a asymptoticky

stabilńı pro E > r a ekvilibrium v x(E) je asymptoticky stabilńı pro E < r a

nestabilńı pro E > r. Nebot’ je ekvilibrium v bodě x(E) pro E > r záporné, nemá

biologický smysl a neuvažujeme ho.

Jak úsiĺı roste od nuly k r, ekvilibrium v bodě x(E) klesá od K k nule.

Hodnota parametru E = r je bifurkačńı hodnota, sklizňový model je tvaru

dx

dt
= −rx

2

K
, (28)

a tedy x = 0 je jediné ekvilibrium. Nebot’ v tomto př́ıpadě plat́ı G′(0) = E−E =

0, je toto ekvilibrium nehyperbolické. Protože na orbitě (0,∞) je funkce G(x)

záporná, odpov́ıdá tato orbita řešeńım diferenciálńı rovnice (28), která klesaj́ı

k nule s rostoućım t.

Pro dané úsiĺı E je výnos

Y (E) := Ex(E) = KE − KE2

r
.

Derivujme výnos podle úsiĺı:

dY (E)

dE
= K − 2

KE

r
.

Položme derivaci rovnou nule a najdeme úsiĺı Emax, pro které je výnos maximálńı.

Spoč́ıtáme, že pro úsiĺı Emax = r/2 s x(E) = K/2 dosáhne výnos maximálńı
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hodnoty rK/4; zvýšeńı úsiĺı nad r/2 je kontraproduktivńı, protože to snižuje

výnos.

Pro obecný model x′ = f(x) − Ex se ekvilibria naleznou řešeńım rovnice

f(x) −Ex = 0,

to je, nalezeńım hodnot x(E) proměnné x, kde se prot́ınaj́ı r̊ustová křivka y =

f(x) a sklizňová křivka y = Ex. Ekvilibrium je asymptoticky stabililńı, jestliže

(f(x) − Ex)′x=x = f ′(x) −E < 0,

to je, jestliže v takovém pr̊useč́ıku r̊ustová křivka prot́ıná sklizňovou shora dol̊u

pro rostoućı x. Jestliže f(0) = 0, pak x = 0 je ekvilibrium, které je nestabilńı,

kromě př́ıpadu, kdy x = 0 je jediné ekvilibrium.

Obrázek 28: Fázové portréty logistické rovnice při sklizni s konstantńım úsiĺım.

Na Obrázku 28 jsme nechali fixovanou křivku g(x), která je grafem pravé

strany logistické rovnice x′ = rx(1−x/K), a mı́sto osy x bereme př́ımku y = Ex.
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Orbity řešeńı rovnice (35) pro danou hodnotu E lež́ı vždy na grafu funkce y = Ex.

Ekvilibria jsou jeho pr̊useč́ıky s křivkou f(x) a šipky na zbylých orbitách ukazuj́ı

pohyb řešeńı na orbitě pro rostoućı t. Zvolili jsme za E hodnoty E0, E1, Emax,

E2, E3 a E4 takové, že 0 = E0 < E1 < r/2 = Emax < E2 < r = E3 < E4.

2.5 Porovnáńı jednotlivých rovnic

Za účelem porovnáńı r̊uzných diferenciálńıch rovnic v časově nezávislých př́ıpadech,

je ṕı̌seme v př́ıslušných tvarech, které zobrazuj́ı úživnost, kterou znač́ıme K. Daľśı

parametr, tedy r, znač́ı přibližnou mı́ru r̊ustu populace na osobu, když je populace

dostatečně malá.

x′ = rx
(

1 − x
K

)

, (Verhulst, logistická),

x′ = rx

(

1 −
(

x
K

)θ
)

, kde θ > 0 (Bernoulli),

x′ = rx K − x
K + αx, kde α ≥ 0 (Smith, Beverton-Holt),

x′ = rxe
γ(1−x/K) − 1
eγ − 1

, kde γ ≥ 0 (Ricker),

x′ = rx ln Kx , (Gompertz).

Verhulstova rovnice je speciálńı př́ıpad Bernoulliho rovnice s θ = 1, a mezńı

př́ıpad Smithovy rovnice s α = 0 a Rickerovy rovnice s γ → 0. Řešeńı těchto

rovnic vykazuj́ı esovitý r̊ust, často nazývaný sigmoidńı r̊ust. Rostou z jednoho

rovnovážného stavu, x = 0, do daľśıho, x = K, prvńı konvexńım a pak konkávńım

zp̊usobem. Ve všech jiných př́ıkladech se vytratila symetrie Verhulstovy rovnice;

zejména inflexńı bod již neńı v x = K/2. Jen Bernoulliho rovnice je dostatečně

flexibilńı, aby měla inflexńı bod jak v x > K/2, tak v bodě x < K/2. V rovnićıch

Smithe, Rickera a Gompertze je inflexńı bod v x < K/2. Toto jsou obecné vlast-

nosti, které nezáviśı na konkrétńıch výběrech parametr̊u.

Gompertzova rovnice je limitńım př́ıpadem rovnice

x′ =
rx

θ

(

1 −
( x

K

)θ
)

,
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kde parametr θ > 0. Pro θ = 1 tato rovnice dává logistickou populačńı rovnici.

Za použit́ı L’Hospitalova pravidla vypočteme limitu pravé strany této rovnice pro

θ bĺıž́ıćı se k nule zprava:

lim
θ→0+

rx

θ

(

1 −
( x

K

)θ
)

= rx lim
θ→0+

[

1 −
(

x
K

)θ
]

′

[θ]′
= rx lim

θ→0+

−( x
K

)θ ln x
K

1
= rx ln

K

x
,

což je pravá strana Gompertzovy populačńı rovnice.

Na Obrázku 29 je srovnáńı grafu řešeńı logistické rovnice a grafu řešeńı Gom-

pertzovy rovnice. Řešeńı jsme zvolili tak, že pro obě plat́ı x(0) = K/e.

Obrázek 29: Graf řešeńı logistické rovnice (označený ”L”) a Gompertzovy rovnice
(označený ”G”).

2.6 Gompertz̊uv populačńı model

Gompertzova rovnice je tvaru

x′(t) = rx(t) ln
K

x(t)
(29)

s konstantami r,K > 0, kde K znač́ı úživnost populace a r znač́ı přibližnou mı́ru

r̊ustu populace na osobu, když je populace dostatečně malá. Tato rovnice sahá až

ke Gompertzovi (1825), nezapadá do základńıch rovnovážných rovnic populačńı

dynamiky. Je velmi úspěšná pro vhodná data nádorového bujeńı, s x(t) reprezen-

tuj́ıćım počet nádorových buňek v čase t. Uvažujme onkologické pacienty, kteř́ı
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jsou na počátku podrobeni nějakému léčebnému zákroku (operaci), který však

nemusel odstranit všechny rakovinné buňky. Riziko úmrt́ı je úměrné rychlosti

množeńı zbylých rakovinných buněk (recidiva nebo metastázy). Dostatečně jednoduchý

a přitom adekvátńı model r̊ustu rakovinných buněk je Gompertzova křivka, tedy

graf řešeńı počátečńı úlohy Gompertzovy rovnice (29) s počátečńı podmı́nkou

x(0) = x0. (30)

Gompertzovu rovnici (29) s počátečńı podmı́nkou (30) můžeme dodefinovat

pro př́ıpad, že bude počátečńı velikost populace rovna nule, tedy x0 = 0. Limita

pravé strany Gompertzovy rovnice pro x→ 0+ je

lim
x→0+

rx ln
K

x
= lim

x→0+
rx lnK − lim

x→0+

ln x
1
x

= − lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

x = 0.

Mı́ru r̊ustu nulové populace v Gompertzově modelu s počátečńı podmı́nkou (30)

spojitě dodefinujeme jako rovnou nule, neboli

x′(t) ≡ 0, pokud x0 = 0.

Nulová populace tedy nebude r̊ust ani klesat, což biologicky dává smysl.

Gompertzova křivka nalézá uplatněńı nejen v biologii, ale i v ekonomii. Využ́ıvá

se např́ıklad ke znázorněnńı pr̊uběhu zájmu o nový výrobek. Po zahájeńı výroby

stoupá zájem nejdř́ıve pomalu, pak prudce zrychluje a za inflexńım bodem se

opět zpomaĺı a asymptoticky se bĺıž́ı k ekvilibriu.

Podobně můžeme pomoćı Gompertzovy křivky analyzovat rozvoj služeb, do-

pravy, výnos̊u v zemědělstv́ı, vývoz určitého produktu, vhodným zp̊usobem charak-

terizuje i množstv́ı výrobk̊u v už́ıváńı.

Úloha (29), (30) může být řešena explicitně. Pro x0 = 0 je x′ ≡ 0 a řešeńı

této úlohy na R
+
0 je ϕ(t, 0) ≡ 0. Dosazeńım do (29) nám vyjde, že pro x0 = K

také plat́ı x′ ≡ 0 a řešeńı této úlohy na R
+
0 je ϕ(t) ≡ K. Předpokládejme, že plat́ı

0 < x0 6= K a označme x(t) := ϕ(t, x0). Necht’

y := ln
x

K
= ln x− lnK.
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Pak derivaćı podle t a dosazeńım za x′ máme

y′ =
x′

x
= r ln

K

x
= −r ln

x

K
= −ry.

Separaćı proměnných dostaneme rovnici

dy

y
= −rdt.

Integraćı pak źıskáme rovnici

ln|y| = −rt+ c

a

ln
∣

∣

∣
ln
x

K

∣

∣

∣
= c− rt,

kde c ∈ R je integračńı konstanta. Dosazeńım počátečńı podmı́nky x(0) = x0 do

posledńı rovnice dostaneme vztah

c = ln
∣

∣

∣
ln
x0

K

∣

∣

∣
.

Pro x0 > K plat́ı x0 = Keec

, dále z Věty o existenci a jednoznačnosti z Kapitoly 1

plat́ı x(t) = ϕ(t, x0) > K pro každé t ∈ R
+
0 , tud́ıž plat́ı rovnost

x

K
= eece−rt

.

Pro 0 < x0 < K plat́ı x0 = Ke−ec

, dále z věty o existenci a jednoznačnosti

z Kapitoly 1 plat́ı 0 < x(t) = ϕ(t, x0) < K pro každé t ∈ R
+
0 , tud́ıž plat́ı rovnost

x

K
= e−ece−rt

.

Dosazeńım x0 źıskáme řešeńı počátečńı úlohy Gompertzovy rovnice na R
+
0 s počátečńı

podmı́nku 0 < x0 6= K:

ϕ(t, x0) = K
(x0

K

)e−rt

. (31)
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Vid́ıme, že tato rovnice plat́ı i pro počátečńı podmı́nku x0 = 0 a x0 = K,

a tud́ıž je to řešeńı počátečńı úlohy Gompertzovy rovnice na R
+
0 pro libovolnou

počátečńı podmı́nku x0 ∈ [0,∞). Z této rovnice vid́ıme, že pro libovolné x0

z intervalu (0,+∞) plat́ı limt→∞ ϕ(t, x0) = K.

Derivováńı Gompertzovy rovnice vzhledem k t dává

d2x

dt2
=

d

dx
rx

(

ln
K

x

)

dx

dt
= r

(

ln
K

x
− 1

)

dx

dt
= r2x

(

ln
K

x
− 1

) (

ln
K

x

)

.

Z toho odvod́ıme, že d2x/dt2 měńı znaménko, když x(t) prot́ıná horizontálu x ≡
K/e a tak, že řešeńı, které prot́ıná tuto př́ımku, má inflexńı bod v pr̊useč́ıku.

Druhá derivace d2/dt2 je na intervalech (0, K/e) a (K,+∞) kladná a na intervalu

(K/e,K) je záporná. Řešeńı x(t) je tedy konvexńı funkćı na intervalu (0, K/e) a

na intervalu (K,+∞), zat́ımco na intervalu (K/e,K) je funkćı konkávńı. Křivky

řešeńı muśı vypadat jak je ukázané na Obrázku 30.

Obrázek 30: Řešeńı Gompertzovy rovnice pro počátečńı podmı́nky x0 > K, x0 =
K, 0 < x0 < K a x0 = 0.

Můžeme, jako v logistické rovnici, odhadnout K z dlouhodobého chováńı dat

a r a x0 metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. To je daľśı d̊uvod popularity Gompertzovy

rovnice.
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2.7 Sklizeň v Gompertzově modelu

Chceme studovat vliv odstraňováńı člen̊u populace stanovenou mı́rou na Gom-

pertz̊uv populačńı model. Jestliže populace modelovaná Gompertzovou rovnićı

x′ = rx ln
K

x

s mı́rou r̊ustu r > 0 a úživnost́ı K > 0 podléhá sklizni o mı́̌re h(t) člen̊u za

jednotku času pro nějakou danou funkci h(t), pak skĺızená populace je modelovaná

diferenciálńı rovnićı

x′ = rx ln
K

x
− h(t). (32)

V rovnici (32) předpokládáme, že velikost sledované populace je x > 0. Podle

předchoźı podkapitoly spojitě dodefinujeme Gompertzovu rovnici se sklizńı pro

př́ıpad, kdy je velikost populace rovna nule. Celkově budeme mı́t rovnici

x′ =

{

rx ln Kx − h(t) pro x > 0

−h(t) pro x = 0.
(33)

Definujme funkci g proměnné x předpisem

g(x) :=

{

rx ln Kx pro x > 0

0 pro x = 0.

Pak ekvilibria Gompertzova modelu při sklizni h(t) se naleznou řešeńım rovnice

g(x) − h(t) = 0.

2.7.1 Gompertz̊uv model s konstantńım výnosem při sklizni

Jestliže je funkce h(t) identicky rovna konstantě H ≥ 0, pak je model (33)

tvaru

x′ =

{

rx ln Kx −H pro x > 0

−H pro x = 0.
(34)
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Robustńı vlastnosti Gompertzova modelu s konstantńım výnosem při sklizni

odvod́ıme kvalitativńı analýzou diferenciálńı rovnice (34) pomoćı teorie dynam-

ických systémů a bifurkačńı teorie uvedené v Kapitole 1. Zjist́ıme, jak vypadaj́ı

fázové portréty pro r̊uzné hodnoty parametru H .

Ekvilibria Gompertzova modelu při sklizni s konstantńım výnosem H se nalez-

nou řešeńım rovnice

g(x) −H = 0,

to je, nalezeńım hodnot x proměnné x, ve kterých se prot́ınaj́ı r̊ustová křivka g(x)

a sklizňová křivka y = H . Z Definice 1.9 vyplývá, že ekvilibrium x je hyperbolické,

jestliže plat́ı

(g(x) −H)′x=x = g′(x) 6= 0.

Z Důsledku 1.1 dále vyplývá že ekvilibrium x je asymptoticky stabilńı, jestliže

plat́ı

(g(x) −H)′x=x = g′(x) < 0,

to je, když v takovém pr̊useč́ıku r̊ustová křivka prot́ıná sklizňovou shora dol̊u pro

rostoućı x.

Nejdř́ıve vyšetř́ıme Gompertzovu populačńı rovnici bez sklizně (H = 0), která

je tvaru

x′ =

{

rx ln Kx pro x > 0

0 pro x = 0.

Ekvilibria jsou řešeńı rovnice g(x) = 0. Tato rovnice má právě dvě řešeńı.

V bodě xL = 0, což plyne z definice funkce g a v bodě xU = K, což plyne z toho,

že ln(K/x) = 0 ⇔ K/x = 1.

Spoč́ıtáme prvńı a druhou derivaci funkce g(x) na intervalu (0,∞) a pomoćı

nich zjist́ıme, jak vypadá jej́ı graf. Plat́ı

g′(x) = r lnK − rx1
x − r ln x = r

(

ln Kx − 1
)

,

g′′(x) = −r 1
x

.

Když se x bĺıž́ı k nule, roste g′(x) k +∞ a g′′(x) klesá k −∞. Druhá derivace je

pro libovolné kladné x záporná, a tud́ıž je g(x) konkávńı funkce. V bodě, kde je
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prvńı derivace rovna nule, nabývá konkávńı funkce svého maxima. Nebot’ plat́ı

g′(x) = 0 ⇐⇒ r

(

ln
K

x
− 1

)

= 0 ⇐⇒ x =
K

e
,

nabývá g(x) svého maxima v bodě

xc :=
K

e

a hodnota g(x) v tomto bodě je

max g(x) = g(xc) = g

(

K

e

)

= r
K

e
ln
K
K
e

= r
K

e
.

Funkce g′(x) je na intervalu (0, K/e) kladná a na intervalu (K/e,+∞) je záporná.

Ekvilibrium, které lež́ı v intervalu (0, K/e) je tedy hyperbolické a nestabilńı a

ekvilibrium, které lež́ı v inervalu (K/e,+∞) je hyperbolické a asymptoticky sta-

bilńı.

Ekvilibrium v bodě xL = 0 je hyperbolické a nestabilńı, protože plat́ı

lim
x→0+

g′(x) = lim
x→0+

r

(

ln
K

x
− 1

)

= +∞

a ekvilibrium v bodě xU = K je hyperbolické a asymptoticky stabilńı. Kromě

ekvilibríı jsou daľśı orbity intervaly (0, K) a (0, K) a (K,+∞). Funkce g(x) je na

(0, K) kladná a na (K,+∞) záporná. Řešeńı Gompertzovy rovnice ϕ(t, x0), což

je v našem př́ıpadě velikost populace závislá na čase, se s libovolnou počátečńı

podmı́nkou x(0) = x0 > 0 přibližuje k hodnotě K.

Z Obrázku 31 vid́ıme, že pro malé hodnoty H má fázový portrét rovnice (34)

stabilńı orbitovou strukturu, to je, pro H < Hc, kde Hc = max g(x).

Když H roste od 0 po rK/e, pr̊uniky grafu r̊ustové křivky g(x) a sklizňové

křivky y = H se k sobě přibližuj́ı. Ekvilibrium xL roste od 0 po K/e a ekvilibrium

xU klesá od K po K/e. Pro hodnoty H z intervalu (0, Hc) se tedy fázový portrét

rovnice (34) skládá z orbit

[0, xL), xL, (xL, xU), xU , (xU ,+∞).
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Z nestability ekvilibria xL plyne, že pro libovolnou počátečńı velikost populace

z intervalu [0, xL) klesá velikost populace k nule a dosáhne ji v konečném čase.

Z asymptotické stability ekvilibria xU plyne, že pro počátečńı velikost z intervalu

(xL, xU) nebo z intervalu (xU ,+∞) se velikost populace bĺıž́ı k hodnotě xU , ale

nedosáhne ji v konečném čase.

Obrázek 31: Fázové portréty Gompertzovy rovnice při sklizni s konstantńım
výnosem.

Pro H = max g(x) = rK/e má graf r̊ustové křivky g(x) a sklizňové křivky

y = H jediný pr̊unik a rovnice (34) je v bifurkačńım bodě. Nastává bifurkace

sedlo-uzel. Když H dosáhne bifurkačńı hodnoty

Hc = r
K

e
,

obě ekvilibria splynou v jedno nehyperbolické jednostranně nestabilńı ekvilibrium

v bodě xc = K/e a daľśı orbity budou intervaly (0, K/e) a (K/e,∞). Na obou

je x′ < 0, a tud́ıž řešeńı s počátečńı podmı́nkou z intervalu [0, K/e) klesá k nule
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a dosáhne nuly v konečném čase a řešeńı s počátečńı podmı́nkou z intervalu

(K/e,+∞) klesá k ekvilibriu v bodě K/e, ale nedosáhne ho v konečném čase.

Pro H > Hc nemaj́ı graf r̊ustové křivky a sklizňové křivky žádný společný

pr̊unik, rovnice 34 nemá ekvilibrium a na jediné orbitě [0,+∞) plat́ı nerovnost

x′ < 0. Každé řešeńı tedy klesá k nule a dosáhne ji v konečném čase. Populace

tedy vymře při libovolné počátečńı velikosti.

Proto se mı́ra sklizně Hc nazývá Maximálńı udržitelná mı́ra sklizně.

Na Obrázku 31 jsme nechali fixovanou křivku g(x), která je grafem pravé

strany Gompertzovy rovnice x′ = rx ln(K/x), a osu x posouváme vertikálně o

H . Orbity řešeńı rovnice (34) pro danou hodnotu H lež́ı vždy na grafu funkce

y = H . Ekvilibria jsou jeho pr̊useč́ıky s křivkou g(x) a šipky na zbylých orbitách

ukazuj́ı pohyb řešeńı na orbitě pro rostoućı t. Zvolili jsme za H hodnoty H0, H1,

H2, Hc a H3 takové, že 0 = H0 < H1 < H2 < rK/e = Hc < H3.

2.7.2 Populace Jeřába kanadského

Modelujme Gompertzovou populačńı rovnićı s konstantńım výnosem populaci

Jeřába kanadského s úživnost́ı K = 194600 člen̊u a vlastńı mı́rou r̊ustu r =

0.0987 rok−1. Chceme znát maximálńı udržitelnou mı́ru sklizně Hc. Vypoč́ıtáme

ji dosazeńım daných hodnot do vzorce

Hc =
rK

e
,

který jsme odvodili v předchoźım př́ıkladu. Tedy

Hc =
0.0987 · 194600

e
.
= 7066 člen̊u · rok−1

Lov́ıme-li jeřába konstantńı mı́rou H ≥ 0, pak modelujeme velikost populace

jeřába tak, jak je popsáno v části 2.7.1.

Při nulové sklizni máme dvě hyperbolická ekvlibria. Jedno nestabilńı je v bodě

xL = 0 a druhé asymptoticky stabilńı je v bodě xU = K = 194600. S rostoućım

parametrem H se obě ekvilibria k sobě přibližuj́ı (xL roste od 0 ke K/e a xU klesá

od K ke K/e). Pokud je počátečńı velikost populace menš́ı než xL, s rostoućım
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časem klesá k nule a dosáhne ji v konečném čase. Pokud je mezi xL a xU , roste

k xU . Pokud je xU , neměńı se. Pokud je větš́ı než xU , klesá k xU . pro mı́ru sklizně

H = Hc = 7066, kdy je rovnice v bifurkačńım bodě, obě ekvilibria splynou v jedno

nehyperbolické jednostranně nestabilńı ekvilibrium v bodě xc = K/e. Po dosazeńı

za K spoč́ıtáme, že je to v bodě

xc =
K

e
=

194600

e
.
= 71590.

Pokud je počátečńı velikost populace menš́ı než xc, s rostoućım časem klesá k nule.

Pokud je xc, neměńı se. Pokud je větš́ı než xc, klesá k xc.

Pro mı́ru sklizně H > Hc nemá rovnice žádné ekvilibrium. Populace vymı́rá

pro libovolnou počátečńı velikost a dosáhne nulové velikosti v konečném čase.

Tabulka 1: Hodnoty nestabilńıho ekvilibria xL pro r̊uzné hodnoty mı́ry sklizně H .

H 0 1807 2929 4491 6246 7066
xL 0 5000 10000 20000 40000 71590

Tabulka 2: Hodnoty asymptoticky stabilńıho ekvilibria xU pro r̊uzné hodnoty
mı́ry sklizně H .

H 0 1834 3092 4550 6194 7066
xU 194600 175000 160000 140000 110000 71590

2.7.3 Gompertz̊uv model s konstantńım úsiĺım při sklizni

Jestliže docháźı ke sklizni s konstantńım úsiĺım, neboli je funkce h(t) lineárńı

funkćı velikosti populace h(t) = Ex(t), kde konstanta E ≥ 0 je úsiĺı, pak je model

(33) tvaru

x′ =

{

rx ln Kx − Ex pro x > 0

−Ex pro x = 0.
(35)

Na Obrázku 32 jsme nechali fixovanou křivku g(x), která je grafem pravé

strany Gompertzovy rovnice x′ = rx ln(K/x), a mı́sto osy x bereme př́ımku
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y = Ex. Orbity řešeńı rovnice (35) pro danou hodnotu E lež́ı vždy na grafu

funkce y = Ex. Ekvilibria jsou jeho pr̊useč́ıky s křivkou g(x) a šipky na zbylých

orbitách ukazuj́ı pohyb řešeńı na orbitě pro rostoućı t. Zvolili jsme za E hodnoty

E0, E1, Emax, a E2 takové, že 0 = E0 < E1 < r = Emax < E2.

Obrázek 32: Fázové portréty Gompertzovy rovnice při sklizni s konstantńım
úsiĺım.

Ekvilibria nalezneme řešeńım rovnice

g(x) − Ex = 0,

to je, nalezeńım hodnot x proměnné x, ve kterých se prot́ınaj́ı r̊ustová křivka

g(x) a sklizňová křivka F (x) := Ex.

Je zřejmé, že jedno ekvilibrium je vždy v bodě x = 0. Druhé ekvilibrium

nalezneme řešeńım rovnice

rx ln
K

x
− Ex = 0.
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Pro x 6= 0 můžeme dále psát:

r ln Kx = E,

ln Kx = E
r ,

K
x = eE/r,

x = Ke−E/r.

Pro dané úsiĺı E máme tedy ekvilibrium v bodě

x(E) = Ke−E/r.

Celkově tedy máme pro libovolné úsiĺı E dvě ekvilibria. Pokud je E = 0, pak

je ekvilibrium v bodě K a s rostoućım E toto ekvilibrium exponenciálně klesá.

Nebot’ plat́ı

lim
E→+∞

x(E) = lim
E→+∞

Ke−E/r = 0,

bĺıž́ı se s rostoućım E ekvilibium v bodě x(E) k ekvilibriu v bodě x = 0. Z Definice

1.9 vyplývá, že ekvilibrium x je hyperbolické, jestliže plat́ı

(g(x) − Ex)′x=x = g′(x) − E 6= 0.

Z Důsledku 1.1 dále vyplývá že ekvilibrium x je asymptoticky stabilńı, jestliže

plat́ı

(g(x) − Ex)′x=x = g′(x) − E < 0.

V́ıme, že plat́ı

g′(x) = r

(

ln
K

x
− 1

)

a

lim
x→0+

g′(x) = +∞.

Nebot’ pro každé E ≥ 0 plat́ı

lim
x→0+

g′(x) − E = +∞,
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je ekvilibrium v bodě x = 0 nestabilńı pro libovolné úsiĺı E. Dosazeńım ekvilibria

x(E) do funkce g′(x) zjist́ıme, že plat́ı

g′(x(E)) −E = r

(

ln
K

Ke−E/r
− 1

)

−E = −r < 0

Tud́ıž ekvilibrium x(E) je hyperbolické a asymptoticky stabilńı pro libovolné úsiĺı

E.

Fázový portrét rovnice (35) má tedy stabilńı orbitovou strukturu pro libovolné

úsiĺı E ≥ 0 a skládá se z orbit

0, (0, x(E)), x(E), (x(E),+∞).

Z Obrázku 32 vid́ıme a z asymptotické stability ekvilibria v bodě x(E) vyplývá,

že na orbitě (0, x(E)) plat́ı nerovnost x′ > 0 a na (x(E),+∞) plat́ı nerovnost

x′ < 0. Velikost populace se tedy pro libovolnou počátečńı velikost x(0) = x0 > 0

bĺıž́ı k ekvilibriu v bodě x(E).

Pro dané úsiĺı E je výnos

Y (E) := Ex(E) = KEe−E/r.

Maximálńı výnos nalezneme tak, že najdeme úsiĺı E, pro které výnos nabývá

svého maxima. Toto úsiĺı označ́ıme Emax. Prvńı derivace funkce Y (E) podle

proměnné E je

dY (E)

E
= K

d

dE

(

Ee−E/r
)

= K(1 − E

r
)e−E/r.

Vid́ıme, že derivace je rovna nule, právě když E = r. Pro 0 ≤ E < r je kladná

a pro r < E záporná. Z toho vyplývá, že funkce Y (E) nabývá svého maxima

v bodě

Emax = r

Maximálńı výnos je tedy

Y (Emax) = rx(r) = r
K

e
.
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Výnos roste od 0 po rK/E, když úsiĺı E roste od 0 po Emax = r. S daľśım r̊ustem

úsiĺı nad Emax výnos klesá a bĺıž́ı se k nule, protože za použit́ı L’Hospitalova

pravidla plat́ı

lim
E→+∞

Y (E) = lim
E→+∞

K
E

eE/r
= lim

E→+∞

Kr

eE/r
= 0.
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Závěr

Tato práce může sloužit pro potřeby biolog̊u, lékař̊u a ekonomů, kteř́ı se ve

své praxi setkaj́ı s Gompertzovým modelem. Zároveň může sloužit jako studijńı

materiál k pochopeńı spojitých dynamických systémů v R a některých typ̊u bi-

furkaćı.

Práce čerpá z ńıže uvedené literatury. Kapitola 1 vycháźı z knihy [2], kromě

Věty 1.3, která je zde zavedena a jej́ı d̊ukaz odvozen pro potřeby v daľśıch částech,

a kromě části Metody linearizace, která čerpá z knihy [1]. Prvńı čtyři podkapitoly

z Kapitoly 2 vycháźı z knihy [1] s využit́ım teorie dynamických systémů a bifurkaćı

z Kapitoly 1. Daľśı dvě podkapitoly vycháźı z knihy [5] a v druhé z nich jsou

i poznatky z článku [3] a z habilitačńı práce [4]. Posledńı podkapitola, Sklizeň

v Gompertzově modelu, je pak př́ınosem této práce. Tato podkapitola je zároveň

stěžejńım bodem celé práce.

Celá práce je vytvořena pomoćı typografického systému LATEX a obrázky byly

udělány v Gnuplotu, což je program pro tvorbu graf̊u, a upraveny ve vektorovém

grafickém editoru Inkscape.
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