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Pouzité symboly

No

R

Ry
R™

x

AX B
(a,b)
[a, b]

obor nezapornych celych ¢isel

obor realnych ¢isel

obor nezapornych realnych ¢isel
vektorovy prostor dimenze n nad R
vektor; zobrazeni do vektorového prostoru
kartézsky sou¢in mnozin A a B

otevieny interval

uzavieny interval

mnozina vSech vektorovych funkci, které maji spojité
vsechny derivace na mnoziné A

az do Tadu m, kde m € Ny

a jejich obor hodnot je podmnozina R"

derivace funkce x podle proménné ¢

derivace funkce f v bodé T

funkce x(t) je identicky rovna nule



Uvod

Cilem této préce je analyza Gompertzova populacniho modelu za predpokladu,
7e modelovand populace podléhd sklizni a to bud sklizni s konstantnim vynosem,
nebo sklizni s konstantnim usilim. Za timto ucelem je rozvedena zakladni teorie
dynamickych systémiu generovanych autonomnimi oby¢ejnymi diferencidlnimi rov-
nicemi, a to specidlné dynamickych systému v R. Gompertzova rovnice patii ke
skaldrnim autonomnim diferencidlnim rovnicim, jez generuji dynamické systémy
v R a jsou biologicky vyznamné. Dale je pro populaéni modely se sklizni za-
potiebi mensitho nédhledu do teorie bifurkaci, nebot sklizeni zavadi do diferencidln{
rovnice parametr. Zbyla ¢ast textu je vénovana biologickému vyznamu spojitych

popula¢nich modelu a kromé Gompertzova je rozebran i logisticky model.



1 Dynamické systémy

Dynamicky systém je matematicky model ménici se v case podle pravidel

stanovenych v nasledujici definici.

Definice 1.1. Necht G CR", J C R a necht p : J x G — G je spojité zobrazeni

s témito vlastnostmai:
1. 9(0,2°) = z° pro (0,2°) € J x G.

2. o(t+s5,2%) = o(t, ¢(s,2%) pro kazdé t,s € J a 2° € G, pro néz jsou obé

strany definovdny.
8. Pro kazdé t € J ewistuje k zobrazeni ©(t, - ) inverzni zobrazeni p(—t,- ).

Pak zobrazeni ¢ : J x G — G nazveme tok. Pro kazdé pevné t € J, zobrazeni

o(t,-) : G — G nazveme dynamicky systém.

Je-li J interval, hovotime o spojitych dynamickych systémech, je-li J diskrétni
mnozina, napi. posloupnost, hovotime o diskrétnich dynamickych systémech.
Diskrétni dynamické systémy lze ziskat z diferenc¢nich rovnic, zatimco spo-

jité dynamické systémy lze ziskat z diferencialnich rovnic.

1.1 Spojité dynamické systémy generované autonomnimi
obycejnymi diferencialnimi rovnicemi

Necht G C R™, f: G — R" je funkce a x(t) := (1(t), ..., z,(t)) je vektorova

funkce jedné nezavisle proménné ¢ € J C R. Uvazujme diferencialni rovnici

z'(t) = f(z(t)). (1)

Definice 1.2. Resenim rovnice (1) na intervalu J C R rozumime vektorovou
funkci x(t) takovou, ze x € CL(J), z(t) € G pro kazdét € J a spliuje rovnici (1)
pro kazZdét € J.



Obvykle k rovnici (1) pfiddvame dodateéné podminky pro teseni.

Pocatecni (Cauchyova) podminka méa tvar

2(0) =2° 2" eR" (2)

Uloha najit feseni diferencidlni rovnice (1) spliujici podminku (2) se nazyva

pocatecéni (Cauchyova) tloha.

Véta 1.1 (Zakladni véta o existenci a jednoznacnosti). Necht G C R" je oteviend
mnozina, f € CLG), z° € G. Potom dloha (1), (2) md jediné reseni p(t,z°)
definované na mazimdlnim intervalu I,o = (a0, bgo) obsahujicim 0. Navic ¢ je

C2—funkce vt a Cl—funkce v 2°.

2]

Metody studia tlohy (1), (2) resp. rovnice (1):

1. Elementarni metody teSeni. Lze je uzit pouze u linearnich diferencialnich

rovnic s konstantnimi koeficienty a nékterych nelinearnich.

2. Numerické metody reSeni. Reseni je nachazeno pouze piiblizné, neni

zarucena spravnost. Vyhoda metody spoc¢iva v tom, zZe ji lze uzit na pocitaci.

3. Kvalitativni studium. Nehledame feseni ani analyticky ani numericky,
ale z vlastnosti funkce f urcujeme vlastnosti fesent p(t, 2°) pro ruzné volby

2%, Jednu z moznost{ takového studia dava teorie dynamickych systémii.

V praxi uzivame kombinaci metod 2 a 3. Spravnost numerického vypoctu
zarucujeme pomoci kvalitativni analyzy. Metodu 1 uzivame pouze jako néstroj
Zpusob, jakym vznikne z tlohy (1), (2) dynamicky systém popisuje nasledujici

veta:

Véta 1.2. Je-li p(t, z°) resenim tlohy (1), (2), pak pokud ho chdpeme jako funkci
n + 1 proménnych t,29,...,2°, je @ tokem. Pro kazdé pevné t je pak (t,-)

dynamickym systémem.



Dukaz:

1. Reseni o(t,2°) spliuje podminku (2), tj. ¢(0,2°) = 2% Tedy je splnéna
vlastnost 1 z Definice 1.1.

2. Zvolme pevné s € J a polozme Y (t) = p(t+5,2°) a z' = p(s,2°). Pak 1 je

také feseni (2). Plati totiz pro substituci 7 =t + s

dp(t)  de(t+s,2°) de(r,2°) qr
dt dt - dr dt

_delne) g 0
= flp(t+s,2%) = f

Navic je 1(0) = ¢(s,z") = z'. Tedy ¢ lze psét ve tvaru ¢(t) = p(t,z'),
protoze ¢(t, z') je jedinym fesenim tlohy (1) s pocétecni podminkou z(0) =

z!. Odtud plyne:

o(t+s,2°) = (t) = p(t,z") = o(t, o(s,2")),

tj. je splnéna vlastnost 2 z Definice 1.1.

3. Zvolme pevné t € J. Z Véty 1.1 plyne, Ze zobrazeni ¢(t,-) : z°

= p(t, 2°) je
prosté a ma tedy inverzni zobrazeni. Ukazme, ze toto inverzni zobrazeni ma
tvar o(—t,-) : y° — @(—t,y°). Polozme y° = ¢(t,z"). Pak podle 2. vlast-

nosti

Tedy je splnéna vlastnost 3 z Definice 1.1. m

1.2 Fazovy portrét diferencialni rovnice

Jednim ze zdkladnich cilu teorie dynamickych systému je stanovit fazovy
portrét diferencialni rovnice (1). Tento portrét dava globélni informaci o chovéani
mnoziny feSeni rovnice (1).

Uvedeme zékladni pojmy potiebné k definici fazového portrétu.



Definice 1.3. Graf reseni o(t,z°) je mnozina
{(t,g(t,go)) ‘te Igo} c R™
Je to hladka kiivka v R"! s parametrickymi rovnicemi t = ¢, z; = x1(t),. . .,

Ty = 2, (1), t € Lo, kde (x1(t),...,2,(t)) = p(t, 2°).

Definice 1.4. Orbita eseni o(t, 2°) je mnozina
{o(t,2%) 1t € Lo} CR™

Je to hladka kiivka v R™ s parametrickymi rovnicemi x; = z(t),..., ©,, =
x,(t), t € L.
Orbitu fesent o(t, z°%) dostaneme jako projekci grafu tohoto feseni do prostoru

R" rovnobéznou s osou t. Orbitu znac¢ime ~(z?).

Definice 1.5. Kladnd édst orbity reseni o(t,2°) je mnoZina

v (2°) = {p(t,2") 1t €[0,by0) } -

Zdpornd &dst orbity reseni ¢(t,2°) je mnoZina

Y- (") = {p(t, 2°) : t € (a0,0]}.

Definice 1.6. Kriticky bod (ekvilibrium) diferencidlni rovnice (1) je bod
z € R™ splnugici rovnici f(Z) = 0.

Termin kriticky bod je uzivan ve vice vyznamech:
— bod v R™ splaujici rovnici f(z) = 0,

— jednobodové orbita konstantniho feseni p(t,Z) = T,
— konstantni feSeni p(t,T) = 7.

V aplikacich uzivame misto terminu kriticky bod nejcastéji termin ekvilib-

rium nebo bod rovnovahy.
Definice 1.7. Fdzovy portrét diferencidlni rovnice (1) je mnozina viech orbit
rovnice (1) spolecné se Sipkami na orbitdch, které vyznacugi pohyb bodu ¢(t, z°)

na orbité pro rostouci t.



1.3 Dynamické systémy v R

Dynamické systémy v R nazyvame skalarni dynamické systémy. Vznikaji

ze skaldrnich autonomnich diferencidlnich rovnic.

Priklad 1.1. Uvazujme skaldrni diferencidlni rovnici
2(t) = 2(t) (3)
a pocdtecni podminku
x(0) = xg, g € R. (4)

Zde je f(x) = 2* a tedy f € C*(R). Podle Véty 1.1, v niz je G = R, plati,

ze tloha (3), (4) md jediné reseni p(t,x°) definované na mazimdinim intervalu

Io = (ago,b0). Resent zde nalezneme v analytickém tvaru metodou separace
promeénnych:
Lo
t,xg) = .
SO( 0) 1-— t.TO

Mazimalni interval 1,0 zdavisi na volbé xq:

pro zo > 0 je Io = (—o0, -),

' o
pro o = 0 je I,0 = (—00, 00),
pro zo < 0 je Io = (£, 00).

xg’

Pro pevné t € o je zobrazeni p(t, ) : R — R skaldrni dynamicky systém.
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Ukazme nékolik grafu teseni p(t,xy) pro rizné volby bodu x:
Pro zg =1je p(t,1) = 145, a1 = —00, by = 1, I} = (—o0, 1).

Obrazek 1: Graf feseni pro xg = 1.

L, a9 = —0OQ, bg = %, ]2 = (—OO, %)

—t

Pro zy =2 je ¢(t,2) =

||

Obrazek 2: Graf feseni pro xg = 2.
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_ -1

Pro zg = —1je p(t,~1) = 7, a1 =—1,by =00, [} = (~1,00).

Obrazek 3: Graf teseni pro xg = —1.

UkazZme odpovidajici orbity:

7(1) je orbita feseni (¢, 1) a dostaneme ji projekci grafu do osy x.
Obrazek 4: (1)

(1)

7(1) = (0,00), 74(1) = (1,00), 7-(1) = (0, 1)

Sipka urcuje pohyb po grafu pro rostouci t a z ného odvozeny pohyb po orbité pro

rostouct t.



7(2) je orbita feseni p(t,2).
Obrazek 5: v(2)

~v(—1) je orbita Feseni p(t,—1).
Obrazek 6: v(—1)

Kriticky bod (ekvilibrium) rovnice (3) je nulovy bod fee f(x) = x*. Tedy

T = 0. Je to konstantni Tesent rovnice (3) a jeho orbita je jednobodova.

Obrazek 7: Ekvilibrium rovnice (3).

Obrazek 8: Fazovy portrét rovnice (3).

3>
>

>
> *

0

Portrét se sklada ze 3 orbit: (—o0,0), {0}, (0,00). Orbita (—o0,0) odpovidd
vsem tesenim se zapornou hodnotou xg.
Orbita {0} odpovidd Teseni s nulovou hodnotou xq, coZ je funkce p(t,0) =
0 o s
o = 0, tedy nulovd funkce.
Orbita (0,00) odpovidd vsem Tesenim s kladnou hodnotou x.

Fézovy portrét v tomto piikladu jsme uréili ze znalosti feseni rovnice (3).
V praxi takto nepostupujeme, ale urcujeme fazovy portrét pirimo z funkce f bez

znalosti rfeSeni dané rovnice.
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Metoda urceni fazového portrétu skalarni rovnice primo z funkce f.

Uvazujme skalarni autonomni diferencidlni rovnici

(1) = f(x(t)), ()

kde f: G — R, G CR, f € CY@G). Sestrojime graf funkce f, uréime nulové body
funkce f (kritické body), ¢imz ur¢ime i vSechny ostatni orbity — to jsou intervaly

mezi kritickymi body. Sipky na orbitéch uréime podle znaménka funkce f.

Véta 1.3. Necht x(t) je libovolné rvesent diferencidlni rovnice (5) na RS . Pak je

x(t) monoténni funkce a prot — oo se bud blizi k ekvilibriu, nebo k nevlastnimu

bodu (+00, nebo —o0)

Dukaz: Ekvilibria jsou konstantni feseni rovnice (5). Ze spojitosti funkce f
plyne, Ze na intervalu mezi nulovymi body této funkce, coz jsou ekvilibria, neméni
funkce f znaménko. Ani na intervalu mezi ekvilibriem a nevlastnim bodem se
znaménko funkce f nemeéni. Tudiz feseni startujici v libovolném z téchto intervali
je na tomto intervalu monoténni. 7Z véty o existenci a jednoznacnosti plyne, ze
tento interval neopusti. Z monoténnosti libovolného teseni plyne, ze ma kazdé
feseni limitu. Necht plati:

lim z(t) = a,

t—o0

kde z(t) je teseni (5), tj 2'(t) = f(x(t)).
f e CHG) = lim f((t) = £(a)

Jestlize plati f(a) = 0, pak je a kriticky bod. Necht plati f(a) > 0, pak lim; . z(t) =
+00. Analogicky f(a) < 0 implikuje lim; ., z(t) = —co. =

Definice 1.8. Ekvilibrium T se nazyva stabilng, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje
d > 0 takové, Ze |x(0) — T| < & implikuge |z(t) — T| < e pro kazdé t > 0.
Ekuvilibrium, které neni stabilni, se nazyjvd nestabilni.
Ekvilibrium T se nazyvd asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a jestliZe

navic |x(0) —Z| < & implikuje lim;_, oo (x(t)) = T.

14



Definice 1.9. Necht T € R je ekvilibrium diferencidlni rovnice (5). Je-li f'(T) #
0, nazgvdme T hyperbolické ekvilibrium. Je-li f'(T) = 0, nazgyvime T nehy-

perbolické ekvilibrium.

Obréazek 9: Nehyperbolické nestabilni ekvilibrium.

A
Y

Obrazek 10: Nehyperbolické asymptoticky stabilni ekvilibrium.

Y
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Obrazek 11: Nehyperbolické jednostranné nestabilni ekvilibrium.

Obrazek 12: Hyperbolické nestabilni ekvilibrium.

A
Y
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Obrazek 13: Hyperbolické asymptoticky stabilni ekvilibrium.

Y

A

Priklad 1.2. Necht funkce f v rovnici (5) je tvaru

f(z) = —a' + 2%

Obrazek 14: Graf funkce (6).

f(x)

Potom fdzovy portrét rovnice (5) se sklddd z orbit:
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(=00, 1), {~1}, (=1,0), {0}, (0.1), {1}, (1,00).

Orbity, které jsou intervaly, odpovidaji nekonstantnim resenim, které rostou,
pokud je f na prislusné orbité kladnd a klesaji, pokud je f na prislusné orbité
zapornd.

Jednobodové orbity odpovidaji kritickym bodum.

Obrazek 15: Fézovy portrét rovnice (6)

————> >
-1 0 1

1.4 Metoda linearizace

Z Véty 1.3 plyne, ze se kazdé feseni z(t) diferencidlni rovnice (5) na Ry,
bud blizi k ekvilibriu pro t — 00, nebo k nevlastnimu bodu. Nicméné ne kazdé
ekvilibrium je limita nekonstantnich teseni. Napfiklad jediné feseni rovnice (6)
na R, které se bliz{ k ekvilibriu v bodé T = —1 pro t — oo, je feseni identicky
rovno —1, tedy =z = —1.

Aby bylo popsano chovani feSeni blizko ekvilibria pomoci vlastnosti funkce
f, zavedeme proces linearizace. Jestlize T je ekvilibrium diferencidlni rovnice (5),
provedeme zédménu proménnych wu(t) := z(t) — T, predstavujici odchylku fesent

od rovnovazné (ekvilibrijni) hodnoty. Substituce dava
u'(t) = f (T +u(t))
a aplikace Taylorovy véty dava

/'(¢)
2!

u'(t) = f@) + f@u(t) + = (u()”

pro néjaké c mezi T aT+u(t). Vyuzijeme f(T) = 0 a napiseme h(u) := (f'(c)/2")u?.

Pak muzeme prepsat diferencidlni rovnici ' = f(x) do ekvivalentniho tvaru
u'= f(@)u+ h(w).

18



Funkce h(u) je mald pro malé |u| ve smyslu, ze h(u)/u = (f'(c)/2))u — 0 pro
u — 0; tedy pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze |h(u)| < e|u| pro kazdé
|u| < 0. Linearizace diferencidlni rovnice v ekvilibriu T je definovana jako linedrni

homogenni diferencialni rovnice

v = f(@), (7)

ziskand zanedbanim tddove vyssiho clenu h(u) v rovnici v’ = f'(T)u + h(u).
Vyznam linearizace spoc¢iva ve faktu, ze chovani feseni linedrni rovnice (7) je
snadné analyzovat a toto chovani také charakterizuje chovani feSeni puvodni

rovnice (5) blizko ekvilibria.

Véta 1.4. Jestlize se vSechna tesent linearizace v ekvilibriu T rovnice (7) blizi
k nule pro t — oo, pak se vSechna Teseni (5) s x(0) dostatecné blizko T blizi

k ekvilibriu T prot — oo.

Uvedli jsme vétu ve formé, ktera se snadno zobecni na vysledky pro systémy
diferencialnich rovnic. Ve specifické situaci, na kterou se vztahuje Véta 1.4, podminka,
ze vsechna TeSeni linearizace se blizi k nule, ma tvar f'(z) < 0. Pro ekvilibrium
T s f(T) < 0 musime mit f(x) > 0 prox < T a f(zr) <0 pro x > T, jestlize je
x dostatecné blizko Z. Resenf s 2(0) > 7 je monoténné klesajici, ale ohranicené
zdola ekvilibriem 7 a proto se blizi k limité pro ¢ — oco. Protoze jediné mozné limi-
ty TeSeni jsou ekvilibria, tak se feSeni musi blizit k T (pokud nejsou jina ekvilibria
mezi £(0) a T). Ze stejnych duvodu feseni s x(0) < T rostou monoténné k 7, pokud
nejsou jind ekvilibria mezi x(0) a T. Tudiz se vSechna feseni s z(0) dostatecné
blizko Z blizi k T pro t — oco. Samoziejmeé pro diferencidlni rovnice prvniho fadu
muzeme byt preciznéjsi: Jestlize T je ekvilibrium s f/(Z) < 0, pak se kazdé reseni
jehoz pocateéni hodnota z(0) lezi mezi T a dalsim ekvilibriem, v kazdém smeéru,
musi blizit k & pro t — oo.

Pokud jde o asymptotickou stabilitu, muzeme preformulovat Vétu 1.4 a odpovidajici

dusledek nestability dokazat stejnym zpusobem jako nasledujici:
Dusledek 1.1. Necht T je ekvilibrium rovnice (5). Jestlize plati f'(T) < 0, pak

je T asymptoticky stabilni. Jestlize plati f'(T) > 0, pak je T nestabilnd.
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1.5 Elementarni bifurkace

Bifurkaéni teorie je studium moznych zmén ve struktufe orbit diferencidlnich
rovnic zavislych na proménnych parametrech. Uvedenim konkrétnich piiklada
bifurkaci vysvétlime klicové myslenky.

1.5.1 Zavislost na parametrech - priklady

Priklad 1.3. Hyperbolické ekuvilibrium neni citlivé: Uvazujme linedrni diferencidlni

rovnici

¥ =c—x=:F(cu), (8)
kde ¢ je redlny parametr. Pro ¢ = 0 mame F(0,z) = —z. Smysl zavedeni
parametru ¢ je takovy, ze piimka F'(0, z) = —x je vertikdlné posunuta o vzdédlenost

c. Pro nase 1ucely je vSak vhodnéjsi nechat piimku fixovanou a vertikalné posouvat
osu x o —c. Timto muzeme snadno stanovit fazové portréty pro vsechny hodnoty
parametru ¢ z grafu F'(c, z) posouvanim osy x a pak uzivanim metody v kapitole
o dynamickych systémech. Jak je ukdzano na Obrazku 16, pro vsechny hodnoty

parametru c je jediné hyperbolické ekvilibrium, které je asymptoticky stabilni.

Obréazek 16: Fazové portréty rovnice (8) pro ruzné hodnoty parametru c.
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F(0,x)=-x

Priklad 1.4. Bifurkace sedlo-uzel: Uvazujme kvadratickou diferencialni rovnici

v =c+a® = F(c ), 9)



kde ¢ je redlny parametr. Rovnice (9) je porucha rovnice (3) a pocatek je nehy-
perbolické ekvilibium pro ¢ = 0. Pouzitim grafické metody popsané v predchozim
piikladu muzeme snadno stanovit fazovy portrét rovnice (9) pro véechny hodnoty
parametru ¢ nechdnim puvodni paraboly F(0,7) = z? fixované a vertikdlnim
posouvanim osy x o —c. Vysledné fazové portréty jsou zobrazené na Obrazku
17. Pro vSechny ¢ < 0 jsou orbity ddny intervaly (—oo, —v/—c), (—v/—¢c,v/—c¢),
(vV/—c,00) a ekvilibrii —/—c, v/—c. Pro ¢ > 0 jsou orbity (—o0,0), (0,00) a
ekvilibrium 0. Pro vSechna ¢ > 0 je jedina orbita (—oo, 00) a neni zadné ekvilib-
rium. Na Obrazku 17 jsou oznaceny Sipky na vSech téchto orbitach. Jestlize je
parametr ¢ proménny, tak pokud ¢ < 0, pocet a smér orbit zustane stejny; jedina
zména je posun polohy ekvilibrii ++/—c. Podobné, pro vsechna ¢ > 0, je jen
jedna orbita a jeji smeér je zleva doprava. Jestli vSak ¢ = 0, méni se pocet orbit
bez ohledu na velikost zmény c: jsou dvé ekvilibria pro libovolné ¢ < 0 a zadné

pro ¢ > 0.

Obrézek 17: Fazové portréty rovnice (9) pro ruzné hodnoty parametru c.

F(0,x)=x2
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Pro skalarni diferencidlni rovnici 2/ = f(x) umime stanovit fazovy portrét.
Studium zmeén ve fazovém portrétu diferencialni rovnice kvuli zméndm parametru
se nazyva bifurkacni teorie. Pii dané hodnoté parametru se tika, ze diferencidlni
rovnice ma stabilni orbitovou strukturu, pokud se fazovy portrét neméni pii
dostatecné malych zménach parametru. Hodnota parametru, pro kterou fazovy

portrét nema stabilni orbitovou strukturu, se nazyva bifurka¢ni hodnota a rovnici
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se T1kd, ze je v bifurkacnim bodé. Z vyse uvedeného rozboru je zifejmé, ze rovnice
(8) ma stabilni orbitovou strukturu pro vsechny hodnoty ¢, a ze rovnice (9) ma
stabilni orbitovou strukturu pro libovolné ¢ # 0, ale je v bifurka¢nim bodé pro
¢ = 0. Vyse popsané partikularni bifurkacni chovani rovnice (9) se nazyva bi-
furkace sedlo-uzel. Je jesté jind velmi uzitecna grafickd metoda pro vykresleni
nékterych dulezitych dynamickych vlastnosti v rovnicich ' = F(c, ) zavislych na
parametru c. Tato metoda se sestava z kresleni kiivek na (¢, x)-plochu, kde kfivky
zobrazi ekvilibria pro kazdou hodnotu parametru. Specifictéji, bod (cg, zo) lezi na
jedné z téchto kiivek prave tehdy, kdyz F'(c, o) = 0. Kromé toho, k zndzornéni
stabilnich typu téchto ekvilibrii, se znaci stabilni ekvilibria celistvymi kiivkami a
nestabilni carkovanymi. Vysledny obrazek se nazyva bifurka¢ni diagram. Naptiklad
bifurkaéni diagram bifurkace sedlo-uzel v Pifkladu 9, 2/ = ¢ + 22, je parabola
c = —x? znazornéna v Obrizku 18.

Na Obrazku 18 jsou stabilni ekvilibria oznacena celistvou ktivkou a nestabilni

carkovanou. (Této imluvy se budeme drzet i v dalsich bifurkacnich diagramech.)

Obréazek 18: Bifurkac¢ni diagram bifurkace sedlo-uzel.

X

Priklad 1.5. Transkriticka bifurkace: Uvazujme diferencidlni rovnici obsahujici
realny parametr c:

v’ = cx + 27, (10)
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kterd je dalsi poruchou rovnice (3). Je stéle jednoduché urcit fazovy portrét
rovnice (10) z grafu funkce F(c,z) = cx + x? jak je ukdzédno na Obrdzku 19.
Pro kazdou hodnotu parametru ¢ je pocatek ekvilibriem. Pro ¢ < 0 je pocatek
asymptoticky stabilni a existuje dalsi ekvilibrium 7 = —c, které je nestabilni.
Hodnota parametru ¢ = 0 je bifurka¢ni hodnota, v které obé ekvilibria splynou
v jedno v pocatku, které je nehyperbolické nestabilni ekvilibrium. Pro ¢ > 0 se
pocatek stava nestabilni, prenesenim jeho stability na druhé ekvilibrium, 7 = —c;

viz obrazek 20.

Obrazek 19: Fazové portréty rovnice (10) pro ruzné hodnoty parametru c.

c=0

, F(c,x)
'

TF(C,x)

c<O0
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1 F(c,x)

Obrazek 20: Bifurkacni diagram transkritické bifurkace.

X

Priklad 1.6. Hysterezni: Uvazujme kubickou diferencidlni rovnici obsahujici realny

parametr c:

¥ =c+ax—2a° (11)
Proménnd ¢ odpovidd vertikdlnimu posunu osy x v grafu F(c,z) = ¢ + 1 — a3;
viz. obrézek 21 pro fazové portréty rovnice (11). Pro ¢ = 0 je rovnice (11) tvaru
2’ = x — 23 a m4 stabilni orbitovou strukturu. Fazovy portrét ma stale stabiln{
orbitovou strukturu pro malé hodnoty parametru, to je, pro —c; < ¢ < ¢y, kde
cq =2/ 3v/3 je hodnota lokalntho maxima a —c; je hodnota lokalniho minima
funkce F'(0,x). Pro ¢ = —¢; nebo ¢ = ¢; je rovnice v bifurkaénim bodé. Pro

hodnoty parametru ¢ < —c; a ¢ > ¢; mé rovnice opét stabilni orbitovou strukturu.

Bifurka¢ni diagram rovnice (11) je ukdzan na Obrazku 22.
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Obrazek 21: Fazové portréty rovnice (11) pro ruzné hodnoty parametru c.

F(0,x)=x-x3
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Kvili jejimu castému vyskytu v aplikacich, stoji za to vySettit dynamiku
rovnice (11) trochu podrobnéji. Predpoklddejme, ze diferencidlni rovnice je model
néjakého fyzikalniho systému a parametr ¢ je proménliva charakteristika mod-
elu. Kdybychom spustili systém s dostatecné velkou zapornou hodnotou ¢, po
dlouhé dobé, bez ohledu na pocatecni podminku zy, bude systém velmi blizko
stabilniho rovnovdzného stavu na levém rameni grafu funkce F(0,x) = z — 2.
Nyni nechme spojité rust hodnotu parametru c. Protoze byl systém blizko sta-
bilniho stavu, kdyz se zacalo ¢ ménit, zustane blizko tohoto stabilniho stavu pro
malé zmény c. Ve skutecnosti, jak roste parametr ¢, systém nésleduje stabilni
ekvilibria nalevo az do ¢ = ¢;. V tomto bodé systém preskoci na jiny stabilni
rovnovazny stav na pravém rameni grafu funkce F(0,z) = z — 2. Jak pokracuje
rist parametru ¢, systém nésleduje stabilni ekvilibria napravo. Cérkovand ¢éra
s Sipkama na Obréazku 23 znad¢i ekvilibria, které systém nasleduje, kdyz ¢ roste
od dostatecné velké zaporné hodnoty po dostatecné velkou kladnou hodnotu.
Nyni, kdyz nechame parametr ¢ klesat z dostatecné velké kladné hodnoty, systém
bude nasledovat ekvilibria na pravém rameni grafu az do ¢ = —cy, kde preskoci
na levé rameno. Celistva ¢ara s Sipkama na Obrazku 23 znaci ekvilibria, které
systém nasleduje, kdyz ¢ klesa od dostatecné velké kladné hodnoty po dostatecné

velkou zapornou hodnotu. Dulezity postieh ohledné tohoto experimentu je, ze
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systém prodéla skok ve dvou ruznych hodnotach parametru; mimoto, hodnota
parametru, ve které se skok uskutecnuje je urCend smérem, kterym se fyzikalni
parametry méni. Tento fenomén je oznacovan jako hysterezni a ¢ast v Obrazku

23, kterd se podobd rovnobézniku se nazyva hysterezni smycka.

Obréazek 22: Bifurkaéni diagram hysterezni bifurkace.

-

x

4

///

Obrazek 23: Hysterezni smycka.

x
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2 Spojité populacni modely
2.1 Exponencialni rist

V této kapitole bereme v ivahu populaci, ve které se kazdy jednotlivec vyviji
nezavisle na ostatnich. Pii této situaci musi zit jednotlivci v neomezeném prostiedi,
kde neni mozna zadna forma konkurence. Pokud je populace mala, pak je stocha-
sticky model vhodnéjsi, nebot diky Sanci, Ze populace vymie, musi byt tato
moznost brana v tvahu. Nicméné deterministicky model muze poskytnout efek-
tivni zpusob ziskani dostate¢ného porozuméni o dynamicnosti populace, kdykoliv
je populace dostatecné velka.

Velikost populace jednoho druhu v ¢ase ¢ budeme znacit z(t), kde se predpoklada,
7e x je viude diferencovatelnd, neboli je hladka funkce proménné ¢, kde t € Ry .
Ackoliv tento predpoklad je neredlny ve smyslu, ze x(t) je funkce jejimz oborem
hodnot je podmnozina mnoziny celych ¢isel a tudiz, pokud neni konstantni, neni
spojita na néjakém intervalu, pro obyvatelstvo s velkym mmnozstvim ptislusniku
predpoklad diferencovatelnosti poskytuji rozumné aproximace. V. mnoha biolo-
gickych experimentech je ¢asto bréna za x(t) celkovd hmota jedincu populace,
u které by se dalo ocekavat, ze ji lze presnéji popsat pomoci hladké funkce nez
velikost populace.

Mira rustu populace muze byt spoctena pokud zname porodnost, imrtnost
a rychlost migrace. Uzaviend populace nemd migraci ani do ani ven z popu-
lace, tudiz pocet obyvatel se méni pouze kvuli porodum a tmrtim a mira zmény
populace je jednoduse rozdil porodnosti a imrtnosti. Stanoveni presného modelu
vyzaduje jednoznacné predpoklady na porodnost a imrtnost. V idedlnim ptipadé
by tyto predpoklady byly zavedeny s cilem tesit konkrétni biologické otézky, jako
napiiklad, za jakych podminek povede vnitrodruhova konkurence (soutéz o hos-
titele nebo mista) k souziti?

Pro mikroorganismy reprodukujici se stépenim je rozumné predpokladat, ze
mira zrozeni novych organismu je imérna k po¢tu pritomnych organismu. V matem-

atické terminologii tento predpoklad muze byt vyjadien fecenim, ze jestlize je
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v case t velikost populace z, pak na kratkém casovém intervalu délky h od casu
t do ¢asu (t + h) je pocet porodu piiblizné bhx pro néjakou konstantu b, znacici
miru porodnosti. Obdobné muzeme predpokladat, ze pocet imrti za stejny casovy
interval je pfiblizné phz pro néjakou konstantu p, znacici miru amrtnosti. Proto
¢ista zmeéna ve velikosti populace od ¢asu t do ¢asu (t+h), kterd je x(t+h) —z(t),
muze byt aproximovéana vyrazem [(bh — ph)]z(t). Celkem budeme predpokladat,
ze plati

2t +h) = a(t) = (b— pa(t)h = p(h), (12)

pticemz limy,_o(p(h)/h) = 0. Délenim h dostaneme

AN =2 (e + 2 (13)
a prechodem k limité pro h — 0 dostaneme
PO _ (b ) (14)

za predpokladu, ze funkce x(t) je diferencovatelnd.

Pokud je ¢ista mira rustu prirozené definovana jako
r:=>b—pu,

potom jiny zpusob pohledu na tento model spociva v pozorovani, ze pokud je
velikost populace v case t rovna z(t), pak v dalsim kratkém casovém intervalu
délky h bude ¢isty prirtustek populace zpusobeny jednim organismem mit velikost
rh. Ponévadz vsichni jednotlivei jsou nezdvisli (zadna konkurence v neomezeném
prostiedi), bude ¢isty piirustek populace zpusobeny vsemi x(t) organismy rha(t)
a tak se dostaneme znovu k diferencialni rovnici

dx

s (15)

Tato diferencialn{ rovnice ma obecné feseni tvaru z(t) = ke™ na RJ, kde k € R je
libovolna konstanta; budeme-li popisovat populacni dynamiku konkrétni populace
je vhodné specifikovat pocatecni velikost populace v ¢ase t = 0, tedy
z(0) = xo. (16)
28



Jediné feseni pocatecni tlohy (15), (16) na Ry si oznacéime
o(t, m9) = moe™,

kde r > 0 (nebo ekvivalentné b > p) implikuje, ze velikost populace poroste
neomezené pro t — 0o. Podobné predpoklad r < 0 (nebo b < pu) implikuje, ze
velikost populace se bude blizit k nule pro t — oo.

Prognéza, ze velikost populace za téchto podminek poroste exponencialné
byla poprvé stanovend Malthusem (1798). Malthus predpovidal pohromu, protoze
zasoby jidla viibec nemohly vzrustat tak aby udrzely krok s popula¢nim rustem
pii kladné konstanté miry rustu na jednotlivce. Populace, které rostou expo-
nencialné jsou bézné pozorovany v prirodé. Nicméneé jejich mira rustu ma obvykle
tendenci klesat, kdyz velikost populace vzrusta. Ve skute¢nosti exponencialni rust
nebo pokles muze byt povazovany za typicky lokalni vlastnost. Jinymi slovy, pop-
ulacni dynamika muze byt obvykle aproximovana timto jednoduchym modelem
jen pro kratky casovy interval; totiz dynamika populace muze byt lokalné dobie
uchopena linedarnimi modely. Predpoklad, ze rychlost rustu populace je tmérna
jeji velikosti (linedrni predpoklad), je obvykle neredlny na delsich ¢asovych inter-
valech. Dalsi podkapitola uvazuje nelinearni predpoklady na miru rustu populace,

coz vede k naprosto odlisnym kvalitativnim prognézam.

2.2 Logisticky populaéni model

Stejné jako piedtim, velikost populace v case t € Rj oznacime z(t) (ptipadné
©(t, zo) pri dané pocatecni velikosti populace z(0) = x¢) a dx/dt nebo 2’(t) znaci
miru zmeény velikosti populace. Budeme stale predpokladat, ze mira populacniho
rustu zavisi pouze na velikosti populace. Takovy predpoklad se zda byt piijatelny
pro jednoduché organismy jako jsou mikroorganismy. Pro komplikovanéjsi organ-
ismy jako zvitata nebo lidi je to zfejmé prtilisné zjednoduseni, protoze ignoruje
vnitrodruhovou konkurenci o zdroje stejné jako jiné podstatné faktory vcetné
veékového slozeni (mira imrtnosti muze zdviset na véku spise nez na hustoté pop-

ulace, zatimco porodnost muze zaviset na velikosti dospélé populace spiSe nez
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na velikosti celé populace). Mimoto musi byt také uvazena moznost, ze porod-
nost nebo tmrtnost mohou byt ovlivnény velikostmi populaci, které pusobi na
studovanou populaci (konkurence, predace, symbiéza). Efekty nékterych z téchto
faktort budeme uvazovat v podkapitole o sklizni v populacnich modelech.

Zde studujeme modely, ve kterych mira rustu zavisi pouze na velikosti popu-
lace, protoze, navzdory jejich nedostatkum, tyto modely predpovidaji kvalitativni
chovani mnoha realnych populaci. Mira rustu na osobu, nebo na ¢lena, je dana
funkef 2/(t) /z(t). V ptedchozi podkapitole se predpokladalo, ze celkova mira rustu
je timérna velikosti populace (linedrni model) nebo, ekvivalentné, jsme brali kon-
stantni miru rustu na osobu. V této podkapitole se uvazuje, ze mira rustu na
osobu s rostouci populaci klesa.

Nejjednodussi populacni model, ve kterém je mira rustu na osobu klesajici
funkci velikosti populace, je A — ax. Tento predpoklad vede k logistické difer-
encialni rovnici

¥ =x(\ —ax),

poprvé zavedenou Verhulstem (1838) a pozdéji déle studovanou R. Pearlem a

L. J. Reedem (1920). Tato rovnice je obvykle zapisovand ve tvaru

=rz (1 — %) , (17)

s parametry r = A\, K = \/a. Parametry r a K, predpokldddme kladné, protoze
pak maji biologicky vyznam. Vidime, ze 2’ ~ rz, kdyz je x dostatecné malé, a
ze ' =~ 0, kdyz je x blizko K. Jinymi slovy, kdyz je x malé, populace prodélava
exponencialni rust, zatimco kdyz je x blizko K, populace se moc neméni.
Predpokladejme 0 < x # K Separace proménnych nam dovoluje prepsat

rovnici (17) na rovnici

% - %dt. (18)

Nebot pii pouziti parcidlnich zlomku plati

N A S
v(K—2) K\z K-z)’
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muzeme rovnici (18) jednoduse integrovat:
dx r
R
Ja = [
1 /d:c n dx o /dt—l—
VAR K-z) K “

1
174 (Inz — In|K — z|) = %t+c,

kde ¢ je integracni konstanta.

Jestlize je pocatecni velikost populace z(0) = zy takovd, ze 0 < xy < K, pak
z Véty o existenci a jednoznacnosti z kapitoly o dynamickych systémech plyne,
ze 0 < x = p(t,xy) < K pro kazdé t > 0. Dostaneme tedy rovnici

1
% (Inz —In(K —2)) = %tjtc,

Pak dosazeni pocéateéni podminky (16) d&

1

c= % (Inzg — In(K — xq)) .

Nyni mame

1

r 1
% (Inz —In(K —x)) = =t+ — (Inzg — In(K — zy)),

K K
In (z(K —x0)) = rt + In (zo(K — x)),

z ¢ehoz plyne rovnost
x (K —x) =20 (K —2)e™. (19)
Jestlize je pocatecni velikost populace x(0) = z( takovd, ze xy > K, pak opét
z Véty 1.1 plyne, ze z = ¢(t,x9) > K pro kazdé t > 0. Dostaneme tedy rovnici

1
?(lnx—ln(x—K)) = %t+c,

Pak dosazeni pocéateéni podminky (16) d&

1

% (Inzg — In(zy — K)).

C =
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Nyni méme

1

% (Inz —In(x — K)) = Ty % (Inzg — In(xy — K)),

K
In (z(xg — K)) = rt + In(zo(x — K)),

z ¢ehoz plyne rovnost
z(rg— K) =x¢(x— K)e™. (20)

Nebot jsou rovnice (19) a (20) ekvivalentni, tak za predpokladu 0 < zy # K
dale plati

1 (K — 1) = Kxge — xape’™,

T (K — 2o + xoe”) = Kzge'

a nakonec

Kxge™ K

#(t, o) K — o+ xpe™  zo+ (K —xg)e ™ (21)

Vzorec (21) pro tesSeni logistické pocatecni tlohy ukazuje, ze velikost pop-
ulace @(t,zo) se blizi k limitée K pro t — oo, pokud zy > 0. Hodnota K se
nazyva uzivnost populace, protoze predstavuje velikost populace, kterou disponi-
bilni zdroje mohou stale zivit. Hodnota r se nazyva vlastni mira rustu, protoze
predstavuje miru rustu na jednotlivce, dosazenou, pokud byla velikost populace
dostatecné mala k zajisténi bezvyznamného omezeni zdroju. Logisticky model
predpovida rychly pocatecni rust pro 0 < zy < K a poté s rostoucim ¢asem
klesani miry rustu tak, ze se velikost populace bude blizit k limité. (Obrézek
24). Toto chovani je ve shodé s pozorovanym chovanim mnoha populaci a z toho
duvodu je logisticky model ¢asto uzivan jako prostiedek k popsani velikosti pop-
ulace.

Casto je vhodné pracovat s modifikaci logistického modelu zalozené na speci-
fickych predpokladech o zdrojich, na kterych populace zdvisi. Necht C' oznacuje

koncentraci zivin a predpokladejme, ze mira rustu na jedince, r, je tmérna C|
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Obrézek 24: Resenf logistické rovnice.
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to je, r = aC' pro néjakou konstantu a. Predpokladejme dale, ze zacneme s pev-
nou koncentraci C(0) zivin, a ze spotfeba jednotky ziviny produkuje b jednotek

velikosti populace. Pak se velikost populace #idi rovnicemi

¥ =aCx (22)
a
Lo
-z =-C". (23)
b
Integrace (23) vzhledem k ¢ déva
1

a substituce = = zo, C' = C(0) pro t = 0 ndm umozni vypocitat integraéni
konstantu &

k=a®+%.

Nyni z (22) dostavame

x'zax(k:—%x) :akx(l—%>

a toto je logisticka diferencialni rovnice s vlastni mirou rustu ak a uzivnosti bk.
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2.3 Kyvalitativni analyza

Pti uziti logistického modelu v praxi se normalné predpoklada, ze populace je
vskutku popsana logistickym modelem a potom se zkousi zvolit parametry r a K a
pocatecni velikost populace z( tak, aby to co nejlépe odpovidalo experimentalnim
datum. Je dulezité si pamatovat, ze jsou proto hodnoty r, K a xg zatizené chybou.
Nicméné chyby v r a g neovlivni nasi piedpovéd maximalni velikosti populace
K. Budeme pozadovat stabilitu libovolného teseni, kterému ptipiSeme biologicky
vyznam; jestlize mala porucha muze zpusobit velkou zménu v feSeni neni rozumné
povazovat feseni za vyznamné.

Také je dulezité pamatovat, ze logisticky model je predpokladana forma, ne
dusledek zakladnich zdkontu. Budeme chtit brat v tvahu $irsi tf¥idy modelu a
vysetiit vlastnosti, které jsou platné pro tyto Sirsi tiidy spise nez ty vlastnosti,
které zavisi na specifikach logistického modelu. Vlastnosti, ktera plati pro velkou
logicky vyznam.

Informace, kterou jsme odvodili o chovani TeSeni logistického modelu, byla
ziskana z explicitniho TeSeni separaci proménnych. Robustni vlastnosti budeme
odvozovat kvalitativnim studiem diferencialni rovnice pomoci teorie dynamickych
systému uvedené v Kapitole 1.

Sestavime fazovy portrét logistické rovnice. Derivace Feseni z(t) v bodeé (¢, z(t))
je prava strana logistické rovnice

2—?27“3:(1—%). (24)

Ozna¢me si ji jako funkci f proménné z.

Funkce f je tvaru

kde r a K jsou pevné zvolené parametry.

Najdeme nulové body (ekvilibria) této funkce:

r=0,r=K.
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Obrazek 25: Graf funkece f(z) :=rz (1 — %) s pevné zvolenymi parametry r a K.

f(x)

>

Potom fazovy portrét logistické rovnice se sklada z orbit:

(—00,0), {0}, (0, K), {K}, (K, 00).

Orbity, které jsou intervaly, odpovidaji nekonstantnim tesenim, které rostou,
pokud je f na prislusné orbité kladna a klesaji, pokud je f na ptislusné orbité
zdporna. Orbitu (—oo,0) ignorujeme, protoze nemd biologicky vyznam.

Jednobodové orbity odpovidaji kritickym bodum, a tedy konstantnim resenim

rovnice (24).

Obrazek 26: Fazovy portrét logistické rovnice.

< ¢ > L4 <

0 K

Derivovani logistické rovnice vzhledem k ¢ dava

>z d (1 T ) dx . 2z\ dov . 21 (1 T )
—=—rz(l-——=|—=r|l—-— | —=r2|1l—-— - —).
2 dx K/ dt K ) dt K K
Z toho odvodime, Ze d?z /dt* méni znaménko, kdyZ x protina horizontalu z = K/2
a tak, ze reSeni, které protina tuto primku, méa inflexni bod v pruseéiku. Kiivky

feSeni musi vypadat jak je ukdzané na Obrazku 24.
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Plati
ra=r(1-3),

a tedy po dosazeni ekvilibrii dostaneme, ze

f0)y=r>0

f(K)=—-r<0.

Z Dusledku 1.1 plyne, ze ekvilibrium v bodé x = 0 je nestabilni a ekvilibrium
v bodé x = K je asymptoticky stabilni.

Z Veéty 1.3 plyne, ze pokud je o(t,zq) libovolné feseni rovnice (24) na Ry
s pocéatecni podminkou zg lezici v intervalu (0, K'), pak ¢(t, z9) monoténné roste
k ekvilibriu v bodé x = K. Pokud je s poc¢ateéni podminkou xq lezici v intervalu
(K, +00), pak ¢(t, o) monoténné klesd k ekvilibriu v bodé z = K

Tudiz vidime, ze kazdé nezaporné feseni kromé konstantniho feseni z = 0
se blizi ke K pro t — oo a ziskali jsme tyto informace bez explicitniho teseni
diferencialni rovnice.

Jak jsme uvedli v Kapitole 1, stabilita zhruba znamena, Zze mald zména
pocatecni hodnoty pfinese jen maly vliv na feSeni a tato podminka je pfirozeny
pozadavek pro ekvilibrium, jenz m& byt biologicky vyznamné. Je mozné, aby
systémy mély ekvilibria, pro ktera plati, ze se vSechna feseni zacinajici dostatecné
blizko ekvilibria blizi smérem k ekvilibriu, ale az poté, co putuji pry¢ od ekvilib-
ria. Takové ekvilibrium by nebylo stabilni, ale nase definice asymptotické sta-
bility pozaduje stabilitu tak, aby vyloucila tuto moznost. V biologickych ap-
likacich budeme obycejné pozadovat asymptotickou stabilitu spise nez stabilitu,
jak protoze asymptoticka stabilita muze byt stanovena z linearizace, zatimco sta-
bilita nemuze, tak protoze asymptoticky stabilni ekvilibrium neni silné narusené

odchylkami diferencidlni rovnice.
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2.4 Sklizen v populaénich modelech

Chceme studovat vliv odstranovani ¢lentu populace stanovenou mirou na pop-

ula¢ni model. Jestlize populace modelovana diferencialni rovnici

podléha sklizni o mite h(t) ¢lenu za jednotku casu pro néjakou danou funkei A(t),

pak sklizena populace je modelovana diferencialni rovnici

2.4.1 Sklizen s konstantnim vynosem

Jestlize je funkce h(t) identicky rovna konstanté H, kde H > 0 a clenové
populace jsou odstranovani konstantni mirou H za jednotku casu, nazyvanou

konstantnim vynosem, pak je model tvaru

Tomuto typu sklizné se tika sklizen o konstantni mite nebo sklizen s konstantnim
vynosem. Nastavd, kdyz je stanovena kvota (naptiklad skrz povolent jako v sezénach
lovu jelenu v mnoha statech, nebo dohodou jak se nékdy vyskytuje ve vel-
rybafent).

Ekvilibria tohoto modelu se naleznou tesenim rovnice f(z) — H = 0, to je,
nalezenim hodnot Z proménné x, ve kterych se protinaji rustové kiivka y = f(z) a
skliznova kiivka y = H. Z Definice 1.9 vyplyva, ze ekvilibrium 7 je hyperbolické,
jestlize plati

(f(2) = H),_, = ['(7) #0.
Z Dusledku 1.1 déle vyplyva ze ekvilibrium 7 je asymptoticky stabilni, jestlize
plati

(f(x) = H)\ee = ['(T) <0,
to je, kdyz v takovém pruseciku rustova kiivka protina sklizinovou shora dolu pro

rostouci . (Obrézek 27)
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Jestlize se populace 1idi logistickou rovnici, je
x

flx)=rz <1 - ?)

a model se sklizenim je tvaru
=z (1 3) —H. 25
¥ =rx ( % (25)

S ménicim se parametrem H v tomto piipadé nastane bifurkace sedlo-uzel. Ekvilib-
ria rovnice (25) nalezneme fesenim rovnice rz(1 —z/K)—H = 0, kterd po uprave
dava kvadratickou rovnici

KH
2? — Ko+ —— = 0.
T

Diskriminant této rovnice je D = K* —4HK/r.
Pro D > 0, neboli

H< —
47

jsou dveé ekvilibria,

K — JK2 — 4K K+ /K2 — 41K

X = 9 a Ty = 9

Pokud je D < 0, neboli H > rK/4, jsou oba koteny komplexni, z'(t) < 0
pro vSechna x a kazdé feseni havaruje, dosazenim nuly v konecném case. Jestlize
feseni dosahne nuly v konetném case, povazujeme systém za zhrouceny.

Jestlize plati 0 < H < rK/4, pak, pro H — rK/4, xj, roste od 0 po K/2 a
xy klesd od K po K/2.

Nebot derivace funkce f(z) je v tomto pifpadé tvaru

7wy = [ra(1 - %)] — (1 - %x) , (26)

je ekvilibrium logistické rovnice hyperbolické, pokud je ruzné od K/2. Pro x =
K/2 je funkce f'(z) rovna nule a tudiz je ekvilibrium v tomto bodé nehyperbol-
ické. Déle ze vztahu (26) plyne ekvivalence

flr) <0 < T >
38



Ekvilibrium rovnice (25) je proto asymptoticky stabilni, jestlize je vétsi nez K/2.
Tedy pro H < H. je ekvilibrium x vzdy hyperbolické a nestabilni a ekvilibrium
xy je vzdy hyperbolické a asymptoticky stabilni.

Kdyz H dosdhne bifurka¢ni hodnoty (maximélni udrzitelnd mira sklizné),

ktera je

dochazi k bifurkaci — obé ekvilibria splynou v jedno nehyperbolické jednostranné
nestabilni ekvilibrium v bodé = = K /2. Pro H < H. smétuje velikost populace
k rovnovazné velikosti, kterd se blizi ke K/2 pro H — H,. (za predpokladu, ze
pocatecni velikost populace je nejméné x ), ale pro H > H. vyjde ' = f(x) — H
zaporné pro libovolnou hodnotu x a velikost populace klesd a dosahne nuly
v konec¢ném case pro libovolnou pocatecni velikost populace. Biologické dusledky

jsou pro modelovanou populaci katastrofické. [Brauer a Sédnchez (1975)].

Obréazek 27: Fazové portréty logistické rovnice pfi sklizni s konstantnim vynosem.

f(x)
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Z Obrazku 27 je ziejmé, ze pokud H > max f(x), pak neexistuje ekvilibrium,
a ze maximalni udrzitelnd mira sklizné H,., pii které obé ekvilibria splynou a

rozplynou se, je max f(x).

Na Obrazku 27 mame fazové portréty rovnice (25). Kiivka f(z) je grafem
pravé strany logistické rovnice ' = rx(1 — x/K). Nechame ji fixovanou a osu x
vertikalné posouvame o H. Orbity feseni rovnice (25) pro danou hodnotu H lezi
vzdy na grafu funkce y = H. Ekvilibria jsou jeho pruseciky s kfivkou f(x) a sipky
na zbylych orbitach ukazuji pohyb Teseni na orbité pro rostouci t. Zvolili jsme za

H hodnoty Hy, Hy, H. a Hy takové, z2e 0 = Hy < H; < rK/4 = H, < Hs.

2.4.2 Sklizen s konstantnim usilim

Pokud je funkce A(t) linearni funkci velikosti populace h(t) = Exz(t), kde
E > 0 pak je model tvaru

Tento typ sklizné se nazyva proporcionédlni nebo sklizen s konstantnim usilim.
Nastava v modelovani rybareni, kde se casto predpoklada, ze x, coz je pocet ryb
chycenych za jednotku casu, je imérné k F, coz je usili vlozené do rybolovu. Toto
rybarské usili muze byt méreno, naptiklad, po¢tem lodi rybaficich v daném case.
Predpoklad, ze tlovek je imeérny k usili, muze byt zpochybnovan na zakladé toho,
ze vice usili na rybolov muze byt nutno, pokud je rybi populace velmi mala, ale
zdé se byt rozumnym pfedpokladem pro mnoho aktualnich rybafeni.

Jestlize se populace tidi logistickym modelem, pak sklizhovy model je

dx

i (1—%) — Ex =: G(x). (27)

S ménicim se parametrem F v tomto piipadé nastane transkriticka bifurkace. Pro

E +# r existuji dvé ekvilibria, jedno je v bodé

z=0
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a druhé nalezneme fesenim rovnice (1 —z/K) — E' = 0 a zna¢ime ho

Derivujme pravou stranu rovnice (27) podle proménné x. Dostaneme

G'(z) = [m:(l—%) —Ex}/:'r(l—%x) _E.

Dosazenim ekvilibrif dostaneme G'(0) =r — E a G'(Z(F)) = E — r. Z Dusledku
1.1 je vidét, ze ekvilibrium v & = 0 je nestabilni pro £ < r a asymptoticky
stabilni pro £ > r a ekvilibrium v Z(FE) je asymptoticky stabilni pro F < r a
nestabilni pro £ > r. Nebot je ekvilibrium v bodé T(E) pro E > r zdporné, nem4
biologicky smysl a neuvazujeme ho.

Jak tusili roste od nuly k r, ekvilibrium v bodé Z(E) klesa od K k nule.

Hodnota parametru E = r je bifurka¢ni hodnota, sklizhovy model je tvaru

dx ra?

o 28
a tedy x = 0 je jediné ekvilibrium. Nebot v tomto pifpadé plati G'(0) = E— F =
0, je toto ekvilibrium nehyperbolické. Protoze na orbité (0,00) je funkce G(x)
zdporna, odpovida tato orbita feSenim diferencidlni rovnice (28), kterd klesaji

k nule s rostoucim ¢.

Pro dané tsili E je vynos

KE?
Y(FE):= EZ(E) = KE — .
r
Derivujme vynos podle usili:
ay
(E) _ je_oKE
dFE r

Polozme derivaci rovnou nule a najdeme tsili E,,,4,, pro které je vynos maximéalni.

Spocitame, ze pro usili E,., = r/2 s T(F) = K/2 dosdhne vynos maximalni
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hodnoty rK/4; zvyseni usili nad r/2 je kontraproduktivni, protoze to snizuje
VYnos.

Pro obecny model 2’ = f(x) — Ex se ekvilibria naleznou fesenim rovnice

to je, nalezenim hodnot T(F) proménné z, kde se protinaji rustova kiivka y =

f(z) a skliznova kiivka y = Ex. Ekvilibrium je asymptoticky stabililni, jestlize
(f(z) = Ex)y—s = f'(T) — E <0,

to je, jestlize v takovém pruseciku rustova kiivka protind skliznovou shora dolu
pro rostouci z. Jestlize f(0) = 0, pak x = 0 je ekvilibrium, které je nestabilni,

kromeé ptipadu, kdy x = 0 je jediné ekvilibrium.

Obréazek 28: Fazové portréty logistické rovnice pfti sklizni s konstantnim tsilim.

Na Obrazku 28 jsme nechali fixovanou kiivku g(z), ktera je grafem pravé
strany logistické rovnice 2’ = ra(1—x/K), a misto osy = bereme piimku y = Ex.
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Orbity Feseni rovnice (35) pro danou hodnotu E' lezi vzdy na grafu funkce y = Fz.
Ekvilibria jsou jeho pruseciky s kiivkou f(x) a Sipky na zbylych orbitdch ukazuji
pohyb feseni na orbité pro rostouci t. Zvolili jsme za F hodnoty Fy, F1, Fnas,

EQ,E3&E4takOVé,Z€O:EQ<E1<7’/22Emam<Eg<T:E3<E4.

2.5 Porovnani jednotlivych rovnic

Za ucelem porovnani ruznych diferencialnich rovnic v ¢asoveé nezavislych piipadech,
parametr, tedy r, znaci pribliznou miru rustu populace na osobu, kdyz je populace

dostatecné mala.

¥ =rz (1 — %) , (Verhulst, logistickd),

! K-z kde a > 0 (Smith, Beverton-Holt),
, kde v >0 (Ricker),
: (Gompertz).

Verhulstova rovnice je specidlni pripad Bernoulliho rovnice s # = 1, a mezni
pifpad Smithovy rovnice s @ = 0 a Rickerovy rovnice s ¥ — 0. Reseni téchto
rovnic vykazuji esovity rust, ¢asto nazyvany sigmoidni rust. Rostou z jednoho
rovnovazného stavu, x = 0, do dalsiho, x = K, prvni konvexnim a pak konkavnim
zpusobem. Ve vsech jinych piikladech se vytratila symetrie Verhulstovy rovnice;
zejména inflexni bod jiz neni v z = K /2. Jen Bernoulliho rovnice je dostatecné
flexibilni, aby méla inflexni bod jak v 2 > K/2, tak v bodé # < K /2. V rovnicich
Smithe, Rickera a Gompertze je inflexni bod v x < K/2. Toto jsou obecné vlast-
nosti, které nezavisi na konkrétnich vybérech parametru.

Gompertzova rovnice je limitnim pfipadem rovnice

=5 (-6
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kde parametr # > 0. Pro 8 = 1 tato rovnice dava logistickou populacni rovnici.
Za pouziti L'Hospitalova pravidla vypocteme limitu pravé strany této rovnice pro

0 blizici se k nule zprava:

X 0 !

. TT x\° ‘ [1 - (%) ] . —(£)fInL K
lim — 1—(—) =rr lim —— =rz lim ——= =rzln—,
6—0+ 0 6—0+ 0] 6—0+ 1 x
coz je prava strana Gompertzovy populacni rovnice.

Na Obréazku 29 je srovnani grafu feseni logistické rovnice a grafu teseni Gom-

pertzovy rovnice. Redeni jsme zvolili tak, Ze pro obé plat 2(0) = K /e.

Obréazek 29: Graf Feseni logistické rovnice (oznaceny ”L”) a Gompertzovy rovnice
(oznaceny "G”).

K
G
T
« P
2
&l
) t
2.6 Gompertzuv populacni model
Gompertzova rovnice je tvaru
K
() =ra(t)In — (29)

s konstantami r, K > 0, kde K znac¢i izivnost populace a r znaé¢i pribliznou miru
rustu populace na osobu, kdyz je populace dostatecné mald. Tato rovnice sahd az
ke Gompertzovi (1825), nezapadd do zékladnich rovnovaznych rovnic populaéni
dynamiky. Je velmi ispésnd pro vhodna data nddorového bujeni, s z(t) reprezen-

tujicim pocet nadorovych bunek v ¢ase t. Uvazujme onkologické pacienty, ktefi
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jsou na pocatku podrobeni néjakému lécebnému zdkroku (operaci), ktery vsak
nemusel odstranit vSechny rakovinné bunky. Riziko umrti je imérné rychlosti
mnozeni zbylych rakovinnych bunék (recidiva nebo metastazy). Dostatecné jednoduchy
a pritom adekvatni model rustu rakovinnych bunék je Gompertzova kiivka, tedy

graf feseni pocdtecni tilohy Gompertzovy rovnice (29) s pocdteéni podminkou
z(0) = xo. (30)

Gompertzovu rovnici (29) s pocateéni podminkou (30) muzeme dodefinovat
pro piipad, ze bude pocatecni velikost populace rovna nule, tedy xy = 0. Limita

pravé strany Gompertzovy rovnice pro x — 07 je

1

K Inz =
lim rzln — = lim rzln K — lim — == lim
z—01 T z—0t z—01 p

- = lim z=0.
z—0F -z z—0F
Miru rustu nulové populace v Gompertzové modelu s poc¢ateéni podminkou (30)

spojité dodefinujeme jako rovnou nule, neboli
2'(t) = 0, pokud zy = 0.

Nulova populace tedy nebude rust ani klesat, coz biologicky déva smysl.

Gompertzova krivka naléza uplatnéni nejen v biologii, ale i v ekonomii. Vyuziva
se napiiklad ke znazornénni prubéhu zajmu o novy vyrobek. Po zahajeni vyroby
stoupa zajem nejdiive pomalu, pak prudce zrychluje a za inflexnim bodem se
opét zpomali a asymptoticky se blizi k ekvilibriu.

Podobné muzeme pomoci Gompertzovy kiivky analyzovat rozvoj sluzeb, do-
pravy, vynosu v zemédélstvi, vyvoz uréitého produktu, vhodnym zpusobem charak-
terizuje i mnozstvi vyrobku v uzivani.

Uloha (29), (30) muze byt feSena explicitné. Pro 2o = 0 je 2/ = 0 a fedeni
této tlohy na Ry je (¢,0) = 0. Dosazenim do (29) ndm vyjde, 7e pro zg = K
také plati 2/ = 0 a feSen{ této tlohy na R{ je p(t) = K. Predpoklddejme, 7e plati
0 < xg # K a oznacme x(t) := ¢(t, ). Necht

Y = ln% =Inz—InK.
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Pak derivaci podle ¢ a dosazenim za ' mame

'—i—rlng— rlni— r
y=7 - x K'Y

Separaci proménnych dostaneme rovnici

d
L
Y
Integraci pak ziskdme rovnici
In|y| = —rt+c¢

ln’ln%’ =c—ri,

kde ¢ € R je integracni konstanta. Dosazenim poc¢atecni podminky z(0) = z do

posledni rovnice dostaneme vztah
oy
c=1In ‘ln —.
K

Pro zp > K plati 7y = Ke®, dale z Véty o existenci a jednoznaénosti z Kapitoly 1

plati z(t) = ¢(t, 79) > K pro kazdé t € Ry, tudiz plati rovnost

i _ eecef'rt
K
Pro 0 < zyp < K plati g = Ke ", déle z véty o existenci a jednoznacnosti

z Kapitoly 1 plati 0 < z(t) = ¢(t,79) < K pro kazdé t € R, tudiz plati rovnost

Dosazenim z ziskdme fesenf pocatecni ilohy Gompertzovy rovnice na Ry s pocatecni

podminku 0 < zy # K:

—rt

p(t,x0) = K (%) : (31)
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Vidime, ze tato rovnice plati i pro pocatec¢ni podminku zqg = 0 a g = K,
a tudiz je to fesen{ poc¢dtecni tlohy Gompertzovy rovnice na Ry pro libovolnou
pocédtecni podminku zy € [0,00). Z této rovnice vidime, ze pro libovolné xz
z intervalu (0, 4+o00) plati lim; . ¢(t, z9) = K.

Derivovani Gompertzovy rovnice vzhledem k t dava

d*z  d K\ dx K dz : K K
PR (ln;) =" (ln; — 1) ik <ln; — 1) <ln;) .
Z toho odvodime, 7e d*z/dt*> méni znaménko, kdyZ z(t) protind horizontalu z =
K/e a tak, ze teSeni, které protind tuto piimku, ma inflexni bod v pruseciku.
Druhd derivace d?/dt? je na intervalech (0, K/e) a (K, +00) kladnd a na intervalu
(K/e, K) je zéporna. Resenf x(t) je tedy konvexni funkei na intervalu (0, K/e) a
na intervalu (K, 4+00), zatimco na intervalu (K /e, K) je funkel konkavni. Kfivky

feSeni musi vypadat jak je ukdzané na Obrazku 30.

Obrézek 30: Reseni Gompertzovy rovnice pro pocateéni podminky =y > K, zo =
K, 0<xy< Kaxg=0.

DI~

\\
0<x,<K /

x
S
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o
o
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Muzeme, jako v logistické rovnici, odhadnout K z dlouhodobého chovani dat
a r a rg metodou nejmensich ¢tvercu. To je dalsi duvod popularity Gompertzovy

rovnice.
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2.7 Sklizen v Gompertzové modelu

Chceme studovat vliv odstranovani clenu populace stanovenou mirou na Gom-

pertzuv populac¢ni model. Jestlize populace modelovana Gompertzovou rovnici

' =rxln—
x

s mirou rustu r > 0 a dzivnosti K > 0 podléha sklizni o mife A(t) ¢lenu za
jednotku ¢asu pro néjakou danou funkei h(t), pak sklizend populace je modelovand

diferencialni rovnici

K
¥ =rzin — - h(t). (32)

V rovnici (32) predpokladame, ze velikost sledované populace je z > 0. Podle
predchozi podkapitoly spojité dodefinujeme Gompertzovu rovnici se sklizni pro

pripad, kdy je velikost populace rovna nule. Celkové budeme mit rovnici

, m:ln%—h(t) prox >0
Tr =
—h(t) pro z = 0.

Definujme funkci g proménné x predpisem

K
rxln = prox >0

g(z) = !
0 pro z = 0.

Pak ekvilibria Gompertzova modelu pii sklizni h(t) se naleznou fesenim rovnice
g(x) = h(t) = 0.

2.7.1 Gompertziv model s konstantnim vynosem pfi sklizni

Jestlize je funkce h(t) identicky rovna konstanté H > 0, pak je model (33)

tvaru

K
reln= — H proxz >0

—H pro z = 0.
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Robustni vlastnosti Gompertzova modelu s konstantnim vynosem pii sklizni
odvodime kvalitativni analyzou diferencidlni rovnice (34) pomoci teorie dynam-
ickych systému a bifurkacni teorie uvedené v Kapitole 1. Zjistime, jak vypadaji
fazové portréty pro ruzné hodnoty parametru H.

Ekvilibria Gompertzova modelu pfti sklizni s konstantnim vynosem H se nalez-
nou feSenim rovnice

g(x) — H =0,

to je, nalezenim hodnot T proménné z, ve kterych se protinaji rustova kiivka g(x)
a skliznova kiivka y = H. Z Definice 1.9 vyplyva, ze ekvilibrium 7 je hyperbolické,
jestlize plati

(9(z) = H)p— = ¢'(T) #0.
Z Dusledku 1.1 déle vyplyva ze ekvilibrium 7 je asymptoticky stabilni, jestlize
plati

(9(x) — H)ps = ¢'(T) <0,
to je, kdyz v takovém pruseciku rustova kiivka protind sklizinovou shora dolu pro
rostouci x.

Nejdiive vysetiime Gompertzovu populacni rovnici bez sklizné (H = 0), kterd

je tvaru

/
Tr =

rxln % prox >0
{ 0 pro x = 0.
Ekvilibria jsou feseni rovnice g(x) = 0. Tato rovnice ma pravé dvé feseni.
V bodé x;, = 0, coz plyne z definice funkce g a v bodé xy = K, coz plyne z toho,
zeln(K/z)=0< K/z = 1.
Spodcitdme prvni a druhou derivaci funkce g(x) na intervalu (0, 00) a pomoci

nich zjistime, jak vypada jeji graf. Plati

J(z) = ran—raz% —rlnz =r <1n% - 1),

g'(x) = —rg
Kdyz se x blizi k nule, roste ¢'(z) k +00 a ¢”(x) klesd k —oo. Druhda derivace je
pro libovolné kladné x zdporna, a tudiz je g(x) konkavni funkce. V bodé, kde je
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prvni derivace rovna nule, nabyva konkdvni funkce svého maxima. Nebot plati

, K K
gx)=0 <= r|llh—-1)=0 <<= z=—,
T e

nabyva g(x) svého maxima v bodé

o=

a hodnota g(x) v tomto bodeé je

K

max g(z) = g(zc) = g (—) B

e

K K
K:T;.

In

(&
e

Funkce ¢'(z) je na intervalu (0, K/e) kladnd a na intervalu (K/e, +00) je zdporna.
Ekvilibrium, které lezi v intervalu (0, K/e) je tedy hyperbolické a nestabilni a
ekvilibrium, které lezi v inervalu (K/e, +00) je hyperbolické a asymptoticky sta-
bilni.

Ekvilibrium v bodé z; = 0 je hyperbolické a nestabilni, protoze plati
K
lim ¢'(z) = lim r (ln — = 1) = 400
r—0t z—0t i

a ekvilibrium v bodé xy = K je hyperbolické a asymptoticky stabilni. Kromé
ekvilibrif jsou dalsi orbity intervaly (0, K) a (0, K) a (K, +00). Funkce g(x) je na
(0, K) kladna a na (K, +o0) zaporna. Reseni Gompertzovy rovnice ¢(t, zg), coz
je v nasem pripadé velikost populace zavisla na case, se s libovolnou pocatecni
podminkou z(0) = zy > 0 pfiblizuje k hodnoté K.

Z Obrazku 31 vidime, ze pro malé hodnoty H ma fazovy portrét rovnice (34)
stabilni orbitovou strukturu, to je, pro H < H., kde H. = max g(z).

Kdyz H roste od 0 po rK /e, pruniky grafu rustové kiivky g(x) a skliznové
kiivky y = H se k sobé priblizuji. Ekvilibrium z, roste od 0 po K /e a ekvilibrium
xy klesd od K po K/e. Pro hodnoty H z intervalu (0, H,) se tedy fazovy portrét

rovnice (34) sklada z orbit

0,21), zp, (xp,2v), v, (xy,+00).
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Z nestability ekvilibria x plyne, ze pro libovolnou pocatecni velikost populace
z intervalu [0, z;) klesa velikost populace k nule a dosédhne ji v koneéném case.
Z asymptotické stability ekvilibria xy plyne, ze pro pocatecni velikost z intervalu
(21, zy) nebo z intervalu (zy, +00) se velikost populace blizi k hodnoté z, ale

nedosahne ji v koneéném case.

Obrazek 31: Fazové portréty Gompertzovy rovnice pti sklizni s konstantnim
vynosem.

P NS O QP

Pro H = maxg(z) = rK/e ma graf rustové kiivky g(z) a skliznové kiivky
y = H jediny prunik a rovnice (34) je v bifurka¢nim bodé. Nastavéd bifurkace
sedlo-uzel. Kdyz H dosahne bifurka¢ni hodnoty

H.=r—,
e

obé ekvilibria splynou v jedno nehyperbolické jednostranné nestabilni ekvilibrium
v bodé z. = K/e a dalsi orbity budou intervaly (0, K/e) a (K/e, o0). Na obou

je ' < 0, a tudiz feseni s pocatecni podminkou z intervalu [0, K/e) klesd k nule
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a dosahne nuly v konetném case a teSeni s pocateéni podminkou z intervalu
(K /e, +00) klesa k ekvilibriu v bodé K /e, ale nedosdhne ho v konetném case.

Pro H > H. nemaji graf rustové kiivky a sklizniové kiivky zadny spole¢ny
prunik, rovnice 34 nemé ekvilibrium a na jediné orbité [0, +00) plati nerovnost
' < 0. Kazdé teseni tedy klesa k nule a dosédhne ji v konetném case. Populace
tedy vymfe pii libovolné pocatecni velikosti.

Proto se mira sklizné H. nazyva Maximalni udrzitelnd mira sklizné.

Na Obrazku 31 jsme nechali fixovanou kiivku g(z), ktera je grafem pravé
strany Gompertzovy rovnice ' = rzIn(K/x), a osu x posouvame vertikalné o
H. Orbity feseni rovnice (34) pro danou hodnotu H lezi vzdy na grafu funkce
y = H. Ekvilibria jsou jeho pruseciky s kiivkou g(x) a Sipky na zbylych orbitach
ukazuji pohyb feseni na orbité pro rostouci ¢t. Zvolili jsme za H hodnoty H,, Hj,

H,, H. a Hj takové, ze 0 = Hy < H; < Hy <rK/e = H. < Hj.

2.7.2 Populace Jetfaba kanadského

Modelujme Gompertzovou populaéni rovnici s konstantnim vynosem populaci
Jerdaba kanadského s tzivnosti K = 194600 clenu a vlastni mirou rustu r =
0.0987 rok™'. Chceme znat maximalni udrzitelnou miru sklizné H,. Vypocitame

ji dosazenim danych hodnot do vzorce

ktery jsme odvodili v predchozim piikladu. Tedy

. 194
H.= 0.0987 - 194600 = 7066 ¢lenu - rok
e

Lovime-li jetaba konstantni mirou H > 0, pak modelujeme velikost populace
jetdba tak, jak je popsano v casti 2.7.1.

Pti nulové sklizni mame dveé hyperbolicka ekvlibria. Jedno nestabilni je v bodé
xr, = 0 a druhé asymptoticky stabilni je v bodé xy = K = 194600. S rostoucim
parametrem H se obé ekvilibria k sobé ptiblizuji (z, roste od 0 ke K /e a xy klesa

od K ke K/e). Pokud je pocétecni velikost populace mensi nez xy, s rostoucim
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casem klesa k nule a dosahne ji v koneé¢ném case. Pokud je mezi x;, a xy, roste
k xy. Pokud je xy, neméni se. Pokud je vétsi nez xy, klesé k xy;. pro miru sklizné
H = H,. = 7066, kdy je rovnice v bifurkacnim bodé, obé ekvilibria splynou v jedno
nehyperbolické jednostranné nestabilni ekvilibrium v bodé z, = K /e. Po dosazeni

za K spocitame, ze je to v bodé

K 194600
xc = — =
€ €

= 71590.

Pokud je pocatecni velikost populace mensi nez x., s rostoucim ¢asem klesa k nule.
Pokud je z., neméni se. Pokud je vétsi nez z., klesa k z..
Pro miru sklizné H > H,. nemé rovnice zadné ekvilibrium. Populace vymira

pro libovolnou pocateéni velikost a dosahne nulové velikosti v konecném case.

Tabulka 1: Hodnoty nestabilniho ekvilibria z;, pro ruzné hodnoty miry sklizné H.

H | 01807 {2929 | 4491 | 6246 | 7066
xr, | 0] 5000 | 10000 | 20000 | 40000 | 71590

Tabulka 2: Hodnoty asymptoticky stabilniho ekvilibria zy pro ruzné hodnoty
miry sklizne H.

H |0 1834 3092 4550 6194 7066
xy | 194600 | 175000 | 160000 | 140000 | 110000 | 71590

2.7.3 Gompertziv model s konstantnim usilim pfi sklizni

Jestlize dochdzi ke sklizni s konstantnim usilim, neboli je funkce h(t) linedrni
funkef velikosti populace h(t) = Ex(t), kde konstanta E > 0 je tusili, pak je model
(33) tvaru

/

xz{rwln%—Ezprox>0 (35)

—Fx pro x = 0.

Na Obrazku 32 jsme nechali fixovanou kiivku g(z), ktera je grafem pravé

strany Gompertzovy rovnice ' = rxIn(K/x), a misto osy = bereme piimku
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y = Ex. Orbity feSeni rovnice (35) pro danou hodnotu F lezi vzdy na grafu
funkce y = Ex. Ekvilibria jsou jeho pruseciky s kiivkou g(z) a sipky na zbylych
orbitach ukazuji pohyb feseni na orbité pro rostouci t. Zvolili jsme za E hodnoty

Ey, Ev, E e, a Ey takové, 7e 0 = By < E1 <1 = FEu. < Es.

Obrazek 32: Fazové portréty Gompertzovy rovnice pti sklizni s konstantnim
usilim.

Ekvilibria nalezneme feSenim rovnice

to je, nalezenim hodnot T proménné z, ve kterych se protinaji rustova krivka
g(x) a skliziiova kiivka F(z) := E.
Je ztejmé, ze jedno ekvilibrium je vzdy v bodé x = 0. Druhé ekvilibrium

nalezneme tfeSenim rovnice

K
reln — — Fx = 0.
T
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Pro x # 0 muzeme déle psat:

rln% =F,

K E
IIIT :?,
K _ _E/r
T =¢€ /’
T = Ke E/7,

Pro dané tsili £ méame tedy ekvilibrium v bodé
T(E) = Ke B/",

Celkové tedy méame pro libovolné usili £ dvé ekvilibria. Pokud je £ = 0, pak
je ekvilibrium v bodé K a s rostoucim E toto ekvilibrium exponencidlné klesa.
Nebot plati

lim Z(E)= lim Ke %" =0,

E—+o00 E—+o0

blizi se s rostoucim F ekvilibium v bodé Z(E) k ekvilibriu v bodé 2 = 0. Z Definice

1.9 vyplyva, ze ekvilibrium 7 je hyperbolické, jestlize plati

(9(x) = Bx),—z = ¢'(T) — E # 0.

Z Dusledku 1.1 déle vyplyva ze ekvilibrium 7 je asymptoticky stabilni, jestlize
plati
(9(x) — Ex),z = ¢'(¥) — £ <0.

g(z) =r (m% _ 1)

lim ¢'(z) = +oc.

z—0t

Vime, ze plati

Nebot pro kazdé E > 0 plati

lim ¢'(z) — F = 400,

z—0t

95



je ekvilibrium v bodé z = 0 nestabilni pro libovolné tsili £. Dosazenim ekvilibria

Z(E) do funkce ¢'(z) zjistime, ze plati

K
! (— o - _ _
g(x(E))—E—T(ln g7 1) E=—-r<0

Tudiz ekvilibrium Z(E) je hyperbolické a asymptoticky stabilni pro libovolné tsili
E.
Fézovy portrét rovnice (35) ma tedy stabilni orbitovou strukturu pro libovolné

usili £ > 0 a sklada se z orbit
0, (0,z(F)), =(E), (Z(E),+00).

Z Obrazku 32 vidime a z asymptotické stability ekvilibria v bodeé T(F) vyplyva,
ze na orbité (0,7(E)) plati nerovnost 2’ > 0 a na (Z(FE),+o0) plati nerovnost
x’ < 0. Velikost populace se tedy pro libovolnou pocatecni velikost z(0) = xy > 0
blizi k ekvilibriu v bodé T(F).

Pro dané tsili E je vynos
Y(E) := EZ(E) = KEe &/".

Maximalni vynos nalezneme tak, ze najdeme usili F, pro které vynos nabyva
svého maxima. Toto usili ozna¢ime Fy... Prvni derivace funkce Y (FE) podle

proménné F je

dY(E) . d
E _Kd—E

(Ee*E/r) =K(1—- %)eE/r.

Vidime, zZe derivace je rovna nule, pravé kdyz £ = r. Pro 0 < E < r je kladna
a pro r < E zapornd. Z toho vyplyvd, ze funkce Y (F) nabyvéa svého maxima

v bodé

Emaa: =r

Maximalni vynos je tedy
K
Y (Fhax) = 12(r) = r—.
e
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Vynos roste od 0 po rK/E, kdyz tsili F roste od 0 po Epq, = 7. S dalsim rustem
usili nad F,,.. vynos klesd a blizi se k nule, protoze za pouziti L’Hospitalova
pravidla plati

E Kr

0.

57



Zaver

Tato prace muze slouzit pro potteby biologu, 1ékait a ekonomu, ktefi se ve
své praxi setkaji s Gompertzovym modelem. Zaroven muze slouzit jako studijni
materidl k pochopeni spojitych dynamickych systému v R a nékterych typu bi-
furkaci.

Préce cerpa z nize uvedené literatury. Kapitola 1 vychdzi z knihy [2], kromeé
Veéty 1.3, ktera je zde zavedena a jeji dukaz odvozen pro potieby v dalsich ¢astech,
a kromeé ¢asti Metody linearizace, kterd cerpa z knihy [1]. Prvni ¢tyfi podkapitoly
z Kapitoly 2 vychézi z knihy [1] s vyuzitim teorie dynamickych systému a bifurkact
z Kapitoly 1. Dalsi dvé podkapitoly vychazi z knihy [5] a v druhé z nich jsou
i poznatky z clanku [3] a z habilita¢ni préce [4]. Posledni podkapitola, Sklizen
v Gompertzové modelu, je pak pfinosem této prace. Tato podkapitola je zaroven
stézejnim bodem celé prace.

Celd prace je vytvorena pomoci typografického systému KIEX a obrazky byly
udélany v Gnuplotu, coz je program pro tvorbu grafi, a upraveny ve vektorovém

grafickém editoru Inkscape.
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