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Anotace

Cilem prdce bylo prostudovat téma bindrni relace. Poté vytvorit interaktivni pro-
gram, ktery by byl uZitecny komukoli, kdo by se rad sezndmil se zdakladnimi
pojmy, které souvisi s bindrnimi relacemi. Program je rozdeélen na vyukovou
a praktickou édst. Vyukovd cdst poskytuje uZivateli informace k tématu bindr-
nich relact. Praktickd cast obsahuje interaktivni priklady, které slouZi k lepsimu
pochopent téchto informaci a na kterych si uZivatel muze overit sveé znalosti.



Dékuji mému vedoucimu prace RNDr. Miroslavu Kolarikovi, Ph.D., za trpélivost
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1. Teoretické zaklady

1.1. Pojem relace a binarni relace

Relace je matematickym protéjskem pojmu vztah. Naprf. ¢islo 4 je ve vztahu
,byt vétsi“ s Cislem 2, nebo mnozina {1,2} je ve vztahu ,byt podmnozinou*
s mnozinou {1, 2, 3} a neni ve vztahu ,,byt podmnoZinou“ s mnozinou {2}. Kazdy
vztah je urcen tzv. aritou a mnozinami, jejichZz prvky do vztahu vstupuji. Arita
udava pocet prvkid ve vztahu. Vztah, jehoz arita je dva nazveme binarni.

Priklad 1. Mdme mnozinu X vsech Zdki néjaké skoly, mnoZinu Y wvsech ucitelu
teze skoly. MiZeme uvaZovat vztah ,x je Zakem y“, kde x je néktery Zak skoly a y
néktery ucitel skoly. Takovy vztah je bindarni a mnoziny, jejichZ prvky do vztahu
vstupuji jsou X a'Y.
Nyni budeme definovat pojmy souvisejici s relaci, viz [1].

Definice 1. Usporddand n-tice proki xq,...,x, (v tomto potadi) se oznacuje
(x1,..., ). Proek x; (1 < i < n) se nazyjvd i-td slozka n-tice. Dvé usporddané
n-tice jsou st rovny, prave kdyzZ maji stejny pocet sloZek a odpovidajici si slozky
jsou stejne.

Definice 2. Kartézsky soucin mnozin Xy,..., X, je mnoZina X; X --- x X, =
{z1,...,xn) |21 € X4, ... 2 € X, ).
Definice 3. Relace mezi mnoZinami X, ..., X, je libovolnd podmnozina kartéz-

skeho soucinu X1 X --- x X,,.

Relace je tedy mnozina sestavajici z n-tic prvka piislusnych mnozin. Cislo n
je arita relace a danou relaci nazyvame n-arni.

Piiklad 2. Necht je mnoZina A = {a,b,c}, mnozina B = {1,2}, mnoZina
C ={Jirka, Petr}, kartézsky soucin A x B x C' = {(a,1, Jirka), (a,1, Petr),
(a,2, Jirka), (a,2,Petr), (b,1,Jirka), (b,1, Petr), (b,2, Jirka), (b,2, Petr),
(¢, 1, Jirka), {(c,1, Petr), (c,2, Jirka), (c,2, Petr)}, kartézsky soucin A x B =
{{a, 1), (a,2), (b,1), (b,2), (¢, 1), {¢,2)}. Pak terndrni relace R = {{a, 1, Jirka),
(b,2, Jirka), (b,2, Petr), (c,2,Jirka)}, R C A x B x C a bindrni relace L =
{{(a, 1), (b,1), (¢,2), (a,2)}, L C A x B.

Binarni relace je tedy libovolnd podmnozina kartézského soucinu dvou libo-
volnych mnozin. Pokud jsou si dvé mnoZiny (mezi kterymi relaci uvazujeme)
rovny, pak mluvime o binarni relaci na mnoziné. Pokud jsou rtzné, pak mluvime
o binarni relaci mezi mnozinami.

Mezi specialni relace na néjaké mnoziné X patii:

e prazdna relace ()
e relace identity wx = {(z,z) | x € X}

e kartézsky cCtverec tx = X x X.



1.2. Operace s binarnimi relacemi

Relace jsou definovany jako mnoziny a proto s nimi lze provadét mnozinové
operace (napi. N,U, —).
Mame-li mnoziny X, Y a relace R, L, kde R, L C X X Y, potom relace:

e RNL={z|rxe€eRaxc L}
e RUL={z |z € Rneboz e L}
e R—L={zx|xeRax¢lL}.

Piiklad 3. Necht je dina mnozina X = {1,2,3}, R a L jsou relace na mnoZiné
X, R ={(1,2), (1,3), (2,3)}, L = {(1,2), (2,2), (2,3)}. Pak RN L = {(1,2),
(2,3}, RUL ={(1,2), (1,3), (2,2), (2,3)}, R— L ={(1,3)}.

Pro binarni relace mizeme definovat (diky jejich struktuie) dalsi operace, které
nejsou obdobami operaci s mnozinami. Mezi né patii inverzni relace a skladani
relaci.

Inverzni relace k né&jaké relaci R se znadi R~ a je definovand predpisem R~! =
{{y,z) | (x,y) € R}. Tedy relaci R~! ziskdme zaménou slozek v usporadanych
dvojicich relace R.

Piiklad 4. Necht je mnozina X = {a,b,c}, R je relace na mnoziné X, R =
{{a,b), (b,c), {c,a)}. Pak inverzni relace k R je R~ = {(b,a), {(c,b), (a,c)}.

Nyni k operaci skladani. Je-li R relace mezi mnozinami X,Y a L relace mezi
mnozinami Y, Z, potom slozeni R a L je relace R o L mezi mnozinami X, Z
definovana predpisem:

RoL ={(x,z) | existujey €Y : (z,y) € Ra (y,2) € L}.

Piiklad 5. Necht je mnozina X = {a,b,c}, mnozina Y = {1,2,3}, mnoZina
Z = {Jirka, Petr, Martin}, R je relace mezi mnoZinami X a Y, R = {(a,1),
(a,3), (¢,2)}, L je relace mezi mnozinami Y a Z, L = {(3, Petr), (3, Martin),
(2, Jirka)}. Pak Ro L je relace mezi mnoZinami X a Z, Ro L = {{a, Petr),
(a, Martin), (c, Jirka)}.

1.3. Reprezentace binarnich relaci

Existuji rizné zpisoby, jak reprezentovat relaci. Nyni si nékteré ukazeme a
popiseme jejich vyhody i nevyhody.



1.3.1. Reprezentace pomoci matice

Necht méame mnoziny A, B. Pokud matice reprezentuje relaci R C A x B,
potom Fadky (resp. sloupce) predstavuji prvky mnoziny A (resp. B). Je-li prvek
x € Avrelaci R s prvkem y € B potom hodnota matice na priseciku fadku, ktery
predstavuje prvek z, a sloupce, ktery ptredstavuje prvek y, bude 1. V opacném
pripadé 0.

Piiklad 6. Necht je mnozina A = {a,b,c}, mnoZina B = {1,2,3}, R je relace
mezi mnozinami A a B, R = {{a,1), (a,2), (b,2), (c,1)}. Pak S je matice

110
reprezentujici relaci R, S = [0 1 0
100

Ptehlednost maticové reprezentace relace zavisi na mohutnosti mnozin, mezi
kterymi relaci uvazujeme. Zjistit, zda dva prvky jsou spolu v relaci je snadné
a rychlé. Ovsem nevyhodou muze byt jeji velikost. Napf. matice reprezentujici
néjakou relaci R na né€jaké mnoziné X, kterd obsahuje 100 prvki, je typu 100 x
100 a obsahuje tedy 10000 hodnot. Vyuziti hodnot matice je zavislé na poctu
usporadanych dvojic, které lezi v relaci R. Napf. pokud R obsahuje 10 prvki,
pak matice bude obsahovat 10 jednicek a zbytek budou nuly. Pritom uchovavat
informaci o nulach je zbytecné. Srovnej s [1].

1.3.2. Reprezentace pomoci grafu

Relaci R na mnoziné X miizeme znazornit pomoci grafu, pricemz kazdy pr-
vek © € X znézornime jako uzel grafu a jestlize (z,y) € R, pak nakreslime
orientovanou hranu od uzlu pfedstavujici prvek = k uzlu predstavujici prvek y.

Piiklad 7. Necht je mnoZina X = {1,2,3,4}, R je relace na mnoZiné X, R =
{(1,2), (2,3), (2,4), (3,3)}, pak graf relace R je zndzornén na obrazku 1.
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Obrazek 1. Graf binérni relace

Grafova reprezentace je prehledné a pfedevsim nazorné. Ale s rostoucim po-
¢tem uzli a vztahtl mezi nimi, miize ztracet na prehlednosti.



1.3.3. Reprezentace seznamem seznamu

Pokud chceme vyuzivat relaci na pocitaci, musime ji vhodné reprezentovat
v pameéti pocitace. Reprezentace seznamem seznamtl je vhodna pro zpracovani
pocitac¢em a narozdil od maticové reprezentace je pamétové tspornd pro relace
s malou mohutnosti na mnoziné s velkou mohutnosti. Na obrazku 2 je zndzornéna
reprezentace relace R z predchoziho piikladu pomoci seznamu seznamt.
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Obrazek 2. Reprezentace relace pomoci seznamu seznamti.

1.4. Zobrazeni a relace

Zobrazeni lze povazovat za zvlastni pripad relace. Od pojmu relace se do-
staneme k pojmu zobrazeni, mame-li relaci B mezi dvéma mnozinami X, Y, kde
kazdy prvek z X je v relaci B pravé s jednim prvkem z Y. Takova relace odpovida
zobrazeni X do Y a mizeme ho znacit 3 : X — Y. Cili pii zobrazeni 3 se kazdy
prvek z mnoziny X zobrazi na pravé jeden prvek z mnoziny Y. Prvek y € Y,
ktery odpovida prvku x € X pfi zobrazeni § se zna¢i f(x) a nazjva se obraz
prvku z. Kazdy prvek x € X, jehoz obrazem pii zobrazeni 3 je prvek y € Y, se
nazyva vzor prvku y. Kazdy prvek z mnoziny X pii zobrazeni § ma pravé jeden
obraz, ale prvek z mnoziny Y nemusi mit zadny vzor, nebo miize mit jeden ¢i
vice vzori. Mnozina vSech vzort prvku y € Y se nazyva uplny vzor. Srovnej s [7].
Zobrazeni f: X — Y je:

e injektivni, pokud ke kazdému prvku y € Y existuje nejvyse jeden vzor
e surjektivni, pokud kazdy prvek y € Y méa alespon jeden vzor

e bijektivni, pokud je injektivni a surjektivni.



Piiklad 8. Necht je mnozina X = {1,3}, mnoZina Y = {a,b,c}, pak zobrazeni
B:X =Y, p() =b, 5(3) = ¢, zndzornéné na obrizku 3 je injektivni a neni
surjektivond.

Mnozina X Mnozina Y

Obréazek 3. Injektivni zobrazeni

Piiklad 9. Necht je mnozina X = {1,2,3}, mnoZina Y = {7,8}, pak zobrazeni
B:X =Y, B(1)="1,5(2) =8, B(3) =8, zndzornéné na obrdzku 4 je surjektioni
a nent injektioni.

Mnozina X Mnozina Y

Obréazek 4. Surjektivni zobrazeni

Piiklad 10. Necht je mnozina X = {1,2,3}, mnozZina Y = {a,b,c}, pak zobra-
zeni f: X = Y, B(1) = a, B(2) = b, 5(3) = ¢, zndzornéné na obrdzku 5 je
bijektioni.

Mnozina X Mnozina Y

S,
o)\

Obrazek 5. Bijektivni zobrazeni
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1.5. Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné

Binarni relace na mnoziné miize mit nékteré vlastnosti, které nam pozdéji
budou slouzit k vyclenéni urcitych trid relaci.

Definice 4. Mdme-li mnozinu A a relaci R C A x A, pak R je:
e reflexivni, pokud pro kaZdé x € A plati (x,z) € R
o symetrickd, pokud pro kazdé (x,y) € R plati (y,x) € R

o antisymetrickd, pokud pro kaZdé (x,y) € R plati: je-li ((x,y) € R a (y,x) €
R) pakx =y

e dplna, pokud pro kazdé x,y € A plati (x,y) € R nebo (y,x) € R

e tranzitivni, pokud pro kaZdé x,y,z € R plati: je-li ((x,z) € R a (z,y) € R)
pak (z,y) € R

Tedy relace R je reflexivni, jestlize kazdy prvek z A je v relaci R se sebou
samym. Graf reflexivni relace R bude mit u kazdého prvku smycku a matice
samé jednicky na hlavni diagonale.

Piiklad 11. Necht je mnozina A = {a,b,c}, R je reflexivni relace na mnoziné
1 00

A, R = {{a,a), (b,c), (b,b), (c,c)}, pak S = |0 1 1] je matice relace R a

0 01

graf relace R je zndzornén na obrdzku 6.

Obrazek 6. Graf reflexivni relace

Relace R je symetricka, kdyz pro kazdou dvojici (z,y) lezici v R plati, Ze také
(y,x) lezi v R. V grafu symetrické relace R mezi prvky =,y € A neni bud Zadna
hrana, nebo vede hrana z = do y i z y do . Matice symetrické relace R je vzdy
symetricka podle hlavni diagonaly.
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Piiklad 12. Necht je mnozina A = {a,b,c}, R je symetrickd relace na mnoziné
010

A, R = {{a,b), (b,c), (b,a), {c,b), (c,c)}, pak S = |1 0 1] je matice relace

011

R a graf relace R je zndzornén na obrdzku 7.

e

A

a O Ob
Obrazek 7. Graf symetrické relace

Relace R je tplnd, jestlize kazdé dva prvky z mnoziny A jsou porovnatelné.
Kazda dveé pole matice R, kterd jsou soumérna podle hlavni diagonaly, obsahuji
alesponl jednu jednicku. Mezi kazdymi dvéma uzly grafu relace R je alespon jedna
orientovanda hrana.

Piiklad 13. Necht je mnozina A = {a,b,c}, R je dplnd relace na mnoziné A,
110

R = {{a,b), {;a), (b,<), (a,a), (5,8), ()}, pak S = [0 1 1) je matice
1 01

relace R a graf relace R je zndzornén na obrazku 8.

Obrazek 8. Graf uplné relace

Relace R je tranzitivni, jestlize je x € A v relaci Rsy € A a zaroven y v relaci
R se z € A, potom je x v relaci R se z. Graf relace R se vyznacuje tim, ze jestlize
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se z uzlu x do uzlu z dostaneme po dvou orientovanych hranach ptes uzel y, pak
z v do z miizeme ,,jit“ primo.

Piiklad 14. Necht je mnozina A = {1,2,3,4}, R je tranzitivni relace na mnoziné

0111
0011
A, R={(1,2), (2,3), (1,3), (3,3), (3,4), (2,4), (1,4)}, pak S = 001 1
0000

je matice relace R a graf relace R je zndzornén na obrdzku 9.

4 Qp

1 )2

Obrazek 9. Graf tranzitivni relace

Déle se zminime o tzv. uzavérech relaci, viz [3].
Rekneme, 7e vlastnost V' binarnich relaci je uzaviratelnd, jestlize splituje tyto
podminky:

e pro kazdou mnozinu A a relaci R C A x A majici vlastnost V', existuje
relace S C A x A majici vlastnost V a R C S.

e prinik vSech relaci na mnoziné A, které maji vlastnost V, je relace majici
vlastnost V.

Tedy reflexivita, symetrie a tranzitivita i jejich libovolné kombinace jsou uzavi-
ratelné vlastnosti. Napf. antisymetrie neni.

Necht V' je uzaviratelnd vlastnost binarnich relaci, mame-li libovolnou relaci
R na mnoziné A a mnozinu M vsech relaci S na mnoziné A, kde R C S, majicich
vlastnost V', potom V-uzavér relace R je nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi)
relace z mnoziny M. Tedy:

o reflexivni uzavér R je RU {(z,z) | z € A}
e symetricky uzavér R je RU{(x,y) | (y,x) € R}

e tranzitivni uzavér R je | J. -, R".
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Pokud je mnozina A konecnd, pak mizeme pozménit definici tranzitivniho uza-
véru relace R na piijatelngjsi tvar. Je-li |[A] < n a (z,y) € R"™, pak (z,y) €
R™ pro né&jaké m € N spliiujici m < n. Tedy pro kazdé k € N, kde k > n = |A]
plati, ze R¥ C |J, R". TakZe tranzitivn{ uzaveér relace R na mnoziné |A| = n, je

relace |J;_, R".

1.6. Relace usporadani
Nejprve si ukazeme nékolik prikladt usporadani.

Priklad 15. Uspordddni na mnoziné vsech celych cisel. Pro kaZdd dvé riznd
celd ¢isla umime urcit, které je vétsi nez druhé. Vsechna cisla jsou vzdajemné po-
rovnatelnd a muzeme je uspordadat podle velikosti. Dané usporddani nemuze byt
symetricke, protoze je-li napr. 1 < 2, pak nemize platit 2 < 1. Plati zde refle-
zivita, protoZe kaZdy prvek z této mnoZiny je ,mensi nebo rovno“ sam se sebou.
Mame-li tri celd cisla a pruni je ,mensi nebo rovno“ jak druhé, druhé je ,mensi
nebo rovno“ jak treti, potom prvni je ,mensi nebo rovno“ jak treti. Tedy uspord-
ddni na mnoziné€ celych cisel je tranzitivni.

Priklad 16. Mdme-li mnoZinu M = {1,2,3} a 2™ mnoZinu viech podmnoZin
mnoZiny M, potom prvky potencni mnoZiny 2M mizeme usporddat pomoci in-
kluze C. Ovsem neplati, narozdil od predeslého prikladu, Ze kaZdé dva prvky jsou
porovnatelné. Napt. {1} < {2,3} a {2,3} € {1}. Takovéto usporddani je refle-
xioni, antisymetrické a tranzitiond.

Definice 5. Bindrni relaci na mnozing, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tran-
zitivnid nazveme uspordddni. Uplné uspordddni se nazyjvd linedrni uspordddni nebo
retézec. Mame-li relaci uspordaddani R na mnoziné A, pak (A, R) nazveme uspo-
radanou mnozinou.

Protoze usporadani je relace, tak ji mizeme reprezentovat pomoci matice
nebo grafu. OvSem vhodnéjsi zpiisob reprezentace je pomoci tzv. Hasseovych
diagramii. Pti konstrukci Hasseova diagramu dané relace usporadani vyuzivame
tzv. relaci pokryti. Mame-li relaci usporadani R na mnoziné A, pak relace pokryti
prislusna R je:

P={(z,y) | (z,y) € Rax #y apro kazdé z € A plati: pokud (z, z) €
Ra(z,y) € R, pak z € {z,y}}.

Hassetv diagram relace R se skladéa z uzlt reprezentujicich prvky mnoziny A a
hran, které vyznacuji relaci pokryti P prislusné R. Pokud (x,y) € P, pak uzel
reprezentujici prvek x bude leZet niZze nez uzel y. Srovnej s [2].

Priklad 17. Necht je mnoZina A { 3,5,6, 10,
1

= ,30}, R je relace uspo-
rdddni podle délitelnosti na mnoziné A, R = {(1,1), (1,2),

15
(1,2), (1,3), (1,5), (1,6),
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(1,10), (1,15), (1,30), (2,2), (2,6), (2,10), (2,30), (3,3), (3,6), (3,15), (3,30),
(5,5), (5,10), (5,15), (5,30), (6,6), (6,30), (10,10), (10,30), (15,15), (15, 30),
(30,30)}, pak relace pokryti prislusnd R je P = {(1,2), (1,3), (1,5), (2,6),
(2,10), (3,6), (3,15), (5,10), (5,15), (6,30), (10, 30), (15,30)} a pFislusny Has-
setv diagram relace R je znazornén na obrazku 10.

<<,

Obrazek 10. Hassetiv diagram relace usporadani

Neékteré prvky mnoziny (A, R) z predchoziho ptikladu vykazuji urcité vlast-
nosti. Neexistuje zadny prvek mnoziny A, ktery by délil prvek 1, kromé ného
samotného. Navic prvek 1 déli vSechny prvky mnoziny A. Déle zadny prvek
z mnoziny A neni délitelny prvkem 30, kromé ného samotného. Ale kazdy pr-
vek z mnoziny A déli prvek 30. Prvek 1 je dle nasledujici definice minimalni a
nejmensi vzhledem k R a prvek 30 je maximéalni a nejvétsi vzhledem k R.

Dale mtzeme vzit libovolnou podmnozinu A; mnoziny A a zjisfovat zda exis-
tuji prvky z A, které jsou délitelné vsemi prvky z A;, nebo déli vSechny prvky
z Ay. Napf. prvky 3, 6 déli prvky 6, 30 a jsou délitelné prvky 1, 3.

Definice 6. Prvek x € (A, R) se nazjvd:
e minimadlni, jestlize pro kazdé y € A plati: pokud (y,z) € R, pak x =y
e nejmensi, jestlize pro kazdé y € A plati: (x,y) € R
e mazimdlni, jestliZe pro kazdé y € A plati: pokud (x,y) € R, pak x =y
o nejuétsi, jestlize pro kazdé y € A plati: (y,x) € R.
Definice 7. Mdme-li usporadanou mnoZinu (A, R) a' Y C A potom mnoZina:

o L(Y)={xz € A| prokaZdéy € Y plati (z,y) € R} se nazyvd dolni kuZel
mnoziny Y vzhledem k (A, R)

15



e UY)={x e A| prokazdéy €Y plati (y,xz) € R} se nazyvd horni kuZel
mnoziny Y vzhledem k (A, R)

Nejvétsi prvek L(Y'), pokud existuje, nazveme infimum a nejmensi prvek U (Y')
nazveme supremum.

1.7. Rozklady a relace ekvivalence

Relace ekvivalence je matematickym protéjskem pojmu stejnost (totoznost,
shodnost, rovnost, zaménitelnost). Urceni, zda néjaké objekty jsou stejné, zavisi
bud na situaci, v niz dané objekty uvazujeme, nebo zavisi na pozorovateli, ktery
z jeho hlediska posuzuje stejnost téchto objektii. Napt. méjme Sachovou soupravu.
Bilé pésce miizeme povazovat vzhledem ke vSem bilym figuram za zaménitelné.
Ovsem uvazujeme-li bilé pésce v prubéhu hry vzhledem k jejich pozicim, pak
nemusi byt zaménitelni. Dale dame-li bilé pésce chlapci, ktery si chce hrat na
vojacky, potom z jeho pohledu muze byt kazdy pésec jiny.

Méame mnozinu M objektl, z nichz nékteré jsou vzajemné zameénitelné. M,
je mnozina vSech objektl vzajemné zaménitelnych s objektem x. Zfejmé x € M,
a M = \J,cp M,. Predpokladejme, ze M, N M, # (. Tedy existuje prvek z,
ktery patfi do mnoZiny M, i M,. Prvek z je zaménitelny s prvkem z, ktery je
zameénitelny s prvkem y. Tedy prvek x je zaménitelny s prvkem y a také s kazdym
prvkem mnoziny M,,. Proto M, C M,. Podobnou tvahou zjistime, Ze plati M, C
M,. Cili mnoziny vyskytujici se ve sjednoceni M = Usens M jsou si bud rovny,
nebo jsou disjunktni. Viz [7].

Definice 8. Systém neprazdnych podmnoZin mnoziny M znac¢ime M a nazgvdme
rozklad mnoziny M, jestlize plati:

e sjednoceni vsech mnozin systéemu M se rovnd mnoziné M
o jestlz’ée M,L',Mj eEMa M; N Mj 7é @, pak M; = Mj
MnozZiny systéemu M nazveme tridy rozkladu M.

Definice 9. Relace A na mnoZiné M se nazyjvd relace ekvivalence (nebo jen
ekvivalence) na mnoziné M, jestlize existuje takovy rozklad M mnoziny M, Ze
(x,y) € A, pravé kdyz proky x a y patii do stejné tridy rozkladu M. Proky x, y
nazveme ekuvivalentni.

Z ptedchozi definice mimo jiné vyplyva, ze ke kazdé ekvivalenci A na mnoziné
M existuje rozklad M na mnoziné M. Systém M nazveme rozklad na mnoziné
M prislusny ekvivalenci A. Je znamo, ze ekvivalence a rozklady jsou ve vzajemné
jednoznac¢né korespondenci. Tedy ke kazdému rozkladu na mnoziné existuje ekvi-
valence na této mnoziné. Je-li M néjaky rozklad mnoziny M, pak existuje relace
A na mnoziné M, kde (z,y) € A, pravé kdyz prvky = a y patii do stejné tfidy M;
rozkladu M. Relace A je ekvivalence na M a nazveme ji ekvivalence prislusna
rozkladu M. Pro takovouto A plati:
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e pro kazdé x € M plati (x,z) € A (prvek z patii do stejné tiidy rozkladu
M jako prvek z)

e pro kazdé x,y € M plati (z,y) € A a (y,z) € A (prvky =,y i y, x patii do
stejné tiidy rozkladu M)

e pro kazdé x,y,z € M plati pokud (z,y) € A a (y,z) € A pak (z,z) € A
(jestlize y lezi ve stejné tFidé rozkladu M jako x a z, potom x lezi ve stejné
tfidé rozkladu jako z).

Tedy kazda relace ekvivalence je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Rozklad na mnoziné M pfislusny ekvivalenci A muzeme oznacovat M/A
a nazyvat faktorovd mnozina M podle A. Faktorovd mnozina M /A predsta-
vuje zjednodusujici pohled na vychozi mnozinu M, pti kterém ztotoznujeme ty
prvky M, které byly vzajemné zameénitelné ekvivalenci A. Vezmeme-li mnozinu
M a faktorovou mnozinu M /A, pak mizeme uvazovat zobrazeni f, : M — M/A
a nazyvat jej pfirozené zobrazeni. Srovnej s [2].
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2. Popis programu
2.1. Knihovny a technologie pouzité pfi vyvoji programu

2.1.1. WPF-Windows Presentation Foundation

Windows Presentation Foundation (WPF), dfive znama jako Avalon, je pod-
mnozinou .NET Frameworku od verze 3.0, ktery pouziva znackovaci jazyk XAML
pro vytvoreni uzivatelsky bohatého rozhrani. Diky XAMLu jsou od sebe oddeé-
leny funkénost a vzhled aplikace. Cilem WPF je sjednotit poutavé uzivatelské
rozhrani, 2D a 3D grafiku, vektorovou a rastrovou grafiku, animace, vazani dat
a audio ¢i video. WPF je primym konkurentem pro starsi WinForms. VsSechna
grafika (véetné samotnych WPF oken) funguje pomoci Direct3D knihoven. Je zde
mozna spoluprace s WinForms pomoci tfid ElementHost a WindowsFormsHost.
Ttida ElementHost se vyuziva k hostovani WPF elementu ve WinForms. Trtida
WindowsFormsHost se vyuziva k hostovani WinForms prvku ve WPF. Viz [10].

2.1.2. Knihovna 3DTools

Tato knihovna vyvinuta WPF 3D tymem poskytuje uzite¢né metody pro praci
v 3D prostoru ve WPF. Mezi tyto metody patii:

e pouziti interaktivnich 2D prvkd v 3D
e rotace kamery v 3D pomoci mysi

e kresleni primek v 3D.

2.2. Obecné o programu

Jedna se o interaktivni program na podporu vyuky binarnich relaci. Program
nabizi uzivateli informace k tématu binarnich relaci a interaktivni priklady, které
slouzi k lepsimu pochopeni téchto informaci a na kterych si mtze uzivatel ovérit
své znalosti.

Program je napsan v jazyce C# a XAML ve vyvojovém prostiedi Visual
Studio 2008. K tvorbé grafického uzivatelského rozhrani programu byly pouzity
technologie WinForms a WPF. Jazyk XAML (v kombinaci s jazykem C#) byl
pouzit pii tvorbé WPF komponent (napf. komponenta slouzici k vykreslovani
3D grafu, komponenta slouzici k vykresleni zobrazeni v 3D prostoru). Tyto WPF
komponenty jsou hostovany ve WinForms pomoci tfidy ElementHost. PTi na-
vrhu a implementaci jsem dodrzoval principy a metody objektové orientovaného
programovani. Dale jsem oddélil funkéni ¢ast programu od jeho prezentace.

Program je otestovany na opera¢nim systému Windows XP. Ke své ¢innosti
(minimalni ndroky programu) vyZzaduje Windows XP Service Pack 2 a .NET
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Framework 3.0. Instrukce pro instalaci a spusténi programu jsou uvedeny v pfi-
lozeném CD v souboru readme.txt.

2.3. Komponentova struktura programu

Program se sklada ze dvou ¢asti. Knihovna LibBinaryRelation predstavuje ja-
dro (funkéni ¢ast programu). Aplikace BinaryRelation ptfedstavuje rozhrani pro-
gramu a vyuziva knihovnu LibBinaryRelation ke své ¢innosti.

2.3.1. Knihovna LibBinaryRelation

Predstavuje jadro programu. Tato knihovna vyuziva nékteré funkce knihovny
3DTools (kresleni 2D ¢ar v 3D prostoru, interaktivita 2D prvkt v 3D prostoru,
rotace kamery v 3D prostoru uzitim mysi). TFidy, které tato knihovna poskytuje
jsou:

e tiidy pro reprezentaci mnozin a relaci mezi mnozinami.

class Set;
Trida reprezentuje mnozinu. Diilezité metody a vlastnosti této tiidy jsou:

— Set(string name_set);
konstruktor tiidy Set

— string NameSet;
vlastnost pro pojmenovani nebo zjisténi jména mnoziny

— bool AddItemToSet(string name_item) ;
bool AddItemToSet (Brush item);
metody pro vlozeni prvku daného jména nebo dané barvy do mnoziny.
Metody vraci informaci o tom, zda dany prvek byl ispésné vlozen do
mnoziny nebo ne

— bool RemoveIltem(string name_item);
bool Removeltem(Brush item);
metody pro vyjmuti prvku daného jména nebo barvy z mnoziny.
Metody vraci informaci o tom, zda dany prvek byl tspésné vyjmut
z mnoziny nebo ne

— void RemoveAllItems();
metoda pro vyjmuti vSech prvk mnoziny

— int CountItemsInSet();
vraci pocet prvkl v mnoziné

— string GetNameItem(int number_item);
Brush GetNameItem(int number_item);
parametr number_item udava pozici prvku v mnoziné (kolikaty byl
vloZen do mnoZiny)

19



class Relation;
Trida reprezentuje relaci mezi dvéma mnozinami. Metody a vlastnosti této
tridy jsou:

— Relation(name_relation);
konstruktor tiidy Relation

— string NameRelation;
vlastnost pro pojmenovani, nebo zjisténi jména relace

— bool AddItemToRelation(int number_itemil,
int number_item2, Brush color_item);
bool RemoveltemFromRelation(int number_itemil,
int number_item?2);
metody pro vlozZeni a vyjmuti prvku z dané relace. Metody vraci infor-
maci o uspésnosti operace. Parametry number_iteml, number_item2
predstavuji pozice prvki v mnozinach, mezi kterymi relaci uvazujeme

— void RemoveAllItems();
metoda pro vyjmuti vSech prvki z relace

— int CountItemsInRelation();
vraci pocet prvkil v relaci

— List<int> GetItemsInRelationWith(int number_item,
int position_item);
parametr position_item specifikuje mnozinu a parametr
number_item pfedstavuje pozici prvku v mnoziné position_item.
position_item mutze mit hodnotu 1 nebo 0. Metoda vraci pozice
prvki, které jsou v relaci s prvkem number_item

e tiidy pro vypocet souvisejici s relacemi (operace mezi relacemi, vypocet
vlastnosti relaci atd.).

class Computing
Staticka tfida pro vypocty souvisejici s relacemi. Metody této tiidy jsou:

— Relation UnionRelations(string name_new_relation,
params Relation[] relatiomns);
Parametr name_new_relation urcuje jméno relace vzniklé sjednoce-
nim relaci danych parametrem relations

— Relation CompositionRelations(Relation rl, Relation r2,
string name_new_relation);
vraci sloZzeni dvou relaci ri1l, r2. Parametr name_new_relation
urcuje nazev noveé vzniklé relace

— Relation InverseRelation(Relation r,
string name_new_relation);

20



vraci inverzni relaci k relaci r. Parametr name_new_relation urcuje
nazev nove vzniklé relace

— Relation ReflexiveCRelation(Relation r, Set set,
string name_new_relation);
Relation SymmetryCRelation(Relation r,
string name_new_relation);
Relation TransitiveCRelation(Relation r, Set set,
string name_new_relation);
vraci reflexivni, symetricky, tranzitivni uzavér relace r na mnoziné
set. Parametr name_new_relation urcuje nazev nové vzniklé relace

— bool IsReflexive(Relation r, Set set);
bool IsAntiSymmetry(Relation r);
bool IsSymmetry(Relation r);
bool IsTransitive(Relation r);
metody informuji, zda relace r je reflexivni, antisymetricka, symetricka
nebo tranzitivni

— List<int> MinimalIteml(Relation r, Set set);
List<int> MaximalIteml(Relation r, Set set);
vraci minimalni (resp. maximalni) prvky mnoziny set, ktera je uspo-
radana relaci r. Presnéji feceno, metoda vraci seznam pozic prvki
z mnoziny set

— string SmallestItem(Relation r, Set set);
string BiggestItem(Relation r, Set set);
vraci jméno nejmensiho (resp. nejvétsiho) prvku mnozZiny set, kterd
je usporadana relaci r. Pokud takovy prvek neexistuje, tak vraci null

— Relation CreateRandomOrderRelation(Set set,
string name_relation);
Relation CreateRandomEquivalenceRelation(Set set,
string name_relation);
vraci ndhodnou relaci usporadani (resp. ekvivalence) na mnoziné set.
Parametr name_relation urcuje nazev nové vzniklé relace

e tiidy pro vypocet a kresleni (mnoZin, relaci, grafi atd.)

class Drawing;
Staticka trida pro kresleni. Dilezité metody, které poskytuje jsou:

— void DrawArrow(Graphics g, PointF pl, PointF p2,
float length_arrow,int width_line, Brush color_line,
bool with_arrow,bool with_line);
vykresluje orientovanou hranu z bodu p1 do bodu p2, length_arrow
specifikuje délku car, které tvori Sipku, width_line a color_line
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urcuji poradé tloustku a barvu, kterou bude orientovana hrana vykre-
slena, parametry with_arrow a with_line urcuji, zda bude vykreslena
orientovana hrana, neorientovana hrana, nebo jen Sipka

— void DrawText(Graphics g, float x, float y, Font f,
string text, char character, List<Brush> colors_items);
fetézec text bude vykreslen na kreslici povrch reprezentovanym pa-
rametrem g, kazdy vyskyt znaku character v textovém Tfetézci
text bude nahrazen kruhem o barvé specifikované v parametru
colors_items. Prvni vyskyt znaku bude nahrazen kruhem s prvni
barvou v seznamu barev, druhy vyskyt znaku bude nahrazen kru-
hem s druhou barvou v seznamu atd. Dale objevi-li se v parame-
tru text konstrukce napi. _prvek_jeho dolni index_, pak bude
slovo jeho dolni index vykresleno jako dolni index slova prvek.
Nahradime-li symboly _ v predchozim prikladu za symbol $ , pak bude
slovo jeho dolni index vykresleno jako horni index slova prvek

— void DrawSet(ScrollableControl control, Graphics g,
RectangleF rect, Set set, Font f);
vykresluje mnozinu set na kreslici povrch reprezentovanym g, ktery
nalezi objektu control

— void DrawRelation(ScrollableControl control, Graphics gi,
Rectangle rect, Set setl, Set set2, Relation relation,
Font font);
vykresluje relaci relation mezi mnozinami setl, set2 na kreslici
povrch reprezentovanym g, ktery nalezi objektu control

e Tridy uzitecné pii praci v 3D prostoru ve WPF.
class Ball;
Trida reprezentuje kouli v 3D

class ScreenSpaceBezierCurve;
Trida reprezentuje bézierovu kiivku v 3D

class Drawing3D;
Staticka tfida pro vypocet a kresleni v 3D. Nékteré metody této tiidy jsou:

— List<Point3D> GetIntersectionBallAndLine(Point3D p_ball,
double r_ball, Point3D a, Point3D b);
parametr p_ball urcuje stfed koule, r_ball urcuje jeji polomér, body
a, b urcuji pfimku. Metoda vraci seznam prisecikit dané piimky
a koule.

— GeometryModel3D CreateTriangleModel(Point3D pO,
Point3D pl, Point3D p2, Brush color_triangle);
metoda vraci trojihelnik barvy color_triangle, urceny body pO,

pl, p2.
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— Model3DGroup CreateArrowForLine(Point3D a, Point3D b,
double length_arrow);
metoda vraci Sipku pro piimku urcenou body a, b. Parametr
length_arrow urcuje délku Sipky

— List<Ball> CreateBalls(List<Point3D> positions,
List<Brush> brushes);
Metoda vraci seznam kouli o pozicich positions a barvach brushes

Dale knihovna poskytuje komponenty, které vyuzivaji predchozi tridy a jejich
metody ke své realizaci.

e Komponenta Graph slouzi k vykreslovani 2D grafu. Dilezité metody jsou:

— void SetGrid(int count_horizontal_lines,
int count_vertical_lines);
nastaveni miizky. Pozice budoucich uzli grafu jsou urceny pruseciky
horizontalnich a vertikalnich car. Pocet téchto car urcuji parametry
count_horizontal_lines, count_vertical_lines. Tyto Cary jsou
rozmistény rovnomérné na plose celé komponenty.

— bool AddNode(string name, int number_h_line,
int number_v_line);
bool AddNode(Brush color, int number_h_line,
int number_v_line);
metoda pro vlozeni uzlu s popiskem name, nebo o barvé color
na pozici danou priisec¢ikem horizontalni a vertikalni cary

— void AddArrow(int index_nodel, int index_node2,
Brush color_arrow);
vklada orientovanou hranu o barvé color_arrow od uzlu index_nodel
k uzlu index_node2. Parametr index_nodel (resp. index_node2)
urcuje uzel na zakladé poradi, ve kterém byl vlozen do grafu

— bool SetWidthAndColorArrow(int index_nodel,
int index_node2, int width, Brush color_arrow);
modifikuje tloustku a barvu jiz vlozené hrany

e Komponenta Diagram slouzi k vykreslovani 2D diagramu (Hasseova dia-
gramu). Dilezité metody jsou:

— void SetGrid(int count_horizontal_lines,
int count_vertical_lines);
nastaveni miizky. Pozice budoucich uzli grafu jsou urceny priseciky
horizontalnich a vertikalnich car. Pocet téchto car urcuji parametry
count_horizontal_lines, count_vertical_lines. Tyto c¢ary jsou
rozmistény rovnomérné na plose celé komponenty
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— void AddNode(string name_node, float x_position,
float y_position, bool node_is_visible);
metoda vklada uzel do diagramu

— bool AddArrow(string name_nodel, string name_node2);
metoda vkldda neorientovanou hranu mezi uzly o jménech
name_nodel, name_node?2

— void SetAsHasseDiagram(Set set, Relation order_relation,
int w);
vykresli Hassetiv diagram usporadané mnoziny set podle relace
order_relation. Parametr w urcuje max. pocet uzli na radku

e Komponenta Matrix slouzi k zobrazeni maticové reprezentace binarni re-
lace. Dtlezité metody jsou:

— void AddNamesItems(List<string> rows,
List<string> columns, string name_matrix);
specifikuje pocet fadki a sloupct matice. Jednotlivé radky a sloupce
budou popsany polozkami parametrii rows a columns. Parametr
name_matrix urcuje jméno matice

— void PutValueToItem(int row, int column, string value,
Color color_item);
vlozi hodnotu wvalue o barvé color_item na pozici, kterd je
prusecikem radku o indexu row a sloupce o indexu column matice

e WPF komponenta Graphl slouzi k vykreslovani 3D grafu. Dilezité metody
jsou:

— void AddNodes(List<Brush> colors_nodes);
vklada uzly o barvach color_nodes

— void AddArrow(int first_node, int second_node,
Color color);
void RemoveArrow(int first_node, int second_node);
metody pro vloZzeni a vyjmuti orientované hrany mezi uzly
first_node, second_node. Parametr first_node (resp.
second_node) urCuje uzel na zakladé poradi, ve kterém byl vlo-
zen do grafu

Dalsi komponenty knihovny popisuji a znézornuji nékteré dilezité pojmy
souvisejici s binarnimi relacemi. Tyto komponenty slouzi k interaktivni vyuce
binarnich relaci. Mezi né patfi:
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BinaryRelationOnSet CartesianProduct

RepreRelationGraphX RepreRelationMatrix
RepreRelationSetGraphMatrix UnionRelation
IntersectionRelation InverseRelation
TypeOfFunction FunctionAndRelationX
ReflexiveRelation SymmetryRelation
TransitiveRelation Closures
EquivalenceRelation OrderRelationl
OrderRelation2 OrderRelation3

2.3.2. Aplikace BinaryRelation

Aplikace vyuziva ke své ¢innosti tfidy a komponenty knihovny LibBinaryRe-
lation. Uzivatelské rozhrani aplikace je tvoreno hlavnim oknem a oknem zobra-
zujicim obsah (obsahové okno), viz obrazek 11.

Obsahové okno je rozdéleno do nékolika sekci (napi. sekce Reprezentace relace,
sekce Operace s relacemi atd.). Kazd4 sekce obsahuje polozku Text a podsekci
Priklady. Po stisknuti polozky Text se zobrazi v hlavnim okné text, ktery vysveé-
tluje pojmy souvisejici s danou sekci. Po stisknuti polozky obsazené v podsekci
Priklady se v hlavnim okné zobrazi interaktivni priklad souvisejici s danou sekci
a stisknutou polozkou.

V pravém hornim rohu ukotveného obsahového okna jsou umistény polozky
slouzici k manipulaci s oknem. Mezi né patii:

— Zavrit
slouzi k zavreni okna. Ke znovuotevieni poté musime pouzit polozku Obsah
v menu hlavniho okna

— Skryt
slouzi k nastaveni okna na automatické skryti, nebo naopak pevné zobrazeni

— Volby-Plovouct
pomoci ni lze zrusit ukotveni okna. Poté lze okno znovu ukotvit k libovolné
vnitini strané hlavniho okna. PTi stisknuti levého tlacitka mysi nad horni
listou neukotveného okna a tazenim libovolnym smérem se zobrazi moznosti
ukotveni

Hlavni okno je rozdéleno do tii ¢asti:

e Hlavni menu
polozky tohoto menu jsou:

— Obsah

zobrazi obsahové okno aplikace
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— Text
pomoci ni lze pristoupit ke stejnym texttim, které jsou popsany v od-
stavci o obsahovém okné

— Nastavent
zpristupnuje polozky pomoci nichz lze nastavit font textu a barvu po-
zadi prikladd a obsahového okna

— Napoveda
poskytuje zakladni informace a moznosti aplikace

e Okno pro zobrazeni textu a prikladi, které jsme vybrali v obsahovém okné

e Lista, ktera informuje uzivatele o aktualné zobrazeném textu nebo ptikladu

Bindrni relace

E gobsah Text _l; Nastaveni % Mapovéda
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= Vlastnosti binarnich relaci
Text
=) Ffiklachy
Reflexivni relace
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Tranzitivni relace
Uzéwery relac
Relace ekvivalence
Felace uspofadani
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Ovod

Obrazek 11. Aplikace BinaryRelation

Priklady slouzi k interaktivni vyuce pojmut souvisejicich s binadrnimi relacemi.
Jednotlivé priklady obsahuji prvky, které zajistuji interakci uzivatele s prikladem.
Mezi né patii:

e menu s polozkami Uprava mnoZiny a Uprava relace, viz. obrazek 12
menu se nachazi v horni ¢asti prikladu. Pii stisknuti levého tlacitka mysi
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Uprava mnoging ¥ Uprava relace R
Obrazek 12. Menu s polozkami Uprava mnoZiny a Uprava relace
nad polozkou Uprava mnoZiny (resp. Uprava relace) se zobrazi formulaf

pro Upravu mnoziny (resp. relace)

e prvek pro vybér hodnoty z mnoziny, viz obrazek 13
prvek obsahuje tlacitka slouzici k vybéru hodnoty z mnoziny a pole, které
zobrazuje vybranou hodnotu

]

Obrazek 13. Prvek pro vybér hodnoty z mnoziny

e prvek pro vybér usporadané dvojice, viz obrazek 14
prvek obsahuje tlac¢itka pro vybér prvni a druhé hodnoty uspotadané dvo-
jice a dvé pole, ktera zobrazuji vybrané hodnoty

L B
(Db,BD)

Obrazek 14. Prvek pro vybér usporadané dvojice

e tlacitka pro manipulaci s hodnotou vybranou prvkem pro vybér hodnoty z
mnoziny a tlac¢itka pro manipulaci s usporadanou dvojici vybranou prvkem
pro vybér usporadané dvojice

e formulai pro tpravu mnoziny
obsahuje prvek pro vybér hodnoty z mnoziny a tlacitka, pomoci nichz lze
vlozit do mnoziny nebo vyjmout z mnoziny vybranou hodnotu

e formular pro upravu relace
obsahuje prvek pro vybér usporadané dvojice a tlacitka, pomoci nichz lze
vlozit do relace nebo vyjmout z relace vybranou usporadanou dvojici

V piikladu Reprezentace relace pomoci grafu (resp. Kartézsky soucin) lze rotovat
prvky umisténé v polozce Graf reprezentujici relaci (resp. Pruky mnoZiny). Ro-
tace se provede pii stisknuti levého tlac¢itka mysi nad jednou z polozek a tahnutim
mysi libovolnym smérem.
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Zaveér

Prostudoval jsem binarni relace. V teoretické ¢asti prace jsou popsany nejdile-
program na podporu vyuky binarnich relaci. P¥i navrhu a implementaci jsem
dodrzoval principy a metody objektové orientovaného programovani. Program
se skladé z knihovny LibBinaryRelation a aplikace BinaryRelation. V praktické
casti této prace jsou popsany nejdilezitéjsi tiidy a komponenty knihovny LibBi-
naryRelation a vysvétleno ovladani aplikace BinaryRelation. Program je napsan
v jazyce C# a XAML ve vyvojovém prostiedi Visual Studio 2008.

Doufam, Zze mnou vytvorena prace bude uzitecna komukoli, kdo by se rad seznamil
se zakladnimi pojmy tématu binarni relace.
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Conclusions

I have studied the topic of binary relation. In the theoritical part of my work
I describe the most important terms connected with the binary relation. I con-
tinued to create an interactive programme to support the teaching and learning
of binary relation. When designing and implementing the programme I tried
to follow the principles and methods of the object-oriented programming. The
programme consists of the library LibBinaryRelation and the application Binary-
Relation. In the practical part of this work I describe the most important classes
and components of the library LibBinaryRelation and I explain the operating of
the application BinaryRelation. The programme is written in the languages C#
and XAML in the development enviroment Visual Studio 2008.

I hope that my work will be useful for anyone who would be interested to get to
know the basic concepts regarding the topic of binary relation.
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C. Obsah priloZzeného CD

Na pfilozeném CD jsou ulozeny kompletni zdrojové texty programu, text této
dokumentace, instalator programu a ptelozeny program, ktery lze spustit pfimo
z CD.

Nasleduje adresarova struktura CD a struény popis obsahu kazdého adreséfe:

bin/
Podadresai installer/ obsahuje instalator programu. Podadresar
program/ obsahuje soubory prelozeného programu, spustitelné ptimo z CD
a vSechny potfebné knihovny.

doc/
Dokumentace této prace ve formatech PostScript, PDF a soubory nutné

pro vygenerovani PDF souboru.

src/
Zdrojové texty programu. Podadresaf BinaryRelation/ obsahuje zdrojové
texty aplikace BinaryRelation. Podadresar LibBinaryRelation/ obsahuje
zdrojové texty knihovny LibBinaryRelation. Podadresar installer/ obsa-
huje zdrojové texty instalatoru.

readme.txt
Instrukce pro instalaci a spusténi programu. Pozadavky na provoz pro-
gramu.
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