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porovnáńı
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literatury.

V Olomouci dne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

podpis

4



Obsah
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1.2.2 Aditivńı př́ıstup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.3 Slabá konzistence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3.1 Motivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Závěr 118

Seznam tabulek 120

Literatura 121

6



Poděkováńı
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Použité značeńı

A � B A je preferováno před B
A ∼ B A je indiferentńı s B
A � B A je preferováno před B nebo je A idniferentńı s B
P = {pij}ni,j=1 čtvercová matice P řádu n
f : X → Y zobrazeńı f z X do Y
loga x logaritmus x o základu a
lnx přirozený logaritmus x o základu e, kde e je Eulerovo č́ıslo
{a, b, c} množina obsahuj́ıćı prvky a, b, c
a ∈ A a nálež́ı A
X ⊂ Y X je vlastńı podmnožinou Y
X ⊆ Y X je podmnožinou Y(
n
k

)
kombinačńı č́ıslo, čteme n nad k

a 6= b a se nerovná b
a ≈ b a je přibližně rovno b
a ∧ b a a zároveň b
a ∨ b a nebo b
a⇒ b a implikuje b, resp. jestliže plat́ı a, pak plat́ı také b
a⇔ b a je ekvivalentńı s b, resp. a plat́ı právě tehdy, když plat́ı b
Card(A) kardinalita množiny A
Det(P ) determinant matice P
� konec d̊ukazu
M konec př́ıkladu
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Úvod

Hodnoceńı a s ńım spjaté rozhodováńı jsou procesy, které se poj́ı s běžnými
životńımi situacemi. Aniž si to často uvědomujeme, tak v podstatě hodnot́ıme
každý den. Pokud je třeba ohodnotit několik objekt̊u zároveň, může být pro
člověka složité vyjádřit srozumitelně své preference. Proto je lepš́ı problém zjed-
nodušit a zaměřit se vždy jen na dva objekty současně, tedy hodnotit párově.
Metody hodnoceńı založené na párovém porovnáńı objekt̊u představuj́ı jednoduše
použitelný a přitom dostatečně univerzálńı nástroj pro hodnoceńı. Těmito meto-
dami se zabývá tato dizertačńı práce.

Ćılem této práce je popsat metody párového srovnáváńı a vytvořit tak do-
statečný teoretický podklad pro jejich detailněǰśı zkoumáńı. Práce je zaměřena
předevš́ım na konzistenci matic párového porovnáńı - jak konzistenci zjǐst’ovat,
měřit a zajistit. Bude navržena slabš́ı podmı́nka konzistence, která bude
zajǐst’ovat základńı racionalitu hodnotitele ve smyslu von Neumanna a Mor-
gensterna, bude dodržitelná v reálných situaćıch a kontrolovatelná v pr̊uběhu
zadáváńı preferenčńı matice. V př́ıpadě, že je porovnávaných objekt̊u velké
množstv́ı, budou použity neúplné preferenčńı matice jako nástroj, jak sńıžit počet
párových srovnáńı. S pomoćı slabé konzistence bude popsáno, jak takto hod-
notiteli usnadnit proces hodnoceńı a jak jej vést, aby při zadáváńı preferenćı
udržel určitou konzistenci. Nakonec bude rozebráno, jak použ́ıt metody párového
srovnáváńı v situaćıch, kdy varianty nejsou předem známy. Bude ukázáno, jak se-
strojit obecné kategorie variant a jak pomoćı nich źıskat hodnoceńı pro konkrétńı
varianty.

Struktura dizertačńı práce je následuj́ıćı: V prvńı kapitole je shrnut teore-
tický základ metod párového porovnáńı. Nejprve je uvedena metoda hodnoceńı
založená na incidenčńı matici preferenčńı relace, kde se provád́ı porovnáńı dvojic
prvk̊u, ale nezadává se zde intenzita preference. Potom jsou zavedeny složitěǰśı
metody pracuj́ıćı s intenzitami prefenćı - je představena multiplikativńı a adi-
tivńı verze těchto metod. Nakonec jsou v rámci této kapitoly shrnuty výhody a
nevýhody metod párového srovnáváńı.

Druhá kapitola je zaměřena na problém konzistence matic párového po-
rovnáńı. Nejprve je popsáno, jak tento problém řešili r̊uzńı autoři pro multiplika-
tivńı i pro aditivńı preferenčńı matice. Následně je pro matice párového porovnáńı
zavedena podmı́nka slabé konzistence a jsou ukázány s ńı souvisej́ıćı vlastnosti.
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Třet́ı kapitola se zabývá neúplnými maticemi párového porovnáńı, které jsou
zde pojaty jako nástroj ke zjednodušeńı problému velkého počtu párových po-
rovnáńı. Nejprve je shrnuto, jaké typy algoritmů byly v literatuře navrženy pro
źıskáńı neúplné preferenčńı matice a pro výpočet hodnoceńı variant z takovéto
matice. Potom je popsán algoritmus pro vyplňováńı neúplné preferenčńı matice
autor̊u Fedrizzi a Giove. Pomoćı tohoto algoritmu je následně navržena nová
metoda pro konstrukci neúplné preferenčńı matice a pro výpočet hodnoceńı po-
rovnávaných prvk̊u z této matice.

Ve čtvrté kapitole je řešen problém hodnoceńı obecných kategoríı variant
pomoćı metod párového srovnáváńı. Nejprve je tato problematika vysvětlena a
následně jsou popsány známé př́ıstupy k hodnoceńı kategoríı. Nakonec je zaveden
nový př́ıstup k výpočtu hodnoceńı kategoríı.

V posledńı páté kapitole jsou nové př́ıstupy navržené v této práci aplikovány
na reálném př́ıkladu modelu hodnoceńı uměleckých děl, který je použit v Re-
gistru uměleckých výstup̊u (RUV). Nejprve je popsán model hodnoceńı použitý
v RUV. Následně je pomoćı nově navrženého algoritmu sestaven hodnot́ıćı mo-
del s neúplnou preferenčńı matićı a z něj źıskaná hodnoceńı jsou porovnána
s p̊uvodńımi hodnoceńımi z modelu RUV. Nakonec je vytvořen model hodno-
ceńı, v němž je aplikován nově navržený zp̊usob výpočtu hodnoceńı kategoríı.
Výsledky jsou opět porovnány s výsledky z p̊uvodńıho modelu RUV.
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Kapitola 1

Metody párového porovnáńı

Tato kapitola popisuje teoretická východiska metod hodnoceńı založených na
párovém srovnáváńı. Metody párového porovnáńı představuj́ı metody hodnoceńı
založené na srovnáváńı každých dvou prvk̊u dané množiny. Přitom se určuje,
který ze dvou prvk̊u je preferovaněǰśı, resp. s jakou intenzitou. Na základě toho
vzniká preferenčńı matice, která slouž́ı k výpočtu relativńıch hodnoceńı všech
prvk̊u.

Nejprve bude v kapitole 1.1 představena metoda, kde se provád́ı porovnáńı
dvojic prvk̊u, ale nezadává se intenzita preference, pracuje se pouze s informaćı,
který ze dvou prvk̊u je preferovaněǰśı. Následně budou v kapitole 1.2 uvedeny
složitěǰśı metody hodnoceńı, kde už kromě preference mezi dvěma prvky hodno-
titel vyjadřuje i jej́ı śılu, resp. stupeň. Rozlǐsuj́ı se dva typy zadaných párových
preferenćı: multiplikativńı a aditivńı. Pro oba př́ıstupy bude postupně v kapi-
tolách 1.2.1 a 1.2.2 vysvětleno, jak sestrojit matici párového porovnáńı a jak z ńı
vypoč́ıtat hodnoceńı variant. Bude uvedeno, jaké požadavky jsou v jednotlivých
př́ıpadech kladeny na matice párového porovnáńı. Potom bude v kapitole 1.2.3
ukázáno, že oba tyto př́ıstupy použ́ıvané k vyjádřeńı preferenćı jsou ekvivalentńı
a existuj́ı mezi nimi převodńı vztahy. Následně bude v kapitole 1.2.4 definováno,
jak s metodami párového srovnáváńı pracovat v př́ıpadě v́ıce kritéríı. Nakonec
budou v kapitole 1.3 shrnuty výhody a nevýhody metod párového srovnáváńı.

1.1. Metoda hodnoceńı založená na incidenčńı

matici preferenčńı relace

Nejjednodušš́ı metoda párového srovnáváńı bývá v literatuře [92] nazývána
jednoduše metoda párového srovnáváńı. Tato metoda vyžaduje po hodnotiteli
určit pouze to, jestli jsou dva prvky indiferentńı (tj. stejně preferované) nebo
je jeden preferovaný před druhým. V př́ıpadě preference neurčujeme jej́ı śılu.
Vycháźı se z incidenčńı matice binárńı relace, pomoćı ńıž hodnotitel zadal své
preference na množině variant. Aby źıskaná hodnoceńı variant nesla relevantńı
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informace a aby př́ıpadný následný rozhodovaćı proces byl smysluplný, incidenčńı
matice by měla být bĺızká incidenčńı matici nějaké preferenčńı relace. Uvažuj́ı-li
se v hodnot́ıćım procesu indiferentńı varianty, potom by touto preferenčńı relaćı
mělo být kvazisupořádáńı, které dle von Neumanna a Morgensterna odpov́ıdá
racionálńımu chováńı hodnotitele, viz [44]. Z toho d̊uvodu nyńı budou uvedeny
některé pojmy z teorie binárńıch relaćı na množině. Nı́že uvedené definice a věty
lze nalézt v [13, 92].

Základńı pojmy z teorie relaćı

Definice 1.1. Necht’ A a B jsou množiny. Potom množinu uspořádaných dvo-
jic A × B = {(a, b); a ∈ A, b ∈ B} nazveme kartézský součin množin A a B.
PodmnožinuR ⊆ A×A nazveme binárńı relace na množině A . Zápisem (a, b) ∈ R
nebo a R b znač́ıme to, že prvky a, b ∈ A jsou spolu v relaci R.

Definice 1.2. Necht’ R je binárńı relace na A, kde A = {a1, a2, . . . , an} je konečná
množina o n prvćıch. Potom matici R′ = {rij}ni,j=1 nazveme incidenčńı matićı
relace R, jestliže pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı

rij =

{
1, jestliže (ai, aj) ∈ R;
0 jestliže (ai, aj) /∈ R.

Definice 1.3. Necht’ R je binárńı relace na A. Potom řekneme, že R je:

1. reflexivńı, jestliže pro každé a ∈ A plat́ı (a, a) ∈ R;

2. symetrická, jestliže pro každé a, b ∈ A plat́ı (a, b) ∈ R⇒ (b, a) ∈ R;

3. asymetrická, jestliže pro každé a, b ∈ A plat́ı (a, b) ∈ R⇒ (b, a) 6∈ R;

4. tranzitivńı, jestliže pro každé a, b, c ∈ A plat́ı (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ⇒
(a, c) ∈ R;

5. úplná, jestliže pro každé a, b ∈ A plat́ı: (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R;

6. slabě úplná, jestliže pro každé a, b ∈ A, a 6= b plat́ı (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R.

Definice 1.4. Necht’ R je binárńı relace na A. Potom řekneme, že R je:

1. relace ekvivalence, jestliže R je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı;

2. (ostré) lineárńı uspořádáńı, jestliže R je asymetrická, tranzitivńı a slabě
úplná;

3. kvaziuspořádáńı, jestliže R je tranzitivńı a úplná.

Věta 1.1. Necht’ P a I jsou binárńı relace na A. Potom binárńı relace R = P ∪I
na A je kvaziuspořádáńı, jestlǐze relace P a I splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. plat́ı trichotomie, tj. pro každé a, b ∈ A plat́ı právě jeden ze vztah̊u

(a, b) ∈ P, (b, a) ∈ P, (a, b) ∈ I;
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2. I je relace ekvivalence;

3. P je tranzitivńı relace;

4. pro P a I plat́ı smı́̌sená tranzitivita, tj. pro každé a, b, c ∈ A plat́ı

(a, b) ∈ P ∧ (b, c) ∈ I =⇒ (a, c) ∈ P ;

(a, b) ∈ I ∧ (b, c) ∈ P =⇒ (a, c) ∈ P.

Důkaz: viz [92], str. 91. �

Věta 1.2. Necht’ R je kvaziuspořádáńı na A. Necht’ P a I jsou binárńı relace na
A, pro které plat́ı pro každé a, b ∈ A následuj́ıćı:

(a, b) ∈ P ⇐⇒ (a, b) ∈ R ∧ (b, a) 6∈ R;

(a, b) ∈ I ⇐⇒ (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R.

Potom pro relace P a I plat́ı vlastnosti 1.–4. z věty 1.1.

Důkaz: viz [92], str. 91. �

Vlastnosti 1.–4. z věty 1.1 představuj́ı pro binárńı relaci R = P ∪ I systém
axiomů známých jako von Neumann-Morgensternovy axiomy a je na nich
založena teorie utility, viz [44]. Preferenčńı systém splňuj́ıćı tyto axiomy definuje
racionálńı chováńı hodnotitele.

Hodnoceńı variant vzhledem k jednomu kritériu
Nyńı bude metoda párového srovnáváńı popsána tak, jak byla zavedena v [92].

Následně bude ukázáno, jak se daj́ı požadované vlastnosti interpretovat z pohledu
binárńıch relaćı.

Uvažujme konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterou je třeba
ohodnotit vzhledem ke kritériu K. Pro porovnáńı variant se vytvoř́ı preferenčńı
matice P = {pij}ni,j=1, kde pro každé i, j = 1, 2 . . . , n plat́ı:

pij =


1, jestliže Ai � Aj;
0,5, jestliže Ai ∼ Aj;
0 jestliže Aj � Ai.

Dle [92] je vyžadováno, aby pro každé i, j = 1, 2, . . . , n byl splněn vztah

pji = 1− pij. (1.1)

Tento požadavek může být pro i, j = 1, 2, . . . , n interpretován následně: Jestliže je
Ai preferována před Aj, potom neplat́ı, že Aj je preferována před Ai nebo že jsou
indiferentńı. Stejně tak jestliže Ai je indiferentńı s Aj, potom Aj je indiferentńı
s Ai. Odtud je také zřejmé, že muśı platit pii = 0,5 pro každé i = 1, 2, . . . , n.
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Jak bylo ukázáno v [46], aby byly preference zadány racionálně a vypočtená
hodnoceńı nesla relevantńı informace, muśı pro každé i, j = 1, 2, . . . , n platit

pij ≥ 0,5 ∧ pjk ≥ 0,5 =⇒ pik = max{pij, pjk}. (1.2)

Tento požadavek v sobě pro i, j = 1, 2, . . . , n shrnuje několik vlastnost́ı: Jestliže
Ai je preferováno před Aj a Aj je preferováno před Ak, pak také Ai je preferováno
před Ak. Dále pokud je Ai indiferentńı s Aj a Aj je indiferentńı s Ak, pak také Ai
muśı být indiferentńı s Ak. Dále je-li Ai preferováno před Aj a Aj je indiferentńı
s Ak, pak Ai muśı být preferováno před Ak. Analogicky je-li Ai indiferentńı s Aj
a Aj je preferováno před Ak, pak muśı být Ai preferováno před Ak.

Nenormovaná hodnoceńı g1, g2, . . . , gn variant A1, A2, . . . , An se vypočtou pro
každé i = 1, 2, . . . , n dle vzorce

gi =
n∑
j=1

pij. (1.3)

Normovaná hodnoceńı h1, h2 . . . , hn potom dostaneme pro každé i = 1, 2, . . . , n
pomoćı vzorce

hi =
gi
n∑
j=1

gj

. (1.4)

Vezmeme-li matici P , potom je možno ji psát ve tvaru P = V + 0,5I, kde
V je incidenčńı matice relace � a I je incidenčńı matice relace ∼. Můžeme tedy
definovat relaci R jako sjednoceńı relaćı � a ∼. Aby chováńı hodnotitele bylo
racionálńı, je požadováno, aby matice P splňovala vztahy (1.1) a (1.2). To od-
pov́ıdá tomu, že relace R je kvaziuspořádáńı, jak nyńı bude ukázáno. Z toho, jak
byla definována matice P , je vidět, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı vztahy

Ai � Aj ⇐⇒ (Ai, Aj) ∈ R ∧ (Aj, Ai) 6∈ R,

Ai ∼ Aj ⇐⇒ (Ai, Aj) ∈ R ∧ (Aj, Ai) ∈ R.
Pak tedy dle vět 1.1 a 1.2 je R kvaziuspořádáńı právě tehdy, když � a ∼ splňuj́ı
vlastnosti 1.–4. ve větě 1.1. Toto je splněno, jak shrnuj́ı následuj́ıćı body:

• Pro každý prvek matice P = {pij}ni,j=1 plat́ı pij ∈ {0, 0,5, 1}, i, j =
1, 2, . . . , n. Přitom pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı: pij = 0 právě tehdy,
když Aj � Ai, pij = 1 právě tehdy, když Ai � Aj a pij = 0,5 právě tehdy,
když Ai ∼ Aj. Je tedy splněna trichotomie.

• Z (1.1) plyne, že pii = 0,5 pro každé i = 1, 2, . . . , n, tj. relace ∼ je reflexivńı.
Dále z (1.1) plyne, že pokud pij = 0,5, pak pji = 0,5 pro každé i, j =
1, 2, . . . , n. Tzn. relace ∼ je symetrická. Nakonec z (1.2) plyne, že pokud
Ai ∼ Aj a Aj ∼ Ak, potom také Ai ∼ Ak pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Tj.
relace ∼ je tranzitivńı. Dohromady tedy relace ∼ tvoř́ı relaci ekvivalence.
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• Z (1.2) plyne, že pokud Ai � Aj a Aj � Ak, potom také Ai � Ak pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n. Tj. relace � je tranzitivńı.

• Z (1.2) plynou pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n také následuj́ıćı vztahy: Pokud
Ai ∼ Aj a Aj � Ak, pak Ai � Ak. Pokud Ai � Aj a Aj ∼ Ak, potom
Ai � Ak. Tj. plat́ı smı́̌sená tranzitivita relaćı � a ∼.

Tedy racionalita zavedená v této metodě odpov́ıdá klasické racionalitě hodno-
titele zavedené von Neumannem a Morgensternem. Chováńı hodnotitele je totiž
považováno za racionálńı právě tehdy, když relace R je kvazisupořádáńı. Pokud
by tedy byly porovnávané prvky A1, A2 . . . , An seřazeny od nejpreferovaněǰśıho
po nejméně preferovaný, tak v matici P budou na diagonále bloky čtvercových
matic, jejichž elementy nabývaj́ı hodnoty 0,5. Nad touto diagonálou budou bloky
matic, které jsou tvořeny pouze hodnotami 1, a pod touto diagonálou budou
bloky matic, které jsou tvořeny pouze hodnotami 0. Nebudou-li porovnávané
prvky takto preferenčně uspořádáné, potom je možno je přeč́ıslovat podle jejich
řádkových součt̊u

∑n
j=1 pij, kde i = 1, 2, . . . , n, tak, že A1 bude mı́t největš́ı

řádkový součet a An bude mı́t nejmenš́ı řádkový součet. Tedy přeuspořádaná
matice PU bude reprezentovat porovnáńı variant uspořádaných od nejprefero-
vaněǰśı po nejméně preferovanou a podle jej́ıho tvaru je možno snadno poznat,
jestli je chováńı hodnotitele racionálńı.

Vı́cekriteriálńı hodnoceńı variant
Uvažujme konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterou

je třeba ohodnotit vzhledem ke konečně mnoha kritéríım K1, K2, . . . , Km.
U v́ıcekriteriálńıho hodnoceńı je aplikován stejný princip jak na výpočet d́ılč́ıch
hodnoceńı variant, tak na výpočet vah kritéríı. Nejprve se dle postupu popsaného
výše provede párové porovnáńı variant A1, A2, . . . , An vzhledem ke každému
kritériu Kj a vypočtou se jejich d́ılč́ı normovaná hodnoceńı hj1, h

j
2, . . . , h

j
n, j =

1, 2, . . . ,m. Potom se stejným zp̊usobem párově porovnaj́ı kritéria a pomoćı
vzorce (1.3) se vypočtou váhy jednotlivých kritéríı, které se následně znormuj́ı
dle (1.4) a źıskaj́ı se tak normované váhy v1, v2, . . . , vm. Celková hodnoceńı

h
(C)
1 , h

(C)
2 , . . . , h

(C)
n variant A1, A2, . . . , An se vypočtou pomoćı váženého pr̊uměru

d́ılč́ıch hodnoceńı, tj. pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı

h
(C)
i =

m∑
j=1

vjh
j
i . (1.5)
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1.2. Metody hodnoceńı založené na multiplika-

tivńıch a aditivńıch matićıch párového

porovnáńı

Složitěǰśı metody párového srovnáváńı vyžaduj́ı po hodnotiteli nejen určit,
jestli jsou dva prvky indiferentńı nebo je jeden preferován před druhým. V př́ıpadě
preference jednoho prvku před druhým totiž hodnotitel muśı ještě přǐradit in-
tenzitu, resp. stupeň, této preference. Rozlǐsuj́ı se modely s multiplikativńımi a
aditivńımi preferencemi. U multiplikativńıho př́ıstupu zadané párové srovnáńı
reprezentuje př́ımo intenzitu preference, která vyjadřuje pod́ıl hodnoceńı dvou
prvk̊u. Tedy ř́ıká, kolikrát je jeden prvek preferovanán před druhým. U aditivńıho
př́ıstupu zadané párové srovnáńı reprezentuje stupeň preference jednoho prvku
před druhým. Intenzitu preference potom představuje rozd́ıl párového srovnáńı a
jeho reciproké hodnoty. Zde intenzita preference vyjadřuje rozd́ıl hodnoceńı dvou
prvk̊u, tj. ř́ıká, o kolik je jeden prvek preferován před druhým.

1.2.1. Multiplikativńı př́ıstup

V této kapitole budou popsány základńı vlastnosti metod párového po-
rovnáńı, kde jsou preference vyjádřeny na multiplikativńı škále. Základy tohoto
př́ıstupu byly položeny v [72].

Zadáńı matice intenzit preferenćı
Uvažujme konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterým je třeba

přǐradit hodnoceńı h1, h2, . . . , hn vzhledem ke kritériu K. Chceme vytvořit matici
relativńıch intenzit preferenćı M = {mij}ni,j=1, kde prvek mij bude vyjadřovat
multiplikativńı intenzitu preference mezi Ai a Aj, tj. kolikrát je varianta Ai lepš́ı
než varianta Aj, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Prvek mij bude tedy představovat odhad
poměru hodnoceńı variant Ai a Aj, tj.

mij ≈
hi
hj

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Prvky matice M jsou definované na multiplikativńı
škále 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, která je popsána v tabulce 1.1.

V některé literatuře [53, 78] je zmiňována také multiplikativńı škála (0,∞).
V praxi jsou však nejpouž́ıvaněǰśı omezené hodnot́ıćı škály. Často jsou hodnoceńı
vyjádřena na diskrétńı škále, jej́ıž hodnoty jsou jazykově popsány, viz dále. Proto
budeme dále pracovat pouze se škálou 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1.

Dále je vyžadováno, aby matice M byla reciproká, tj. muśı platit

mji =
1

mij

(1.6)
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intenzita preference význam (slovńı popis)
mij = σ Ai je extrémně lepš́ı než Aj

mij ∈ (1, σ) Ai je lepš́ı než Aj
mij = 1 Ai je stejně dobré jako Aj

mij ∈
(

1
σ
, 1
)

Aj lepš́ı než Ai
mij = 1

σ
Aj je extrémně lepš́ı než Ai

Tab. 1.1: Multiplikativńı škála

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Neboli pokud je varianta Ai mij-krát lepš́ı než varianta
Aj, potom varianta Aj je z 1

mij
tiny tak dobrá jako varianta Ai, i, j = 1, 2, . . . , n.

Dále je zřejmé, že muśı platit mii = 1 pro každé i = 1, 2, . . . , n. Na základě tohoto
je nyńı zavedena následuj́ıćı definice. Bude-li se daľśı text odkazovat na matici
M , bude se jednat o matici specifikovanou v definici 1.5, nebude-li řečeno jinak.

Definice 1.5. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je čtvercová matice, kde mij ∈ 〈 1
σ
, σ〉,

σ > 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Dále necht’ je M reciproká, tj. mij = 1
mji

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom řekneme, že M je multiplikativńı preferenčńı
matice.

Požadavek konzistence
Aby informace v matici M byly zadány zcela racionálně a určovaly přesně

hodnoceńı h1, h2, . . . , hn, je třeba, aby matice M byla konzistentńı, tj. aby platilo

mijmjk = mik (1.7)

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n, viz [73]. Jedná se o přirozený požadavek, který
ř́ıká, že pokud je varianta Ai mij-krát lepš́ı než varianta Aj a varianta Aj je
mjk-krát lepš́ı než varianta Ak, kde i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, pak by měla být také
varianta Ai mik-krát lepš́ı než Ak, kde mik = mijmjk. Tento požadavek je ale
v reálných situaćıch, zejména v př́ıpadě větš́ıch matic, obt́ıžně dosažitelný. Na-
plněńı požadavku konzistence naráž́ı také na problém souvisej́ıćı s omezenost́ı
hodnot́ıćı škály - vyjadřuj́ı-li např. mij i mjk maximálńı śılu preference, potom
vynásobeńım těchto č́ısel vznikne intenzita preference, která bude větš́ı než ma-
ximálńı intenzita preference uvažované škály.

Lze ukázat [68], že matice M je konzistentńı právě tehdy, když existuje vektor
h = (h1, h2, . . . , hn) s kladnými složkami, tj. hi > 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n,
takový, že mij = hi

hj
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Což je také právě tehdy,

když h je vlastńı vektor př́ıslušný maximálńımu vlastńımu č́ıslu λmax = n. Pro
reciprokou matici M = {mij}ni,j=1, kde mij jsou odhady hi

hj
, kde hi > 0, hj > 0

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, obecně plat́ı λmax ≥ n, viz [68]. Č́ım v́ıce se ale bude
mij bĺıžit hi

hj
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n a č́ım bližš́ı bude λmax hodnotě n, t́ım
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v́ıce konzistentńı tato matice bude.

Výpočet hodnoceńı variant
K výpočtu hodnoceńı variant z multiplikativńı preferenčńı matice M lze

použ́ıt několik metod, jejichž přehled lze nalézt v [6]. Zde si uvedeme dvě nej-
použ́ıvaněǰśı metody:

1. Geometrický pr̊uměr řádk̊u
Hodnoceńı variant lze z matice M = {mij}ni,j=1 vypoč́ıst pomoćı metody
nejmenš́ıch logaritmických čtverc̊u. Protože pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı
mij ≈ hi

hj
, pak také lnmij ≈ ln hi

hj
a hodnoceńı h1, h2, . . . , hn lze vypoč́ıtat

minimalizaćı výrazu
∑n

i=1

∑n
j=1(lnmij − (lnhi − lnhj))

2 za podmı́nky∑n
i=1 hi = 1, hi > 0 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Crawford a Williams

[14] ukázali, že řešeńım této úlohy je geometrický pr̊uměr řádk̊u matice M ,
tj. pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı

hi = n

√√√√ n∏
j=1

mij. (1.8)

2. Metoda vlastńıho vektoru
Tuto metodu navrhl Saaty [73] a vycháźı z poznatk̊u o vlastńıch vektorech
a vlastńıch č́ıslech nezáporných reciprokých matic. Z Perron-Frobiovy věty
a daľśıch vět dokázaných v [68, 73] vyplývá, že matice M má vždy kladné
reálné maximálńı vlastńı č́ıslo λmax. Pro ně nav́ıc plat́ı λmax ≥ n, kde
n je řád matice M . Vlastńı vektor matice M př́ıslušný λmax má všechny
složky kladné (je určen jednoznačně až na násobeńı konstantou). Dále je
v [68] ukázáno, že pokud by platilo mij = hi

hj
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n,

potom λmax = n a ostatńı vlastńı č́ısla matice M jsou nulová. Nav́ıc vektor
h = (h1, h2, . . . , hn) je vlastńı vektor př́ıslušný λmax. Protože mij ≈ hi

hj
pro

každé i, j = 1, 2, . . . , n, pak se vektor hodnoceńı h hledá jako vlastńı vektor
matice M př́ıslušný jej́ımu maximálńımu vlastńımu č́ıslu λmax, tj.

Mh = λmaxh. (1.9)

Hodnoceńı vypočtená pomoćı (1.8) a (1.9) vyjdou ve většině př́ıpad̊u
nenormovaná, proto je pro jejich znormováńı potřeba použ́ıt vzorec (1.4). Je-li
matice M konzistentńı, potom je vektor hodnoceńı vypočtený geometrickým
pr̊uměrem řádk̊u a metodou vlastńıho vektoru stejný. Obecně se však jedná
o r̊uzné vektory. Srovnáńı těchto dvou metod lze nalézt např. v [12, 45].

Výběr multiplikativńı škály
Multiplikativńı škála muśı splňovat vlastnosti dané v tabulce 1.1 a recipro-

citu danou vzorcem (1.6). Multiplikativńı škála byla zavedena jako interval 〈 1
σ
,
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kde σ〉, σ > 1, v praxi se však často použ́ıvá diskrétńı reciproká podmnožina
tohoto intervalu. Počet hodnot multiplikativńı škály, které vyjadřuj́ı preferenci
nebo indiferenci prvńıho prvku před druhým, se pak většinou pohybuje mezi
7 až 9. To vycháźı z psychologické studie [79], dle které je lidský mozek scho-
pen najednou rozlǐsit nejvýše 7± 2 úrovńı preference. Protože pro hodnotitele je
většinou obt́ıžné určit, kolikrát je nějaký prvek preferovaný před jiným, přǐrazuj́ı
se hodnotám škály také slovńı popisy.

Nejpouž́ıvaněǰśı multiplikativńı škála je škála, kterou definoval Saaty [73] a
která se použ́ıvá v nejznáměǰśı metodě tohoto typu - v Analytickém hierar-
chickém procesu (AHP) [6, 68, 73]. Saatyho škála je definována v tabulce 1.2.
Tato škála se skládá ze 17 hodnot, kde 9 (tj. 7 + 2) hodnot vyjadřuje preferenci a
indiferenci, přičemž 5 (tj. 7− 2) z nich jsou přǐrazeny slovńı popisy. Při určováńı
intenzity preference hodnotitel nejprve vyb́ırá mezi těmito 5 stupni. Mezihodnoty
použije pouze, když se nemůže rozhodnout mezi dvěma sousedńımi hodnotami
s přǐrazenými slovńımi popisy. Na stejném principu potom definovali škály i daľśı
autoři.

intenzita preference význam (slovńı popis)
1 Ai je stejně dobrá jako Aj
3 Ai je mı́rně lepš́ı než Aj
5 Ai je silně lepš́ı než Aj
7 Ai je velmi silně lepš́ı než Aj
9 Ai je extrémně lepš́ı než Aj

2, 4, 6, 8 mezihodnoty
1
9
, 1

8
, . . . , 1

2
reciproké hodoty

Tab. 1.2: Saatyho škála

Saatyho škála bude dále v textu nejčastěji použ́ıvána, proto je nyńı zavedena
následuj́ıćı definice.

Definice 1.6. Necht’ S = {sij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, jej́ıž
prvky jsou dány na Saatyho škále, tj. sij ∈ {1

9
, 1

8
, . . . , 1

2
, 1, 2, . . . , 9} pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n. Potom matici S nazveme Saatyho matice.

Nyńı bude uveden přehled několika použ́ıvaných multiplikativńıch diskrétńıch
škal. Uvažujme multiplikativńı škálu I ⊂ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, I = L ∪ {1} ∪ P , kde

P = {ci; i = 2, 3, . . . , N} a L = { 1
ci

; i = 2, 3, . . . , N}, přičemž cN = σ. Hodnoty
ci, i = 2, 3, . . . , N , a hodnota N jsou definovány pro jednotlivé škály následovně:

1. Saatyho škála [73]: ci = i pro i = 2, 3, . . . , N , N = 9.
Hodnoty z množiny {1} ∪ P jsou rovnoměrně rozloženy na intervalu 〈1, 9〉.
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2. Škála Ma-Zheng [59]: ci = 9
10−i pro i = 2, 3, . . . , N , N = 9.

Hodnoty z množiny L∪ {1} jsou rovnoměrně rozloženy na intervalu
〈

1
9
, 1
〉
.

3. Geometrická škála: ci =
√
k
i−1

, kde k > 0, pro i = 2, 3, . . . , N , N ∈ {7, 9}.
Volba parametru k je v literatuře určena několika zp̊usoby. Lootsma [57]
pracuje s hodnotami 2 a 4. Finan a Hurley [22] považuj́ı za adekvátńı
hodnoty mezi 1,2 a 2. Geometrická škála je založena na psychologickém
výzkumu [56, 57], dle kterého lidé intuitivně použ́ıvaj́ı geometrickou škálu,
když maj́ı rozdělit na intervaly takové veličiny jako čas nebo intenzitu
světla.

4. Vyvážená škála [81]: ci = 0,5+(i−1)k
0,5−(i−1)k

, kde k ∈
{

1
20
, 1

17

}
, pro i = 2, 3, . . . , N ,

N = 9.

5. Zobecněná Saatyho škála [51]: ci = 1 + k(i − 1), kde k > 0, pro i =
2, 3, . . . , N , N = 9.

6. Škála Triantaphyllou a kol. [96]: ci = kcSaatyi + (1 − k)cMa−Zheng
i , kde k ∈

(0, 1), pro i = 2, 3, . . . , N , N = 9.

Vlastnosti uvedených škal jsou bĺıže zkoumány v [17, 51, 96]. Všechny výše
zavedené škály přǐrazuj́ı č́ıselným hodnotám slovńı popisy zavedené Saatym. V ta-
bulce 1.3 jsou vyjmenovány hodnoty některých těchto škal pro množinu {1} ∪ P
a přǐrazeny k př́ıslušným slovńım hodnotám.

slovńı popis Saaty Ma-Zheng vyvážená vyvážená geom.
k = 1/20 k = 1/17 k = 4

stejná preference 1 1 1 1 1
- 2 9/8 11/9 19/15 2

mı́rná preference 3 9/7 12/8 21/13 4
- 4 9/6 13/7 23/11 8

silná preference 5 9/5 14/6 25/9 16
- 6 9/4 15/5 27/7 32

velmi silná preference 7 9/3 16/4 29/5 64
- 8 9/2 17/3 31/3 128

extrémńı preference 9 9 9 33 256

Tab. 1.3: Přehled hodnot některých diskrétńıch multiplikativńıch škal
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1.2.2. Aditivńı př́ıstup

V této kapitole budou popsány základńı vlastnosti metod párového porovnáńı,
kde jsou preference vyjádřeny na aditivńı škále.

Aditivńı reprezentace může být definována bud’ na škále 〈0, 1〉 s hodnotou
indiferentńıho prvku 0,5, nebo na škále 〈−a, a〉, a > 0, s hodnotou indiferentńıho
prvku 0. Tato práce je zaměřena na prvńı zmı́něnou škálu 〈0, 1〉. V tomto př́ıpadě
jsou aditivńı preference v literatuře nazývány také jako reciproké relace [16]
nebo fuzzy preferenčńı relace [64, 95]. Podrobnosti o druhé aditivńı reprezentaci
na škále 〈−a, a〉, kde a > 0, lze nalézt v [3, 31, 63].

Zadáńı preferenčńı matice
Uvažujme konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterým je třeba

přǐradit hodnoceńı hA1 , h
A
2 , . . . , h

A
n vzhledem ke kritériu K. Chceme vytvořit ma-

tici relativńıch preferenćı A = {aij}ni,j=1, kde pro každé i, j = 1, 2, . . . , n bude
prvek aij vyjadřovat aditivńı preferenci mezi Ai a Aj, tj. při porovnáváńı vari-
ant Ai a Aj je třeba rozdělit 100% preference mezi tyto dvě varianty. Hodnotitel
tedy přǐrad́ı uspořádané dvojici variant (Ai, Aj) hodnotu aij ∈ 〈0, 1〉 vyjadřuj́ıćı
mı́ru preference Ai před Aj a analogicky uspořádané dvojici variant (Aj, Ai) hod-
notu aji ∈ 〈0, 1〉 vyjadřuj́ıćı mı́ru preference Aj před Ai tak, že aij + aji = 1,
i, j = 1, 2, . . . , n. Dı́ky tomuto lze matici A = {aij}ni,j=1 interpretovat jako inci-
denčńı matici A fuzzy relace preferenćı s funkćı př́ıslušnosti µA : A×A → 〈0, 1〉,
kde µA(Ai, Aj) = aij vyjadřuje stupeň preference Ai před Aj, i, j = 1, 2, . . . , n,
viz [95].

Prvky matice A jsou definované na aditivńı škále 〈0, 1〉, která je popsána
v tabulce 1.4.

preference význam (slovńı popis)
aij = 1 Ai je extrémně lepš́ı než Aj

aij ∈ (0,5, 1) Ai je lepš́ı než Aj
aij = 0,5 Ai je stejně dobrá jako Aj

aij ∈ (0, 0,5) Aj je lepš́ı než Ai
aij = 0 Aj je extrémně lepš́ı než Ai

Tab. 1.4: Aditivńı škála

Jak je popsáno výše, je požadováno, aby matice A byla aditivně reciproká, tj.
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n muśı platit

aji = 1− aij. (1.10)

Dále je zřejmé, že muśı platit také aii = 0,5 pro každé i = 1, 2, . . . , n. Na základě
tohoto je nyńı zavedena následuj́ıćı definice. Bude-li text dále odkazovat na matici
A, bude se jednat o matici specifikovanou v definici 1.7, nebude-li řečeno jinak.
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Definice 1.7. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je čtvercová matice, kde aij ∈ 〈0, 1〉 pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Dále necht’ je A aditivně reciproká, tj. aij = 1 − aji pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom řekneme, že A je aditivńı preferenčńı matice.

Poznamenejme, že preferenčńı matice použitá v metodě párového srovnáváńı
v kapitole 1.1 je speciálńım př́ıpadem aditivńı preferenčńı matice A = {aij}ni,j=1,
kde aij ∈ {0, 0,5, 1} pro každé i, j = 1, 2, . . . , n.

Požadavek konzistence a výpočet hodnoceńı variant
Aby informace v matici A byly zadány zcela racionálně a určovaly přesně

hodnoceńı hA1 , h
A
2 , . . . , h

A
n , je třeba, aby matice A byla aditivně konzistentńı, tj.

aby platilo
(aij − 0,5) + (ajk − 0,5) = (aik − 0,5) (1.11)

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n, viz [94, 95]. Tato podmı́nka může být přepsána
do zkráceného tvaru aik = aij + ajk − 0,5 nebo aij + ajk + aki = 0,5 pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n. Požadavek aditivńı konzistence je ale v reálných situaćıch,
zejména v př́ıpadě větš́ıch matic, obt́ıžně dosažitelný. Naplněńı požadavku adi-
tivńı konzistence naráž́ı také na problém souvisej́ıćı s omezenost́ı hodnot́ıćı škály
- bude-li např. dvojice párových srovnáńı dána aij = 0,8 a ajk = 0,9, potom by
muselo platit aik = 1,2, aby byla podmı́nka (1.11) splněna. Tato hodnota ale
nenálež́ı intervalu 〈0, 1〉.

Tanino [94] ukázal, že matice A je aditivně konzistentńı právě tehdy, když
existuje nezáporný vektor hA = (hA1 , h

A
2 , . . . , h

A
n ) takový, že | hAi −hAj |< 1 a aij =

0,5 + 0,5(hAi − hAj ) pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Odečte-li se z tohoto vztahu aji,
dostaneme aij − aji = hAi − hAj pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Pro reálně zadávanou
aditivńı preferenčńı matici A tedy bude platit, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n
rozd́ıly mezi aij a aji představuj́ı odhady rozd́ıl̊u mezi hodnoceńımi hAi a hAj , což
zapisujeme

aij − aji ≈ hAi − hAj .

Tedy rozd́ıl aij − aji (a stejně i hAi − hAj ) bude reprezentovat odhad intenzity
preference mezi variantami Ai a Aj, tedy po vynásobeńı 100 tento rozd́ıl vy-
jadřuje, o kolik % je varianta Ai lepš́ı než varianta Aj, i, j = 1, 2, . . . , n. Je-li
např. aij = 0,5 a aji = 0,5, potom hodnoceńı Ai a Aj budou stejná, tj. hAi = hAj ,
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Dále, je-li aij = 0,8 a aji = 0,2, potom Ai je hodnocena o 60%
lépe než Aj, tj. hAi − hAj = 0,6, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Vzhledem k tomu, že rozd́ıl aij − aji vyjadřuje rozd́ıl v hodnoceńı variant Ai
a Aj, tak podmı́nka aditivńı konzistence (1.11) neř́ıká nic jiného než, že je-li Ai
preferována před Aj s intenzitou aij−aji a Aj je preferována před Ak s intenzitou
ajk − akj, potom muśı být Ai preferována před Ak s intenzitou aik − aki = (aij −
aji)+(ajk−akj). Použije-li se totiž ve vyjádřeńı této intenzity preference podmı́nka
aditivńı reciprocity, po jej́ı úpravě je výsledkem vztah (1.11).
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V [25] je ukázáno, že pro aditivně konzistentńı matici můžou být aditivńı
hodnoceńı hA1 , h

A
2 , . . . , h

A
n vypočtena pomoćı vzorce

hAi =
2

n

n∑
j=1

aij (1.12)

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Vektor hodnoceńı hA je dán jednoznačně až na přičteńı
libobolné reálné konstanty k. Je-li potřeba vektor hodnoceńı znormovat, potom
je to možné provést přičteńım nějaké konstaty k. Fedrizzi a Brunelli [24] toto
navrhuj́ı provést přičteńım konstanty k = −min{hA1 , hA2 , . . . , hAn}. Takto bude
nejmenš́ı hodnoceńı rovno 0 a ostatńı hodnoceńı budou ležet v intervalu 〈0, 1〉.
Daľśı zp̊usoby výpočtu aditivńıch hodnoceńı variant lze nalézt v [100, 102].

1.2.3. Multiplikativńı vs. aditivńı př́ıstup

Multiplikativńı př́ıstup popsaný v kapitole 1.2.1 a aditivńı př́ıstup popsaný
v kapitole 1.2.2 jsou ekvivalentńı v tom smyslu, že oba modely jsou izomorfńı,
jak je ukázáno v [23, 69].

Převod multiplikativńı matice na aditivńı
Multiplikativńı preferenčńı matici M = {mij}ni,j=1, kde mij ∈ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1,

i, j = 1, 2, . . . , n, lze převést na aditivńı preferenčńı matici A = {aij}ni,j=1, kde
aij ∈ 〈0, 1〉, i, j = 1, 2, . . . , n, pomoćı vzorce

aij =
1

2
(1 + logσmij) (1.13)

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Tato funkce je pro σ > 1 rostoućı a převede bod 1
σ

na 0, bod 1 na 0,5 a bod σ na 1. V [23, 69] je ukázáno, že z reciprocity (1.6)
matice M plyne aditivńı reciprocita (1.10) matice A a pokud je M konzistentńı
dle (1.7), pak také A je aditivně konzistentńı dle (1.11). Multiplikativńı hodnoceńı
hi vypočtená pomoćı metody geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) lze převést na
aditivńı hodnoceńı hAi daná vztahem (1.12) pro každé i = 1, 2, . . . , n vzorcem:

hAi = 1 + logσ hi.

Převod aditivńı matice na multiplikativńı
Analogicky lze aditivńı preferenčńı matici A = {aij}ni,j=1, kde aij ∈ 〈0, 1〉,

i, j = 1, 2, . . . , n, převést na multiplikativńı preferenčńı matici M = {mij}ni,j=1,
kde mij ∈ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, i, j = 1, 2, . . . , n. Dle [23, 69] to lze provést pomoćı

inverzńı funkce k funkci (1.13), tj. pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı

mij = σ2aij−1. (1.14)

Tato funkce je pro σ > 1 rostoućı a převede bod 0 na 1
σ
, bod 0,5 na 1 a bod

1 na σ. V [23, 69] je dokázáno, že z aditivńı reciprocity (1.10) matice A plyne
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reciprocita (1.6) matice M . Obdobně je-li A aditivně konzistentńı dle (1.11),
pak je M konzistentńı dle (1.7). Aditivńı hodnoceńı hAi dané vzorcem (1.12)
lze převést na multiplikativńı hodnoceńı hi odpov́ıdaj́ıćı metodě geometrického
pr̊uměru řádk̊u (1.8). Pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı

hi = σh
A
i −1. (1.15)

Přehled vlastnost́ı multiplikativńıch a aditivńıch matic
Tabulka 1.5 shrnuje pro přehlednost základńı vlastnosti multiplikativńıho a

aditivńıho př́ıstupu k párovému srovnáváńı objekt̊u.

vlastnost multiplikativńı M aditivńı A
hodnot́ıćı škála 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1 〈0, 1〉

hodnota indiference 1 0,5
reciprocita mijmji = 1 aij + aji = 1
konzistence mijmjk = mik (aij − 0,5) + (ajk − 0,5) = (aik − 0,5)

výpočet hodnoceńı hi = n

√
n∏
j=1

mij hAi = 2
n

n∑
j=1

aij

význam hodnoceńı mij ≈ hi

hj
aij − aji ≈ hAi − hAj

intenzita preference mij aij − aji
převod prvk̊u matic mij = σ2aij−1 aij = 1

2
(1 + logσmij)

převod hodnoceńı hi = σh
A
i −1 hAi = 1 + logσ hi

Tab. 1.5: Přehled charakteristik multiplikativńıho a aditivńıho př́ıstupu

1.2.4. Vı́cekriteriálńı hodnoceńı variant

Nyńı bude popsáno, jak vypadá hodnot́ıćı model, když v něm vystupuje v́ıce
kritéríı.

Agregace d́ılč́ıch hodnoceńı
Uvažujme opět konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterou je

tentokrát třeba ohodnotit vzhledem ke konečně mnoha kritéríım K1, K2, . . . , Km.
Celkové hodnoceńı varianty Ai bude stejně jako v př́ıpadě metody párového
srovnáváńı vypočteno vzorcem (1.5), tedy jako vážený pr̊uměr d́ılč́ıch hodnoceńı,

tj. pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı h
(C)
i =

∑m
j=1 vjh

j
i , kde v1, v2, . . . , vm jsou normo-

vané váhy kritéríı K1, K2, . . . , Km a hj1, h
j
2, . . . , h

j
n jsou normovaná d́ılč́ı hodnoceńı

variant A1, A2, . . . , An vzhledem ke kritériu Kj, j = 1, 2, . . . ,m.
Váhy kriteríı se vypočtou z preferenčńı matice párového porovnáńı těchto kri-

teríı vzhledem k danému ćıli. Váha každého kritéria muśı vyjadřovat, jak moc
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se toto kritérium pod́ıĺı na celkovém ćıli vzhledem ke všem ostatńım kritéríım.
Jinými slovy součet vah jednotlivých kritéríı muśı být roven 1. V př́ıpadě multipli-
kativńıch preferenćı se váhy kriteríı vypočtou metodou geometrického pr̊uměru
řádk̊u (1.8) nebo metodou vlastńıho vektoru (1.9) a následně se znormuj́ı dle
(1.4). V př́ıpadě aditivńıch preferenćı se aditivńı váhy vypočtou pomoćı vzorce
(1.12). Tyto váhy jsou dány jednoznačně až na přičteńı libovolné konstanty, nelze
je tedy vydělit součtem vah tak, aby byl součet výsledných vah 1. Proto je nej-
prve třeba aditivńı váhy převést na multiplikativńı váhy dle (1.15) a následně je
znormovat pomoćı (1.4).

Analogický postup plat́ı pro d́ılč́ı hodnoceńı variant. Ta se vypočtou z pre-
ferenčńı matice párového porovnáńı variant vzhledem k jednotlivým kritéríım.
Vypočtené d́ılč́ı hodnoceńı varianty se uprav́ı tak, aby vyjadřovalo pod́ıl varianty
na daném kritériu vzhledem ke všem ostatńım variantám. V př́ıpadě multipli-
kativńıch preferenćı se d́ılč́ı hodnoceńı variant vypočtou metodou geometrického
pr̊uměru řádk̊u (1.8) nebo metodou vlastńıho vektoru (1.9) a následně je se znor-
muj́ı dle (1.4). V př́ıpadě aditivńıch preferenćı se nejprve vypočtou aditivńı d́ılč́ı
hodnoceńı pomoćı vzorce (1.12). Źıskaná hodnoceńı se převedou na multiplika-
tivńı hodnoceńı dle (1.15) a následně se znormuj́ı pomoćı (1.4).

Daľśı př́ıstupy k agregaci aditivńıch hodnoceńı źıskaných z aditivńı pre-
ferenčńı matice lze nalézt např. v [39, 40, 99]. Zp̊usoby agregace kombinace
multiplikativńıch a aditivńıch preferenćı lze nalézt v [21, 103].

Hierarchická struktura kritéríı
Saaty [73] navrhl pro usnadněńı a zpřehledněńı problému kritéria členit do

hierarchické struktury. Tento zp̊usob práce s kritérii aplikoval ve své metodě
Analytický hierarhický proces (AHP), kde je do hierarchie členěn celý hodnot́ıćı
proces včetně alternativ. Hierarchická struktura kritéríı byla navržena pro mul-
tiplikativńı preference. Vypočtené váhy totiž muśı v každém kroku vyjadřovat
pod́ıl kritéria na uvažovaném celku (tj. na nadřazeném kritériu nebo na celkovém
ćıli). Pokud bychom chtěli tuto metodu aplikovat i pro aditivńı preference, je opět
třeba všechny źıskané aditivńı váhy převést na multiplikativńı váhy dle (1.15).
Nyńı bude popsáno, jak obecně prob́ıhá proces členěńı kritéríı do hierarchíı. Daľśı
informace k této problematice lze nalézt v [68].

Na prvńı úrovni hierarchie uvažujeme samotný ćıl hodnoceńı. Na druhé úrovni
uvažujeme kritéria, která je možno členit na konkrétněǰśı kritéria. Ta se opět
můžou zpřesňovat v daľśı hierarchické úrovni. Vznikaj́ı tak množiny spolu sou-
visej́ıćıch subkritéríı. Takto tedy docháźı k vytvářeńı hierarchické struktury, kde
na vyšš́ıch úrovńıch jsou kritéria obecněǰśıho významu a postupně jsou konkreti-
zována. Přitom v každé úrovni může být r̊uzný počet kritéríı a z každého kritéria
může vycházet r̊uzný počet kritéríı na nižš́ı úrovni. Jako př́ıklad hierarchie lze
uvést hodnoceńı lokality ke stavbě domu, kde prvńı úroveň tvoř́ıl ćıl hodnoceńı a
na druhé úrovni uvažujeme kritéria ekonomická, ekologická, sociálńı a technická.
Potom např. ekonomická kritéria na daľśı úrovni bude představovat pouze cena
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za m2 pozemku a sociálńı kritéria budou členěna na subkritéria dostupnost škol
a školek v okoĺı, dopravńı ruch v okoĺı a kulturńı vyžit́ı v okoĺı lokality.

Jsou-li kritéria hierarchicky rozčleněna, potom se spolu párově porovnávaj́ı
vždy jen ta kritéria, která jsou na stejné hierarchické úrovni a vycházej́ı ze
stejného kritéria na vyšš́ı hierarchické úrovni (popř. společně vycházej́ı př́ımo
z ćıle hodnoceńı). Normovaná váha kritéria vypočtená z matice párového po-
rovnáńı potom vyjadřuje pod́ıl kritéria na nadřazeném kritériu. Aby váha
kritéria byla vyjádřena vzhledem k celkovému ćıli, je třeba ji vynásobit nor-
movanými váhami všech nadřazených kritéríı. Kritéria, ze kterých nevycháźı
žádná sukritéria, můžeme nazývat hodnot́ıćı kritéria, a kritéria, která maj́ı nějaké
podř́ızené kritérium, můžeme nazývat pomocná kritéria. Potom pro hodnot́ıćı
kritétia plat́ı, že součet jejich vah vzhledem k celkovému ćıli je roven 1. Výpočet
d́ılč́ıch hodnoceńı variant prob́ıhá pouze vzhledem k hodnot́ıćım kritéríım. Agre-
gace d́ılč́ıch hodnoceńı se provád́ı opět pomoćı metody váženého pr̊uměru (1.5),
kde váhy kritéríı jsou vyjádřeny vzhledem k celkovému ćıli.

Jednou z výhod tohoto př́ıstupu je sńıžeńı počtu párových srovnáńı mezi
kritérii. Pokud by např. hodnot́ıćı problém tvořilo 8 hodnot́ıćıch kritéríı,
potom by bez jejich členěńı do hierarchíı bylo třeba potřeba provést

(
8
2

)
= 28

párových srovnáńı. Pokud jsou ale rozdělena na 2 skupiny po 3 a 5 hodnot́ıćıch
kritéríıch, potom bude třeba provést pouze

(
2
2

)
+
(

3
2

)
+
(

5
2

)
= 14 párových srovnáńı.

Analytický hierarchický proces (AHP)
Členěńı hodnot́ıćıho problému do hierarchíı, stejně tak použit́ı dev́ıtibodové

hodnot́ıćı škály pro multiplikativńı preference nebo výpočet d́ılč́ıch hodnoceńı
pomoćı metody vlastńıho vektoru byly navrženy Saatym [73] pro Analytický
hierarchický proces (AHP). Jedná se o jednu z nejpouž́ıvaněǰśıch metod párového
srovnáváńı a celkově o jednu z nejpouž́ıvaněǰśıch metod v́ıcekriteriálńıho hodno-
ceńı a rozhodováńı.

Fáze rozhodováńı pomoćı AHP:

1. Definováńı a analýza problému: V této fázi je definován hodnot́ıćı problém
a stanoven ćıl hodnoceńı. Urč́ı se soubor kritéríı a množina variant, která
dle nich bude hodnocena.

2. Strukturováńı hierarchického modelu: V této fázi je vytvořena hierarchická
struktura, kde na prvńı úrovni je ćıl hodnoceńı, na posledńı úrovni va-
rianty, které se budou hodnotit, a na meziúrovńıch je konkretizován ćıl
rozhodováńı, tj. je členěn na jednotlivá kritéria a ta popř. postupně ještě
na subkritéria atd. Následně jsou určeny d̊usledky variant vzhledem k hod-
not́ıćım kritéríım.

3. Dı́lč́ı výpočty : V této fázi jsou vypočteny váhy kritéríı a d́ılč́ı hodnoceńı vari-
ant. Párové srovnáńı se provede pomoćı Saatyho škály {1

9
, 1

8
, . . . , 1, 2 . . . , 9},

jej́ıž slovńı popisy jsou definované v tabulce 1.2. Provede se:
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• párové srovnáńı kritéríı vzhledem k celkovému ćıli nebo vzhledem
k nadřazenému kritériu, které se nacháźı v předchoźı hierarchické
úrovni;

• párové srovnáńı všech alternativ vzhledem ke každému hodnot́ıćımu
kritériu.

U matic párových porovnáńı se ověř́ı, jestli jsou dostatečně konzistentńı dle
indexu CR (2.2), který bude popsán v kapitole 2.1. Výpočet vah kritéríı a
d́ılč́ıch hodnoceńı variant se provede pomoćı metody vlastńıho vektoru (1.9)
a následně se použije znormováńı dle vzorce (1.4). Pokud má hierarchie
v́ıce než 3 úrovně, vypočtou se váhy kritéríı vzhledem k celkovému ćıli dle
postupu uvedeného v kapitole. 1.2.4 v části Hierarchická struktura kritéríı.

4. Celkové hodnoceńı variant : Nakonec jsou vypočtena celková hodnoceńı va-
riant pomoćı váženého pr̊uměru (1.5) d́ılč́ıch hodnoceńı.

Postupně vznikala spousta modifikaćı metody AHP. Autoři navrhovali měnit
hodnot́ıćı škálu, podmı́nku konzistence matice párového porovnáńı nebo výpočet
d́ılč́ıch hodnoceńı a vah kritéríı. Dali tak vzniknout celé tř́ıdě metod párového
srovnáváńı tak, jak byla představena v předchoźıch kapitolách. Sám Saaty např.
modifikoval metodu AHP pro použit́ı k hodnoceńı obecných kategoríı variant
[75, 76]. AHP se také začalo použ́ıvat pro skupinové rozhodováńı [19, 20] a pro
rozhodováńı za rizika [60, 62].

Poměrně často použ́ıvanou modifikaćı AHP je fuzzy AHP [11, 98], tj. fuz-
zikovaná verze této metody. Fuzzy AHP vycháźı z teorie fuzzy množin, jej́ıž
základy položil Zadeh [106]. Vı́ce k teorii fuzzy množin lze nalézt v [18, 52].
Při párovém porovnáńı dvou prvk̊u se rozhodovatel často obt́ıžně rozhoduje pro
konkrétńı intenzity preference vyjádřené hodnotou ze Saatyho škály. Nahrazeńı
ostrých vstup̊u pomoćı fuzzy č́ısel dokáže tuto neurčitost jeho názoru postihnout.
Vzniká tak fuzzy matice párových porovnáńı, jej́ıž prvky jsou trojúhelńıková
fuzzy č́ısla. Hlavńı problém, se kterým se metoda fuzzy AHP potýká, je vhodný
výpočet vektoru hodnoceńı. K tomuto se nejčastěji použ́ıvá fuzzifikace geome-
trického pr̊uměru řádk̊u. V této oblasti svými výsledky přispěli např. Ramı́k a
Korviny [71], van Laarhoven a Pedrycz [98], Pan a Yuan [65] nebo Krejč́ı [54].

1.3. Výhody a nevýhody tohoto typu metod

O výhodách a nevýhodách metod párového srovnáváńı pojednává např.
[30, 37, 38, 80]. Nyńı budou shrnuty hlavńı př́ınosy a problémy, které se vysktuj́ı
v tomto typu metod. Důraz bude kladen předevš́ım na metody hodnoceńı
založené na multiplikativńıch a aditivńıch preferenčńıch matićıch.
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Výhody metod párového srovnáváńı

• Jednoduchost pro hodnotitele: Pracuje se vždy pouze se dvěma prvky najed-
nou. Takto je jednodušš́ı určit, který prvek je preferovaněǰśı a s jakou inten-
zitou, než když je třeba porovnávat celý soubor prvk̊u najednou. U diskrétńı
hodnot́ıćı škály lze nav́ıc k vyjádřeńı intenzity preferenćı použ́ıt slovńıch po-
pis̊u prvk̊u škály.

• Výpočetńı jednoduchost : Hodnoceńı variant lze často źıskat i bez použit́ı
specializovanáho softwaru. U multiplikativńıch preferenćı lze váhy a d́ılč́ı
hodnoceńı vypoč́ıtat pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u př́ıslušných ma-
tic, u aditivńıch preferenćı jako dvojnásobky aritmetického pr̊uměru řádk̊u
uvažovaných matic. Celkové hodnoceńı se potom vypočte jako vážený
pr̊uměr d́ılč́ıch hodnoceńı. Při v́ıce kritéríıch však ještě u aditivńıch pre-
ferenćı muśı být použit předem převod na multiplikativńı preference (jak
u vah kritéríı, tak u d́ılč́ıch hodnoceńı variant).

• R̊uzné typy kritéríı: Metody dokáž́ı pracovat jak s kvantitativńımi kritérii,
tak s kvalitativńımi kritérii. Dı́ky tomu je také možné kombinovat kritéria,
jejichž d̊usledky jsou dány objektivně, a kritéria, kde jsou d̊usledky určeny
subjektivně hodnotitelem.

• Vytvářeńı hierarchíı: Předevš́ım pro multiplikativńı preference je možné
hodnot́ıćı kritéria členit do hierarchíı. To umožňuje zpřehlednit problém a
sńıžit potřebný počet párových porovnáńı mezi krititérii. Dı́ky tomu je také
možné do hodnot́ıćı situace zakomponovat i větš́ı počet kritéríı, protože
spolu nebudeme muset všechny porovnávat. Je třeba si ale uvědomit, že
v takovém př́ıpadě je stále nutno porovnat varianty vzhledem ke všem hod-
not́ıćım kritéríım.

• Široké spektrum aplikaćı: Metody párového srovnáváńı lze použ́ıt nejen
k hodnoceńı variant, ale také k řešeńı r̊uzného typu problémů. Nejznáměǰśı a
nejpouž́ıvaněǰśı metoda párového srovnáváńı je AHP [68, 73]. Přehled apli-
kaćı této metody lze nalézt v [97], kde je ukázáno, že tato metoda lze použ́ıt
např. k rozhodováńı o výběru varianty, přerozdělováńı zdroj̊u, plánováńı a
priorizaci nebo k předpověd́ım. Jak už bylo řečeno, AHP lze použ́ıt také
ve skupinovém rozhodováńı. Existuje také fuzzifikace této metody pracuj́ıćı
s neurčitost́ı zadaných preferenćı.

Nevýhody metod párového srovnáváńı

• Konzistence zadaných preferenćı: Aby intenzity preferenćı nesly informaci
využitelnou k výpočtu hodnoceńı variant, muśı být zadány racionálně. Toto
kontroluje podmı́nka konzistence. Jak ale bylo ukázáno v předchoźıch ka-
pitolách, multiplikativńı podmı́nka konzistence (1.7) i aditivńı podmı́nka
konzistence (1.11) jsou v reálných situaćıch obt́ıžně dosažitelné. Maj́ı-li
např. oba porovnávané prvky extrémńı śılu preference, potom by výsledná
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preference musela nabývat hodnoty, která je mimo uvažovanou škálu. Pro
multiplikativńı preference definované na 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, by dle podmı́nky

konzistence muselo platit σσ = σ2 > σ a pro aditivńı preference na škále
〈0, 1〉 zase 1 + 1− 0,5 = 1,5 > 1. Stejný problém nastává i pro jinou kom-
binaci intenzit preferenćı než je dvojice extrémńıch preferenćı. Např. při
použit́ı Saatyho škály může být pro uvažované párové srovnáńı dle dvojice
nepř́ımých srovnáńı vyžadována intenzita preference 3 ·5 = 15 > 9. Určitou
mı́ru konzistence zadávaných vstup̊u je však třeba udržet, aby výsledná
hodnoceńı měla vypov́ıdaj́ıćı hodnotu.

• Počet párových porovnáńı: Jednou z nevýhod těchto metod je velký počet
párových porovnáńı. Dı́ky reciprocitě stač́ı vždy vyplnit pouze horńı
trojúhelńık matice, spodńı trojúhelńık a diagonála jsou dopočteny auto-
maticky. I tak ale máme-li m hodnot́ıćıch kritéríı a n variant, potom muśı
hodnotitel provést pro kritéria

(
m
2

)
párových srovnáńı a pro varianty vzhle-

dem ke všem kritéríım ještě m
(
n
2

)
párových srovnáńı.

• Postupné vstupováńı variant do modelu: V praxi se často vyskytuj́ı situace,
kde varianty nejsou předem známy a do modelu vstupuj́ı postupně. Použit́ı
metod párového srovnáváńı tak, jak byly dosud popsány, neńı v tomto
př́ıpadě úplně vhodné. Při každém vstupu nové varianty do modelu by se
pro každé kritérium musela provést nová párová srovnáńı této varianty se
všemi ostatńımi. Dále by se musela přepoč́ıtat všechna d́ılč́ı hodnoceńı a
stejně tak hodnoceńı celková.

• Změna preferenčńıho pořad́ı variant : Přidáńım nebo odebráńım varianty
v uvažovaném modelu může doj́ıt ke změně preferenčńıho pořad́ı zbývaj́ıćıch
variant, aniž by došlo k jakékoliv změně doposud zadaných dat. Ta-
kováto změna preferenčńıho pořad́ı může reálně nastat, použijeme-li me-
todu k úloze typu rozděleńı disponobilńıch zdroj̊u (tj. celku) mezi jednotlivé
varianty. Např. rozděleńı finančńıch odměn mezi jednotlivé zaměstnance. Ve
většině ostatńıch reálných situaćı neńı přitom takováto změna preferenčńıho
pořad́ı žádaná.

Některé aspekty výše zmı́něných nevýhod metod párového srovnáváńı budou
v následuj́ıćıh kapitolách podrobně analyzovány. Bude uveden přehled zp̊usob̊u,
jak se s těmito problémy vypořádali r̊uzńı autoři. Budou také navrženy nové
zp̊usoby řešeńı.
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Kapitola 2

Konzistence matic párového
porovnáńı

Tato část nejprve v kapitolách 2.1 a 2.2 podává přehled aktuálńıho stavu
problematiky konzistence matic párového porovnáńı. V kapitole 2.3 je potom
představen popis nového konceptu ověřeńı přijatelné konzistence matice párového
porovnáńı a s t́ım souvisej́ıćı p̊uvodńı výsledky, jejichž podstatná část byla pub-
likována v [47, 50, 89].

Je třeba, aby zadané preferenčńı matice byly alespoň do jisté mı́ry konzis-
tentńı, aby z nich bylo možné vypoč́ıtat relevantńı vektor hodnoceńı. Základńı
definovaná podmı́nka konzistence však neńı na omezených škálách v reálných si-
tuaćıch dodržitelná, proto se konstruuj́ı r̊uzné alternativńı ukazatele konzistence.

Nejprve budou v kapitole 2.1 představeny r̊uzné př́ıstupy k měřeńı nekon-
zistence multiplikativńıch preferenčńıch matic. Následně bude v kapitole 2.2
ukázáno, jaké podmı́nky kladou na přijatelnou konzistenci matice párového po-
rovnáńı autoři zabývaj́ıćı se aditivńımi preferencemi. Nakonec bude v kapitole
2.3 definována pro multiplikativńı i aditivńı preference slabá konzistence - nová
koncepce posuzováńı konzistence matic párového porovnáńı. Dále budou ukázány
vlastnosti a výhody, které z takovéto podmı́nky plynou.

2.1. Konzistence multiplikativńıch preferenćı

Uvažujme multiplikativńı preferenčńı matici M = {mij}ni,j=1. Matice M
by měla splňovat podmı́nku konzistence (1.7), která je ale př́ılǐs silná. Proto
byly zavedeny daľśı př́ıstupy, dle nichž je možné posoudit konzistenci matice.
Přehled některých ukazatel̊u (ne)konzistence lze nalézt v [7, 8]. Většina autor̊u
zabývaj́ıćıch se multiplikativńımi preferencemi postupovala tak, že se zaměřila
na nějakou vlastnost, kterou splňuje matice konzistentńı dle (1.7). Dle tohoto
byl následně zkontruován koeficient ověřuj́ıćı, do jaké mı́ry je tato podmı́nka
v rámci dané matice splněna. Některé tyto př́ıstupy budou nyńı uvedeny.

30



Indexy nekonzistence CI a CR
Saaty [73] definoval index nekonzistence CI pro matici M následně:

CI =
λmax − n
n− 1

, (2.1)

kde λmax je maximálńı vlastńı č́ıslo matice M a n jej́ı řád. Z Perron-Frobiovy věty
a daľśıch vět dokázaných v [68, 73] plyne, že λmax pro matici M vždy existuje a že
λmax ≥ n, tj. CI ≥ 0. Dále plat́ı, že M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když
λmax = n, tj. CI = 0. Č́ım větš́ı je CI, t́ım větš́ı je nekonzistence matice M . Bylo
však ukázáno, že hodnota indexu CI z̊ustává stále ještě závislá na proměnné n.
S rostoućım n roste i hodnota CI. Aby bylo možné porovnávat indexy nekon-
zistence r̊uzně velkých matic, byl zaveden pod́ılový koeficient nekonzistence CR,
který je definován takto:

CR =
CI

RI(n)
, (2.2)

kde RI(n) je náhodný index nekonzistence, což je pr̊uměrná hodnota indexu ne-
konzistence CI źıskaná z náhodně vygenerovaných reciprokých matic řádu n,
jejichž prvky jsou dány na stejné multiplikativńı škále jako prvky matice M .
Plat́ı CR ≥ 0. M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když CR = 0. Saaty sta-
novil, že pokud CI nepřesahuje desetinu náhodného indexu nekonzistence RI(n),
tj. pokud CR ≤ 0,1, pak může být M považována za dostatečně konzistentńı.

Saaty [77] pro každé n = 3, 4, . . . , 15 provedl experiment s 50 000 náhodně
vygenerovanými Saatyho maticemi S a pro každé uvažované n spoč́ıtal index
RI(n). Pro náhodný index nekonzistence Saatyho matice tak źıskal výsledky
uvedené v tabulce 2.1. Hodnoty RI(n) pro Saatyho matici potom daľśımi
simulacemi zpřesňovali r̊uzńı autoři, viz [2].

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
RI(n) 0,52 0,89 1,11 1,25 1,35 1,40 1,45 1,49 1,52 1,54 1,56 1,58 1,59

Tab. 2.1: Hodnoty náhodného indexu nekonzistence RI(n) Saatyho matice

Modifikovaný pod́ılový index nekonzistence CR∗

Alonso a Lamata [2] navrhli modifikaci Saatyho pod́ılového indexu nekonzis-
tence (2.2). Tato modifikace vycháźı ze studie náhodného indexu nekonzistence
RI(n), který upravili takto:

RI∗(n) =
λmax(n)− n

n− 1
,
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kde n je řád matice M a λmax(n) je pr̊uměrné maximálńı vlastńı č́ıslo náhodně
vygenerovaných reciprokých matic řádu n, jejichž prvky jsou dány na stejné mul-
tiplikativńı škále jako prvky matice M = {mij}ni,j=1. Potom lze pod́ılový index
nekonzistence matice M řádu n psát

CR∗ =
λmax − n
λmax − n

,

kde λmax je maximálńı vlastńı č́ıslo matice M . Opět je-li CR∗ ≤ 0,1, pak je M
považována za dostatečně konzistentńı.

Dále Alonso a Lamata [2] ukázali, že pro Saatyho matici S dimenze n je možno
použ́ıt následuj́ıćı odhad pr̊uměrného maximálńıho vlastńıho č́ısla:

λmax(n) ≈ 2,7699n− 4,3513.

Index nekonzistence determinant̊u DI
Lamata a Pelaez [55] vyjádřili determinant matice M = {mij}3

i,j=1 řádu 3:

Det(M) =
m13

m12m23

+
m12m23

m13

− 2.

Vzhledem k tomu, že a
b

+ b
a
− 2 ≥ 0 pro každé a, b > 0, tak pro matici M řádu 3

plat́ı Det(M) ≥ 0. Matice M řádu 3 je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když
Det(M) = 0. Č́ım větš́ı je Det(M), t́ım větš́ı je nekonzistence M .

Na tomto poznatku byl definován index nekonzistence pro matice libovolné
dimenze. Ten představuje aritmetický pr̊uměr determinant̊u všech reciprokých
submatic matice M = {mij}ni,j=1 řádu 3. Takových submatic pro matici řádu n

existuje
(
n
3

)
= n(n−1)(n−2)

6
. Index nekonzistence determinant̊u potom lze vyjádřit

ve tvaru

DI =
6

n(n− 1)(n− 2)

n−2∑
i=1

n−1∑
j=i+1

n∑
k=j+1

(
mik

mijmjk

+
mijmjk

mik

− 2

)
.

Plat́ı DI ≥ 0. Matice M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když DI = 0.
Č́ım větš́ı je DI, t́ım větš́ı je nekonzistence matice M .

Geometrický index nekonzistence GCI
Crawford a Williams [15] pracovali s hodnoceńımi h1, h2, . . . , hn vypočtenými

z matice M = {mij}ni,j=1 geometrickým pr̊uměrem řádk̊u (1.8). Vzhledem k nim
stanovili pro každý prvek mij matice M = {mij}ni,j=1 výraz

eij = mij
hj
hi
,
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i, j = 1, 2, . . . , n. Plat́ı eij > 0 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Pro konzistentńı matici
M plat́ı mij = hi

hj
, tj. eij = 1, tj. ln eij = 0 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Na tomto

základě byl potom definován geometrický index nekonzistence matice M ve tvaru

GCI =
2

(n− 1)(n− 2)

n∑
i=1

n∑
j=i+1

ln2 eij.

Plat́ı GCI ≥ 0. Matice M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když GCI = 0.
Č́ım větš́ı je GCI, t́ım větš́ı je nekonzistence matice M . Brunelli a kol. [9]
ukázali, že tento index lze použ́ıt k ověřeńı podmı́nky konzistence (1.7) bez
ohledu na to, jak jsou vypočtena hodnoceńı z matice M (zda geometrickými
pr̊uměry řádk̊u nebo metodou vlastńıho vektoru).

Index nejednoznačnosti AI
Salo a Hämäläinen [82] pro všechny prvky matice M = {mij}ni,j=1 zjǐst’ovali,

jakých hodnot by měly nabývat, aby pro ně byla splněna podmı́nka konzistence
(1.7). Pro každý prvek mij, kde i, j = 1, 2, . . . , n, zkonstruovali množinu

Kij = {mikmkj; k = 1, 2, . . . , n}

vytvořenou na základě všech nepř́ımých porovnáńı mezi prvky mik a mkj, i, j, k =
1, 2, . . . , n. Protože při definici množiny Kij je uvažováno i k = i, j, plat́ı mij ∈
Kij. Dále je vidět, že M je konzistentńı právě tehdy, když Kij = {mij} pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n. Mı́sto množiny Kij můžeme uvažovat interval reálných č́ısel

〈mL
ij,m

U
ij〉 := 〈minKij,maxKij〉,

ve kterém lež́ı hodnota mij pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Č́ım širš́ı jsou tyto in-
tervaly, t́ım méně konzistentńı je matice M . Index nekonzistence tedy vznikl
jako aritmetický pr̊uměr normovaných délek interval̊u 〈mL

ij,m
U
ij〉, i < j, i, j =

1, 2, . . . , n. Pro matici M dimenze n je takových interval̊u
(
n
2

)
= n(n−1)

2
. Index

nejednoznačnosti je tedy definován

AI =
2

n(n− 1)

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

mU
ij −mL

ij

(1 +mU
ij)(1 +mL

ij)
.

Plat́ı AI ≥ 0. Matice M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když AI = 0. Č́ım
větš́ı je AI, t́ım větš́ı je nekonzistence matice M .

Harmonický index nekonzistence HCI
Stein a Mizzi [88] při definováńı indexu nekonzistence brali do úvahy sloupce

mj = (m1j,m2j, . . . , nmj)
T , j = 1, 2, . . . , n, konzistnetńı matice M = {mij}ni,j=1.
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Pro ty plat́ı mjmj(j+1) = mj+1, j = 1, 2, . . . , n−1. Matice M je tedy konzistentńı
právě tehdy, když jej́ı hodnost je rovna 1. Dále bylo pro sloupcové součty

sj =
n∑
i=1

mij,

j = 1, 2, . . . , n, matice M dokázáno, že plat́ı
∑n

j=1
1
sj
≤ 1. Matice M je kon-

zistentńı dle (1.7) právě tehdy, když
∑n

j=1
1
sj

= 1. Č́ım menš́ı je tento výraz,

t́ım nekonzistentněǰśı je matice M . Harmonický pr̊uměr sloupcových součt̊u
s1, s2, . . . , sn potom lze vyjádřit ve tvaru

HM =
n
n∑
j=1

1
sj

,

kde n je řád matice M . Pro matici M řádu n plat́ı HM ≥ n. M je konzistentńı
dle (1.7) právě tehdy, když HM = n. Č́ım větš́ı je HM , t́ım v́ıce nekonzistentńı
je matice M .

Harmonický pr̊uměr HM byl následně znormován, aby jeho chováńı bylo srov-
natelné se Saatyho indexem nekonzistence CI. Byl tedy definován harmonický
index nekonzistence

HCI =
(HM − n)(n+ 1)

n(n− 1)
.

Plat́ı HCI ≥ 0. Matice M je konzistentńı dle (1.7) právě tehdy, když HCI = 0.
Č́ım větš́ı je HCI, t́ım větš́ı je nekonzistence matice M .

Oslabená konzistence
Basile a D’Apuzzo [4] k posuzováńı konzistence přistoupili jinak než výše

zmı́něńı autoři. Pro přijatelnou konzistenci matice M = {mij}ni,j=1 definovali
slabš́ı podmı́nku než je (1.7). Jejich podmı́nka vycháźı z podmı́nky tranzitivity,
která je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

mij > 1 ∧mjk > 1 =⇒ mik > 1.

a která ř́ıká, že je-li Ai preferována před Aj a Aj je preferována před Ak, potom
by i Ai mělo být preferována před Ak.

Autoři uvažovali lineárńı uspořádáńı prvk̊u, tj. žádné dva r̊uzné prvky nejsou
indiferentńı. Oslabená konzistence je pro takový soubor prvk̊u pro každé i, j, k =
1, 2, . . . , n definována takto

mij > 1 ∧mjk > 1 =⇒ mik > max{mij,mjk}. (2.3)

a je interpretována takto: Je-li Ai preferována před Aj s intenzitou preference
mij a Aj je preferována před Ak s intenzitou preference mjk, potom by Ai měla
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být preferována před Ak s intenzitou preference mik větš́ı než maximum z obou
předchoźıch intenzit preferenćı.

Plat́ı, že je-li matice M konzistentńı dle (1.7), potom je také oslabeně
konzistentńı (2.3). Oslabená podmı́nka konzistence je definována racionálně a
dá se v reálných př́ıpadech dodržet lépe než samotná konzistence. Neńı však
definována pro soubor prvk̊u, kde jsou alespoň dva r̊uzné prvky indiferentńı.
Nav́ıc pokud jedna z intenzit preferenćı na levé straně výrazu (2.3) znamená
extrémńı preferenci σ > 1, potom tuto podmı́nku neńı možné na škále 〈 1

σ
, σ〉

splnit.

T-multiplikativńı tranzitivita
Chiclana a kol. [41] přistoupili také k definováńı slabš́ı podmı́nky než je

(1.7). Pro ověřeńı přijatelné konzistence matice M = {mij}ni,j=1 definovali T-
multiplikativńı tranzitivitu pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n následně:

mij ≥ 1 ∧mjk ≥ 1 =⇒ mik ≥ max{mij,mjk}, (2.4)

mij ≤ 1 ∧mjk ≤ 1 =⇒ mik ≤ min{mij,mjk}, (2.5)

(mij > 1 ∧mjk < 1) ∨ (mij < 1 ∧mjk > 1) =⇒ mik = mijmjk. (2.6)

Tyto podmı́nky jsou pro i, j, k = 1, 2, . . . , n interpretovány jako: Je-li Ai pre-
ferována před Aj s intenzitou preference mij nebo je s ńı indiferentńı a Aj je
preferována před Ak s intenzitou preference mjk nebo je s ńı indiferentńı, po-
tom by Ai měla být preferována před Ak s intenzitou preference mik větš́ı nebo
rovnou maximu z obou předchoźıch intenzit preferenćı. Analogická podmı́nka je
požadována pro hodnoty menš́ı nebo rovny 1. Dále pokud je jedna z hodnot
nepř́ımých srovnáńı větš́ı než 1 a druhá menš́ı než 1, potom je požadováno, aby
pro př́ımé srovnáńı byla splněna podmı́nka konzistence.

Plat́ı, že pokud je M konzistentńı dle (1.7), potom je T-multiplikativně tran-
zitivńı (2.4)–(2.6). Vhodnost T-multiplikativńı tranzitivity jako požadavku do-
statečné konzistence nyńı podrob́ıme detailńı analýze.

Pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı: Pokud bude ve vztahu (2.4) platit mij = 1
a mjk > 1 nebo mij > 1 a mjk = 1, potom můžeme zvolit libovolně mik ≥
max{mij,mjk}, aby byla podmı́nka (2.4) splněna. Pokud ale bude mij = 1 a
mjk = 1 nebo bude platit mij > 1 a mjk > 1, potom nelze zvolit libovolné
mik ≥ max{mij,mjk}. Dı́ky (2.6) bude podmı́nka (2.4) splněna pouze tehdy, když
bude platit mik = mijmjk. Analogická vlastnost d́ıky reciprocitě plat́ı pro vztah
(2.5). Tj. kromě speciálńıho př́ıpadu, kdy jedno z nepř́ımých srovnáńı představuje
indiferenci a druhé ne, se T-multiplikativńı tranzitivita redukuje na konzistenci
(1.7), jak si nyńı ukážeme:

• Necht’ mij = 1 a zároveň mjk = 1 pro nějaké i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Pak z (2.4) plyne mik ≥ 1 a z (2.5) plyne, že mik ≤ 1, tj. dohromady
mik = 1 pro uvažované i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Přitom indexy i, j, k byly
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zvoleny libovolně. Pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n tedy plat́ı, že pokud mij = 1
a zároveň mjk = 1, pak mik = mijmjk, tj. podmı́nka konzistence (1.7).

• Nyńı uvažujme mij > 1 a zároveň mjk > 1 pro nějaké i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Dále necht’ pro tato i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı mik 6= mijmjk.

Z podmı́nky (2.4) dostaneme mik ≥ max{mij,mjk} > 1. Dále z reciprocity
(1.6) plat́ı mji < 1 a mkj < 1. Pro tuto dvojici z podmı́nky (2.5) plyne
mki ≤ min{mkj,mji} < 1. Následně pro mki < 1 a mij > 1 z podmı́nky
(2.6) plyne mkj = mkimij. Dále dle předpokladu plat́ı mik 6= mijmjk,
tj. d́ıky reciprocitě mki 6= mkjmji. Po dosazeńı této nerovnosti do vztahu
mkj = mkimij dostaneme mkj 6= (mkjmji)mij = mkj(mijmji) = mkj. Došli
jsme tedy ke sporu. Přitom indexy i, j, k byly zvoleny libovolně. Pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n tedy plat́ı, že aby pro mij > 1 a zároveň mjk > 1 byly
zároveň splněny podmı́nky (2.4) a (2.6), muselo by platit mik = mijmjk, tj.
podmı́nka konzistence (1.7).

• Nyńı necht’ mij < 1 a zároveň mjk < 1 pro nějaké i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Potom lze analogicky jako v předchoźım př́ıpadě ukázat, že pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı, že aby byly zároveň splněny podmı́nky (2.5) a
(2.6), muselo by platit mik = mijmjk, tj. podmı́nka konzistence (1.7).

T-multiplikativńı tranzitivitu je d́ıky právě ukázanému možno přepsat do
tvaru, který bude hodnotiteli jednoznačněji ukazovat, jak maj́ı být intenzity pre-
ference zadány. Přitom je možno úplně vynechat podmı́nku (2.5), která je d́ıky
reciprocitě (1.6) ekvivalentńı podmı́nce (2.4). T-multiplikativńı tranzitivitu pak
lze přepsat do tvaru

(mij = 1 ∧mjk = 1) ∨ (mij > 1 ∧mjk > 1) =⇒ mik = mijmjk, (2.7)

(mij = 1∧mjk > 1)∨ (mij > 1∧mjk = 1) =⇒ mik ≥ max{mij,mjk} (2.8)

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Podmı́nka (2.7) je pro intenzity preference větš́ı
než 1 moc silná a nedá se v reálných situaćıch dodržet. Podmı́nka (2.8) se zase
může pro uvažované intenzity preferenćı zdát slabá, protože pro jej́ı splněńı
postačuje z indiference a preference dostat preferenci s libovolnou intezitou větš́ı
nebo rovnou předchoźı intenzitě preference.

Některé daľśı př́ıstupy
Shiraishi a Obata [85] definovali index nekonzistence na základě koeficientu

c3 charakteristického polynomu matice M , který př́ısluš́ı λn−3. Tento koefici-
ent vyjádřili pomoćı prvk̊u matice M a ukázali, že pro nekonzistentńı matice
je záporný.

Barzilai [3] zavedl index relativńı chyby, který vyžaduje konstrukci pomocné
matice źıskané z matice M zlogaritmováńım jej́ıch prvk̊u a také konstrukci vek-
toru hodnoceńı pomoćı aritmetického pr̊uměru řádk̊u z takto vytvořené matice.
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2.2. Konzistence aditivńıch preferenćı

Uvažujme aditivńı preferenčńı matici A = {aij}ni,j=1, jej́ıž prvky vyjadřuj́ı
aditivńı preference definované na škále 〈0, 1〉, jej́ıž interpretace je popsána
v tabulce 1.4. Matice A by měla splňovat podmı́nku aditivńı konzistence (1.11),
která je ale na uvažované škále př́ılǐs silná. Proto byly zavedeny daľśı podmı́nky,
při jejichž splněńı lze matici považovat v jistém smyslu za přijatelně konzistentńı.
Jejich přehled lze nalézt v [35, 91]. V př́ıpadě aditivńıch preferenćı se pro
ověřeńı racionality hodnotitele nejčastěji vycháźı z tranzitivity preferenćı: Je-li
x preferováno před y a je-li y preferováno před z, potom muśı platit také, že x
preferováno před z. Některé př́ıstupy k ověřováńı přijatelné konzistence matice
A budou nyńı uvedeny.

Trojúhelńıková nerovnost [58]
Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aij + ajk ≥ aik. (2.9)

a shrnuje následuj́ıćı geometrickou interpretaci: Varianty Ai, Aj a Ak představuj́ı
vrcholy trojúhelńıku s délkami př́ıslušných stran aij, ajk a aik. Proto by mělo
platit, že strana spojuj́ıćı vrcholy Ai a Ak nesmı́ být deľśı než součet délek stran
spojuj́ıćıch vrchol Ai s Aj a vrchol Aj s Ak.

Jedná se o slabš́ı podmı́nku, než je aditivńı konzistence. Plat́ı totiž: Je-li
matice A aditivně konzistentńı dle (1.11), potom splňuje také trojúhelńıkovou
nerovnost (2.9). Trojúhelńıková nerovnost však povoluje také z axy = 1 a ayz = 1
odvodit axz = 0, tj. dostali bychom x � y, y � z a z � x. Takto by ale byla
porušena tranzitivita a preference by nebyly v tomto smyslu zadány racionálně.

Slabá tranzitivita (slabá stochastická tranzitivita) [95]
Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5 =⇒ aik ≥ 0,5 (2.10)

a je interpretována takto: Je-li Ai preferována před Aj nebo je s ńı indiferentńı
a Aj je preferována před Ak nebo je s ńı indiferentńı, potom by Ai měla být
preferována před Aj nebo s ńı být indiferentńı.

Opět se jedná o slabš́ı podmı́nku než je aditivńı konzistence: Je-li matice A
aditivně konzistentńı dle (1.11), potom je také slabě tranzitivńı (2.10).

Max-min tranzitivita [18]
Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aik ≥ min{aij, ajk} (2.11)

37



a je interpretována takto: Hodnota preference mezi Ai a Ak by měla být rovna
alespoň minimu z hodnot preferenćı nepř́ımých srovnáńı provedených mezi Ai a
Aj a mezi Aj a Ak.

Jedná se o silněǰśı podmı́nku než je slabá tranzitivita: Je-li matice A max-min
tranzitivńı (2.11), potom je také slabě tranzitivńı (2.10). Z aditivńı reciprocity
(1.10) a max-min tranzitivity (2.11) pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plyne

aki = 1− aik ≤ 1−min{aij, ajk} = max{akj, aji}.

Pro reciprokou matici A tedy může být podmı́nka max-min tranzitivity pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n psána ve tvaru

min{aij, ajk} ≤ aik ≤ max{aij, ajk}.

Max-min tranzitivita je jednou z tradičńıch podmı́nek použ́ıvaných k určeńı
racionality a konzistence fuzzy preferenčńı relace [108]. Tato podmı́nka je ale pro
aditivńı preference př́ılǐs silná, jak bylo ukázáno v [43]. Uvažujme varianty x, y, z,
kde x � y � z, a jejich aditivńı preference jsou vyjádřeny matićı A:

x y z

A=
x
y
z

 0,5 0,7 1
0,3 0,5 0,6
0 0,4 0,5


Z prvńıho řádku horńıho trojúhelńıku matice A je vidět, že x � y � z,
stejně tak ze druhého řádku, že x � y. Z tohoto pohledu je tedy A zadána
racionálně. Tato matice splňuje slabou tranzitivitu i trojúhelńıkovou nerovnost.
Na druhou stranu d́ıky tomu, že a13 = 1, neńı A max-min tranzitivńı, nebot’

a31 = 0 < min{a32, a21} = min{0,4, 0,7} = 0,4.

Max-max tranzitivita [18]
Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aik ≥ max{aij, ajk} (2.12)

a je interpretována takto: Hodnota preference mezi Ai a Ak by měla být rovna
alespoň maximu z hodnot preferenćı nepř́ımých srovnáńı provedených mezi Ai a
Aj a mezi Aj a Ak.

Jedná se o silněǰśı podmı́nku než je max-min tranzitivita a plat́ı: Je-li matice
A max-max tranzitivńı (2.12), potom je také max-min tranzitivńı (2.11) a slabě
tranzitivńı (2.10). Max-max tranzitivita je ale pro reciprokou matici A moc silná a
pro dvojici r̊uzných intenzit preferenćı nemůže být splněna. Z aditivńı reciprocity
(1.10) a max-max tranzitivity (2.12) totiž plyne pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n

aki = 1− aik ≤ 1−max{aij, ajk} = min{akj, aji}.
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Zároveň ale z (2.12) plyne aki ≥ max{akj, aji} pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n.

Restriktivńı max-min tranzitivita (středńı stochastická tranzitivita)
[95]

Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5 =⇒ aik ≥ min{aij, ajk} (2.13)

a je interpretována takto: Je-li Ai preferována před Aj s hodnotou preference aij
nebo je s ńı indiferentńı a Aj je preferována před Ak s hodnotou preference ajk
nebo je s ńı indiferentńı, potom by Ai měla být preferována před Ak s hodnotou
preference větš́ı nebo rovnou minimu z obou předchoźıch.

Jedná se o slabš́ı podmı́nku než je max-min tranzitivita: Je zřejmé, že, je-li
matice A max-min tranzitivńı (2.11), pak je také restriktivně max-min tranzitivńı
(2.13). Dále plat́ı, že je-li matice A aditivně konzistentńı dle (1.11), potom je
také restriktivně max-min tranzitivńı (2.13). Je-li matice A restriktivně max-min
tranzitivńı (2.13), potom je také slabě tranzitivńı (2.10). Tato podmı́nka je pro
reciproké matice definována smysluplně a v reálných situaćıch je dodržitelná.
Mohla by být považovaná za lepš́ı podmı́nku pro přijatelnou konzistenci aditivńı
preferenčńı matice než slabá tranzitivita.

Restriktivńı max-max tranzitivita (silná stochastická tranzitivita) [95]
Tato vlastnost je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n definována takto

aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk} (2.14)

a je interpretována takto: Je-li Ai preferována před Aj s hodnotou preference aij
nebo je s ńı indiferentńı a Aj je preferována před Ak s hodnotou preference ajk
nebo je s ńı indiferentńı, potom by Ai měla být preferována před Ak s hodnotou
preference větš́ı nebo rovnou maximu z obou předchoźıch.

Jedná se o silněǰśı podmı́nku než je restriktivńı max-min tranzitivita, ale
o slabš́ı podmı́nku než je max-max tranzitivita. Je zřejmé, že, je-li matice A
max-max tranzitivńı (2.12), pak je také restriktivně max-max tranzitivńı (2.14).
Dále plat́ı, že je-li matice A aditivně konzistentńı dle (1.11), potom je také
restriktivně max-max tranzitivńı (2.14). Je-li matice A restriktivně max-max
tranzitivńı (2.14), potom je také restriktivně max-min tranzitivńı (2.13) a slabě
tranzitivńı (2.10). Tato podmı́nka je pro reciproké matice definována smysluplně
a v reálných situaćıch je dodržitelná. Mohla by být tud́ıž považovaná za lepš́ı
podmı́nku pro přijatelnou konzistenci aditivńı preferenčńı matice než slabá
tranzitivita a restriktivńı max-min tranzitivita.

T-aditivńı tranzitivita [41]
Chiclana a kol. [41] definovali T-aditivńı tranzitivitu pro každé i, j, k =

1, 2, . . . , n následně:

aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk}, (2.15)
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aij ≤ 0,5 ∧ ajk ≤ 0,5 =⇒ aik ≤ min{aij, ajk}, (2.16)

(aij > 0,5∧ajk < 0,5)∨(aij < 0,5∧ajk > 0,5) =⇒ aik = aij+ajk−0,5. (2.17)

Tato vlastnost je pro i, j, k = 1, 2, . . . , n interpretována takto: Je-li Ai preferována
před Aj s hodnotou preference aij nebo je s ńı indiferentńı a Aj je preferována
před Ak s hodnotou preference ajk nebo je s ńı indiferentńı, potom by Ai měla
být preferována před Ak s hodnotou preference větš́ı nebo rovnou maximu z obou
předchoźıch hodnot preference. Analogická vlastnost plat́ı pro hodnoty menš́ı než
0,5. Dále pokud je jedna z hodnot nepř́ımých srovnáńı větš́ı než 0,5 a druhá menš́ı
než 0,5, potom je požadováno, aby pro př́ımé srovnáńı byla splněna podmı́nka
aditivńı konzistence.

Plat́ı, že je-li matice A aditivně konzistentńı dle (1.11), potom je také T-
aditivně tranzitivńı dle (2.15)–(2.17). Dále lze analogicky jako u T-multiplikativńı
tranzitivity (2.4)–(2.6) ukázat, že T-aditivńı tranzitivita se ve většině př́ıpad̊u
redukuje na aditivńı konzistenci (1.11) a lze ji přepsat do tvaru

(aij = 0,5 ∧ ajk = 0,5) ∨ (aij > 0,5 ∧ ajk > 0,5) =⇒ aik = aij + ajk − 0,5, (2.18)

(aij = 0,5 ∧ ajk > 0,5) ∨ (aij > 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik ≥ max{aij, ajk} (2.19)

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Podmı́nka (2.18) je pro intenzity preference větš́ı
než 0,5 moc silná a nedá se v reálných situaćıch dodržet. Podmı́nka (2.19) se
zase může pro uvažované intenzity preferenćı zdát slabá, protože pro jej́ı splněńı
postačuje z indiference a preference dostat preferenci s libovolnou intezitou větš́ı
nebo rovnou předchoźı intenzitě preference.

Některé daľśı př́ıstupy
Chiclana a kol. [42] definovali skupinu vlastnost́ı, které požaduj́ı po aditivńı

prefenčńı matici, aby ji mohli považovat za přijatelně konzistentńı. Na základě
toho definovali tzv. U-konzistenci. Herrera-Viedma a kol [36] definovali index
nekonzistence aditivńı preferenčńı matice na základě podmı́nky aditivńı konzis-
tence. Tanino [94] zavedl podmı́nku multiplikativńı konzistence pro aditivńı pre-
ferenčńı matice. Je-li však požadována tato podmı́nka, potom jsou pro prvky
preferenčńı matice uvažovány jiné významy než bylo zavedeno v kapitole 1.2.2 a
stejně tak se jiným zp̊usobem poč́ıtaj́ı hodnoceńı variant.
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2.3. Slabá konzistence

V této kapitole bude definována slabá konzistence, nová koncepce, která
představuje p̊uvodńı př́ıstup k posuzováńı konzistence matic párového porovnáńı.

2.3.1. Motivace

Multiplikativńı preferenčńı matice M = {mij}ni,j=1 je konzistentńı, pokud pro
každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı mijmjk = mik. Aditivńı preferenčńı matice A =
{aij}ni,j=1 je aditivně konzistentńı, pokud pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı aij +
ajk−0,5 = aik. Tyto požadavky nejsou na omezených škálách v reálných situaćıch
splnitelné a otázka posouzeńı přijatelnosti konzistence představuje proto jeden
z hlavńıch problémů této metody. Z toho d̊uvodu se autoři snaž́ı konstruovat
r̊uzné alternativńı ukazatele konzistence.

Autoři zabývaj́ıćı se studiem multiplikativńıch preferenčńıch matic většinou
vycházeli ze zavedené podmı́nky konzistence a zaměřili se na zkonstruováńı ko-
eficientu, který vyjadřuje mı́ru konzistence matice. Vycházeli tak tedy z toho,
že zavedená podmı́nka konzistence je pro kvantitativńı vyjádřeńı preferenćı mezi
dvěma prvky smysluplně definovaná, ale je třeba nějakým zp̊usobem měřit jej́ı
mı́ru, protože na omezené škále neńı plně dosažitelná. Máme-li několik prefe-
renčńıch matic, potom je možné porovnat jejich indexy nekonzistence a určit,
která z nich se v́ıce bĺıž́ı konzistentńı matici. Obt́ıžným úkolem je v tomto
př́ıpadě stanovit, do jaké hodnoty uvažovaného indexu nekonzistence bude matice
považována za ještě přijatelně konzistentńı. Při praktickém ověřeńı dostatečné
konzistence matice pomoćı nějakého indexu nekonzistence je nevýhodou to, že
koeficient nelze často vyhodnotit již v pr̊uběhu zadáváńı preferenčńı matice, ale
až po vyplněńı celé matice. Pokud matice neńı přijatelně konzistentńı, potom je
třeba ji vyplnit znovu. Respektive je třeba změnit některé jej́ı intenzity preference
a ověřit, jestli je mı́ra konzistence nové matice větš́ı. Daľśı nevýhodou ověřováńı
dostatečné konzistence preferenčńı matice pomoćı koeficient̊u nekonzistence je to,
že v tomto př́ıpadě se nezohledňuje, jestli zadané preference zachovávaj́ı tranzi-
vitu.

Autoři zabývaj́ıćı se studiem aditivńıch preferenčńıch matic se naopak zase
zaměřili v obdobně problematické situaci s dosažeńım aditivńı konzistence sṕı̌se
na to, jak oslabit tuto podmı́nku tak, aby byla dosažitelná i na omezené hod-
not́ıćı škále. Jako minimálńı požadavek pro takovou podmı́nku konzistence bylo
stanoveno právě zachováńı tranzitivity preferenćı. Jak je shrnuto v kapitole 2.2,
vhodnými kandidáty pro reciproké preferenčńı matice jsou restriktivńı max-min
tranzitivita (2.13) a restriktivńı max-max tranzitivita (2.14). Takto nadefinované
podmı́nky konzistence jsou ověřitelné již při zadáváńı preferenčńı matice. Na
druhou stranu tyto podmı́nky ř́ıkaj́ı pouze, které matice jsou dle dané podmı́nky
považovány za přijatelně konzistentńı. Neńı ale dle nich možné srovnat několik
takto přijatelně konzistentńıch matic a ř́ıct, která z nich je bližš́ı požadavku adi-
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tivńı konzistence.
V této části dizertačńı práce budeme cht́ıt nadefinovat novou podmı́nku kon-

zistence, která by byla použitelná pro multiplikativńı a modifikovaně i pro adi-
tivńı preferenčńı matice. Klasická podmı́nka konzistence je vázána na č́ıselné
vyjádřeńı zadaných preferenćı. V praxi však hodnotitel zejména v př́ıpadě mul-
tiplikativńıch preferenčńıch matic vyjadřuje své preference jazykově, nejčastěji
pomoćı jazykových deskriptor̊u Saatyho škály. Proto se u nově zavedeného
př́ıstupu zaměř́ıme na to, aby nově navržená podmı́nka konzistence představovala
přirozený požadavek zejména s ohledem na tato slovńı hodnoceńı. Vezmeme-li si
Saaty škálu, která je nejpouž́ıvaněǰśı škálou pro multiplikativńı preferenčńı ma-
tice, potom vid́ıme, že jej́ım slovńım hodnotám klasická (multiplikativńı) konzis-
tence př́ılǐs nevyhovuje. Např. z dvojice mı́rných preferenćı dle podmı́nky konzis-
tence vyplývá extrémńı preference, tj. sxy = 3 a syz = 3 implikuje sxz = 9. Přitom
bychom očekávali sṕı̌se to, že výsledkem dvou mı́rných preferenćı bude silná pre-
ference, tj. sxz = 5, ale ne extrémńı. Nová podmı́nka konzistence tedy muśı být
slabš́ı než podmı́nka konzistence tak, aby j́ı bylo možné dosáhnout v reálných
situaćıch a aby odpov́ıdala slovńım hodnotám škály. Zároveň ale muśı být do-
statečně silná, aby vypočtený vektor hodnoceńı podával relevantńı informace.
Proto budeme při definici nové podmı́nky konzistence vycházet ze základ̊u ra-
cionálńıho chováńı hodnotitele, které byly definovány von Neumannem a Mor-
gensternem, viz kapitola 1.1. Zde tedy navážeme na autory zabývaj́ıćı se studiem
konzistence pro aditivńı preferenčńı matice, protože stejně jako oni požadujeme
zachováńı tranzitity preferenćı ve spojeńı s kvantitativńı stránkou zadávaných
preferenćı. Vyjdeme-li z podmı́nek, které definovali ostatńı autoři pro aditivńı
preferenčńı matice, tak se jako vhodné požadavky jev́ı restriktivńı max-min tran-
zitivta a restriktivńı max-max trazitivita. Restriktivńı max-max tranzitivita je
přitom silněǰśı podmı́nka a je stále dosažitelná v reálných situaćıch. Nav́ıc lépe
odpov́ıdá slovńım hodnotám hodnot́ıćı škály. Na jej́ım základě tedy definujeme
slabou konzistenci.

Podmı́nku konzistence vycházej́ıćı z vlastnosti restriktivńı max-max tran-
zitivity (2.14) se snažili zkonstruovat Chiclana a kol. [41]. Ti definovali T-
multiplikativńı tranzitivitu (2.4)-(2.6) a T-aditivńı tranzitivitu (2.15)-(2.17).
Bereme-li v preferenčńı matici obě hodnoty preference z 〈1, σ〉, σ > 1, resp.
〈0,5, 1〉, potom u výsledné preference často docháźı k porušeńı podmı́nky kon-
zistence (1.7), resp. (1.11). Proto pro prvky ze stejné strany škály vzhledem
k hodnotě indiference tito autoři požadovali splněńı pouze restriktivńı max-max
tranzitivity. Pro prvky z r̊uzné strany škály vzhledem k hodnotě indiference pak
už vyžadovali př́ımo splněńı podmı́nky konzistence. Pro ně totiž při použit́ı mul-
tiplikativńı konzistence (1.7) vyjde hodnota z 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, a při použit́ı aditivńı

konzistence (1.11) hodnota z 〈0, 1〉. Problémem této definice ale je, že když si
uvědomı́me reciprocitu preferenčńı matice, tak se v podstatě redukuje př́ımo na
podmı́nku multiplikativńı, resp. aditivńı, konzistence. Jak bylo ukázáno v kapitole
2.1, aby byly splněny zároveň všechny podmı́nky (2.4)–(2.6), resp. (2.15)–(2.17),
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muśı z každé dvojice nepř́ımých porovnáńı, kde právě jedno nepř́ımé porovnáńı
nepředstavuje indiferenci, plynout pro př́ımé porovnáńı hodnota odpov́ıdáj́ıćı
konzistenci (1.7), resp. (1.11).

Daľśı podmı́nku konzistence vycházej́ıćı z vlastnosti restriktivńı max-max
tranzitivity (2.14) stanovili Basile a D’Apuzzo [4]. Tito autoři ale pracovali pouze
s ostrým uspořádáńım prvk̊u, tj. s takovou množinou prvk̊u, kde žádné dva
r̊uzné prvky nejsou stejně preferované. Pro takové prvky potom stanovili osla-
benou konzistenci. Podmı́nku restriktivńı max-max tranzitivity přitom zpř́ısnili
tak, že intenzita preference př́ımého srovnáńı dvou prvk̊u muśı být větš́ı než in-
tenzita preference nepř́ımých srovnáńı. Tato podmı́nka ale opět naráž́ı na to, že
v reálných situaćıch většinou neńı dodržitelná. Jakmile se v hodnot́ıćım problému
objev́ı extrémńı preference, potom ji opět nelze dodržet. Daľśı problém je i to, že
se neuvažuj́ı dva stejně hodnocené prvky. V reálných hodnot́ıćıch situaćıch jsou
takovéto situace zcela běžné. Např. pokud dva uchazeči o zaměstnáńı splňuj́ı na-
stavené vstupńı požadavky stejně, muśı být do hodnot́ıćıho modelu zahrnuti oba
dva.

My se nyńı pokuśıme nadefinovat novou podmı́nku konzistence matic
párových porovnáńı, která bude také vycházet z restriktivńı max-max tranzi-
tivity (2.14). Přitom budeme zohledňovat i situaci, kdy v modelu máme několik
stejně hodnocených prvk̊u. Restriktivńı max-max tranzitivita dovoluje při kombi-
naci indiference a preference dostat libovolnou preferenci s intenzitou rovnou ale-
spoň té p̊uvodńı uvažované hodnotě preference. My v takovémto př́ıpadu budeme
požadovat př́ımo rovnost uvažované intenzitě preference nepř́ımého srovnáńı.
Analogickou podmı́nku slabé konzistence budeme požadovat jak pro multipli-
kativńı, tak po aditivńı preferenčńı matici. Matice splňuj́ıćı podmı́nku slabé
konzistence bude pak v obou př́ıpadech považována za přijatelně konzistentńı.
V př́ıpadě potřeby je možné pro takovou matici vźıt nějaký index nekonzistence
a vypoč́ıtat jeho hodnotu. Źıskanou hodnotu je potom možno porovnávat s hod-
notami ostatńıch matic párového porovnáńı a určit, která z nich je konzistentněǰśı.

2.3.2. Slabá konzistence pro multiplikativńı preference

Nyńı bude zavedena slabá konzistence pro multiplikativńı preference. Pokud
bude tato podmı́nka pro multiplikativńı preferenčńı matici splněna, potom bude
matice považována za přijatelně konzistentńı.

Definice 2.1. Necht’M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom
řekneme, že M je slabě konzistentńı, jestliže pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

mij > 1 ∧mjk > 1 =⇒ mik ≥ max{mij,mjk}; (2.20)

(mij = 1∧mjk ≥ 1)∨(mij ≥ 1∧mjk = 1) =⇒ mik = max{mij,mjk}. (2.21)

Př́ıklad: Uvažujme následuj́ıćı prvky multiplikativńı preferenčńı matice M =
{mij}ni,j=1. Bude ověřeno, jestli splňuj́ı podmı́nku slabé konzistence.
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1. Necht’ mij = 3, mjk = 5 a mik = 7. Tato trojice splňuje podmı́nku (2.20)
slabé konzistence, nebot’ mik = 7 ≥ max{3, 5}.

2. Necht’ mij = 5, mjk = 9 a mik = 7. Tato trojice nesplňuje podmı́nku (2.20)
slabé konzistence, nebot’ mik = 7 < max{5, 9}. M

Slabá konzitence představuje oslabeńı podmı́nky konzistence. Je-li preferenčńı
matice konzistentńı, pak je také slabě konzistentńı, jak vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.1. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, která je
konzistentńı, tj. mik = mijmjk pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Pak je M také slabě
konzistentńı.

Důkaz: Necht’ M je konzistentńı, tj. mik = mijmjk pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n.
Potom z mij > 1 a mjk > 1 plyne mik = mijmjk > max{mij,mjk}, tj. prvńı
podmı́nka (2.20) slabé konzistence je splněna. Dále jestliže mij = 1 a mjk ≥ 1,
pak mik = mjk = max{mij,mjk}. Stejně tak pokud mij ≥ 1 a mjk = 1, pak
mik = mij = max{mij,mjk}. Tedy plat́ı také druhá podmı́nka (2.21) slabé
konzistence. �

Slabá konzistence také představuje oslabeńı podmı́nky konzistence pro slovńı
popisy hodnot́ıćı škály. Pro Saatyho škálu definovanou v tabulce 1.2 plat́ı,
že pokud je x slabě preferováno před y a y je slabě preferováno před z, tak
muśı pro dodržeńı konzistence platit, že x je extrémně preferováno před z. Aby
byla dodržena slabá konzistence, potom stač́ı, aby bylo x slabě preferováno před z.

Z multiplikativńı preferenčńı matice M , významy jej́ıchž prvk̊u jsou defino-
vané v tabulce 1.1, lze źıskat incidenčńı matice binárńıch relaćı preference � a
indiference ∼. Pokud je multiplikativńı preferenčńı matice M slabě konzistentńı,
pak tyto klasické relace � a ∼ splňuj́ı axiomy von Neumanna a Morgensterna
pro racionálńı choválńı hodnotitele. Tedy binárńı relace �, která je sjednodeńım
relaćı � a ∼, představuje kvaziuspořádáńı.

Věta 2.2. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-
renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Označme
Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1,
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom preferenčńı uspořádáńı prvk̊u A1, A2 . . . , An
určené binárńı relaćı �, která je sjednoceńım binárńıch relaćı � a ∼, tvoř́ı kva-
ziuspořádáńı.

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, která
je slabě konzistentńı. M je reciproká, tedy plat́ı mij = 1

mji
pro každé i, j =

1, 2, . . . , n. Pro elementy matice M plat́ı mij ∈ 〈 1
σ
, σ〉, σ > 1, pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n. Označ́ıme-li Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj
právě tehdy, když mij = 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, potom je možno zavést
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matice P = {pij}ni,j=1, Q = {qij}ni,j=1 a N = {nij}ni,j=1 takové, že pro jejich prvky
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı

pij = 1⇔ mij > 1⇔ Ai � Aj, pij = 0⇔ mij ≤ 1⇔e(Ai � Aj),

qij = 1⇔ mij = 1⇔ Ai ∼ Aj, qij = 0⇔ mij 6= 1⇔e(Ai ∼ Aj),

nij = 1⇔ mij < 1⇔ Aj � Ai, nij = 0⇔ mij ≥ 1⇔e(Aj � Ai).

Odtud je vidět, že P je incidenčńı matice relace � a Q je incidenčńı matice
relace ∼. Nyńı je možno definovat relaci R, která bude sjednoceńım relaćı � a
∼ a jej́ıž incidenčńı matićı bude P + Q. Potom N je incidenčńı matice relace
R∗ :=eR =e(� ∪ ∼). Dále je vidět, že d́ıky tomu, že M je reciproká, plat́ı pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n

Ai � Aj ⇔ (Ai, Aj) ∈ R∧ (Aj, Ai) ∈ R∗ ⇔ (Ai, Aj) ∈ R∧ (Aj, Ai) 6∈ R,
Ai ∼ Aj ⇔ (Ai, Aj) ∈ R ∧ (Aj, Ai) ∈ R.

Pak tedy dle vět 1.1 a 1.2 je relace R kvaziuspořádáńı právě tehdy, když relace
� a ∼ splňuj́ı vlastnosti 1.–4. ve větě 1.1. Nyńı bude ukázáno, že tyto vlastnosti
jsou splněny:

1) Pro každý prvek matice M plat́ı mij ∈ 〈 1
σ
, σ〉, σ > 1. Přitom pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı mij > 1 právě tehdy, když Ai � Aj, mij < 1 právě
tehdy, když Aj � Ai a mij = 1 právě tehdy, když Ai ∼ Aj. Je tedy splněna
trichotomie.

2) a) Z reciprocity matice M plyne mii = 1 pro každé i = 1, 2, . . . , n. Tedy
Ai ∼ Ai pro každé i = 1, 2, . . . , n. Tzn. relace ∼ je reflexivńı.

b) Dále z reciprocity matice M plyne: pokud mij = 1, pak mji = 1
mij

= 1,

i = 1, 2, . . . , n. To je ekvivalentńı tomu, že pokud Ai ∼ Aj, potom také
Aj ∼ Ai, i = 1, 2, . . . , n. Tedy relace ∼ je symetrická.

c) Nakonec z podmı́nky (2.21) slabé konzistence plyne: pokud mij = 1 a
mjk = 1, potom mik = max{mij.mjk} = 1. Plat́ı tedy, že pokud Ai ∼ Aj a
Aj ∼ Ak, potom také Ai ∼ Ak, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Relace ∼ je tedy také
tranzitivńı.

Dohromady tedy tyto vlastnosti ř́ıkaj́ı, že relace ∼ je relace ekvivalence.

3) Z podmı́nky (2.20) slabé konzistence plyne: pokud mij > 1 a mjk > 1, pak
mik ≥ max{mij,mjk} > 1. Potom tedy pokud Ai � Aj a Aj � Ak, pak také
Ai � Ak, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Tedy relace � je tranzitivńı.

4) a) Z podmı́nky (2.21) slabé konzistence plyne: pokud mij = 1 a mjk > 1,
potom mik ≥ max{mij,mjk} > 1, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Tedy pokud Ai ∼ Aj
a Aj � Ak, potom Ai � Ak, i, j, k = 1, 2, . . . , n.
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b) Z podmı́nky (2.21) slabé konzistence plyne: pokud mij > 1 a mjk = 1,
potom mik ≥ max{mij,mjk} > 1, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Tedy pokud Ai � Aj
a Aj ∼ Ak, potom Ai � Ak, i, j, k = 1, 2, . . . , n.

Relace � a ∼ tedy splňuj́ı smı́̌senou tranzitivitu.

Nyńı z věty 1.1 plyne, že relace R, kterou můžeme pro jednoduchost značit �,
je relace kvaziuspořádáńı. �

Důsledkem předchoźı věty je, že multiplikativńı preferenčńı matice, která je
slabě konzistentńı, zachovává jak tranzitivitu preference, tak tranzitivitu indife-
rence.

Důsledek 2.1. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-
renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Označme
Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Binárńı relace preference � je tranzitivńı, tj. pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı Ai � Aj∧Aj � Ak =⇒ Ai � Ak a mij > 1∧mjk > 1 =⇒ mik > 1.

2. Binárńı relace indiference ∼ je tranzitivńı, tj. pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı Ai ∼ Aj∧Aj ∼ Ak =⇒ Ai ∼ Ak a mij = 1∧mjk = 1 =⇒ mik = 1.

Důkaz: Viz d̊ukaz věty 2.2, body 2c) a 3). �

Slabá konzistence jako jednu z vlastnost́ı tedy přináš́ı tranzitivitu preference.
Pokud by přijatelná konzistence preferenčńı matice byla ověřována pomoćı
nějakého indexu nekonzistence vztaženého ke stanovené hranici, vzhledem k ńıž
je matice považována za dostatečně konzistentńı, potom by matice M nemusela
splňovat tranzitivitu. Takto může být tedy za přijatelně konzistentńı považována
i matice, kde hodnotitel dělá nekonzistentńı rozhodnut́ı v tom smyslu, že při
př́ımém srovnáńı označ́ı prvńı prvek preferován před druhým, ale z nepř́ımého
srovnáńı vyplývá, že je druhý prvek preferován před prvńım. V tomto ohledu
může být slabá konzistence lepš́ım oslabeńım požadavku konzistence než index
nekonzistence, jehož hodnota pod určitou hranićı bude považována za kritérium
přijatelné konzistence matice. Hodnotitel by tedy měl nejprve zadat slabě
konzistentńı preferenčńı matici, a až potom poč́ıtat indexy nekonzistence.
Výše popsaná situace bude nyńı demonstrována na Saatyho pod́ılovém indexu
nekonzistence CR, kde pokud CR ≤ 0,1, potom je matice M považována za
dostatečně konzistentńı.

Př́ıklad: Mějme následuj́ıćı Saatyho matice S = {sij}4
i,j=1 a S ′ = {s′ij}4

i,j=1.
Bude ukázáno, že matice S je považována za dostatečně konzistentńı dle Saatyho
pod́ılového indexu nekonzistence (2.2), ale neńı slabě konzistentńı. Obdobně bude

46



ukázáno, že matice S ′ je slabě konzistentńı, ale neńı považována za dostatečně
konzistentńı dle Saatyho pod́ılového indexu nekozistence (2.2).

S =

x y z w
x
y
z
w


1 2 3 5
1
2

1 4 3
1
3

1
4

1 2
1
5

1
3

1
2

1

 S ′ =

x y z w
x
y
z
w


1 5 7 9
1
5

1 5 7
1
7

1
5

1 7
1
9

1
7

1
7

1


1. Maximálńı vlastńı č́ıslo matice S je λmax = 4,1267. Dle vzorc̊u (2.1) a

(2.2) je index nekonzistence roven CI = 4,1267−4
4−1

= 0,0422 a pod́ılový in-

dex nekozistence je roven CR = 0,0422
0,89

= 0,0475 < 0,1. Tedy dle Saaytyho
pod́ılového indexu nekonzistence je matice považována za dostatečně kon-
zistentńı. Přitom v této matici neńı zachováno preferenčńı pořad́ı prvk̊u.
Z druhého řádku matice je vidět, že w je preferováno před z. Ze třet́ıho
řádku matice ale vyplývá, že z je preferováno před w. Zároveň plat́ı, že ma-
tice neńı slabě konzistentńı, protože z toho, že s12 = 2 a s23 = 4 by muselo
plynout, že s13 ≥ 4. Zde ale plat́ı s13 = 3.

2. Maximálńı vlastńı č́ıslo matice S ′ je λmax = 4,5853. Dle vzorc̊u (2.1) a
(2.2) je index nekonzistence roven CI = 4,5853−4

4−1
= 0,1951 a pod́ılový in-

dex nekozistence je roven CR = 0,1951
0,89

= 0,2192 > 0,1. Tedy tato matice
neńı považována za dostatečně konzistentńı dle Saaytyho pod́ılového in-
dexu nekonzistence. Zároveň je ale vidět, že matice S ′ je slabě konzistentńı.
Dle definice slabé konzistence stač́ı ověřit podmı́nky (2.20) a (2.21) pro
elementy matice S ′, které jsou větš́ı nebo rovny 1. Zde plat́ı s′ij > 1 pro
i, j = 1, 2, 3, 4, i < j. Plat́ı

s′13 = 7 > max{s′12, s
′
23} = max{5, 5} = 5,

s′14 = 9 > max{s′12, s
′
24} = max{5, 7} = 7,

s′14 = 9 > max{s′13, s
′
34} = max{3, 7} = 7.

Tedy matice S ′ je slabě konzistentńı. Dı́ky tomu je zajǐstěna tranzitivita
preferenćı. Nav́ıc je zajǐstěno, že pokud je x preferováno před y a y je
preferováno před z, potom je x preferováno před z s intenzitou preference
rovnou alespoň větš́ı ze dvou předchoźıch uvažovaných intenzit preference.
Hodnotitel tedy zadal intenzity preference racionálně ve smyslu uspořádáńı
uvažovaných variant a dodržel slabou konzistenci. Na druhou stranu podle
prvńıch dvou řádk̊u matice S ′ neńı mezi variantami z a w př́ılǐs velký rozd́ıl.
Na základě př́ımého srovnáńı ale hodnotitel zadal hodnotu 7. Z tohoto
hlediska neńı matice S ′ zadána konzistentně, o čemž vypov́ıdá i hodnota
Saatyho indexu nekonzistence.

M
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Pokud je multiplikativńı preferenčńı matice M slabě konzistentńı, potom dle
předchoźı věty preferenčńı matice určuje kvaziuspořádańı. Tzn. že matici M je
vždy možné přeuspořádat tak, aby v jej́ım horńım trojúhelńıku byly pouze hod-
noty větš́ı nebo rovny 1. Následuj́ıćı věta tedy vyjadřuje nutnou podmı́nku pro
to, aby byla preferenčńı matice slabě konzistentńı.

Důsledek 2.2. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-
renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Označme
Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}
taková, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j), plat́ı mπ(i)π(j) ≥ 1 a
Aπ(i) � Aπ(j), kde � je sjednoceńı binárńıch relaćı � a ∼.

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı
matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Označme
Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom dle věty 2.2 preferenčńı matice M určuje binárńı
relaci kvaziuspořádáńı, kterou znač́ıme � a která je sjednoceńım binárńıch relaćı
� a ∼. Tzn. že existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že
Aπ(i) � Aπ(j) pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j). Tento zápis
je ekvivalentńı tomu, že mπ(i)π(j) ≥ 1 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že
π(i) < π(j). �

Vzhledem k tomu, že preferenčńı matice M je reciproká, zadává se většinou
pouze horńı trojúhelńık matice M a dolńı trojúhelńık se dopočte dle podmı́nky
reciprocity. Výhodné tedy je, když v horńım trojúhelńıku matice M jsou pouze
hodnoty větš́ı nebo rovny 1. Uspořádaj́ı-li se nejprve porovnávané prvky od nej-
preferovaněǰśıho po nejméně preferovaný, což lze provést pomoćı jednoduché me-
tody párového srovnáńı popsané v kapitole 1.1, potom bude matice M v horńım
trojúhelńıku obsahovat pouze hodnoty větš́ı nebo rovny 1, tj. mij ≥ 1 pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. V tomto př́ıpadě je nav́ıc velmi jednoduché v pr̊uběhu
zadáváńı intenzit preferenćı ověřovat slabou konzistenci. Slabá konzistence je
pak totiž ekvivalentńı s t́ım, že každý řádek horńıho trojúhelńıku matice muśı
představovat neklesaj́ıćı posloupnost č́ısel a každý sloupec horńıho trojúhelńıku
zase nerostoućı posupnost. Nav́ıc ještě muśı platit, že pokud mij = 1, i 6= j, pak
se řádky i a j muśı rovnat a stejně tak i sloupce i a j. Pokud nejsou porovnávané
varianty předem takto uspořádané, potom je možné zkusit přeuspořádat řádky
a sloupce matice M . Pokud bude existovat takové přeuspořádáńı, že pro nově
vzniklou matici budou splněny výše zmı́něné vlastnosti, potom je matice M slabě
konzistentńı.

Myšlenka ke kontrolováńı přijatelné konzistence zadávaných intenzit prefe-
renćı pro preferenčně uspořádané prvky byla zavedena v [93] pro model hodnoceńı
uměleckých děl, který je použit v Registru uměleckých výstup̊u (RUV). V tomto
modelu museli experti zadat Saatyho matici řádu 27, což vyžadovalo provést 351
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párových srovnáńı. Aby bylo možné kontrolovat racionalitu výpověd́ı expert̊u
již při zadáváńı preferenčńı matice, byla pro tento model zavedena podmı́nka
slabé konzistence jako multiplikativńı verze restriktivńı max-max tranzitivity.
Před zadáńım preferenčńı matice byly nejprve porovnávané kategorie uměleckých
děl seřazeny od nejlepš́ı po nejhorš́ı pomoćı metody párového srovnáváńı, která
je uvedena v kapitole 1.1. Následně při zadáváńı Saatyho matice bylo kont-
rolováno, že intenzity preferenćı jsou nerostoućı v každém řádku a neklesaj́ıćı
v každém sloupci horńıho trojúhelńıku zadávané matice. V této dizertačńı práci
byla podmı́nka slabé konzistence zavedená v [93] modifikována a byl precizován
jej́ı matematický popis. Vlastnost preferenčńı matice, kterou s sebou nese po-
rovnáváńı uspořádaných variant, bude nyńı matematicky popsána v následuj́ıćı
větě.

Věta 2.3. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom
M je slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i) je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;

2. posloupnost {mπ(i)π(j)}π(j)
π(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2, . . . , n;

3. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n, kde π(l) ≤ π(i) < π(j);

4. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j) ≤ π(k).

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Budou
zvlášt’ ověřeny př́ıpady, kdy nejsou v uvažovaném souboru r̊uzné varianty, které
by byly považovány za indiferentńı, a př́ıpady, kdy soubor obsahuje alespoň dvě
r̊uzné varianty, které jsou z hlediska hodnotitele indiferentńı:

1) Necht’ mij 6= 1 pro každé i 6= j. Nyńı bude ukázáno, že pokud M obsahuje
hodnotu 1 jen na hlavńı diagonále, tak matice M splňuje podmı́nku (2.20),
tedy je slabě konzistentńı, právě tehdy, když existuje permutace π množiny
index̊u {1, 2, . . . , n} taková, že pro ni plat́ı vlastnosti 1. a 2.

a) Necht’ M je slabě konzistentńı. Potom dle d̊usledku 2.2 existuje permu-
tace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že mπ(i)π(j) > 1 pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j). Potom dle vlastnosti (2.20) slabé
konzistence plat́ı

mπ(i)π(k) ≥ max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)}

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) < π(k). Toto je ekvi-
valentńı tomu, že

mπ(i)π(k) ≥ mπ(i)π(j) ∧ mπ(i)π(k) ≥ mπ(j)π(k)
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pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) < π(k). Toto je opět
ekvivalentńı tomu, že posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i)+1 je neklesaj́ıćı pro

každé π(i) = 1, 2 . . . , n−1 a posloupnost {mπ(i)π(j)}π(j)−1
π(i)=1 je nerostoućı pro

každé π(j) = 2, 3, . . . , n. Protože mπ(i)π(i) = 1 pro každé i = 1, 2, . . . , n,
je možné uvažované posloupnosti rozš́ı̌rit o tento diagonálńı prvek a jejich
vlastnost se nezměńı. Tj. {mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i) je neklesaj́ıćı pro každé π(i) =

1, 2 . . . , n, tedy i pro každé i = 1, 2, . . . , n, a {mπ(i)π(j)}π(j)
π(i)=1 je nerostoućı

pro každé π(j) = 1, 2, . . . , n, tedy také pro každé j = 1, 2, . . . , n. Tedy plat́ı
vlastnosti 1. a 2.

b) Necht’ existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že pro
posloupnosti prvk̊u mπ(i)π(j) plat́ı vlastnosti 1. a 2. Protože mπ(i)π(i) = 1
pro každé i = 1, 2, . . . , n, potom z těchto vlastnost́ı plyne, že mπ(i)π(j) > 1
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j).

Vlastnost 1. lze přepsat pro každé i = 1, 2 . . . , n následuj́ıćım zp̊usobem:

1 < mπ(i)π(i)+1 ≤ mπ(i)π(i)+2 ≤ · · · ≤ mπ(i)n−1 ≤ mπ(i)n.

Toto lze zkráceně psát 1 < mπ(i)π(j) ≤ mπ(i)π(k) pro každé i, j, k =
1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) < π(k).

Vlastnost 2. lze přepsat pro každé k = 1, 2 . . . , n následuj́ıćım zp̊usobem:

m1π(k) ≥ m2π(k) ≥ · · · ≥ mπ(k)−2π(k) ≥ mπ(k)−1π(k) > 1.

Toto lze přepsat do tvaru mπ(i)π(k) ≥ mπ(j)π(k) > 1 pro každé i, j, k =
1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) < π(k).

Dohromady dosáváme, že mπ(i)π(k) ≥ mπ(i)π(j) > 1 a mπ(i)π(k) ≥ mπ(j)π(k) >
1 pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j) < π(k). Toto lze psát
mπ(i)π(k) ≥ max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)} > 1 pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
takové, že π(i) < π(j) < π(k). Tedy je splněna podmı́nka (2.20) slabé
konzistence.

Bylo tedy dokázáno, že pokud mij 6= 1 pro každé i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , n, pak
je matice M slabě konzistentńı, tj. splňuje (2.20), právě tehdy, když existuje
permutace množiny index̊u π taková, že pro ni plat́ı vlastnosti 1. a 2.

2) Nyńı naopak připust’me, že nastává př́ıpad, že mij = 1 pro nějaké i, j ∈
{1, 2, . . . , n}, i 6= j. Bude ukázáno, že pokud M obsahuje hodnotu 1 i mimo
hlavńı diagonálu, potom matice M splňuje vztahy (2.20) a (2.21), tedy je
slabě konzistentńı, právě tehdy, když existuje permutace π množiny index̊u
{1, 2, . . . , n} taková, že pro ni plat́ı vlastnosti 1.–4.

Necht’ mij = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j. Potom také pro
uvažovanou permutaci π index̊u {1, 2, . . . , n} bude platit mπ(i)π(j) = 1 a
mπ(j)π(i) = 1, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j. Přitom vlastnosti 1. a 2. jsou
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definovány pouze pro elementy mπ(i)π(j), kde π(i) ≤ π(j), ale slabá konzis-
tence, kterou je třeba dokázat, je definována pro všechny elementy větš́ı nebo
rovny jedné, tedy i pro mπ(j)π(i) = 1, kde π(i) ≤ π(j). Přesto neńı třeba se
těmito elementy zabývat, a to z následuj́ıćıho d̊uvodu:

Uvažujme i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že π(i) < π(j) < π(k): Po-
kud mπ(i)π(j) = 1, pak pro mπ(j)π(k) ≥ 1 dle (2.21) plat́ı mπ(i)π(k) =
max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)} = mπ(j)π(k). Dı́ky reciprocitě je mπ(i)π(j) = 1 ekvi-
valentńı s mπ(j)π(i) = 1. Potom z podmı́nky (2.21) pro mπ(i)π(k) ≥ 1 plyne
mπ(j)π(k) = max{mπ(j)π(i),mπ(i)π(k)} = mπ(i)π(k). Tedy pro mπ(i)π(j) = 1 i pro
mπ(j)π(i) = 1 plyne mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k). Pokud se tedy v matici M bude vy-
skytovat hodnota 1 jinde než na hlavńı diagonále, stač́ı i tak pracovat pouze
s hodnotami nad hlavńı diagonálou.

a) Nejprve předpokládejme, že matice M je slabě konzistentńı, tj. plat́ı pro ni
(2.20) a (2.21). Bude ukázáno, že taková matice splňuje i vlastnosti 1.–4.

• Dle d̊usledku 2.2 existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}
taková, že mπ(i)π(j) ≥ 1 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) <
π(j). Protože diagonálńı prvek je roven 1, plat́ı mπ(i)π(j) ≥ 1 i pro
i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) ≤ π(j).
• Vlastnosti 1. a 2 nezohledňuj́ı, jestli pro nějaký element matice M pro
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), plat́ı mπ(i)π(j) = 1. Proto je nutno
ukázat, že (2.20) a (2.21) vždy implikuj́ı vlastnosti 1. a 2.:
Vztah (2.20) ř́ıká, že pro mπ(i)π(j) > 1 a mπ(j)π(k) > 1 plyne mπ(i)π(k) ≥
max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)}, kde i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, π(i) < π(j) <
π(k). Jak je ukázáno v bodu 1a), toto implikuje {mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i)

je neklesaj́ıćı posloupnost pro každé i = 1, 2 . . . , n a {mπ(i)π(j)}π(j)
π(i)=1 je

nerostoućı posloupnost pro každé j = 1, 2, . . . , n. Tj. plat́ı vlastnosti
1. a 2.
Je-li mπ(i)π(j) = 1 a mπ(j)π(k) ≥ 1 nebo je-li mπ(i)π(j) ≥ 1 a
mπ(j)π(k) = 1 pro nějaké i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j) <
π(k), pak d́ıky podmı́nce (2.21) slabé konzistence plat́ı mπ(i)π(k) =
max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)}. Potom stále plat́ı, že pro uvažovanou per-
mutaci π jsou zachovány neklesaj́ıćı a nerostoućı posloupnosti prvk̊u
matice M dané vlastnostmi 1. a 2.
• Vlastnosti 3. a 4. se vztahuj́ı jen k prvk̊um mπ(i)π(j) = 1 pro i, j ∈
{1, 2, . . . , n} takové, že π(i) < π(j). Stejně tak se u slabé konzistence
k těmto prvk̊um vztahuje jen podmı́nka (2.21). Proto je třeba ukázat,
že (2.21) implikuje vlastnosti 3. a 4. Dle předpokladu mπ(i)π(j) = 1 pro
nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, π(i) < π(j).
Dále plat́ı mπ(j)π(k) ≥ 1 pro každé j, k ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že
π(j) ≤ π(k). Ze slabé konzistence (2.21) potom plyne mπ(i)π(k) =
max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)} = mπ(j)π(k) pro každé i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}
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takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k). Tj. plat́ı vlastnost 3.
Dále plat́ı mπ(l)π(i) ≥ 1 pro každé i, l ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že
π(l) ≤ π(i). Ze slabé konzistence (2.21) potom plyne mπ(l)π(j) =
max{mπ(l)π(i),mπ(i)π(j)} = mπ(l)π(i) pro každé i, j, l ∈ {1, 2, . . . , n} ta-
kové, že π(l) ≤ π(i) < π(j). Tj. plat́ı vlastnost 4.

Bylo dokázáno, že vztahy (2.20) a (2.21) implikuj́ı vlastnosti 1.–4.

b) Nyńı předpokládejme, že existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že pro posloupnosti prvk̊u mπ(i)π(j) plat́ı vlastnosti
1.–4. Bude ukázáno, že potom je matice M slabě konzistentńı, tj. plat́ı pro
ni (2.20) a (2.21).

• Uvažujme nejprve pouze vlastnosti 1. a 2. Ty ř́ıkaj́ı, že
{mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i) je neklesaj́ıćı posloupnost pro každé i = 1, 2 . . . , n a

{mπ(i)π(j)}π(j)
π(i)=1 je nerostoućı posloupnost pro každé j = 1, 2, . . . , n.

Jak je ukázáno v bodu 1b), toto pro mπ(i)π(j) > 1 a mπ(j)π(k) >
1 implikuje mπ(i)π(k) ≥ max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)} > 1. Stejně
tak i pro mπ(i)π(j) ≥ 1 a mπ(j)π(k) ≥ 1 plyne mπ(i)π(k) ≥
max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)} ≥ 1. Vlastnosti 1. a 2 tedy samy o sobě
zaručuj́ı pouze platnost vztahu (2.20).
• Předpokládejme nav́ıc, že plat́ı také vlastnosti 3. a 4. Dle předpokladu
mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že π(i) < π(j).
Dále plat́ı mπ(j)π(k) ≥ 1 pro každé j, k = 1, 2, . . . , n, π(j) ≤
π(k). Z vlastnosti 4. potom plyne mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) pro každé
k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k). Toto lze rozepsat
mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) = max{1,mπ(j)π(k)} = max{mπ(i)π(j),mπ(j)π(k)}
pro uvažované i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k).
Dále plat́ı mπ(l)π(i) ≥ 1 pro každé i, l = 1, 2, . . . , n, π(l) ≤ π(i). Z vlast-
nosti 3. potom plyne mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n ta-
kové, že π(l) ≤ π(i) < π(j). Toto lze rozepsat mπ(l)π(j) = mπ(l)π(i) =
max{mπ(l)π(i), 1} = max{mπ(l)π(i),mπ(i)π(j)} pro uvažované i, j, l ∈
{1, 2, . . . , n} takové, že π(l) ≤ π(i) < π(j).
Vlastnosti 3. a 4 dohromady tedy implikuj́ı podmı́nku (2.21).

Bylo dokázáno, že pro uvažovanou permutaci π vlastnosti 1.–4. implikuj́ı
vztahy (2.20) a (2.21).

V bodech 2a) a 2b) bylo dokázáno, že matice M je slabě konzistentńı právě
tehdy, když existuje permutace π množiny index̊u {1, 2, . . . , n} taková, že jsou
splněny vlastnosti 1.–4. �

Nyńı bude na př́ıkladu ukázáno, jak v praxi prob́ıhá kontrola slabé konzis-
tence preferenčńı matice dle věty 2.3.
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Př́ıklad:

1. Mějme následuj́ıćı multiplikativńı preferenčńı matici M = {mij}5
i,j=1,

jej́ıž prvky nálež́ı geometrické škále { 1
32
, 1

16
, 1

8
, 1

4
, 1

2
, 1, 2, 4, 8, 16, 32}. Bude

ukázáno, že matice M je slabě konzistentńı.

M =

x y z v w
x
y
z
v
w


1 8 32 4 8
1
8

1 8 1
8

1
1
32

1
8

1 1
16

1
8

1
4

8 16 1 8
1
8

1 8 1
8

1

 M ′ =

x z w y v
x
z
w
y
v


1 4 8 8 32
1
4

1 4 8 16
1
8

1
8

1 1 8
1
8

1
8

1 1 8
1
32

1
16

1
8

1
8

1


Řádky a sloupce matice M lze přeuspořádat tak, aby vznikla matice
M ′ = {m′ij}ni,j=1. Každý řádek v horńım trojúhelńıku matice M ′ tvoř́ı nekle-
saj́ıćı posloupnost. Stejně tak každý sloupec v horńım trojúhelńıku matice
M ′ tvoř́ı neroustoućı posloupnost. Nav́ıc v horńım trojúhelńıku M ′ nastalo
m′34 = 1. Je vidět, že třet́ı a čtvrtý řádek matice M ′ se rovnaj́ı, stejně tak
třet́ı a čtvrtý sloupec. Matice M i M ′ jsou tedy dle věty 2.3 slabě konzis-
tentńı.

2. Mějme následuj́ıćı multiplikativńı preferenčńı matice N = {nij}5
i,j=1 a

N ′ = {n′ij}5
i,j=1, kde hodnoty intenzit preference nálež́ı geometrické škále

{ 1
32
, 1

16
, 1

8
, 1

4
, 1

2
, 1, 2, 4, 8, 16, 32}. Bude ukázáno, že matice N neńı slabě kon-

zistentńı a také, jak doplnit chyběj́ıćı prvek matice N ′ tak, aby byla slabě
konzistentńı.

N =

x y z v w
x
y
z
v
w


1 2 4 8 16
1
2

1 4 16 16
1
4

1
4

1 8 8
1
8

1
16

1
8

1 4
1
16

1
16

1
8

1
4

1

 N ′ =

x y z v w
x
y
z
v
w


1 2 4 n′14 16
1
2

1 4 16 16
1
4

1
4

1 8 8
n′41

1
16

1
8

1 4
1
16

1
16

1
8

1
4

1


(a) Pro matici N plat́ı, že každý řádek v horńım trojúhelńıku matice N

tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost. Ve čtvrtém sloupci matice N se však
v horńım trojúhelńıku nacháźı posloupnost {8, 16, 8}. Tato posloup-
nost neńı nerostoućı. Matici N nelze přeuspořádat jiným zp̊usobem
tak, aby v horńım trojúhelńıku byly pouze hodnoty větš́ı nebo rovny
1, proto dle věty 2.3 matice N neńı slabě konzistentńı. Použije-li se
př́ımo definice slabé konzistence, potom z n12 = 2 a n24 = 16 by mělo
platit n14 je alespoň 16, kdežto zde nastalo n14 = 8.
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(b) Uvažujme nyńı matici N ′, která se od N lǐśı pouze t́ım, že po-
rovnáńı prvk̊u x a v neńı zadáno. Chceme, aby matice N ′ byla
zadána slabě konzistentně. Protože n′13 = 4 a n′34 = 8, potom ze
slabé konzistene plyne, že n′14 ≥ 8 > 1. Potom dle věty 2.3 muśı
řádky horńıho trojúhelńıku tvořit neklesaj́ıćı posloupnosti. Odtud
n′14 ∈ {4, 8, 16}. Dále muśı sloupce tvořit nerostoućı posloupnosti.
Odtud n′14 ∈ {16, 32}. Protože oboje muśı platit současně, matice N ′

bude konzistentńı právě tehdy, když n′14 = 16. M

Slabá konzistence může být v preferenčńı matici přeuspořádané dle prefe-
renčńıho pořad́ı porovnávaných objekt̊u jednoduše prověřena dle analogických
podmı́nek jako jsou uvedeny ve větě 2.3 také v celé matici mı́sto v horńım
trojúhelńıku. Prověřeńı slabé konzistence je možno provést pro sloupce nebo
řádky matice M , jak vyjadřuj́ı následuj́ıćı dva d̊usledky.

Důsledek 2.3. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı ma-
tice. Potom M je slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(j)=1 je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;

2. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde i 6= j, potom
mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n.

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. At’ budeme
nejprve předpokládat existenci permutace π splňuj́ıćı vlastnosti 1. a 2. nebo sla-
bou konzistenci matice M , potom analogicky jako v d̊ukazu věty 2.3, dojdeme
v obou př́ıpadech k tomu, že π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} je taková permu-
tace, že mπ(i)π(j) ≥ 1 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j). Bude
ukázáno, že vlastnosti 1.–4. uvedené ve větě 2.3 jsou pro tuto permutaci π ekvi-
valentńı s vlastnostmi 1. a 2. v této větě. Ekvivalence plyne z reciprocity (1.6)
matice M .

1) Vlastnost 1. je ekvivalentńı s vlastnostmi 1. a 2. ve větě 2.3:

a) Vlastnost 1. ve větě 2.3 ř́ıká, že posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i) je neklesaj́ıćı
pro každé i = 1, 2 . . . , n. Toto lze přepsat do tvaru mπ(i)π(i) ≤ mπ(i)π(i)+1 ≤
· · · ≤ mπ(i)n−1 ≤ mπ(i)n pro každé i = 1, 2 . . . , n.

b) Vlastnost 2. ve větě 2.3 ř́ıká, že posloupnost {mπ(k)π(i)}π(i)
π(k)=1 je nerostoućı

pro každé i = 1, 2, . . . , n. Toto lze přepsat do tvaru m1π(i) ≥ m2π(i) ≥ · · · ≥
mπ(i)−1π(i) ≥ mπ(i)π(i) pro každé i = 1, 2 . . . , n. Z reciprocity (1.6) je toto
ekvivalentńı s mπ(i)1 ≤ mπ(i)2 ≤ · · · ≤ mπ(i)π(i)−1 ≤ mπ(i)π(i) pro každé
i = 1, 2 . . . , n.
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Dohromady tedy plat́ı mπ(i)1 ≤ mπ(i)2 ≤ · · · ≤ mπ(i)π(i) ≤ mπ(i)π(i)+1 ≤ · · · ≤
mπ(i)n, tj. posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(j)=1 je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n.

2) Vlastnost 2. je ekvivalentńı s vlastnostmi 3. a 4. ve větě 2.3. Necht’ mπ(i)π(j) = 1
pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j). Z reciprocity také mπ(j)π(i) = 1.
Tj. tento předpoklad je ekvivalentńı předpokladu mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} takové, že i 6= j. Dále plat́ı:

a) Věta 2.3 ř́ıká, že pak mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé l ∈ {1, 2, . . . , n} takové,
že π(l) ≤ π(i) < π(j). Pro každé l = 1, 2, . . . , n je možno uvažovanou
rovnost přepsat do tvaru mπ(l)π(l) = mπ(l)π(l)+1 = · · · = mπ(l)n−1 = mπ(l)n.

b) Věta 2.3 ř́ıká také, že pak mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n}
takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k). Pro každé k = 1, 2, . . . , n je možno
uvažovanou rovnost přepsat do tvarum1π(k) = m2π(k) = · · · = mπ(k)−1π(k) =
mπ(k)π(k). Z reciprocity toto plat́ı právě tehdy, kdyžmπ(k)1 = mπ(k)2 = · · · =
mπ(k)π(k)−1 = mπ(k)π(k).

Spojeńım výsledk̊u z bodu 2a) a z bodu 2b) pro k = l plyne mπ(l)1 =
mπ(l)2 = · · · = mπ(l)π(l) = · · · = mπ(l)n, tj. mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé
l = 1, 2, . . . , n. �

Důsledek 2.4. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı ma-
tice. Potom M je slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {mπ(i)π(j)}nπ(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2 . . . , n;

2. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde i 6= j, potom
mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n.

Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.3. �

Pro slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı matici M plat́ı, že prefe-
renčńı pořad́ı porovnávaných prvk̊u, které je jim přǐrazeno dle př́ıslušných hod-
noceńı źıskaných z M geometrickým pr̊uměrem řádk̊u nebo metodou vlastńıho
vektoru, je stejné jako preferenčńı pořad́ı, které pro tyto prvky lze odvodit z M
pomoćı incidenčńıch matićı binárńıch relaćı preference � a indiference ∼. Tuto
vlastnost sumarizuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.4. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı
matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je vari-
antám A1, A2, . . . , An přiřazen vektor hodnoceńı h = (h1, h2, . . . , hn), který je
vypočten z matice M pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) nebo pomoćı
metody vlastńıho vektoru (1.9). Označme Ai � Aj právě tehdy, když mij > 1,
a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ � je
sjednoceńı binárńıch relaćı � a ∼ definovaných na dané množině variant. Potom
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plat́ı, že hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n), kde π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} je
permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · � Aπ(n).

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-
renčńı matice. Potom dle d̊usledku 2.2 existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) plat́ı
mπ(i)π(j) ≥ 1 a

Aπ(1) � Aπ(2) � · · · � Aπ(n),

kde � je relace kvaziuspořádáńı. Dále dle d̊usledku 2.4 plat́ı, že posloupnost
{mπ(i)π(j)}nπ(i)=1 je neroustoućı pro každé j = 1, 2, . . . , n. Nav́ıc pro M plat́ı mij >
0 pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Dohromady je možno pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n,
kde π(i) < π(k) < π(j) psát

mπ(i)π(j) ≥ mπ(k)π(j) > 0.

1) Uvažujme nejprve, že hodnoceńı h1, h2, . . . , hn jsou z matice M vypočtena
pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8). Potom plat́ı následuj́ıćı:

Vynásobeńım jednotlivých nerovnic mπ(i)π(j) ≥ mπ(k)π(j) přes všechna j =
1, 2, . . . , n se nezměńı znaménko nerovnosti:

n∏
j=1

mπ(i)π(j) ≥
n∏
j=1

mπ(k)π(j),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). Stejně tak aplikováńım
n-té odmocniny neńı porušeno znaménko nerovnosti:

n

√√√√ n∏
j=1

mπ(i)π(j) ≥ n

√√√√ n∏
j=1

mπ(k)π(j),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, žeπ(i) < π(k) < π(j). Toto lze přepsat do tvaru

hπ(i) ≥ hπ(k),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k), přičemž hπ(i) jsou hodnoceńı
variant Aπ(i) vypočtená pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8).

2) Nyńı uvažujme, že hodnoceńı h1, h2, . . . , hn jsou z matice M vypočtena pomoćı
metody vlastńıho vektoru (1.9). Potom plat́ı následuj́ıćı:

Vynásobeńım nerovnic mπ(i)π(j) ≥ mπ(k)π(j) nezápornou konstantou hπ(j) ≥ 0
se znaménko nerovnosti nezměńı, tj. pro každé j = 1, 2, . . . , n plat́ı také

mπ(i)π(j)hπ(j) ≥ mπ(k)π(j)hπ(j),
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kde i, k = 1, 2, . . . , n, π(i) < π(k) < π(j). Stejné znaménko nerovnosti plat́ı i
pro sečteńı předchoźıch nerovnic přes všechna j = 1, 2, . . . , n:

n∑
j=1

mπ(i)π(j)hπ(j) ≥
n∑
j=1

mπ(k)π(j)hπ(j),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). Stejně tak vynásobeńı
kladnou konstatou 1

λmax
> 0 nezměńı znaménko nerovnosti:

1

λmax

n∑
j=1

mπ(i)π(j)hπ(j) ≥
1

λmax

n∑
j=1

mπ(k)π(j)hπ(j),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). V této posledńı nerovnosti
jsou porovnávána hodnoceńı h1, h2, . . . , hn prvk̊u A1, A2, . . . , An vypočtená
pomoćı metody vlastńıho vektoru Mh = λmaxh, kde pro i-tou složku vektoru
h plat́ı:

λmaxhi = (λmaxh)i = (Mh)i =
n∑
j=1

mijhj,

tj. hi = 1
λmax

∑n
j=1mijhj pro každé i = 1, 2, . . . , n. Posledńı nerovnici lze tedy

přepsat do tvaru
hπ(i) ≥ hπ(k),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k).

V obou př́ıpadech tedy pro uvažovanou permutaci π dostáváme
hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n). �

Slabou konzisteci by bylo možé analogicky zadefinovat pomoćı prvk̊u menš́ıch
nebo rovných 1 a pomoćı minima, jak vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.5. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom
M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

mij < 1 ∧mjk < 1 =⇒ mik ≤ min{mij,mjk}; (2.22)

(mij = 1∧mjk ≤ 1)∨(mij ≤ 1∧mjk = 1) =⇒ mik = min{mij,mjk}. (2.23)

Důkaz:

1) Nejprve bude dokázáno, že z vlastnost́ı slabé konzistence (2.20) a (2.21)
plynou vztahy (2.22) a (2.23). Tedy necht’ M je slabě konzistentńı, tj. pro
každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı (2.20) a (2.21). Dále v následuj́ıćıch bodech
předpokládejme, že i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.
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a) Necht’ mij < 1 a mjk < 1, pak z reciprocity (1.6) plyne mji > 1 a
mkj > 1. Ze slabé konzistence (2.20) plyne mki ≥ max{mkj,mji}, tj.
mik ≤ 1

max{mkj ,mji} . Odtud mik ≤ 1
mkj

= mjk a mik ≤ 1
mji

= mij. Pak

také mik ≤ min{mij,mjk}.
b) Necht’ mij = 1 a mjk ≤ 1. Pak z reciprocity (1.6) plat́ı mji = 1 a mkj ≥

1. Ze slabé konzistence (2.21) plyne mki = mkj. Odtud opět použit́ım
reciprocity plyne mik = mjk = min{mij,mjk}.

c) Necht’ mij ≤ 1 a mjk = 1. Pak z reciprocity (1.6) plat́ı mji ≥ 1 a mkj = 1.
Ze slabé konzistence (2.21) plyne mki = mji. Odtud opět použit́ım recipro-
city plyne mik = mij = min{mij,mjk}.

Dohromady bylo tedy v tomto bodě dokázáno, že je-li matice M slabě konzis-
tentńı, pak plat́ı vztahy (2.22) a (2.23) pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n.

2) Nyńı bude dokázáno, že z vlastnost́ı (2.22) a (2.23) plynou vztahy pro slabou
konzistenci (2.20) a (2.21). Předpokládejme tedy, že pro matici M plat́ı vztahy
(2.22) a (2.23) pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Dále v následuj́ıćıch bodech
předpokládejme, že i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

a) Necht’ mji > 1 a mkj > 1. Pak z reciprocity (1.6) plyne mij < 1 a mjk < 1.
Dále ze vztahu (2.22) plat́ı mik ≤ min{mij,mjk}. Tzn. mik ≤ mij a mik ≤
mjk. Z reciprocity plyne mki ≥ mji a mki ≥ mkj, tj. mki ≥ max{mkj,mji}.

b) Necht’ mji = 1 a mkj ≥ 1. Pak z reciprocity (1.6) plyne mij = 1 a mjk ≤ 1.
Dále ze vztahu (2.23) plat́ı mik = mjk = min{mij,mjk}. Odtud použit́ım
reciprocity plyne mki = mkj = max{mkj,mji}.

c) Necht’ mji ≥ 1 a mkj = 1. Pak z reciprocity (1.6) plyne mij ≤ 1 a mjk = 1.
Dále ze vztahu (2.23) plat́ı mik = mij = min{mij,mjk}. Odtud použit́ım
reciprocity plyne mki = mji = max{mkj,mji}.

Dohromady v tomto bodě bylo odvozeno, že plat́ı-li pro prvky M vztahy (2.22)
a (2.23) pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n, tak je tato matice slabě konzistentńı.

�

Vztah mezi elementy matice M menš́ımi než jedna a větš́ımi než jedna vy-
jadřuj́ı následuj́ıćı věta a jej́ı d̊usledek. Jedná se o nutné a zároveň postačuj́ıćı
podmı́nky pro to, aby preferenčńı matice M byla slabě konzistentńı.

Věta 2.6. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom
M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové, že

mij > 1 ∧mjk < 1,

plat́ı pro mik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

mij > mkj =⇒ 1 < mik ≤ mij; (2.24)
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mij < mkj =⇒ mjk ≤ mik < 1; (2.25)

mij = mkj =⇒ mji ≤ mik ≤ mij. (2.26)

Důkaz: Nejprve dokážeme, že ze slabé konzistence plynou vztahy (2.24)–(2.26).
Necht’ M je slabě konzistentńı, tj. plat́ı vztahy (2.20) a (2.21) pro každé i, j, k =
1, 2, . . . , n. Dále necht’ mij > 1 a mjk < 1 pro i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Z reciprocity
(1.6) plat́ı mji < 1 a mkj > 1, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Vyšetř́ıme, jak bude vypadat
mik, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, za r̊uzných předpoklad̊u. Dále v následuj́ıćıch bodech
předpokládejme opět i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

1) Necht’ mij > mkj. Pro mik můžou nastat následuj́ıćı situace:

a) Předpokládejme, že mik < 1. Pak z reciprocity mki > 1. Dı́ky slabé
konzistenci z mki > 1 a mij > 1 pomoćı vztahu (2.20) plyne mkj ≥
max{mki,mij} ≥ mij, což je ale spor s předpokladem, že mij > mkj.

b) Předpokládejme, že mik = 1. Protože mkj > 1 a matice M je slabě konzis-
tentńı, tak ze vztahu (2.21) dostaneme mij = max{mik,mkj} = mkj. To je
ale spor s předpokladem, že mij > mkj.

c) Tedy muśı platit mik > 1. Pak protože mkj > 1, plyne ze slabé konzitence
mij ≥ max{mik,mkj} ≥ mik. Tedy plat́ı 1 < mik ≤ mij. Byl tak dokázán
vztah (2.24).

2) Nyńı necht’ mij < mkj. Pro mik můžou nastat následuj́ıćı situace:

a) Předpokládejme, že mik > 1. Protože mkj > 1, tak stejně jako v 1c) dosta-
neme mij ≥ max{mikmkj}, což je spor s předpokladem, že mij < mkj.

b) Předpokládejme nyńı mik = 1. Protože mkj > 1, tak stejně jako v 1b)
dostaneme mij = mkj, což je opět spor s předpokladem, že mij < mkj.

c) Muśı tedy platit mik < 1. Protože mki > 1 a mij > 1, pak stejně jako v 1a)
dostaneme mkj ≥ max{mki,mij} ≥ mki. Z reciprocity pak dostaneme
mjk ≤ mik < 1. Byl tak dokázán vztah (2.25).

3) Necht’ mij = mkj. Pro mik můžou nastat následuj́ıćı situace:

a) Necht’ mik > 1. Pak protože mkj > 1, z podmı́nky (2.20) slabé konzis-
tence dostanememij ≥ max{mik,mkj}. Aby byl zároveň splněn předpoklad
mij = mkj, muśı platit mij ≥ mik > 1.

b) Nyńı necht’ mik < 1. Pak z reciprocity mki > 1. Protože také mij > 1,
plyne z podmı́nky (2.20) slabé konzistence mkj ≥ max{mki,mij}. Aby
byl zároveň splněn předpoklad mij = mkj, muśı platit mij ≥ mki, tj.
mji ≤ mik < 1.

c) Posledńı možnost je mik = 1. Pak protože mkj > 1, plyne z podmı́nky
(2.21) slabé konzistence mij = max{mik,mkj} = mkj. Dostali jsme tak
tedy předpoklad mij = mkj.
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Z bod̊u 3a)–3c) dohromady vyplynulo, že mji ≤ mik ≤ mij. Byl tedy dokázán
vztah (2.26).

Nyńı bude dokázáno, že ze vztah̊u (2.24)–(2.26) plyne slabá konzistence. Necht’

pro mij > 1 a mjk < 1 pro i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı vztahy (2.24)–(2.26).
Z reciprocity (1.6) plat́ı mkj > 1, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Dále v následuj́ıćıch
bodech předpokládejme opět i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

4) Nejprve necht’ plat́ı mij > mkj. Potom ze vztahu (2.24) plyne 1 < mik ≤ mij.
Z těchto dvou vztah̊u lze dále psát mij ≥ max{mik,mkj}, přičemž plat́ı mik >
1 a mkj > 1. Tedy plat́ı (2.20).

5) Nyńı necht’ plat́ı mij < mkj. Potom ze vztahu (2.25) plyne mjk ≤ mik < 1.
Z reciprocity plyne mkj ≥ mki > 1. Odtud dále plyne mkj ≥ max{mki,mij},
přičemž mki > 1 a mij > 1. Tedy plat́ı (2.20).

6) Nyńı necht’ plat́ı mij = mkj. Potom ze vztahu (2.26) plyne mji ≤ mik ≤ mij.
Druhý vztah bude rozdělen na 3 samostatné podmı́nky:

a) Necht’ 1 < mik ≤ mij. V kombinaci s mij = mkj odtud plyne mij =
max{mik,mkj}, přičemž mik > 1 a mkj = mij > 1. Tedy plat́ı (2.21).

b) Necht’ mik = 1. V kombinaci s mij = mkj potom plat́ı mij = mkj =
max{1,mkj} = max{mik,mkj}, kde mik = 1 a mkj > 1. Tedy plat́ı (2.21).

c) Necht’ mji ≤ mik < 1. V kombinaci s mij = mkj potom z reciprocity plyne
mij ≥ mki > 1. Dále plyne mkj = max{mki,mij}, přičemž mki > 1 a
mij > 1. Tedy plat́ı (2.21). �

Důsledek 2.5. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Po-
tom M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že

mij < 1 ∧mjk > 1,

plat́ı pro mik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

mjk > mji =⇒ 1 < mik ≤ mjk; (2.27)

mjk < mji =⇒ mij ≤ mik < 1; (2.28)

mjk = mji =⇒ mkj ≤ mik ≤ mjk. (2.29)

Důkaz: Provede se analogicky jako ve větě 2.6. Tedy nejprve se ukáže, že ze
slabé konzistence plynou vztahy (2.27)–(2.29) tak, že se postupně projdou př́ıpady
mjk > mji, mjk < mji a mjk = mji. Pro každý př́ıpad se projdou následuj́ıćı
možnosti pro mik: mik > 1, mik < 1 a mik = 1. Takto se dojde k požadovaným
vztah̊um. Následně se bude předpokládat platnost vztah̊u (2.27)–(2.29). Postupně
se ukáže, že tyto vlastnosti implikuj́ı slabou konzistenci. �

60



2.3.3. Slabá konzistence pro aditivńı preference

Nyńı bude zavedena slabá konzistence pro aditivńı preference. Pokud bude
tato podmı́nka pro aditivńı preferenčńı matici splněna, potom ji budeme
považovat za přijatelně konzistentńı.

Definice 2.2. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom
řekneme, že A je aditivně slabě konzistentńı, jestliže pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı

aij > 0,5 ∧ ajk > 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk}; (2.30)

(aij = 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5) ∨ (aij ≥ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = max{aij, ajk}. (2.31)

Př́ıklad: Uvažujme následuj́ıćı prvky aditivńı preferenčńı matice A = {aij}ni,j=1.
Bude ověřeno, jestli splňuj́ı podmı́nku aditivńı slabé konzistence.

1. Necht’ aij = 0,6, ajk = 0,7 a aik = 0,9. Tato trojice splňuje podmı́nku (2.30)
aditivńı slabé konzistence, nebot’ aik = 0,9 ≥ max{0,6, 0,7}.

2. Necht’ aij = 0,6, ajk = 0,8 a aik = 0,7. Tato trojice nesplňuje podmı́nku
(2.30) aditivńı slabé konzistence, nebot’ aik = 0,7 < max{0,6, 0,8}. M

Aditivńı slabá konzistence představuje oslabeńı podmı́nky aditivńı konzis-
tence. Je-li preferenčńı matice aditivně konzistentńı, pak je také aditivně slabě
konzistentńı, jak vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.7. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která je aditivně
konzistentńı, tj. aik = aij + ajk − 0,5 pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Pak je A také
aditivně slabě konzistentńı.

Důkaz: Provede se analogicky jako pro větu 2.1. �

Z aditivńı preferenčńı matice A, významy jej́ıchž prvk̊u jsou definované v ta-
bulce 1.1, lze źıskat incidenčńı matice binárńıch relaćı preference � a indiference
∼. Pokud je aditivńı preferenčńı matice A aditivně slabě konzistentńı, pak tyto
klasické relace � a ∼ splňuj́ı axiomy von Neumanna a Morgensterna pro ra-
cionálńı choválńı hodnotitele. Tedy binárńı relace �, která je sjednodeńım relaćı
� a ∼, představuje kvaziuspořádáńı.

Věta 2.8. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı
k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Dále necht’ A je aditivně slabě kon-
zistentńı. Označme Ai � Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě tehdy,
když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom preferenčńı uspořádáńı prvk̊u
A1, A2 . . . , An určené binárńı relaćı �, která je sjednoceńım binárńıch relaćı � a
∼, tvoř́ı kvaziuspořádáńı.
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Důkaz: Provede se analogicky jako pro větu 2.2. �

Poznámka: Jak bylo uvedeno dř́ıve, preferenčńı matice použitá v metodě
párového srovnáváńı v kapitole 1.1 je speciálńım př́ıpadem aditivńı preferenčńı
matice A = {aij}ni,j=1, kde aij ∈ {0, 0,5, 1} pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Pro tuto
metodu je zavedena podmı́nka racionality (1.2), která spolu s podmı́nkou aditivńı
reciprocity (1.1) zajǐst’uje kvaziuspořádáńı prvk̊u. Podmı́nka (1.2) je speciálńım
př́ıpadem aditivńı slabé konzistence. Vztah (1.2) lze rozepsat na d́ılč́ı vlastnosti:

1. aij = 1 ∧ ajk = 1 =⇒ aik = 1;

2. aij = 0,5 ∧ ajk = 0,5 =⇒ aik = 0,5;

3. (aij = 0,5 ∧ ajk = 1) ∨ (aij = 1 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = 1.

Vztah v bodě 1. odpov́ıdá podmı́nce (2.20) slabé konzistence. Vztahy v bodech
2. a 3. odpov́ıdaj́ı podmı́nce (2.21) slabé konzistence.

Důsledkem předchoźı věty je, že aditivńı preferenčńı matice, která je aditivně
slabě konzistentńı, zachovává jak tranzitivitu preference, tak tranzitivitu indife-
rence.

Důsledek 2.6. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı
k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Dále necht’ A je aditivně slabě kon-
zistentńı. Označme Ai � Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě tehdy,
když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Binárńı relace preference � je tranzitivńı, tj. pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı Ai � Aj ∧Aj � Ak =⇒ Ai � Ak a aij > 0,5∧ ajk > 0,5 =⇒ aik > 0,5.

2. Binárńı relace indiference ∼ je tranzitivńı, tj. pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı Ai ∼ Aj ∧Aj ∼ Ak =⇒ Ai ∼ Ak a aij = 0,5∧ ajk = 0,5 =⇒ aik = 0,5.

Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.1. �

Pokud je aditivńı preferenčńı matice A aditivně slabě konzistentńı, potom
dle předchoźı věty matice A určuje kvazisupořádáńı. Tzn. že matici A je vždy
možné přeuspořádat tak, aby v jej́ım horńım trojúhelńıku byly pouze hodnoty
větš́ı nebo rovny 0,5. Následuj́ıćı věta tedy vyjadřuje nutnou podmı́nku pro to,
aby preferenčńı matice A byla aditivně slabě konzistentńı.

Důsledek 2.7. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı
k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Dále necht’ A je aditivně slabě kon-
zistentńı. Označme Ai � Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě
tehdy, když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom existuje permutace
π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n takové, že
π(i) < π(j), plat́ı aπ(i)π(j) ≥ 0,5 a Aπ(i) � Aπ(j), kde � je sjednoceńım binárńıch
relaćı � a ∼.
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Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.2. �

Při zadáváńı aditivńı preferenčńı matice A se většinou pracuje pouze s horńım
trojúhelńıkem této matice. Zbylé hodnoty se doplńı z vlastnosti aditivńı recipro-
city. V tomto př́ıpadě je výhodné, aby horńı trojúhelńık obsahoval pouze hodnoty
větš́ı nebo rovny 0,5. Toho se doćıĺı t́ım, že porovnávané prvky se uspořádaj́ı
od nejpreferovaněǰśıho po nejméně preferovaný. Je-li matice v tomto tvaru, po-
tom je nav́ıc velmi jednoduché aditivńı slabou konzistenci kontrolovat již při
zadáváńı preferenčńı matice. Aditivńı slabá konzistence je v tomto př́ıpadě totiž
ekvivalentńı s t́ım, že každý řádek horńıho trojúhelńıku matice představuje ne-
klesaj́ıćı posloupnost č́ısel a každý jeho sloupec nerostoućı posloupnost. Nav́ıc
ještě muśı platit, že pokud se jinde než na hlavńı diagonále vyskytuje hodnota
představuj́ıćı indiferenci mezi dvěma prvky, potom srovnáńı každého prvku s li-
bovolným z těchto dvou prvk̊u muśı být přǐrazena stejná hodnota preference.
Pokud nejsou porovnávané varianty předem takto uspořádané, potom je možné
zkusit přeuspořádat řádky a sloupce matice A. Pokud bude existovat takové
přeuspořádáńı, že pro nově vzniklou matici budou splněny výše zmı́něné vlast-
nosti, potom je matice A aditivně slabě konzistentńı. Tato vlastnost je popsána
v následuj́ıćı větě.

Věta 2.9. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je adi-
tivně slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {aπ(i)π(j)}nπ(j)=π(i) je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;

2. posloupnost {aπ(i)π(j)}π(j)
π(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2, . . . , n;

3. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
aπ(l)π(i) = aπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n takové, že π(l) ≤ π(i) < π(j);

4. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
aπ(i)π(k) = aπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k).

Důkaz: Provede se analogicky jako pro větu 2.3. �

Prověřeńı aditivńı slabé konzistence pro preferenčně uspořádané prvky je
možno mı́sto v horńım trojúhelńıku matice provést pouze ve sloupćıch nebo pouze
v řádćıch matice A, jak vyjadřuj́ı následuj́ıćı dva d̊usledky.

Důsledek 2.8. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom
A je aditivně slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {aπ(i)π(j)}nπ(j)=1 je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;
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2. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde i 6= j, potom
aπ(l)π(i) = aπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n.

Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.3. �

Důsledek 2.9. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom
A je aditivně slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {aπ(i)π(j)}nπ(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2 . . . , n;

2. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) 6= π(j), potom
aπ(i)π(k) = aπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n.

Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.4. �

Pro aditivně slabě konzistentńı aditivńı preferenčńı matici A plat́ı, že prefe-
renčńı pořad́ı porovnávaných prvk̊u, které je jim přǐrazeno dle př́ıslušných adi-
tivńıch hodnoceńı źıskaných z A pomoćı vzorce (1.12), je stejné jako preferenčńı
pořad́ı, které pro tyto prvky lze odvodit z A pomoćı incidenčńıch matićı binárńıch
relaćı preference � a indiference ∼. Tuto vlastnost sumarizuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.10. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı
k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je variantám A1, A2, . . . , An
přiřazen vektor hodnoceńı hA = (hA1 , h

A
2 , . . . , h

A
n ), který je z matice A vypočten

pomoćı vzorce (1.12). Označme Ai � Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj
právě tehdy, když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ � je sjednoceńı
binárńıch relaćı � a ∼ na dané množině variant. Potom plat́ı, že hAπ(1) ≥ hAπ(2) ≥
· · · ≥ hAπ(n), kde π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} je permutace taková, že Aπ(1) �
Aπ(2) � · · · � Aπ(n).

Důkaz: Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která je aditivně
slabě konzistentńı. Potom dle d̊usledku 2.8 existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j) plat́ı
aπ(i)π(j) ≥ 0,5 a

Aπ(1) � Aπ(2) � · · · � Aπ(n),

kde � je relace kvaziuspořádáńı. Dále dle d̊usledku 2.9 plyne, že posloupnost
{aπ(i)π(j)}nπ(i)=1, kde π(i) < π(j), je pro každé j = 1, 2, . . . , n nerostoućı, tj. plat́ı

aπ(i)π(j) ≥ aπ(k)π(j),

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). Pro součty výraz̊u
na levé a pravé straně nerovnice bude platit stejná nerovnost:

n∑
j=1

aπ(i)π(j) ≥
n∑
j=1

aπ(k)π(j),
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pro každé i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). Stejně tak vynásobeńım
kladnou konstantou 2

n
> 0 nebude nerovnost porušena, tj. plat́ı

2

n

n∑
j=1

aπ(i)π(j) ≥
2

n

n∑
j=1

aπ(k)π(j),

pro každé i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). V posledńı nerovnici
se porovnávaj́ı hodnoceńı hA1 , h

A
2 , . . . , h

A
n prvk̊u A1, A2, . . . , An źıskaná pomoćı

vzorce (1.12), lze ji tedy přepsat do tvaru

hAπ(i) ≥ hAπ(k),

kde i, k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(k) < π(j). �

Př́ıklad:

1. Mějme následuj́ıćı aditivńı preferenčńı matici A = {aij}4
i,j=1, která repre-

zentuje aditivńı preference mezi prvky x, y, z, w. Bude ukázáno, že matice
A je aditivně slabě konzistentńı a z ńı vypočtená hodnoceńı zachovávaj́ı
preferenčńı uspořádáńı porovnávaných prvk̊u, které lze odvodit pomoćı
binárńıch relaćı preference a indiference.

A =

x y z w
x
y
z
w


0,5 0,6 0,8 1
0,4 0,5 0,7 0,8
0,2 0,3 0,5 0,7
0 0,2 0,3 0,5


Pro matici A plat́ı aij > 0,5 pro každé i, j = 1, 2, 3, 4, i < j. Dle binárńı
relace preference tedy pro porovnávané prvky plat́ı x � y � z � w.

Aditivńı slabou konzistenci je možno ověřovat v horńım trojúhelńıku,
v řádćıch nebo ve sloupćıch, jak ř́ıká věta 2.9 a d̊usledky 2.8 a 2.9. Je zřejmé,
že řádky matice A tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnosti a sloupce matice A tvoř́ı
nerostoućı poslounosti. Matice A je tud́ıž aditivně slabě konzistentńı. Pro
hodnoceńı prvk̊u x, y, z, w dle vzorečku (1.12) plat́ı

hAx = 1,45, hAy = 1,2, hAz = 0,85, hAw = 0,5.

Tj. plat́ı hAx > hAy > hAz > hAw.

Na matici A byla demonstrována vlastnost ukázaná ve větě (2.10).

2. Mějme následuj́ıćı aditivńı preferenčńı matice B = {bij}4
i,j=1 a C =

{cij}4
i,j=1, které reprezentuj́ı aditivńı preference mezi prvky x, y, z, w. Bude

ukázáno, že matice B ani C nejsou aditivně slabě konzistentńı. Přitom
B zachovává preferenčńı uspořádáńı porovnávaných prvk̊u vycházej́ıćı
z binárńıch relaćı preference a indiference, kdežto C jej nezachovává.
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B =

x y z w
x
y
z
w


0,5 0,6 0,6 0,9
0,4 0,5 0,6 0,7
0,4 0,4 0,5 0,8
0,1 0,3 0,2 0,5

 C =

x y z w
x
y
z
w


0,5 0,6 0,6 0,9
0,4 0,5 0,6 0,7
0,4 0,4 0,5 1
0,1 0,3 0 0,5


(a) Pro matici B plat́ı bij > 0,5 pro každé i, j = 1, 2, 3, 4, i < j. Z relace

preference tedy vyplývá následuj́ıćı uspořádáńı prvk̊u: x � y � z � w.

Nyńı bude ukázáno, jak se dá pomoćı r̊uzných úhl̊u pohledu odvodit, že
B neńı aditivně slabě konzistentńı. Pro řádky této matice matice plat́ı:
čtvrtý řádek nepředstavuje neklesaj́ıćı posloupnost {0,1, 0,3, 0,2, 0,5},
tedy dle d̊usledku 2.8 matice B neńı aditivně slabě konzistentńı.
Stejně tak ve čtvrtém sloupci matice A neńı nerostoućı posloupnost
{0,9, 0,7, 0,8, 0,5}, takže stejný závěr plyne z d̊usledku 2.9. Pokud by
se kontroloval jen horńı trojúhelńık matice (včetně diagonály) dle věty
2.9, potom je opět porušena neklesaj́ıćı posloupnost ve čtvrtém sloupci:
{0,9, 0,7, 0,8, 0,5}. Matice B tud́ıž neńı slabě konzistentńı. Pro hodno-
ceńı prvk̊u x, y, z, w dle vzorečku (1.12) plat́ı:

hBx = 1,3, hBy = 1,1, hBz = 1,05, hBw = 0,55.

Tj. zde plat́ı hBx > hBy > hBz > hBw , což odpov́ıdá preferenčńımu pořad́ı
prvk̊u odvozenému z binárńı relace preference.

(b) Pro matici C plat́ı cij > 0,5 pro každé i, j = 1, 2, 3, 4, i < j. Z relace
preference tedy vyplývá následuj́ıćı uspořádáńı prvk̊u: x � y � z � w.

Matice C se od matice B lǐśı pouze porovnáńım prvk̊u z a w. V horńım
trojúhelńıku matice C (včetně diagonály), je vidět, že ve čtvrtém
sloupci neńı nerostoućı posloupnost: {0,9, 0,7, 1, 0,5}. Dle věty 2.9
tedy matice C neńı aditivně slabě konzistentńı. Pro hodnoceńı prvk̊u
x, y, z, w dle vzorečku (1.12) plat́ı:

hCx = 1,3, hCy = 1,1, hCz = 1,15, hCw = 0,45.

Plat́ı tedy hCx > hCz > hCy > hCw . Dostali jsme tedy hCz > hCy , ale
z relace preference plyne y � z.

Nyńı bylo ukázáno, že pokud aditivńı preferenčńı matice neńı aditivně
slabě konzistentńı, potom neńı zaručeno, že źıskaná hodnoceńı budou
odpov́ıdat preferenčńımu uspořádáńı prvk̊u, které plyne z použitých relaćı
preference a indiference. M

Aditivńı slabá konzistence je definována jen pro hodnoty z intervalu 〈0,5, 1〉.
Analogicky by bylo možné aditivńı slabou konzisteci zadefinovat pro prvky z in-
tervalu 〈0, 0,5〉, což vyjadřuje následuj́ıćı věta.
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Věta 2.11. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je
aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

aij < 0,5 ∧ ajk < 0,5 =⇒ aik ≤ min{aij, ajk}; (2.32)

(aij = 0,5 ∧ ajk ≤ 0,5) ∨ (aij ≤ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = min{aij, ajk}. (2.33)

Důkaz: Provede se analogicky jako pro větu 2.5. �

Jak vypadá nepř́ımé srovnáńı dvou prvk̊u u slabě konzistentńı matice A, po-
kud př́ımá srovnáńı dvou prvk̊u nabývaj́ı hodnot z interval̊u 〈0, 0,5) a (0,5, 1〉, vy-
jadřuje následuj́ıćı věta a jej́ı d̊usledek. Popisuj́ı daľśı nutné a zároveň postačuj́ıćı
podmı́nky pro to, aby matice A byla aditivně slabě konzistentńı.

Věta 2.12. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je
aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že

aij > 0,5 ∧ ajk < 0,5,

plat́ı pro aik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

aij > akj =⇒ 0,5 < aik ≤ aij; (2.34)

aij < akj =⇒ ajk ≤ aik < 0,5; (2.35)

aij = akj =⇒ aji ≤ aik ≤ aij. (2.36)

Důkaz: Provede se analogicky jako pro větu 2.6. �

Důsledek 2.10. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je
aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že

aij < 0,5 ∧ ajk > 0,5,

plat́ı pro aik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

ajk > aji =⇒ 0,5 < aik ≤ ajk; (2.37)

ajk < aji =⇒ aij ≤ aik < 0,5; (2.38)

ajk = aji =⇒ akj ≤ aik ≤ ajk. (2.39)

Důkaz: Provede se analogicky jako pro d̊usledek 2.5. �
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2.3.4. Multiplikativńı vs. aditivńı slabá konzistence

Slabá konzistence byla pro multiplikativńı i pro aditivńı preferenčńı matici
nadefinována tak, aby na zadané preference byly kladeny stejné požadavky.
Podmı́nky multiplikativńı a aditivńı slabé konzistence jsou tud́ıž izomorfńı.

Věta 2.13. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, kde
mij ∈ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, i, j = 1, 2, . . . , n a necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı

matice, kde aij ∈ 〈0, 1〉, i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ pro prvky těchto matic plat́ı mij =
σ2aij−1, resp. aij = 1

2
(1 + logσmij), pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom matice M

je slabě konzistentńı právě tehdy, když matice A je aditivně slabě konzistentńı.

Důkaz: Necht’ M = {mij}ni,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice s hodnotami
nálež́ıćımi 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, a necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice

s hodnotami z intervalu 〈0, 1〉. Necht’ pro převod mezi prvky matic plat́ı (1.14) a
(1.13).

1) Necht’ M je slabě konzistentńı, tj. plat́ı (2.20) a (2.21) pro každé i, j, k =
1, 2, . . . , n:

mij > 1 ∧mjk > 1 =⇒ mik ≥ max{mij,mjk}.

(mij = 1 ∧mjk ≥ 1) ∨ (mij ≥ 1 ∧mjk = 1) =⇒ mik = max{mij,mjk}.
Dle převodńıho vztahu (1.13) mezi maticemi plat́ı aij = 1

2
(1 + logσmij) pro

každé i, j = 1, 2, . . . , n. Pro mij = 1 odtud plyne aij = 0,5. Protože σ > 1,
převodńı vztah (1.13) představuje rostoućı funkci. Pak bude-li mij > 1, pak
plat́ı aij > 0,5. Stejně tak plat́ı následuj́ıćı: je-li mik ≥ mij, pak aik ≥ aij, je-li
mik ≥ mjk, pak aik ≥ ajk, je-li mik = mij, pak aik = aij, a je-li mik = mjk,
pak aik = ajk, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Dı́ky tomu je možno předchoźı dva vztahy
přepsat pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n do tvaru

aij > 0,5 ∧ ajk > 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk}.

(aij = 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5) ∨ (aij ≥ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = max{aij, ajk}.

2) Necht’ A je aditivně slabě konzistentńı, tj. plat́ı (2.30) a (2.31) pro každé
i, j, k = 1, 2, . . . , n:

aij > 0,5 ∧ ajk > 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk}.

(aij = 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5) ∨ (aij ≥ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = max{aij, ajk}.
Dle převodńıho vztahu (1.14) mezi maticemi plat́ı mij = σ2aij−1 pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n. Pro aij = 0,5 odtud plyne mij = 1. Vztah (1.14) představuje
pro σ > 1 rostoućı funkci. Dı́ky tomu je možno analogicky jako v bodě 1)
aditivńı slabou konzistenci přepsat pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n do tvaru

mij > 1 ∧mjk > 1 =⇒ mik ≥ max{mij,mjk}.

(mij = 1 ∧mjk ≥ 1) ∨ (mij ≥ 1 ∧mjk = 1) =⇒ mik = max{mij,mjk}.
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Bylo dokázáno, že matice M je slabě konzistentńı právě tehdy, když matice A je
aditivně slabě konzistentńı. �

Je-li hodnoceńı vypočteno ze slabě konzistentńı matice M nebo z adi-
tivně slabě konzistentńı matice A, ponesou tato hodnoceńı stejnou informaci
o uspořádáńı porovnávaných prvk̊u.

Věta 2.14. Necht’ M = {mij}ni,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-
renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je
variantám A1, A2, . . . , An přiřazeno hodnoceńı h1, h2, . . . , hn, které je vypočteno
z matice M pomoćı geometrického pr̊uměru řádku (1.8) nebo pomoćı me-
tody vlastńıho vektoru (1.9). Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivně slabě konzis-
tentńı aditivńı preferenčńı matice, která vznikne z matice M pomoćı převodńıho
vztahu (1.13). Necht’ hA1 , h

A
2 , . . . , h

A
n jsou aditivńı hodnoceńı variant A1, A2, . . . , An

vypočtená z matice A dle vzorce (1.12). Označme Ai � Aj právě tehdy, když
mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’

� je sjednoceńı binárńıch relaćı � a ∼ definovaných na dané množině variant.
Potom pro uspořádáńı hodnoceńı dle velikosti plat́ı:

hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n) ⇐⇒ hAπ(1) ≥ hAπ(2) ≥ · · · ≥ hAπ(n),

kde π : {1, 2, . . . , } → {1, 2, . . . , n} je permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · �
Aπ(n).

Důkaz: Necht’ plat́ı uvedené předpoklady a necht’ π : {1, 2, . . . , } → {1, 2, . . . , n}
je permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · � Aπ(n), kde � je relace kva-
ziuspořádáńı, která vznikne sjednoceńım binárńıch relaćı � a ∼ odvozených z ma-
tice M .

Dle věty 2.4 pro hodnoceńı vypočtená ze slabě konzistentńı matice M dle (1.8)
nebo (1.9) plat́ı hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n). Funkce (1.13), která převád́ı prvky
matice M na prvky matice A, je rostoućı funkce. Nav́ıc plat́ı, že prvek mij = 1
se předeve na aij = 0,5 a prvek mij > 1 se přede na aij > 0,5. Potom tedy
plat́ı, že matice A určuje stejnou relaci kvaziuspořádáńı jako matice M . Tedy
permutace π určuje stejné preferenčńı pořad́ı porovnávaných variant. Potom dle
věty 2.10 pro aditivńı hodnoceńı vypočtená z aditivně slabě konzistentńı matice
A dle (1.12) plat́ı hAπ(1) ≥ hAπ(2) ≥ · · · ≥ hAπ(n). Tedy hodnoceńı vypočtená z obou
uvažovaných matic udávaj́ı stejné uspořádáńı prvk̊u, tj. hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥
hπ(n) ⇐⇒ hAπ(1) ≥ hAπ(2) ≥ · · · ≥ hAπ(n). �

Věta 2.15. Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivně slabě konzistentńı aditivńı prefe-
renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’

je variantám A1, A2, . . . , An přiřazeno aditivńı hodnoceńı hA1 , h
A
2 , . . . , h

A
n , které

je vypočteno z matice A pomoćı vzorce (1.12). Necht’ M = {mij}ni,j=1 je
slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı matice, která vznikne z matice A
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pomoćı převodńıho vztahu (1.14). Necht’ h1, h2, . . . , hn jsou hodnoceńı variant
A1, A2, . . . , An vypočtená z matice M pomoćı geometrického pr̊uměru řádku (1.8)
nebo pomoćı metody vlastńıho vektoru (1.9). Označme Ai � Aj právě tehdy, když
aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n.
Necht’ � je sjednoceńı binárńıch relaćı � a ∼ definovaných na dané množině
variant. Potom pro uspořádáńı hodnoceńı dle velikosti plat́ı:

hAπ(1) ≥ hAπ(2) ≥ · · · ≥ hAπ(n) ⇐⇒ hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n),

kde π : {1, 2, . . . , } → {1, 2, . . . , n} je permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · �
Aπ(n).

Důkaz: Provede se analogicky jako d̊ukaz věty 2.14. �
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Kapitola 3

Neúplné matice párových
porovnáńı

Tato kapitola je zaměřena na situaci, kdy je třeba párově porovnat velký
počet prvk̊u a problém nelze rozdělit na jednodušš́ı subproblémy. Bude popsáno,
jak tuto situaci zjednodušit výpočtem hodnoceńı z neúplných matic párového
porovnáńı. V kapitole 3.1 bude shrnut aktuálńı stav této problematiky. V kapi-
tole 3.2 bude popsán algoritmus Fedrizziho a Gioveho pro optimálńı vyplňováńı
neúplné matice, který bude následně použit k zavedeńı nové metody v kapitole
3.3. Původńı výsledky uvedené v této kapitole byly publikovány v [47].

3.1. Algoritmy pro neúplné matice párových

porovnáńı

V reálných aplikaćıch se hodnotitel může potýkat s t́ım, že do hodnot́ıćıho
procesu je zahrnuto velké množstv́ı prvk̊u. Jak v́ıme, pro n prvk̊u je potřeba
provést n(n − 1)/2 párových porovnáńı. Pro velká n potom může být pro hod-
notitele problematické zadat úplnou preferenčńı matici. Pokud se v hodnot́ıćım
modelu vyskytuje velký počet kritéríı, potom Saaty [73] navrhuje rozdělit je do
hierarchické struktury, č́ımž dojde ke sńıžeńı počtu nutných párových srovnáńı.
Tento postup ale nemuśı být vždy vhodný. Může se stát, že jednotlivé skupiny
kritéríı jsou pro hodnotitele moc abstraktńı a těžko uchopitelné a nedokáže je
tak spolu porovnat. Pro velký počet porovnávaných variant je zase možno mı́sto
konkrétńıch variant porovnávat obecné katergorie, do kterých se potom varianty
následně zařazuj́ı, viz v́ıce v kapitole 4. Takto jsou tedy mı́sto konkrétńıch vari-
ant v podstatě porovnávány skupiny variant s podobnou vlastnost́ı. V d̊usledku
toho se st́ıraj́ı jemné rozd́ıly mezi jednotlivými variantami a celá skupina variant
má stejné ohodnoceńı. Toto tedy také nemuśı být požadovaný stav, kterého chce
hodnotitel dosáhnout.

Pokud tedy uvažovaný problém nemůže být rozdělen na menš́ı subproblémy,
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potom je nutno pracovat s preferenčńı matićı porovnávaj́ıćı všech uvažovaných
n prvk̊u. Pro velká n je ale často problematické źıskat od hodnotitele všechny
hodnoty. Např. pro 20 prvk̊u bychom takto museli provést 190 párových srovnáńı.
Č́ım větš́ı je počet požadovaných párových srovnáńı, t́ım větš́ı je také často únava
a nepozornost hodnotitele, v d̊usledku čehož nar̊ustá nekonzistence zadávaných
hodnot. Výsledná preferenčńı matice potom nemuśı nést dostatečně relevantńı
informace o preferenćıch hodnotitele.

Možným řešeńım takové situace je nechat hodnotitele vyplnit jen část
z potřebných n(n − 1)/2 hodnot a hodnoceńı prvk̊u tak źıskat na základě
neúplné preferenčńı matice. Tato situace s sebou však přináš́ı dvě otázky: Jak
sestavit neúplnou preferenčńı matici tak, aby hodnotitel musel zadat sice co
nejméně párových srovnáńı, ale zároveň dostatečný počet hodnot na to, aby
matice nesla dostatek informaćı k źıskáńı relevantńıho hodnoceńı prvk̊u? Jak
z neúplné preferenčńı matice vypoč́ıtat hodnoceńı porovnávaných prvk̊u? Nı́že
budou představeny př́ıstupy, kterými tyto problémy řešili r̊uzńı autoři.

Metody zadáváńı neúplné matice párových porovnáńı
Pro efektivńı zadáńı neúplné matice párového porovnáńı, které by sńıžilo

počet párových porovnáńı potřebných od hodnotitele, bylo navrženo několik me-
tod. Touto problematikou se zabývali např. Herrera-Viedma a kol. [35], Harker a
Millet [34], Fedrizzi a Giove [27], Sanchez a Sayer [83] nebo Ra [67].

Minimálńı počet párových srovnáńı pro n variant tak, aby z těchto párových
srovnáńı bylo možno odvodit vztahy pro celou množinu variant, je n−1. Metodou
pracuj́ıćı na tomto principu se zabývali např. Herrera-Viedma a kol. [35]. Wed-
ley, Schoner a Tang [101] se zaměřili na r̊uzné zp̊usoby, jak těchto n− 1 párových
srovnáńı vybrat. Tento př́ıstup odpov́ıdá požadavku maximálně zredukovat počet
vstup̊u požadovaných od hodnotitele. Na druhou stranu ale tato metoda nepra-
cuje s d̊uležitou vlastnost́ı metod párového srovnáváńı - nevyuž́ıvá redundanci
informaćı zadaných v preferenčńı matici, d́ıky ńıž lze odhalit, pokud hodnotitel
provád́ı iracionálńı úsudky.

Harker [33, 32] a později také Harker a Millet [34] navrhli iterativńı me-
todu pro výběr následuj́ıćı dvojice prvk̊u, pro které má hodnotitel zadat párové
srovnáńı. V této metodě uvažovali chyběj́ıćı párová srovnáńı v multiplikativńı
preferenčńı matici M = {mij}ni,j=1 ve tvaru mij = hi

hj
, kde hi > 0, i = 1, 2, . . . , n,

jsou hodnoceńı př́ıslušných variant. V každém kroku metody se vypočte gradient
vektoru hodnoceńı a hodnotiteli je předloženo k vyplněńı párové srovnáńı, pro
nějž př́ıslušná složka vektoru hodnoceńı nabývá největš́ı změny. Proces je zasta-
ven, když se vektor hodnoceńı vypočtený v posledńıch dvou kroćıch metody lǐśı
méně, než je zadaná hranice.

Fedrizzi a Giove [27] předkládaj́ı hodnotiteli k vyplněńı párové srovnáńı
pro tu dvojici prvk̊u, která maximalizuje hodnot́ıćı funkci založenou na dvou
kritéríıch. Prvńım kritériem je, jak moc informaćı už o daném párovém srovnáńı
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máme. Tj. jak moc nepř́ımých párových srovnáńı už bylo pro uvažované párové
srovnáńı provedeno. Druhým kritériem je, jak kvalitńı informaci pro toto párové
srovnáńı máme. Tj. jak moc nekonzistentńı vycháźı uvažované párové srovnáńı
pomoćı již zadaných nepř́ımých párových srovnáńı. Touto metodou se ještě
budeme dále zabývat a proto bude podrobně popsána v kapitole 3.2.

Metody výpočtu hodnoceńı vycházej́ıćı z neúplné matice párových po-
rovnáńı

Jakmile je k dispozici neúplná matice párových porovnáńı, je potřeba z ńı
źıskat hodnoceńı porovnávaných variant. To lze udělat dvěma zp̊usoby:

1. Doplněńım chyběj́ıćıch hodnot matice párových porovnáńı a vypočteńım
hodnoceńı variant dle běžně použ́ıvaných metod pro úplné matice párových
porovnáńı.

V tomto př́ıpadě jsou chyběj́ıćı párová srovnáńı odhadnuta na základě
párových srovnáńı provedených hodnotitelem. Tyto dopočtené hodnoty jsou
r̊uznými zp̊usoby odvozené z podmı́nky konzistence. Vycháźı se přitom
z myšlenky, že doplněná matice by měla být co nejv́ıce v souladu s pre-
ferencemi zadanými hodnotitelem.

T́ımto zp̊usobem výpočtu hodnoceńı variant z neúplné preferenčńı matice
se zabývali např. Alonso a kol. [1], Fedrizzi a Giove [26], Herrera-Viedma
a kol.[35], Shiraishi a kol. [86] nebo Srdjevic a kol. [87]. Brunelli a kol.
[10] publikovali simulačńı studii porovnávaj́ıćı 7 metod výpočtu hodnoceńı
pomoćı rekonstrukce neúplné matice párového porovnáńı.

2. Výpočtem hodnoceńı variant př́ımo z neúplné matice párových porovnáńı.

V tomto př́ıpadě se vycháźı z toho, že párová srovnáńı představuj́ı odhad
výrazu, který reprezentuje vztah mezi hodnoceńımi uvažovaných prvk̊u.
Hodnoceńı variant se potom poč́ıtaj́ı r̊uznými zp̊usoby pomoćı minimali-
zace chyby takového odhadu. Z vypočteného hodnoceńı je potom možné
rekonstruovat chyběj́ıćı hodnoty v uvažované matici párových porovnáńı.

Metodami tohoto typu, kdy je možné odvodit hodnoceńı variant př́ımo
z neúplné preferenčńı matice, se zabývali např. Bozóki a kol. [5], Gao a kol.
[28], Gong [29], Ramı́k [70] nebo Xu [104, 105].

3.2. Algoritmus Fedrizziho a Gioveho

Nyńı bude popsán algoritmus autor̊u Fedrizzi a Giove [27] pro výběr optimálńı
dvojice prvk̊u, pro kterou je třeba vyplnit párové srovnáńı v neúplné preferenčńı
matici. Tento algoritmus bude v následuj́ıćı kapitole upraven tak, aby pracoval
s podmı́nkou slabé konzistence a bude k němu doplněno, jak vypoč́ıtat hodnoceńı
porovnávaných prvk̊u.
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Necht’ A = {aij}ni,j=1 je aditivńı preferenčńı matice slouž́ıćı k párovému po-
rovnáńı prvk̊u A1, A2, . . . , An. Označme zjednodušeně (i, j) uspořádanou dvojici
prvk̊u Ai a Aj, i, j = 1, 2, . . . , n. Algoritmus představený v [27] pracuje s hod-
not́ıćı funkćı f , která určuje nezbytnost provést párové srovnáńı pro dvojici (i, j),
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, pro niž zat́ım neńı párové srovnáńı zadáno. Tato hodnot́ıćı
funkce je definována

f(i, j) = λzij + (1− λ)pij, (3.1)

kde λ ∈ 〈0, 1〉. Proměnná zij je definována vztahem (3.3) a proměnná pij je de-
finována vztahem (3.4). Tyto proměnné lze chápat jako kritéria s následuj́ıćımi
významy: Prvńı kritérium je označeno zij a slouž́ı k tomu, aby pro každý nevy-
plněný element prefenčńı matice hodnotitel źıskal dostatečný počet nepř́ımých
párových srovnáńı. Druhé kritérium se znač́ı pij a slouž́ı k redukci nekonzistence
matice párového porovnáńı. Parametr λ potom slouž́ı k určeńı významnosti mezi
těmito kritérii. Č́ım větš́ı je hodnota funkce f , t́ım je nutněǰśı provést srovnáńı
Ai s Aj, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Proto v každém kroku algoritmu hodnotitel vyplńı
aij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, pro které plat́ı

(i, j) = arg max
(k,l)∈Ω\Q

f(k, l), (3.2)

kde Q je množina těch dvojic prvk̊u v horńım trojúhelńıku matice, pro které již
bylo hodnotitelem zadáno párové srovnáńı, a Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, . . . , n, i < j}
je množina všech dvojic mezi uvažovanými n prvky, pro něž je třeba zadat párové
srovnáńı k úplnému vyplněńı matice A. Tj. pracuje se jen s horńım trojúhelńıkem
matice, dolńı trojúhelńık je vyplněn automaticky z aditivńı reciprocity (1.10) a
prvky na diagonále jsou rovny 0,5.

Kritéria použitá v hodnot́ıćı funkci f jsou definována pro každé (i, j) ∈ Ω \Q
následovně:

zij = 1− Card(Qi) + Card(Qj)

2(n− 2)
, (3.3)

pij =
3ϕij

Card(Qi ∩Qj) + 1
. (3.4)

Uvažujme nejprve pro (i, j) ∈ Ω\Q výraz (3.3): Zde plat́ı Qi = {k; (i, k) ∈ Q}.
Potom Card(Qi) + Card(Qj) je počet provedených párových srovnáńı s prvky
Ai a Aj. Přitom Card(Qi) ≤ n − 2, nebot’ pro dvojici (i, j) ještě nebylo párové
srovnáńı hodnotitelem zadáno a dvojice (i, i) se neuvažuje. Proto plat́ı Card(Qi)+
Card(Qj) ≤ 2(n − 2) a výraz (Card(Qi) + Card(Qj))/2(n − 2) reprezentuje
normovaný počet párových srovnáńı zahrnuj́ıćıch varianty Ai a Aj. Kritérium
zij je potom pomoćı tohoto výrazu definováno v (3.3) tak, aby představovalo
rostoućı funkci. Kritérium zij je možno interpretovat jako nedostatek provedených
párových srovnáńı mezi objekty Ai a Aj.

Nyńı uvažujme pro (i, j) ∈ Ω \ Q druhý výraz (3.4): Zde je ϕij středńı hod-
nota nekonzistence nepř́ımých srovnáńı provedených s prvky Ai a Aj. Nejprve je
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třeba zadefinovat si proměnnou µij, která představuje středńı hodnotu nepř́ımých
srovnáńı s prvky Ai a Aj. Tato proměnná je založena na tom, jak by měla vypadat
př́ımá srovnáńı dle podmı́nky aditivńı konzistence (1.11):

µij =

 0, jestliže Qi ∩Qj = Ø,∑
k∈Qi∩Qj

aik+akj−0,5

Card(Qi∩Qj)
, jestliže Qi ∩Qj 6= Ø. (3.5)

Nepř́ımá srovnáńı ale nejsou obvykle úplně konzistentńı, proto je zavedena středńı
hodnota nekonzistence ϕij nepř́ımých srovnáńı provedených s prvky Ai a Aj:

ϕij =

 0, jestliže Qi ∩Qj = Ø,∑
k∈Qi∩Qj

(aik+akj−0,5−µij)2

Card(Qi∩Qj)
, jestliže Qi ∩Qj 6= Ø. (3.6)

Hodnota ϕij představuje rozptyl (aih + ahj − 0,5) a plat́ı, že ϕij = 0 právě tehdy,
když všechna nepř́ımá srovnáńı Ai a Aj jsou aditivně konzistentńı. Označ́ıme-
li ∆ϕij maximálńı možnou redukci ϕij, potom j́ı můžeme dosáhnout zadáńım
př́ımého srovnáńı aij = µij. Potom dostaneme ∆ϕij = ϕij/(Card(Qi ∩Qj) + 1).
Jak je ukázáno v [27], plat́ı ∆ϕij ≤ 1

3
. Tedy kritérium pij definované v (3.4)

představuje normovanou hodnotu ∆ϕij. Toto kritérium reprezentuje maximálńı
možnou redukci nekonzistence ϕij, která může být dosažena zadáńım př́ımého
srovnáńı pro dvojici (i, j).

Nı́že jsou shrnuty jednotlivé kroky algoritmu pro výběr optimálńı dvojice
prvk̊u pro zadáńı párového srovnáńı, který navrhli Fedrizzi a Giove:

1. Nejprve se zvoĺı λ ∈ 〈0, 1〉. V matici A = {aij}ni,j=1 jsou doplněna párová
srovnáńı pro dvojice (i, i), tj. aii = 0,5 pro každé i = 1, 2, . . . , n. Pracuje se
pouze s horńım trojúhelńıkem matice A. Pokaždé, když bude zadáno párové
srovnáńı pro (i, j), kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i < j, tj. aij ∈ 〈0, 1〉, bude dle
podmı́nky aditivńı reciprocity (1.10) doplněna hodnota aji = 1− aij.

2. Na začátku algoritmu nejsou v horńım trohúhelńıku matice A vyplněny
žádné hodnoty, tj. Q = Ø. Tedy zij = 1, pij = 0 a f(i, j) = λ pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. Je doporučeno jako počátečńı hodnoty zadat párová
srovnáńı pro dvojice {(2i − 1, 2i); i = 1, 2, . . . , n/2}, jestliže n je sudé, a
{(2i− 1, 2i); i = 1, 2, . . . , (n− 1)/2}, pokud n je liché.

3. V každém kroku algoritmu je pro všechna chyběj́ıćı párová srovnáńı
vypočtena hodnota funkce f pomoćı vzorce (3.1). Dle (3.2) je vybrána
dvojice prvk̊u (i, j) ∈ Ω \ Q, pro niž hodnotitel provede zadáńı párového
srovnáńı. Pokud vyjde v́ıce dvojic prvk̊u vyhovuj́ıćıch (3.2), potom se vy-
bere ta dvojice, pro kterou je minimálńı součet index̊u i + j. Pokud je i
takových dvojic v́ıce, potom bude zvolen pár, který obsahuje nejmenš́ı in-
dex.

75



4. Algoritmus konč́ı, když hodnota funkce f bude menš́ı než zvolená hranice
δ ∈ 〈0, 1〉, tj. když plat́ı

max
{i,j}∈Ω\Q

f(i, j) ≤ δ. (3.7)

Výsledkem je neúplná preferenčńı matice A, která má pro každé i, j =
1, 2, . . . , n na pozićıch aij, kde (i, j) ∈ Q, vyplněny hodnoty ze škály 〈0, 1〉
a na pozićıch aij, kde (i, j) ∈ Ω \Q, nejsou zadány žádné hodnoty.

3.3. Nový algoritmus pro konstrukci neúplných

preferenčńıch matic

V této kapitole bude zavedena metoda pro efektivńı źıskáváńı párových
srovnáńı variant od hodnotitele tak, aby źıskaná data byla přijatelně konzistentńı
a aby vzniklá preferenčńı matice nesla dostatek informaćı k výpočtu hodnoceńı
porovnávaných variant. Tato metoda bude založena na algoritmu Fedrizziho a Gi-
oveho [27] pro konstrukci neúplné prefernčńı matice, který je popsán v kapitole
3.2, a bude využ́ıvat podmı́nku slabé konzistence zavedenou v kapitole 2.3. Pro
výpočet hodnoceńı bude použita fuzzifikace váženého pr̊uměru navržená v [54]
a zmı́něná v kapitole 1.2.4. Výsledná hodnoceńı tak budou dána intervalově.
Narozd́ıl od běžně použ́ıvaných metod tedy bude v tomto př́ıstupu zachována
neurčitost daná v preferenčńı matici chyběj́ıćımi párovými srovnáńımi.

Většina výhod navržené metody plyne z využit́ı podmı́nky slabé konzistence
matice. V každém kroku algoritmu bude mı́t hodnotitel k dispozici hodnoty,
které může pro vybrané párové srovnáńı vyplnit tak, aby přitom neporušil slabou
konzistenci matice. Podmı́nka slabé konzistence bude nav́ıc využita také k au-
tomatickému vyplňováńı některých prvk̊u matice. T́ımto dojde pro hodnotitele
ke zjednodušeńı celého procesu zadáváńı preferenčńı matice. Z výsledné neúplné
preferenčńı matice je d́ıky slabé konzistenci možno určit preferenčńı uspořádáńı
porovnávaných variant bez nutnosti poč́ıtat jejich hodnoceńı. Intervalová
hodnoceńı porovnávaných prvk̊u źıskaná z preferenčńı matice zachovávaj́ı d́ıky
slabé konzistenci toto uspořádáńı.

Popis metody
Navržený algoritmus pracuje s diskrétńı hodnot́ıćı škálou. Taková škála je

využ́ıvaná častěji než spojitá d́ıky tomu, že jej́ım prvk̊um lze přǐradit slovńı hod-
noty. Navržená metoda vycháźı z algoritmu autor̊u Fedrizzi a Giove popsaného
v kapitole 3.2. Pomoćı něj je vybrán optimálńı element matice, který by měl
hodnotitel vyplnit tak, aby přinesl dostatek informace a nezvýšil významně ne-
konzistenci matice. Z hodnot ostatńıch prvk̊u matice jsou pro tento element
vypočteny povolené hodnoty, ze kterých může hodnotitel vyb́ırat tak, aby ma-
tice z̊ustávala slabě konzistentńı. Př́ıpustné hodnoty pro zachováńı slabé konzis-
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tence jsou vypočteny také pro všechny ostatńı dosud jednoznačně nedefinované
prvky matice. Pro jednoduchost jsou tyto množiny zapisovány př́ımo do prefe-
renčńı matice mı́sto chyběj́ıćıch hodnot. Takto vzniká v podstatě neurčitá pre-
ferenčńı matice, jej́ıž elementy tvoř́ı diskrétńı intervaly hodnot. Protože tento
algoritmus navazuje na algoritmus Fedrizziho a Gioveho pro zadáváńı párových
srovnáńı v neúplné preferenčńı matici, je i zde vyplňovaná preferenčńı matice
nazývána neúplnou matićı. V tomto př́ıpadě však budou chyběj́ıćı data nahra-
zena množinami př́ıpustných hodnot, budou tedy dána neurčitě.

Jakmile hodnotitel v uvažované matici vyplńı nějakou intenzitu párové prefe-
rence, jsou všechny tyto množiny př́ıpustných hodnot přepoč́ıtány a může doj́ıt
k jejich zúžeńı. V některých př́ıpadech je pro dané párové srovnáńı př́ıpustná
jediná hodnota, která zajist́ı slabou konzistenci matice. V takovém př́ıpadě je
tedy jednoznačně definovaná hodnota určena automaticky a nepředkládá se již
k doplněńı hodnotiteli. Toto zajist́ı sńıžeńı počtu párových srovnáńı, která muśı
být vyplněna př́ımo hodnotitelem. Jakmile je k dispozici dostatek vyplněných,
resp. jednoznačně definovaných, párových porovnáńı, zadáváńı hodnot skonč́ı.
Výsledkem je neúplná, resp. neurčitá, matice párových porovnáńı, kde každý
jej́ı element bude bud’ dán jednoznačně prvkem z uvažované škály, nebo pro
něj bude vymezena množina př́ıpustných hodnot z této škály. Bude se jednat
o takové hodnoty, které nebudou porušovat slabou konzistenci matice. U takovéto
matice je třeba ještě zkontrolovat, jestli všechny množiny př́ıpustných hodnot
obsahuj́ı pouze hodnoty z jedné strany hodnot́ıćı škály vzhledem k indiferenci.
Pokud ne, tak nelze určit preferenčńı pořad́ı porovnávaných variant. V takovém
př́ıpadě je ještě nutné obdobným postupem, který byl popsán výše, doplnit
konkrétńı hodnoty expertně. Jakmile je toto provedeno, je možné z této neúplné
matice určit preferenčńı pořad́ı porovnávaných variant. Pro porovnávané prvky
se vypočtou jejich intervalová hodnoceńı, k čemuž jsou využity vzorce pro
výpočet fuzzifikovaného geometrického pr̊uměru uvedené v [54]. Tyto vzorce byly
zavedeny pro fuzzy AHP, které je zmı́něno v kapitole 1.2.4. Źıskaná intervalová
hodnoceńı jsou taková, že pokud by hodnotitel vyplnil celou preferenčńı matici
tak, aby byla slabě konzistentńı, potom př́ıslušná reálná hodnoceńı budou
ležet uvnitř těchto interval̊u. Simulace ukázaly, že t́ımto zp̊usobem je možno
v pr̊uměru zredukovat párová srovnáńı požadovaná od hodnotitele až o 60%.

Předpoklady
Algoritmus je možno definovat jak pro multiplikativńı preferenčńı matici M ,

tak pro aditivńı preferenčńı matici A. Vzhledem k tomu, že tyto dva př́ıstupy jsou
dle kapitoly 1.2.3 ekvivalentńı, je algoritmus popsán pro př́ıpad, kdy hodnotitel
zadává multiplikativńı preference. Nakonec bude pouze stručně shrnuta aditivńı
verze. Uvažujeme diskrétńı škálu. Intenzity preferenćı se tedy budou zadávat na
multiplikativńı škále I ⊂ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, kde I = L∪{1}∪P , P = {c2, c3, . . . , cN},

L = { 1
cN
, 1
cN−1

, . . . , 1
c2
}, c2, c3 . . . , cN > 1, cN = σ.
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Uvažujme varianty A1, A2, . . . , An, kterým je třeba přǐradit hodnoceńı v̊uči
kritériu K. Dále uvažujme slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı matici
M = {mij}ni,j=1, kde mij ∈ I pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Jedná se o prefe-
renčńı matici, která by vznikla v př́ıpadě, že by hodnotitel zadal všechna párová
srovnáńı. Tedy M by představovala úplnou preferenčńı matici párového po-
rovnáńı variant A1, A2, . . . , An, tj. takovou preferenčńı matici, kde jsou všechna
párová srovnáńı jednoznačně zadána. Dále uvažujme hodnoceńı h1, h2, . . . , hn va-
riant A1, A2, . . . , An, která by v tomto př́ıpadě byla z matice M vypočtena pomoćı
geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8).

Nyńı uvažujme multiplikativńı preferenčńı matici př́ıslušnou variantám
A1, A2, . . . , An, kterou bude hodnotitel v pr̊uběhu algoritmu vyplňovat.
Požadujeme opět, aby tato matice byla zadávána tak, aby byla slabě konzist-
netńı. Bude-li hodnotitel zadávat párové srovnáńı variant Ai a Aj, bude jeho
volba tedy opět mij, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Pro chyběj́ıćı hodnoty budou od-
vozeny množiny př́ıpustných hodnot takových, pro které nebude porušena slabá
konzistence zadávané preferenčńı matice. Toto lze společně zapsat do jedné ma-
tice, kde zadané hodnoty budou reálné a nezadané budou specifikované množinou
př́ıpustných hodnot. Reálná č́ısla je možno přepsat na jednoprvkové množiny.
Obecně tedy můžeme ř́ıct, že v této metodě pracujeme s neurčitou matićı
M̃ = {m̃ij}ni,j=1, kde m̃ij = [mL

ij,m
U
ij] představuje uspořádanou množinu hod-

not od mL
ij do mU

ij, i, j = 1, 2, . . . , n. Pro jednoduchost a přehlednost potom
v př́ıpadě, že pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı mL

ij = mU
ij, což je také rovno mij,

bude použito jednoduše značeńı m̃ij = mij. Neúplnou preferenčńı matićı tedy bu-
deme rozumět takovou matici M̃ = {m̃ij}ni,j=1, kde některé elementy jsou zadané
konkrétně reálnými č́ısly a jiné jsou zadané neurčitě, množinou př́ıpustných hod-
not splňuj́ıćıch podmı́nku slabé konzistence. Takové elementy potom představuj́ı
nezadané hodnoty, které se budou v algoritmu předkládat hodnotiteli k vyplněńı,
popř. budou v pr̊uběhu algoritmu jednoznačně určeny automaticky.

Protože preferenčńı matice M̃ muśı být reciproká, zadává hodnotitel pouze
párová srovnáńı v horńım trojúhelńıku matice a ostatńı hodnoty jsou dopočteny
dle (1.6). Uspořádanou dvojici variant Ai a Aj budeme pro potřeby algoritmu
pro jednoduchost značit (i, j), kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Množinu všech dvojic
variant, pro něž by muselo být zadáno přesné párové srovnáńı, aby z matice M̃
vznikla úplná matice M , označ́ıme Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, . . . , n, i < j}. Počet
takových dvojic je n(n−1)/2. Množina dvojic variant, pro něž již bylo provedeno
párové srovnáńı, tj. je zadána konkrétńı reálná hodnota, bude označena Q. Tud́ıž
Ω \ Q znač́ı ty dvojice variant, pro které v horńım trojúhelńıku matice nebylo
párové srovnáńı zat́ım konkrétně zadáno, tj. je známá pouze množina př́ıpustných
hodnot.

Nyńı je možno pro tyto množiny zavést zjednodušený tvar matice M̃ =
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{m̃ij}ni,j=1. Pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, i < j, plat́ı

m̃ij =

{
[mL

ij,m
U
ij], jestliže (i, j) ∈ Ω \Q,

mij, jestliže (i, j) ∈ Q, (3.8)

kde [mL
ij,m

U
ij] ⊆ I znač́ı uspořádanou množinu hodnot ze škály I od mL

ij do mU
ij,

které vyhovuj́ı vlastnosti slabé konzistence matice. Je zřejmé, že pro (i, j) ∈ Ω\Q
plat́ı mij ∈ [mL

ij,m
U
ij]. Dále jak bylo řečeno výše, pro (i, j) ∈ Q by bylo možno

psát také m̃ij = [mL
ij,m

U
ij], kde mL

ij = mU
ij = mij. Dále plat́ı m̃ii = 1 pro každé

i = 1, 2, . . . , n. Pro reciproké hodnoty pod hlavńı diagonálou pro každé i, j =
1, 2, . . . , n, i < j, plat́ı

m̃ji =

{
[mL

ji,m
U
ji] =

[
1
mU

ij
, 1
mL

ij

]
, jestliže (i, j) ∈ Ω \Q,

mji = 1
mij

, jestliže (i, j) ∈ Q.
(3.9)

Konstrukce množin [mL
ij,m

U
ij] prob́ıhá následujćım zp̊usobem: Pro každé

(i, j) ∈ Ω \ Q je definována množina PHij ⊆ I, která bude představovat
množinu př́ıpustných hodnot škály I takových, pro které dané párové srovnáńı
dodrž́ı slabou konzistenci matice. Protože slabá konzistence vždy pro uvažovaný
element matice omezuje jen jeho maximálńı nebo minimálńı uvažovanou hod-
notu, je množina PHij ⊆ I jednoznačně určena svými hodnotami minPHij a
maxPHij. Pro (i, j) ∈ Ω \Q je tedy možno množinu př́ıpustných hodnot označit
[minPHij,maxPHij]. T́ımto zápisem rozumı́me množinu hodnot z I od minPHij

po maxPHij. Např. pro Saatyho škálu popsanou v tabulce 1.2 bude množina
[3, 7] znamenat množinu {3, 4, 5, 6, 7}. Pro reciproká párová srovnáńı (j, i), kde
(i, j) ∈ Ω \ Q, budou tyto množiny zavedeny následovně: Pro (j, i) takové, že
(i, j) ∈ Ω \Q, bude platit PHji = [minPHji,maxPHji] = [ 1

maxPHij
, 1

minPHij
]. Je

zřejmé, že pro každé i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı [mL
ij,m

U
ij] = [minPHij,maxPHij].

Źıskáváńı množiny slabě konzistentńıch hodnot prob́ıhá pomoćı slabé kon-
zistence zavedené pro úplnou preferenčńı matici M . Je přitom třeba pracovat
jak s jednoznačně zadanými prvky matice, tak s množinami př́ıpustných hod-
not. Pro tyto množiny může nastat libovolná z uvažovaných př́ıpustných hodnot,
proto je třeba prošetřit slabou konzistenci pro každou povolenou hodnotu zvlášt’

a výsledek sjednotit. Toto je detailně popsáno v př́ıslušném kroku algoritmu. Sla-
bou konzistenci je potom na základě podmı́nek pro úplnou preferenčńı matici
M množno zavést i pro matici M̃ . Podmı́nku (2.20) pro matici M je možné pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n přepsat do tvaru

mij ∈ [c2, σ] ∧mjk ∈ [c2, σ] =⇒ mik ∈ [max{mij,mjk}, σ].

Tedy jsou-li pro dvojice (i, j) a (j, k) zadány přesné hodnoty, potom pro dvo-
jici (i, k) bude párové srovnáńı rovno alespoň max{mij,mjk}. Pokud bychom
uvažovali matici M̃ , kde pro dvojici (i, j) a (j, k) jsou zadány přesné hodnoty
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a pozice (i, k) zat́ım neńı zadána, potom je t́ımto zp̊usobem možno definovat
množinu př́ıpustných hodnot pro dvojici (i, k). Je tedy možno psát

mij ∈ [c2, σ] ∧mjk ∈ [c2, σ] =⇒ [mL
ik,m

U
ik] = [max{mij,mjk}, σ]. (3.10)

Pokud by pro uvažované dvojice (i, j) a (j, k) byly mı́sto konkrétńıch hodnot
dány množiny př́ıpustných hodnot, bylo by pro (3.10) třeba udělat sjednoceńı
přes všechny mij ∈ [mL

ij,m
U
ij] a mjk ∈ [mL

jk,m
U
jk]. Potom by plynulo, že pro

dvojici m̃ij = [mL
ij,m

U
ij] ⊆ [c2, σ] a m̃jk = [mL

jk,m
U
jk] ⊆ [c2, σ] muśı platit

m̃ik = [mL
ik,m

U
ik] =

⋃
mij∈[mL

ij ,m
U
ij ],mjk∈[mL

jk,m
U
jk]

[max{mij,mjk}, σ] = [max{min{mij;

mij ∈ [mL
ij,m

U
ij]},min{mjk;mjk ∈ [mL

jk,m
U
jk]}}, σ] = [max{mL

ij,m
L
jk}, σ].

Analogický postup by byl použit, pokud by pouze pro jednu z dvojic (i, j) a (j, k)
byla dána množina př́ıpustných hodnot. Obdobně by potom bylo možné odvodit
také vztahy vyplývaj́ıćı pro M̃ z podmı́nky (2.21) slabé konzistence. Slabou kon-
zistenci preferenčńı matici M̃ = {m̃ij}ni,j=1, jej́ıž prvky jsou dány vztahy (3.8) a
(3.9), je potom možné definovat s přihlédnut́ım k tomu, že pro (i, j) ∈ Q je mı́sto
m̃ij = mij možno psát m̃ij = [mL

ij,m
U
ij] = [mij,mij] a mı́sto m̃ji = mji je možno

psát m̃ji = [mL
ji,m

U
ji] = [mji,mji] pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n následovně:

m̃ij ⊆ [c2, σ] ∧ m̃jk ⊆ [c2, σ] =⇒ m̃ik = [max{mL
ij,m

L
jk}, σ], (3.11)

m̃ij = 1 ∧ m̃jk ⊆ [1, σ] =⇒ m̃ik = m̃jk, (3.12)

m̃ij ⊆ [1, σ] ∧ m̃jk = 1 =⇒ m̃ik = m̃ij. (3.13)

Slabě konzistentńı preferenčńı matice M̃ má analogické vlastnosti jako slabě
konzistentńı úplná preferenčńı matice M . Matice M̃ je slabě konzistentńı právě
tehdy, když existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že pro
horńı trojúhelńık a diagonálu matice přesupořádané pomoćı této permutace plat́ı:

1. posloupnosti {mL
π(i)π(j)}nπ(j)=π(i), {mU

π(i)π(j)}nπ(j)=π(i) jsou neklesaj́ıćı pro
každé i = 1, 2 . . . , n;

2. posloupnosti {mL
π(i)π(j)}

π(j)
π(i)=1, {mU

π(i)π(j)}
π(j)
π(i)=1 jsou nerostoućı pro každé j =

1, 2, . . . , n;

3. jestliže m̃π(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
m̃π(l)π(i) = m̃π(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n, kde π(l) ≤ π(i) < π(j);

4. jestliže m̃π(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
m̃π(i)π(k) = m̃π(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j) ≤ π(k).

Přičemž v bodech 1. a 2. pro (i, j) ∈ Q plat́ı mL
π(i)π(j) = mU

π(i)π(j) = mπ(i)π(j) a

mL
π(j)π(i) = mU

π(j)π(i) = mπ(j)π(i). Důkaz tohoto tvrzeńı by se provedl analogicky
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jako d̊ukaz věty 2.3 s přihlédnut́ım k tomu, že některé prvky matice M̃ jsou
vymezeny uspořádanou množinou hodnot.

Popis krok̊u algoritmu
Nyńı bude popsán algoritmus pro źıskáńı preferenčńı matice M̃ a pro výpočet

intervalových hodnoceńı variant, který kombinuje algoritmus Fedrizziho a Gio-
veho, podmı́nku slabé konzistence a výpočet hodnoceńı pomoćı fuzzifikovaného
geometrického pr̊uměru.

Některé úkony se provád́ı automaticky a nejsou součást́ı popisu algoritmu:
V některých kroćıch metody je třeba přecházet mezi multiplikativńımi a adi-
tivńımi preferencemi. V takovém př́ıpadě jsou použity převodńı vztahy (1.13) a
(1.14). Dále vždy, když dojde k vyplněńı hodnoty m̃ij = mij, bude automaticky
doplněna hodnota m̃ji = mji = 1

mij
. Stejně tak vždy, když bude pro chyběj́ıćı

element matice předefinována množina PHij = [minPHij,maxPHij], bude au-
tomaticky upravena množina PHji = [minPHji,maxPHji] = [ 1

maxPHij
, 1

minPHij
].

Pro jednoduchost budou množiny PHij pro chyběj́ıćı prvky zapisovány př́ımo
do matice M̃ , tj. množina PHij bude automaticky ztotožněna s m̃ij = [mL

ij,m
U
ij].

Kroky algoritmu:

1. Nejprve jsou provedena počátečńı nastaveńı. U multiplikativńı preferenčńı
matice M̃ = {m̃ij}ni,j=1 jsou zadány diagonálńı prvky, tj. m̃ij = 1 pro
každé i = 1, 2, . . . , n. Stanov́ı se množina př́ıpustných řešeńı PHij pro
každé (i, j) ∈ Ω \ Q. Na začátku je Q = Ø, tj. PHij = [ 1

σ
, σ] pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. Je stanoven parametr λ ∈ 〈0, 1〉 pro výběrovou
funkci (3.1).

2. Hodnotitel zadá počátečńı párová srovnáńı pro dvojice (2i − 1, 2i), i =
1, 2, . . . , bn/2c, kde bn/2c je celá část č́ısla n/2. Tj. zadá intenzity preference
m̃2i−1,2i = m2i−1,2i pro i = 1, 2, . . . , bn/2c.
Je použita stejná množina počátečńıch párových srovnáńı jako v [27]. Můžou
být vybrána i jiná počátečńı párová srovnáńı. Pokud by takto ale vznikla
nějaká dvojice nepř́ımých srovnáńı, musely by být přepoč́ıtány hodnoty
PHij jako v kroku 3b a zkontrolována slabá konzistence.

3. Nyńı bude provedena interaktivńı část algoritmu:

(a) Hodnotitel provede zadáńı intenzity preference, tj. vyplńı m̃ij, kde
(i, j) ∈ Ω \ Q takové, které vyhovuje (3.2), tj. dvojice prvk̊u, která
maximalizuje hodnot́ıćı funkci (3.1). Pokud by takových dvojic prvk̊u
bylo v́ıce, bude vybrána dvojice s nejmenš́ım součtem index̊u, popř.
s nejmenš́ım indexem. Zadávané párové srovnáńı muśı splňovat slabou
konzistenci, hodnotitel tedy voĺı m̃ij ∈ PHij. Zde tedy m̃ij = mij. Po
vyplněńı párového srovnáńı hodnotitelem je předefinováno Ω a Q.
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Je použita výběrová funkce a výběrové pravidlo navržené v algoritmu
autor̊u Fedrizzi a Giove, který je popsán v kapitole 3.2. Tato funkce
vyhledává dvojice prvk̊u, pro které neńı zadán dostatek nepř́ımých
párových srovnáńı a které by přinesly redukci nekonzistence matice.
Parametr λ této funkce slouž́ı jako váha mezi těmito kritérii.

(b) Jsou přepočteny množiny př́ıpustných hodnot a pro jednoprvkové
množiny je provedeno jejich dosazeńı do matice. Tj. pomoćı vztah̊u
(2.20)–(2.29) jsou přepočteny množiny př́ıpustných hodnot PHij

pro všechny chyběj́ıćı (i, j) ∈ Ω \ Q tak, aby nadále odpov́ıdaly
slabé konzistenci. Vycháźı se přitom z dvojic m̃ik, m̃kj, k 6=
i, j, kde jeden nebo oba tyto prvky můžou představovat množinu
př́ıpustných hodnot. Potom jsou pro toto konkrétńı k 6= i, j po-
moćı podmı́nek (2.20)–(2.29) vyšetřeny všechny dvojice m̃ik =
αik a zároveň m̃kj = βkj, kde αik ∈ [mL

ik,m
U
ik] a βkj ∈

[mL
kj,m

U
kj], přičemž pro (i, k) ∈ Q plat́ı mL

ik = mU
ik = mik. Pro

každou takovou dvojici je výsledkem množina PHij(αik, βkj). Pro
všechny kombinace těchto dvojic vznikne množina PHij(m̃ik, m̃kj) =⋃
αik∈[mL

ik,m
U
ik],βkj∈[mL

kj ,m
U
kj ] PHij(αik, βkj). Celková množina př́ıpustných

hodnot pro (i, j) je potom pr̊unik přes tyto množiny pro jednotlivá
k 6= i, j, tj. PHij =

⋂
k=1,2,...,n,k 6=i,j PHij(m̃ik, m̃kj).

Pokud pro nějaké (i, j) ∈ Ω \ Q plat́ı PHij = {αij}, kde αij ∈ 〈 1
σ
, σ〉,

potom je doplněna tato hodnota do preferenčńı matice M̃ automaticky
bez zásahu hodnotitele, tj. m̃ij = αij. Je zřejmé, že αij = mij. Následně
jsou upraveny množiny Ω a Q. Došlo-li ke zúžeńı nějaké množiny PHij

(at’ už na jednoprvkovou množinu nebo ne), zopakuje se tento krok 3b.
Jinak se pokračuje na krok 3c.

(c) Zastavovaćı kritérium: Je požadováno, aby pro každý nezadaný pr-
vek existovala dvojice nepř́ımých srovnáńı se zadanou intenzitou pre-
ference, tj. zkontroluje se, jestli pro každé (i, j) ∈ Ω \ Q existuje k
takové, že k 6= i, j a (i, k), (k, j) ∈ Q. Pokud je toto kritéirum splněno,
pokračuje se na krok 4. Jinak se vraćıme zpět na krok 3a.

Existuj́ı-li pro nezadané prvky dvojice nepř́ımých srovnáńı s vy-
plněnou intenzitou preference, pak to znamená, že hodnoty PHij

jsou př́ımo ovlivněny podmı́nkou slabé konzistence. Jsou tedy stejné
nebo méně početné než v kroku 1. Přičemž PHij je stejná jako na
začátku algoritmu jen tehdy, když pro (i, j) sice existuje zadaná dvo-
jice nepř́ımých srovnáńı, ale po aplikováńı podmı́nky slabé konzistence
nedošlo k jej́ımu zúžeńı. Toto zastavovaćı kritérium se lǐśı od kritéria
(3.7), které použili Fedrizzi a Giove.

4. Nyńı jsou eliminovány množiny PHij, dle kterých nelze rozlǐsit, který ze
dvou porovnávaných prvk̊u je preferovaněǰśı.
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(a) Je identifikováno, jestli v matici M̃ existuj́ı tzv. nejednoznačné
množiny př́ıpustných hodnot, tj. jestli existuje množina PHij, (i, j) ∈
V ⊆ Ω \Q, taková, že 1 ∈ PHij nebo že {ck, 1

ck
} ⊆ PHij, kde ck ∈ P ,

k ∈ {2, 3, . . . , N}. Pokud V 6= Ø, pokračuje se na krok 4b. V opačném
př́ıpadě se pokračuje na krok 5.

(b) Hodnotitel provede zadáńı intenzity preference, tj. zadá párové
srovnáńı pro dvojici prvk̊u (k, l) ∈ V takovou, že (k, l) =
arg max(i,j)∈V Card(PHij). Pokud je takových dvojic v́ıce, vybere se
jedna z nich náhodně. Následně dojde k úpravě množin Ω a Q.

(c) Dojde k přepočteńı množin př́ıpustných hodnot PHij, kde (i, j) ∈
Ω \ Q a pro jednoprvkové množiny se provede jejich dosazeńı do ma-
tice, tj. provád́ı se postup uvedený v kroku 3b, dokud docháźı ke
zužováńı množin př́ıpustných hodnot. Následně je upravena množina
V a vraćıme se zpět na krok 4a.

Je-li PHij nejednoznačná, potom z ńı neńı možné jednoznačně určit, jestli
je Ai preferováno před Aj nebo Aj před Ai, popř. jestli jsou indiferentńı.
Proto jsou takovéto dvojice prvk̊u postupně předkládány hodnotiteli k vy-
plněńı, dokud pro každou takovou dvojici neńı hodnotitelem zadáno párové
srovnáńı nebo dokud k ńı př́ıslušná množina př́ıpustných hodnot neńı
zúžena na jednoznačnou množinu (jako d̊usledek zadáńı hodnoty pro ji-
nou nejednoznačnou množinu). Aby od hodnotitele nebylo třeba vyžadovat
moc dodatečných informaćı, předkládaj́ı se mu k vyplněńı tyto nejedno-
značné množiny od nejpočetněǰśı. Výsledkem tohoto kroku je finálńı prefe-
renčńı matice M̃ , ze které je možno určit preferenčńı uspořádáńı variant a
vypoč́ıtat jejich hodnoceńı.

5. Nyńı je určeno preferenčńı uspořádáńı variant. Pro každé i = 1, 2, . . . , n
vypočte se si =

∑
j∈Oj

1, kde Oj = {j; j = 1, 2, . . . , n : m̃ij ∈
[1, σ] ∨ m̃ij ⊆ [1, σ]}. Potom se varianty A1, A2, . . . , An pomoćı permu-
tace π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} takové, že sπ(1) ≥ sπ(2) ≥ · · · ≥ sπ(n),
přeč́ısluj́ı na Aπ(1), Aπ(2), . . . , Aπ(n). Uspořádáńı prvk̊u Aπ(1) � Aπ(2) � · · · �
Aπ(n) představuje kvaziuspořádáńı. Neúplnou preferenčńı matici př́ıslušnou

Aπ(1), Aπ(2), . . . , Aπ(n) budeme značit M̃U .

Preferenčńı uspořádáńı variant se tedy odvod́ı tak, že pro každou variantu
se zjist́ı počet variant, před kterými je tato variantami preferovaná nebo je
s nimi indiferentńı. Vycháźı se přitom z toho, kolik je v každém řádku ele-
ment̊u větš́ıch nebo rovných 1. Preferenčńı uspořádáńı variant se takto dá
odvodit d́ıky tomu, že matice M̃ je slabě konzistentńı, což s sebou nese in-
formaci o kvaziuspořádáńı porovnávaných variant. Toto uspořádáńı určuje
právě permutace π taková, že plat́ı m̃π(i)π(j) ∈ [1, σ] nebo m̃π(i)π(j) ⊆ [1, σ]
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j).
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Přeuspořádaná matice M̃U = {m̃Uij}ni,j=1 neńı nutná pro výpočet hodnoceńı
variant. Je však pro hodnotitele přehledněǰśı, nebot’ pro ni plat́ı m̃Uij ⊆
[1, σ] nebo m̃Uij ∈ [1, σ] pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. V horńım
trojúhelńıku této matice je potom také jednoduše vidět, že tato matice je
slabě konzistentńı, nebot’ jsou splněny vlastnosti (3.11)–(3.13).

6. Na závěr je vypočteno hodnoceńı variant. Pro potřeby výpočtu hodnoceńı se
s PHij, kde (i, j) ∈ Ω\Q, pracuje jako s intervaly reálných č́ısel, d́ıky čemuž
i výsledná hodnoceńı budou intervalová. Pro jejich výpočet je použit fuzzi-
fikovaný geometrický pr̊uměr uvedený v [54]. Jedná se o vzorce pro výpočet
krajńıch hodnot trojúhelńıkového fuzzy hodnoceńı. Intervalové hodnoceńı
h̃i = 〈hli, hUi 〉 varianty Ai pro každé i = 1, 2, . . . , n se vypočte

hLi =

n

√
n∏
j=1

mL
ij

n

√
n∏
j=1

mL
ij + max


n∑
k=1
k 6=i

n

√√√√mU
ki

k−1∏
l=1
l 6=i

1

m∗lk

n∏
l=k+1
l 6=i

m∗kl ;

m∗kl ∈
〈
mL
kl,m

U
kl

〉
,

k, l = 1, 2, . . . , n,

k, l 6= i, k < l


,

(3.14)

hUi =

n

√
n∏
j=1

mU
ij

n

√
n∏
j=1

mU
ij + min


n∑
k=1
k 6=i

n

√√√√mL
ki

k−1∏
l=1
l 6=i

1

m∗lk

n∏
l=k+1
l 6=i

m∗kl ;

m∗kl ∈
〈
mL
kl,m

U
kl

〉
,

k, l = 1, 2, . . . , n,

k, l 6= i, k < l


.

(3.15)
Hodnoceńı variant je možno vypoč́ıtat jak z matice M̃ , tak z matice M̃U .
Pro jednoduchost značeńı jsou vzorce (3.14) a (3.15) dány v podobě pro M̃ .

Pro výpočet intervalových hodnoceńı jsou použity vzorce zavedené v [54]
p̊uvodně pro metodu fuzzy AHP, o které je zmı́nka v kapitole 1.2.4. Tyto
vzorce slouž́ı k výpočtu fuzzy hodnoceńı z fuzzy preferenčńı matice, kde in-
tenzity preferenćı jsou zadané trojúhelńıkovými fuzzy č́ısly, pomoćı nichž je
postihnuta neurčitost na vstupu. Výsledná hodnoceńı źıskaná pomoćı fuz-
zifikovaného geometrického pr̊uměru, jejichž krajńı body jsou dány vzorci
(3.14) a (3.15), jsou potom také trojúhelńıková fuzzy č́ısla. Použit́ı této me-
tody by tedy mělo adekvátně zpracovat a zachovat neurčitost v matici M̃ ,
kde některé hodnoty jsou dány neurčitě množinou př́ıpustných hodnot.

Protože je matice M̃ slabě konzistentńı (resp. protože po přeuspořádáńı
na matici M̃U krajńı body př́ıpustných množin v jednotlivých sloupćıch
představuj́ı nerostoućı posloupnosti), plat́ı pro intervalová hodnoceńı va-
riant źıskaná pomoćı vzorc̊u (3.14) a (3.15) analogická vlastnost jako pro
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hodnoceńı źıskaná z úplné preferenčńı matice ve větě 2.4. Tedy permutace
π źıskaná v kroku 5. určuje také uspořádáńı hodnoceńı variant dle velikosti,
tj. plat́ı h̃π(1) ≥ h̃π(2) ≥ · · · ≥ h̃π(n), kde pro každé i, j = 1, 2, . . . , n označeńı

h̃π(i) ≥ h̃π(j) znamená hLi ≥ hLj a zároveň hUi ≥ hUj .

Pro aditivńı neúplnou preferenčńı matici Ã = {ãij}ni,j=1 by zave-
dený algoritmus fungoval analogicky. Uvažovali bychom diskrétńı aditivńı
škálu IA ⊂ 〈0, 1〉, kde IA = LA ∪ {0,5} ∪ PA, PA = {d2, d3, . . . , dN},
LA = {1 − dN , 1 − dN−1, . . . , 1 − d2}, d2, d3, . . . , dN > 0,5, dN = 1. Pro prvky
matice Ã by platilo: Pokud ãij = [aLij, a

U
ij], tak ãji = [aLji, a

U
ji] = [1 − aUij, 1 − aLij].

Množiny př́ıpustných hodnot PHA
ij by se omezovaly dle podmı́nek (2.30)–

(2.39). Platilo by PHA
ji = [1 − maxPHA

ij , 1 − minPHA
ij ]. Nejednoznačné

př́ıpustné množiny by potom byly takové PHA
ij , kde 0,5 ∈ PHA

ij nebo
{dk, 1 − dk} ⊆ PHA

ij , dk ∈ PA, k ∈ {2, 3, . . . , N}. Pomocná proměnná

pro přeuspořádáńı matice Ã na ÃU by se poč́ıtala sAi =
∑

j∈OA
j

1, kde

OA
j = {j; j = 1, 2, . . . , n : ãij ∈ [0,5, 1] ∨ ãij ⊆ [0,5, 1]}. Výsledná aditivńı prefe-

renčńı matice Ã (resp. ÃU) by byla převedena pomoćı (1.14) na multiplikativńı
preferenčńı matici M̃ (resp. M̃U) a z ńı by bylo vypočeteno hodnoceńı variant
dle vztah̊u (3.14) a (3.15).

Ilustrativńı př́ıklad
Na následuj́ıćım př́ıkladě bude pro lepš́ı ilustraci ukázáno, jak prob́ıhá

omezováńı množiny př́ıpustných hodnot v kroku 3b.

Př́ıklad: Mějme neúplnou Saatyho matici S̃ = {s̃ij}ni,j=1, kde element s̃ij, i, j ∈
{1, 2, . . . , n}, neńı vyplněn. Pod́ıvejme se, jaké př́ıpustné hodnoty by pro něj
plynuly dle postupu v kroku 3b uvedeného algoritmu z konkrétńıch hodnot s̃ik a
s̃kj, k 6= i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

1. Jestliže s̃ik = 5 a s̃kj ∈ [1, 7], potom vyšetř́ıme jednotlivé př́ıpady s̃kj =
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a hodnoty, které pro jednotlivé dvojice párových srovnáńı
dostaneme ze vzorc̊u (2.20)–(2.21), sjednot́ıme:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [5, 5] ∪ [5, 9] ∪ [5, 9] ∪ [5, 9] ∪ [5, 9] ∪ [6, 9] ∪ [7, 9] = [5, 9].

2. Jestliže s̃ik ∈ [1/7, 1/5] a s̃kj = 1/3, potom přes jednotlivé př́ıpady s̃ik =
1/7, 1/6, 1/5 dostaneme pomoćı vzorce (2.22) následuj́ıćı:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [1/9, 1/7] ∪ [1/9, 1/6] ∪ [1/9, 1/5] = [1/9, 1/5].

3. Jestliže s̃ik = 5 a s̃kj ∈ [1/6, 1/4], potom přes jednotlivé př́ıpadys̃jk =
1/6, 1/5, 1/4 dostaneme pomoćı vzorc̊u (2.24)–(2.26) následuj́ıćı:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [1/6, 1/2] ∪ [1/5, 5] ∪ [2, 5] = [1/6, 5]. V tomto př́ıpadě
ovšem nené možno určit, jestli je prvek s indexem i preferován před prvkem
s indexem j nebo naopak.
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4. Jestliže s̃ik ∈ [1/9, 1/7] a s̃kj = 5, potom přes jednotlivé př́ıpady s̃jk =
1/9, 1/8, 1/7 dostaneme pomoćı vzorce (2.28) následuj́ıćı:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [1/9, 1/2] ∪ [1/8, 1/2] ∪ [1/7, 1/2] = [1/6, 1/2] = [1/9, 1/2].

5. Jestliže s̃ik = 5 a s̃kj ∈ [1/3, 2], potom přes jednotlivé př́ıpady s̃jk =
1/3, 1/2, 1, 2 dostaneme pomoćı vzorc̊u (2.20), (2.21) a (2.24) následuj́ıćı:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [2, 5] ∪ [2, 5] ∪ [5, 5] ∪ [5, 9] = [2, 9].

6. Jestliže s̃ik ∈ [5, 6] a s̃kj ∈ [4, 7], potom nejprve pro s̃ik = 5 vezmeme
jednotlivé hodnoty s̃kj = 4, 5, 6, 7 a následně stejné hodnoty vezmeme pro
s̃ik = 6. Tyto př́ıpady vyšetř́ıme pomoćı vzorce (2.20) a po jejich sjednoceńı
dostaneme:
PHij(s̃ik, s̃kj) = [5, 9]∪[5, 9]∪[6, 9]∪[7, 9]∪[6, 9]∪[6, 9]∪[6, 9]∪[7, 9] = [5, 9].

7. Uvažujme nyńı k ∈ {1, 2, . . . , n}, k 6= i, j, pro které s̃ik = 5 a s̃kj ∈ [1, 7].
Potom pro něj dle bodu 1. plyne PHij(s̃ik, s̃kj) = [5, 9]. Uvažujme dále,
že pro nějaké l ∈ {1, 2, . . . , n}, l 6= i, j, k plat́ı s̃il = 5 a s̃lj ∈ [1/6, 1/4].
Potom dle bodu 3. bude PHij(s̃il, s̃lj) = [1/6, 5]. Pokud by toto byly je-
diné dvě dvojice nepř́ımých srovnáńı v matici S̃ (tj. S̃ je řádu 4), po-
tom PHij = [5, 9] ∩ [1/6, 5] = 5. V tomto př́ıpadě bychom měli jedinou
př́ıpustnou hodnotu pro s̃ij, proto bychom automaticky dosadili s̃ij = 5. M

Na následuj́ıćım př́ıkladě bude pro lepš́ı ilustraci navrženého algoritmu
ukázána konstrukce preferenčńı matice M̃ a źıskáńı intervalových hodnoceńı
variant z této matice.

Př́ıklad: Uvažujme varianty A1, A2, . . . , A7, které chceme ohodnotit pomoćı
párového srovnáváńı na Saatyho škále, která je popsána v tabulce 1.2.
Vyžadujeme, aby při párovém srovnáńı byla dodržena podmı́nka slabé konzis-
tence. Dále uvažujme, že kdyby hodnotitel vyplnil celou Saatyho matici S =
{sij}7

i,j=1, potom by vypadala tak, jako je to dáno v tabulce 3.1. Hodnoceńı
h = (h1, h2, . . . , h7) variant A1, A2, . . . , A7 vypočtená z S pomoćı geometrického
pr̊uměru řádku (1.8) jsou dána v tabulce 3.5 . Ukážeme si, jak bude vypadat
slabě konzistentńı Saatyho matice S̃ = {s̃ij}7

i,j=1, která bude výsledkem algo-
ritmu navrženého v kapitole 3.3, a jak budou vypadat intervalová hodnoceńı
h̃ = (h̃1, h̃2, . . . , h̃7) variant A1, A2, . . . , A7 vypočtená z S̃ pomoćı vzorc̊u (3.14) a
(3.15).

Matice v tomto př́ıkladu budou pro přehlednost dány ve formě tabulek a
budou v nich zobrazeny pouze elementy nad hlavńı diagonálou a na ńı. Elementy
pod hlavńı diagonálou jsou dány jednoznačně dle podmı́nky reciprocity (1.6).
Pro větš́ı srozumitelnost jsou v tabulce 3.1 pro matici S porovnávané varianty
seřazeny od nejlepš́ı po nejhorš́ı, tj. A3, A7, A2, A6, A1, A4, A5. Odtud je dle věty
2.3 vidět, že matice S je slabě konzistentńı.

Nyńı budeme předpokládat, že o preferenčńım uspořádáńı variant nemáme
předem informace, proto sestav́ıme neúplnou Saatyho matici S̃ = {s̃ij}7

i,j=1 pro
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A3 A7 A2 A6 A1 A4 A5

A3 1 3 5 7 7 8 9
A7 1 4 7 7 7 9
A2 1 3 6 7 7
A6 1 3 5 7
A1 1 3 5
A4 1 5
A5 1

Tab. 3.1: Úplná slabě konzistentńı Saatyho matice S

varianty v pořad́ı A1, A2, . . . , A7. Budeme postupovat dle algoritmu popsaného
v kapitole 3.3. Tj. postupně projdeme tyto kroky:

1. Jsou nastaveny diagonálńı prvky, tj. s̃ii = 1 pro každé i = 1, 2, . . . , 7. Dále
jsou nastaveny množiny př́ıpustných hodnot PHij = [1/9, 9] pro každé i, j =
1, 2, . . . , 7. Je zvolen parametr λ = 0,5.

2. Hodnotitel zadá párová srovnáńı {s̃2i−1,2i; i = 1, 2, 3} = {s̃12, s̃34, s̃56}.
V tomto kroku může hodnotitel vyb́ırat z celé Saatyho škály [1/9, 9]. Hod-
notitel tedy zadá 3 počátečńı párová srovnáńı dle hodnot matice S, tj.
s̃12 = 1/6, s̃34 = 8 a s̃56 = 1/7.

3. Je použita výběrová funkce Fedrizziho a Gioveho pro výběr optimálńı dvo-
jice porovnávaných prvk̊u, jej́ıž párové srovnáńı by mělo být vyplněno. Poté,
co hodnotitel toto párové srovnáńı vyplńı, jsou přepočteny množiny PHij

pro všechny (i, j), pro něž neńı zadáno párové srovnáńı. V tomto kroku byl
celkem 8-krát předložen hodnotiteli k vyplněńı prvek matice. Výslednou
matici S̃ po kroku 3 lze vidět v tabulce 3.2.

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

A1 1 1/6 1/7 [2,7] [5,7] 1/3 1/7
A2 1 1/5 7 [7,9] [2,6] [1/7,1/2]
A3 1 8 [8,9] [5,7] [1/7,5]
A4 1 5 [1/7,1/3] [1/9,1/7]
A5 1 1/7 1/9
A6 1 1/7
A7 1

Tab. 3.2: Slabě konzistentńı Saatyho matice S̃ po kroku 3

V tomto př́ıpadě nedošlo k žádnému automatickému vyplněńı hodnoty.
Tzn., že pro každé i, j = 1, 2, . . . , 7, i < j jsou hodnoty s̃ij = sij vyplněny
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hodnotitelem a hodnoty s̃ij = [sLij, s
U
ij] jsou pomoćı (2.20)–(2.29) dopočteny

tak, aby odpov́ıdaly podmı́nkám slabé konzistence. V tabulce máme ba-
revně vyznačeno srovnáńı variant A3 a A7, pro které vyšla nejednoznačná
množina př́ıpustných hodnot [1/7, 5].

4. V tabulce 3.2, kde je S̃ obdržená z předchoźıho kroku, se vyskytuje nejedno-
značná množina př́ıpustných hodnot [1/7, 5]. Proto hodnotitel dostane k vy-
plněńı př́ıslušné párové srovnáńı, tj. s̃37 = 3. Následně je nutno přepoč́ıtat
PHij pro všechny (i, j), pro které neńı vyplněno párové srovnáńı. Výsledná
matice S̃ po tomto kroku je vidět v tabulce 3.3. V tomto př́ıpadě došlo
k automatickému zadáńı hodnot s̃35 = 9 a s̃36 = 7. Dále došlo ke zúžeńı
př́ıpustných hodnot pro s̃27 a s̃47.

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

A1 1 1/6 1/7 [2,7] [5,7] 1/3 1/7
A2 1 1/5 7 [7,9] [2,6] [1/5,1/2]
A3 1 8 9 7 3
A4 1 5 [1/7,1/3] [1/8,1/7]
A5 1 1/7 1/9
A6 1 1/7
A7 1

Tab. 3.3: Slabě konzistentńı Saatyho matice S̃ po kroku 4

5. Nyńı je možno zjistit preferenčńı uspořádáńı prvk̊u. Pro jednotlivé řádky
matice S̃ se zjist́ı počet element̊u, které jsou větš́ı než 1, tj. plat́ı následuj́ıćı:
s1 = 2, s2 = 4, s3 = 6, s4 = 1, s5 = 0, s6 = 3, s7 = 5. Odtud tedy preferenčńı
uspořádáńı variant vycháźı: A3 � A7 � A2 � A6 � A1 � A4 � A5. Matici
S̃ je možno podle tohoto uspořadáńı variant přeuspořádat do přehledněǰśıho
tvaru S̃U daného v tabulce 3.4.

A3 A7 A2 A6 A1 A4 A5

A3 1 3 5 7 7 8 9
A7 1 [2,5] 7 7 [7,8] 9
A2 1 [2,6] 6 7 [7,9]
A6 1 3 [3,7] 7
A1 1 [2,7] [5,7]
A4 1 5
A5 1

Tab. 3.4: Slabě konzistentńı Saatyho matice S̃U po kroku 5
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Porovnaj́ı-li se matice S a S̃U , potom je vidět, že pro všechna chyběj́ıćı
párová srovnáńı lež́ı skutečné párové srovnáńı v př́ıslušné množině
př́ıpustných hodnot. Také je vidět, že výsledná matice S̃U (a také S̃) je
slabě konzistentńı.

6. V posledńım kroku jsou pomoćı vzorc̊u (3.14) a (3.15) vypočtena z ma-
tice S̃ intervalová hodnoceńı h̃ = (h̃1, h̃2, . . . , h̃7) variant A1, A2, . . . , A7.
Pro výpočet hodnoceńı se s množinami př́ıpustných hodnot pracuje jako
s intervaly. Vypočtená intervalová hodnoceńı jsou k dispozici v tabulce 3.5.
Zde jsou zobrazena také reálná hodnoceńı h. Je vidět, že reálná hodno-
ceńı lež́ı uvnitř př́ıslušných intervalových hodnoceńı. Dále je vidět, že plat́ı
h̃3 ≥ h̃7 ≥ h̃2 ≥ h̃6 ≥ h̃1 ≥ h̃4 ≥ h̃5.

Varianty h h̃
A3 0,04008 〈0,3988, 0,4088〉
A7 0,2783 〈0,2561, 0,2923〉
A2 0,1456 〈0,1313, 0,1615〉
A6 0,0808 〈0,0680, 0,0910〉
A1 0,0474 〈0,0447, 0,0569〉
A4 0,0309 〈0,0254, 0,0359〉
A5 0,0164 〈0,0150, 0,0167〉

Tab. 3.5: Reálná a intervalová hodnoceńı variant A1, A2, . . . , A7

Pro úplnou Saatyho matici řádu 7 by bylo požadováno 21 párových srovnáńı.
V tomto př́ıkladu hodnotitel zadal celkem 12 párových srovnáńı, konkrétně 4
počátečńı v kroku 2, daľśıch 8 doplnil v pr̊uběhu algoritmu v kroku 3 a nakonec
1 při redukci nejednoznačných množin v kroku 4. Dále 2 párová srovnáńı byla
zadána automaticky z vlastnosti slabé konzistence. V konečné matici z̊ustalo
nezadaných 7 párových srovnáńı (vyjádřených pouze př́ıpustnými množinami).
V tomto př́ıpadě bylo tedy hodnotiteli ušetřeno 43% párových srovnáńı, která
by musel zadat pro úplnou Saatyho matici. Výsledná intervalová hodnoceńı
v sobě obsahuj́ı reálná hodnoceńı variant, která bychom dostali pro úplnou slabě
konzistentńı Saatyho matici. M

Pro lepš́ı ilustraci výhod navrženého algoritmu byla provedena následuj́ıćı si-
mulace. Pro dimenze matice n = 5, 10, 15, 20, 25, 30 bylo náhodně vygenerováno
100 slabě konzistentńıch Saatyho matic. Pro každou takovou matici byl použit
navržený algoritmus s parametrem λ = 0,5. V tabulce 3.6 lze vidět pr̊uměrné
výsledky této simulace. Ve druhém sloupci tabulky je pro každý řád matice
řečeno, kolik párových srovnáńı by bylo potřeba pro zadáńı celé Saatyho matice.
Ve třet́ım a čtvrtém sloupci jsou vidět počty a procenta párových srovnáńı, která
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z̊ustala nezadána a která byla zadána automaticky. V pátem sloupci je shrnuto,
kolik párových srovnáńı takto nemusel hodnotitel d́ıky tomuto algoritmu zadat,
opět počtem i procentuálně. V posledńım sloupci jsou zobrazeny počty a procenta
párových srovnáńıch zadaných př́ımo hodnotitelem. Výsledky simulace je možno
obecně vztáhnout na preferenčńı matice použ́ıvaj́ıćı diskrétńı dev́ıtibodovou hod-
not́ıćı škálu. Tj. takovou diskétńı škálu I = L∪{1}∪P , kde stejně jako u Saatyho
škály plat́ı Card({1} ∪ P ) = 9.

řád počet nezadané určeno nevyplněno vyplněno
matice pár. srov. hodnoty automaticky hodnotitelem hodnotitelem

# # # % # % # % # %
5 10 2 20% 2 20% 4 40% 6 60%
10 45 9 21% 14 32% 24 53% 21 47%
15 105 20 19% 44 42% 64 61% 41 39%
20 190 35 19% 88 46% 123 65% 67 35%
25 300 55 18% 152 51% 207 69% 93 31%
30 435 73 17% 239 55% 312 72% 123 28%

Tab. 3.6: Pr̊uměrné hodnoty párových srovnáńı pro náhodně vygenerované slabě
konzistentńı Saatyho matice S̃

V tabulce 3.6 je vidět, že s rostoućım řádem preferenčńı matice významně
klesá procento párových srovnáńı, která muśı zadat př́ımo hodnotitel. Pro prefe-
renčńı matice uvažovaných řád̊u je potom v pr̊uměru od hodnotitele požadováno
zadat 40% párových srovnáńı, tj. pr̊uměrně se jedná o 60% ušetřených párových
srovnáńı. Dále je vidět, že procento párových srovnáńı, která z̊ustávaj́ı ne-
zadána, je cca stejné, resp. mı́rně klesá. V pr̊uměru je to pro preferenčńı matice
uvažovaných řád̊u 19% hodnot, které nejsou přesně určeny. Procento hodnot,
které jsou v pr̊uběhu algoritmu zadány automaticky, s rostoućım řádem matice
výrazně roste. V pr̊uměru se potom pro preferenčńı matice uvažovaných řád̊u
jedná o 41% automaticky určených hodnot.

Zp̊usoby použit́ı
Navržený algoritmus nemuśı být použit v celé své podobě, ve které zde byl

prezentován. Na základě potřeb hodnotite může být zkrácen a použit v několika
verźıch k několika r̊uzným účel̊um:

Verze 1. Źıskáńı intervalových hodnoceńı porovnávaných variant z neúplné pre-
ferenčńı matice. V tomto př́ıpadě bude použit celý algoritmus, tj. kroky
1–6.

Verze 2. Źıskáńı preferenčńıho uspořádáńı porovnávaných variant z neúplné pre-
ferenčńı matice. V tomto př́ıpadě budou použity jen kroky 1–5.
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Verze 3. Źıskáńı reálných hodnoceńı porovnávaných variant z úplné preferenčńı
matice. V tomto př́ıpadě budou použity jen kroky 1–3, přičemž jako
zastavovaćı kritérium v bodě 3c se použije to, že v matici už neńı žádné
chyběj́ıćı (neurčitě zadané) párové srovnáńı. I pro tuto variantu me-
tody z̊ustávaj́ı pro hodnitele zachovány jej́ı výhody: V každém kroku
zadáváńı intenzit preferenćı hodnotitel v́ı, z jakých hodnot může vyb́ırat,
aby jeho rozhodnut́ı byla racionálńı. Dále d́ıky automaticky doplněným
hodnotám dojde ke zmenšeńı počtu párových srovnáńı vyžadovaných od
hodnotitele.

Navržený algoritmus lze použ́ıt také pro v́ıcekriteriálńı hodnoceńı. V př́ıpadě,
že bude nutno porovnat velký počet kritéríı K1, K2, . . . , Km, který nejde rozdělit
do hierarchické struktury, využije se tento algoritmus k vyplněńı celé ma-
tice párového porovnáńı. Tj. použije se metoda ve verzi 3, jej́ımž výsledkem
budou reálné váhy v1, v2, . . . , vm. Bude-li třeba porovnat velký počet variant
A1, A2, . . . , An vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km, potom se pro ně použije
metoda v základńı verzi 1. Výsledkem budou pro každé j = 1, 2, . . . ,m interva-
lová hodnoceńı h̃j1, h̃

j
2, . . . , h̃

j
n, kde h̃ji = 〈hLji , hUju 〉, i = 1, 2, . . . , n. Celkové inter-

valové hodnoceńı h̃i = 〈hLi , hUi 〉 varianty Ai vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km

je potom pro každé i = 1, 2, . . . , n dáno pomoćı vztah̊u

hLi =
m∑
j=1

vjh
Lj
i , hUi =

m∑
j=1

vjh
Uj
i .

V tomto př́ıpadě je pro źıskáńı celkových hodnoceńı aplikována metoda fuzzy
váženého pr̊uměru pro trojúhelńıková fuzzy č́ısla s reálnými váhami; v́ıce o fuzzy
váženém pr̊uměru lze nalézt v [66].
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Kapitola 4

Hodnoceńı obecných kategoríı
pomoćı párového srovnáváńı

V této kapitole bude popsána situace, kde varianty nejsou předem známy a
model hodnoceńı je vytvořen pomoćı párového srovnáváńı pro obecné kategorie.
V kapitole 4.1 bude popsáno, jak takováto situace obecně vypadá. Následně bude
v kapitole 4.2 zaveden model hodnoceńı kategoríı a bude shrnut aktuálńı stav této
problematiky. V kapitole 4.3 bude definována nová metoda pro źıskáńı hodnoceńı
kategoríı. Původńı výsledky uvedené v této kapitole byly z větš́ı části publikovány
v [48].

4.1. Motivace

Daľśım problémem při hodnoceńı pomoćı metod párového srovnáváńı je,
jak vytvořit vhodný hodnot́ıćı model v situaćıch, kdy varianty nejsou předem
známy a vstupuj́ı do modelu postupně. Př́ıkladem může být hodnoceńı uchazeč̊u
výběrového ř́ızeńı na pracovńı pozici. Použit́ı metod párového srovnáváńı tak,
jak bylo popsáno v kapitole 1, neńı vhodné. Představme si, že by při ukončeńı
termı́nu výběrového ř́ızeńı byli přihlášeńı uchazeči ohodnoceni pomoćı metody
párového srovnáváńı. Následně by byl termı́n ukončeńı výběrového ř́ızeńı prod-
loužen, a přihlásili by se daľśı uchazeči. Potom by bylo nutno celý model upravit.
Pro každé kritérium se musely provést párová srovnáńı nově přidaných variant se
všemi ostatńımi variantami. V souvislosti s t́ım by bylo nutno přepoč́ıtat všechna
d́ılč́ı hodnoceńı a stejně tak celková hodnoceńı. Nav́ıc, jak bylo poznamenáno
v kapitole 1.3, může přidáńı nových variant do modelu zp̊usobit změnu prefe-
renčńıho pořad́ı stávaj́ıćıch variant v modelu, což často neńı žádaná vlastnost.

Pokud varianty nejsou v modelu předem dány, pak se také většinou nev́ı, kolik
variant se nakonec bude hodnot́ıćıho procesu účastnit. Toto s sebou často nese
nutnost ohodnotit deśıtky až stovky variant. Př́ıkladem může být právě hodno-
ceńı uchazeč̊u výběrového ř́ızeńı na pracovńı pozici ve vyhlášené firmě. V takovém
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př́ıpadě by pravděpodobně hodnotitel ani nebyl schopen vytvořit model, kde by
se srovnával každého uchazeče se všemi ostatńımi.

V situaćıch, kdy varianty nejsou předem známy, je snaha vytvořit obecný
hodnot́ıćı model, který bude moci být v budoucnosti použit pro hodnoceńı
všech variant, které mohou do daného systému hodnoceńı vstoupit. V takovémto
př́ıpadě se provede výrazné zjednodušeńı vyjádřeńı d̊usledk̊u variant vzhledem
k uvažovaným kritéríım. Pro každé kritérium je vytvořena množina úrovńı to-
hoto kritéria, která pro něj bude představovat úplnou hodnot́ıćı škálu. Takovou
škálou může být např. pro kvantitativńı kritérium praxe v oboru množina úrovńı
žádná, do 2 let, 2–5 let, 5–10 let, nad 10 let. Pro kvalitativńı kritérium úroveň
vzděláńı, které by se posuzovalo dle konkrétńı vystudované vysoké školy, se může
jednat o množinu úrovńı dobrá, pr̊uměrná, ucházej́ıćı. Je tedy d̊uležité, aby škála
byla pro každé kritérium úplná. Přitom každé kritérium může mı́t r̊uzný počet
úrovńı. Tato množina úrovńı by něměla být př́ılǐs velká a měla by být jazykově
popsatelná.

Mı́sto konkrétńıch variant jsou tedy v modelu uvažovány obecné varianty,
které budeme nazývat kategorie. Kategorie představuje m-tici konkrétńıch úrovńı
jednotlivých kritéríı. Všechny kategorie pro danou množinu kritéríı jsou potom
dány kartézským součinem množin úrovńı těchto kritéríı. V modelu hodnoceńı
uchazeč̊u výběrového ř́ızeńı na pracovńı pozici by tedy kategorii představoval
např. uchazeč, který má praxi v oboru 2-5 let a pr̊uměrné vzděláńı. Pomoćı metod
párového porovnáńı je potom provedeno ohodnoceńı těchto kategoríı. Jakmile do
modelu vstouṕı varianta, je ztotožněna s jednou z definovaných kategoríı a dle
této kategorie je j́ı přǐrazeno hodnoceńı.

Zp̊usob hodnoceńı variant pomoćı kategoríı je tedy výhodný v tom, že va-
rianty nemuśı být předem známy. Také je takto možné ohodnotit nepřeberné
množstv́ı variant. Počet párových srovnáváńı, které je nutné provést bude totiž
záležet na počtu úrovńı jednotlivých kritéríı, ne na počtu variant. Dále je t́ımto
eliminováno, že by při přidáńı varianty do modelu mohlo doj́ıt ke změně prefe-
renčńıho pořad́ı dř́ıve uvažovaných variant. Na druhou stranu tento zp̊usob hod-
noceńı nemuśı být vždy vhodný. Zařazeńım variant do kategoríı se totiž snižuj́ı
rozd́ıly mezi variantami. Drobné odlǐsnosti variant se ztrácej́ı, nebot’ varianty maj́ı
v tomto př́ıpadě přǐrazenu stejnou kategorii. Proto jsou při tomto zp̊usobu hod-
noceńı d̊uležité zkušenosti tv̊urce modelu hodnoceńı. Hodnoceńı pomoćı kategoríı
je vhodné předevš́ım u model̊u s velkým počtem variant a u model̊u s takovými
kritérii, které je možno přirozeně rozdělit do úrovńı. Tyto úrovně pak muśı být
hodnotitel schopen párově porovnat.

4.2. Popis modelu

Hodnoceńım variant v modelech párového srovnáváńı, kde varianty nejsou
předem známy, se zabýval Saaty [75, 75]. Pro takovéto př́ıpady navrhl postup
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popsaný v kapitole 4.1 a vytvořil pomoćı něj modifikaci metody AHP. Nyńı
bude takovýto model pro hodnoceńı obecných kategoríı pomoćı metod párového
srovnáváńı formálně zaveden. Toto bude provedeno př́ımo pro v́ıcekriteriálńı
př́ıpad, nebot’ s ńım se potom poj́ı r̊uzné zp̊usoby výpočtu hodnoceńı těchto
kategoríı. V př́ıpadě jednoho kritéria se bude jednat o speciálńı variantu
představeného modelu. Intenzity preferenćı je možno opět zadávat bud’ multipli-
kativně nebo aditivně.

Struktura modelu
Uvažujme množinu variant A, které je třeba ohodnotit dle kritéríı

K1, K2, . . . , Km. Konkrétńı varianty, které budou vstupovat do modelu, ani
jejich počet neńı předem známý. Pro každé kritérium Kj budeme uvažovat
slovńı hodnot́ıćı škálu danou úrovněmi U j

1 , U
j
2 , . . . , U

j
nj

, kde tyto úrovně jsou
oč́ıslovány od nejpreferovaněǰśı po nejméně preferovanou úroveň vzhledem ke
kritériu Kj, j = 1, 2, . . . ,m. Pro hodnot́ıćı model budou vytvořeny kategorie,
které budou představovat obecné varianty pro kritéria K1, K2, . . . , Km: m-tice
hodnot (Ui1 , Ui2 , . . . , Uim) se bude nazývat kategorie a bude značena Ci1,i2,...,im ,
ij ∈ {1, 2, . . . , nj}, j = 1, 2, . . . ,m. Celkový počet kategoríı bude označen n a
plat́ı pro něj n =

∏m
j=1 nj.

Nyńı uvažujme, že významnosti kritéríı K1, K2, . . . , Km jsou dány normo-
vanými váhami v1, v2, . . . , vm. Dále pro úrovně U j

1 , U
j
2 , . . . , U

j
nj

kritéria Kj jsou

dána jejich normovaná hodnoceńı uj1, u
j
2, . . . , u

j
m vzhledem ke Kj, j = 1, 2, . . . ,m.

Dı́lč́ı hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke kritériu Kj bude značeno
Rj
i1,i2,...,im

, ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m. Toto hodnoceńı bude pro každé
j = 1, 2, . . . ,m odvozeno z př́ıslušné úrovně kritéria pomoćı (4.2), (4.3) nebo
(4.4). Vzorce (4.2) a (4.3) budou uvedeny a podrobně rozebrány ńıže v této ka-
pitole a vzorec (4.4) bude následně definován v kapitole 4.3. Celkové hodnoceńı
(rating) kategorie Ci1,i2,...,im bude značenoRi1,i2,...,im a analogicky jako u klasického
modelu se vypočte jako vážený pr̊uměr d́ılč́ıch hodnoceńı této kategorie vzhledem
k jednotlivým kritéríım, tj. pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

Ri1,i2,...,im =
m∑
j=1

vjR
j
i1,i2,...,im

, (4.1)

Uvažujme nyńı, že do modelu vstouṕı varianta A, která bude nabývat hodnot
(a1, a2, . . . , am) vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km. Pro každé j = 1, 2, . . . ,m
je možno zařadit hodnotu aj vzhledem ke kritériu Kj do nějaké z jeho úrovńı
U j

1 , U
j
2 , . . . , U

j
nj

, tj. aj ∈ U j
ij

, kde ij ∈ {1, 2, . . . , nj}. Tzn. že variantu A je možno
ztotožnit s nějakou kategoríı Ci1,i2,...,im , jej́ıž celkové hodnoceńı je Ri1,i2,...,im ,
ij ∈ {1, 2, . . . , nj}, j = 1, 2, . . . ,m. Potom hodnoceńı h varianty A vzhledem
ke kritéríım K1, K2, . . . , Km je dáno

h = Ri1,i2,...,im .
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Pro lepš́ı ilustraci nyńı bude uveden př́ıklad, jak mohou vypadat obecné
kategorie pro konkrétńı hodnot́ıćı problém.

Př́ıklad: Uvažujme nyńı rozhodovaćı problém koupě bytu o velikosti 2 + 1 v lo-
kalitě Olomouc o rozloze 45–70 m2 a pohybuj́ıćı se v cenové relaci 1,8− 2,4 mil.
Kč. Kritéria K1, K2 a K3, dle kterých budou hodnoceny uvažované byty, jsou
spolu se svými úrovněmi definována v tabulce 4.1.

K1: velikost bytu K2: cena bytu K3: materiál domu
A: nad 60 m2 K: do 2 mil. Kč X: cihla
B: 50–60 m2 L: 2–2,2 mil. Kč Y : panel
C: pod 50 m2 M : nad 2,2 mil. Kč

Tab. 4.1: Př́ıklad modelu s obecnými kategoriemi: Koupě bytu 2+1

Z tabulky 4.1 je vidět, že kritérium K1 je rozděleno na úrovně A, B a C.
Kritérium K2 je rozděleno na úrovně K, L a M . Posledńı kritérium má pouze
dvě úrovně X a Y . Pro takto definované úrovně kategoríı existuje 3 · 3 · 2 = 18
kategoríı variant: AKX, AKY , ALX, ALY , AMX, AMY , BKX, BKY , BLX,
BLY , BMX, BMY , CKX, CKY , CLX, CLY , CMX, CMY . Přitom např.
kategorie AMX reprezentuje byt, který má velikost nad 60 m2, stoj́ı do 2 mil.
Kč a nacháźı se v cihlovém domě. M

Multiplikativně zadané preference
Jsou-li preference hodnotitele zadány multiplikativně, potom se pro źıskáńı

vah kritéríı a d́ılč́ıch hodnoceńı variant postupujeme takto: Mějme multiplika-
tivńı preferenčńı matici M = {mik}mi,k=1 pro porovnáńı kritéríı K1, K2, . . . , Km.
Potom normované váhy v1, v2, . . . , vm těchto kritéríı jsou vypočteny pomoćı
geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) nebo metodou vlastńıho vektoru (1.9) a
následně jsou znormovány dle (1.4). Dále pro každé j = 1, 2, . . . ,m mějme
multiplikativńı preferenčńı matice M j = {mj

ik}
nj

i,k=1 pro porovnáńı úrovńı

U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj. Potom pro každé j = 1, 2, . . . ,m se

vypočtou normovaná hodnoceńı uj1, u
j
2, . . . , u

j
m těchto úrovńı opět vzorcem (1.8)

nebo (1.9) a znormuj́ı se dle (1.4).

Aditivně zadané preference
Jsou-li preference hodnotitele zadány aditivně, potom se pro źıskáńı vah

kritéríı a d́ılč́ıch hodnoceńı variant postupujeme stejně, jak bylo popsáno v kapi-
tole 1.2.4 pro klasický model hodnoceńı variant, tj. nejprve se vypočtou aditivńı
váhy a aditivńı hodnoceńı a ty se následně převedou na multiplikativńı tvar.

Mějme aditivńı preferenčńı matici A = {aik}mi,k=1 pro porovnáńı kritéríı
kritéríı K1, K2, . . . , Km. Potom aditivńı váhy vA1 , v

A
2 , . . . , v

A
m těchto kritéríı jsou
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vypočteny pomoćı vzorce (1.12). Následně jsou převedeny na multiplikativńı váhy
dle (1.15) a znormovány pomoćı (1.4), výsledkem čehož jsou váhy v1, v2, . . . , vm.
Dále pro každé j = 1, 2, . . . ,m mějme aditivńı preferenčńı matice Aj = {ajik}

nj

i,k=1

pro porovnáńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj. Potom se pro

každé j = 1, 2, . . . ,m vypočtou aditivńı hodnoceńı uAj1 , uAj2 , . . . , uAjm těchto úrovńı
opět vzorcem (1.12). Následně se převedou na multiplikativńı hodnoceńı dle
(1.15) a znormuj́ı se pomoćı (1.4), výsledkem čehož jsou hodnoceńı uj1, u

j
2, . . . , u

j
m.

Výpočet d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı
Nyńı je možno přistoupit k výpočtu d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı. Následuj́ıćı

dva výpočty těchto hodnoceńı zavedl Saaty. Oba tyto př́ıstupy budou podrobeny
detailńı analýze. V následuj́ıćı kapitole bude potom definován nový vzorec pro
výpočtet d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı.

Zp̊usoby výpočtu hodnoceńı kategoríı dle Saatyho

1. Saaty [75] definoval hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke kritériu Kj,
kde j = 1, 2, . . . ,m, pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m takto:

Rj
i1,i2,...,im

= ujij . (4.2)

Tedy d́ılč́ı hodnoceńı kategorie je rovno př́ımo hodnoceńı př́ıslušné úrovně
kritéria. V takovém př́ıpadě ale d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı vzhledem ke
kritériu Kj nebude v součtu dávat 1, jak je v metodách tohoto typu obvyklé.
Mı́sto toho bude platit

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

. . .
nm∑
im=1

Rj
i1,i2,...,im

=
∑

ik=1,2,...,nk

k=1,2,...,m,k 6=j

nj∑
ij=1

ujij =
∑

ik=1,2,...,nk

k=1,2,...,m,k 6=j

1 =
∏

k=1,2,...,m,

k 6=j

nk.

Odtud je vidět, že d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı daná vzorcem (4.2) budou
v př́ıpadě r̊uzného počtu úrovńı pro jednotlivá kritéria dávat v součtu
r̊uzné hodnoty. Pro takováto hodnoceńı, která jsou daná na r̊uzných
škálách, by se neměl poč́ıtat vážený pr̊uměr. Celková hodnoceńı kategoríı
vypočtená váženým pr̊uměrem těchto d́ılč́ıch hodnoceńı jsou totiž ovlivněna
počtem úrovńı definovaných pro jednotlivá kritéria. Dı́ky tomu potom může
kritérium, které má nejméně úrovńı, mı́t větš́ı vliv na celkové hodnoceńı ka-
tegorie než by mělo mı́t dle přǐrazených vah.

2. V pozděǰśıch praćıch Saaty [74, 76] předefinoval hodnoceńı kategorie
Ci1,i2,...,im vzhledem ke kritériu Kj, kde j = 1, 2, . . . ,m, pro každé ij =
1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m takto:

Rj
i1,i2,...,im

=
ujij

max
k=1,2,...,nj

ujk
. (4.3)
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Tedy d́ılč́ı hodnoceńı kategorie je rovno hodnoceńı př́ıslušné úrovně kritéria
upravenému tak, aby kategorie dosahuj́ıćı nejvyšš́ı úrovně kritéria měla hod-
noceńı 1. Saaty takto vypočtená hodnoceńı kategoríı označuje jako ab-
solutńı hodnoceńı, viz [74]. Přitom absolutńı hodnot́ıćı škála je taková,
jej́ıž hodnoty vyjadřuj́ı naplněńı ćıle prezentovaného uvažovaným kritériem,
přičemž jeden krajńı bod znamená absolutńı nenaplněńı ćıle a druhý krajńı
bod zase absolutńı naplněńı ćıle, viz [49]. Nejčastěji se taková škála definuje
na intervalu 〈0, 1〉. Potom se hodnoceńı α ∈ 〈0, 1〉 dá interpretovat tak, že
uvažovaný prvek splňuje daný ćıl na α ·100%. Přičemž prvek s hodnoceńım
0 splňuje ćıl na 0%, tj. nenaplňuje jej v̊ubec, a prvek s hodnoceńım 1 splňuje
ćıl na 100%, tj. absolutně naplňuje ćıl.

Pro v́ıce informaćı o absolutńım hodnoceńı lze nahlédnout do [49]. Tam
se zabýváme absolutńım hodnoceńım vyjadřuj́ıćım mı́ru naplněńı ćıle
a ukazujeme, že takovýto typ hodnoceńı lze zavést pomoćı normované
(pravděpodobnostńı) mı́ry: Hodnot́ıćı funkce vzhledem k uvažovanému ćıli
je definována pomoćı normované mı́ry µ na množině vlastnost́ı X. Hodno-
ceńı varianty A, která je popsána vlastnostmi x ⊆ X, vzhledem k danému
ćıli potom reprezentuje hodnota µ(x). Hodnoceńı je v tomto př́ıpadě dáno
na absolutńı škále 〈0, 1〉 a má následuj́ıćı interpretaci: Jestliže µ(x) = α,
potom varianta A naplňuje uvažovaný ćıl na α · 100%.

V tomto Saatyho modelu hodnoceńı kategoríı je pro kritérium Kj označena
nejvyšš́ı úroveň U j

1 a nejnižš́ı úroveň U j
nj

. Dı́lč́ı hodnoceńı kategoríı pomoćı
vzorce (4.3) je tedy definováno tak, že nejlepš́ı kategorie dle Kj má hodno-
ceńı 1 a nejhorš́ı kategorie má hodnoceńı ujnj

/uj1, j = 1, 2, . . . ,m. Pro d́ılč́ı
hodnoceńı kategoríı vzhledem ke kriteriuKj tedy pro každé ij = 1, 2, . . . , nj,
j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

Rj
i1,i2,...,im

∈

〈
ujnj

uj1
, 1

〉
,

kde j = 1, 2, . . . ,m. Takováto hodnoceńı tedy neńı možno interpretovat
jako procenta naplněńı ćıle. Nav́ıc je vidět, že pro každé kritérium jsou
hodnoceńı kategoríı definována na jiné hodnot́ıćı škále. Agreguj́ı-li se d́ılč́ı
hodnoceńı kategoríı (4.3) váženým pr̊uměrem (4.1), potom pro celkové hod-
noceńı kategoríı bude pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m platit

Ri1,i2,...,im ∈

〈
m∑
j=1

vj
ujnj

uj1
, 1

〉
.

Tj. celková hodnoceńı kategoríı budou definována ještě na jiné hodnot́ıćı
škále než byly škály pro jednotlivá d́ılč́ı kritéria. Interpretace takových
hodnoceńı je tedy diskutabilńı. Nicméně pro nejlepš́ı kategorii z̊ustává za-
chováno, že nejlepš́ı kategorie dle všech kritéríı má celkové hodnoceńı 1.
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4.3. Nová metoda pro výpočet d́ılč́ıch hodnoceńı

kategoríı

Zavedeńı výpočtu d́ılč́ıch hodnoceńı
Nyńı navrhneme zp̊usob źıskáńı d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı, který je př́ımou

aplikaćı metod párového srovnáváńı př́ımo na množinu kategoríı. Mı́sto variant
budou jako porovnávané prvky vystupovat kategorie definované pomoćı úrovńı
kritéria. To tedy znamená, že pro každé kritérium by měla být vytvořena matice
porovnávaj́ıćı společně všechny kategorie. Řád takové matice by byl n =

∏n
j=1 nj.

Následně by z této matice bylo př́ımo vypočeteno hodnoceńı kategoríı. Takto by
bylo nutné vytvořit hodnot́ıćı model v př́ıpadě, že mezi uvažovanými kategoriemi
by byly nějaké interakce. Nicméně v př́ıpadě, kdy se mezi kategoriemi interakce
nevyskytuj́ı, je možno hodnoceńı kategoríı definovat př́ımo pomoćı jednotlivých
úrovńı kritéria, stejně jako tomu bylo u obou Saatyho model̊u. Při normalizaci
hodnoceńı je však nutno si uvědomit, že vždy

∏n
k=1,k 6=j nk kategoríı dosahuje

stejné úrovně kritéria Kj pro každé j = 1, 2, . . . ,m.
Na základě této úvahy bude hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke

kritériu Kj, kde j = 1, 2, . . . ,m, definováno pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m takto:

Rj
i1,i2,...,im

=
ujij
m∏

k=1,k 6=j
nk

, (4.4)

kde ujij jsou normovaná hodnoceńı úrovńı U j
ij

kritéria Kj, jejichž odvozeńı pomoćı
metod párového porovnáńı je popsáno v kapitole 4.2

Je zřejmé, že takto definovaná hodnoceńı kategoríı jsou nezáporná. Nav́ıc
dávaj́ı v součtu 1, jak je v metodách párového srovnáváńı běžné.

Věta 4.1. Necht’ pro hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km plat́ı vztah (4.4). Potom pro
každé j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

∑n1

i1=1

∑n2

i2=1 · · ·
∑nm

im=1R
j
i1,i2,...,im

= 1.

Důkaz: Necht’ pro d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı plat́ı (4.4). Potom

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

. . .
nm∑
im=1

Rj
i1,i2,...,im

=
∑

ik=1,2,...,nk

k=1,2,...,m,k 6=j

nj∑
ij=1

Rj
i1,i2,...,im

=
∑

ik=1,2,...,nk

k=1,2,...,m,k 6=j

nj∑
ij=1

ujij
m∏
k=1
k 6=j

nk

=

=
1

m∏
k=1
k 6=j

nk

∑
ik=1,2,...,nk

k=1,2,...,m,k 6=j

1 =
1

m∏
k=1
k 6=j

nk

m∏
k=1
k 6=j

nk = 1. �
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Důsledek 4.1. Necht’ pro hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km plat́ı vztah (4.4). Potom pro
celkové hodnoceńı vypočtené (4.1) plat́ı

∑n1

i1=1

∑n2

i2=1 · · ·
∑nm

im=1 Ri1,i2,...,im = 1.

Důkaz: Necht’ pro d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı plat́ı (4.4) a pro celkové hodnoceńı
plat́ı (4.1). Potom s využit́ım věty 4.1 plyne

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nm∑
im=1

Ri1,i2,...,im =
m∑
j=1

vj

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

· · ·
nm∑
im=1

Rj
i1,i2,...,im

=
m∑
j=1

vj = 1. �

Př́ıklad: Mějme kritéria K1 a K2 a k nim př́ıslušné normované váhy v1 = 0,6,
v2 = 0,4. Pro kritérium K1 mějme úrovně A, B, C a D, pro kritérium K2 úrovně
X a Y . Pro obě kritéria mějme zadány intenzity preferenćı multiplikativně na Saa-
tyho škále, tj. uvažujme Saatyho matice S1 a S2 zobrazené pořadě v tabulkách 4.2
a 4.4. Hodnoceńı těchto úrovńı vzhledem k př́ıslušným kritéríım mějme vypočtená
pomoćı metody vlastńıho vektoru (1.9) a následně znormovaná (1.4). Př́ıslušná
normovaná hodnoceńı u1 a u2 jsou taktéž uvedena v tabulkách 4.2 a 4.4. Nyńı si
ukážeme, jak se lǐśı hodnoceńı kategoríı vypočtená pomoćı r̊uzných vzorc̊u (4.2),
(4.3) a (4.4).

S1 A B C D u1

A 1 3 3 5 0,5048
B 1

3
1 3 5 0,2876

C 1
3

1
3

1 3 0,1431
D 1

5
1
5

1
3

1 0,0645

Tab. 4.2: Hodnoc. úrovńı dleK1

kategorie R1
1 R1

2 R1
3

AX, AY 0,5048 1,0000 0,2524
BX, BY 0,2876 0,5698 0,1438
CX, CY 0,1431 0,2834 0,0715
DX, DY 0,0645 0,1277 0,0322

Tab. 4.3: Hodnoceńı kategoríı dle K1

S2 X Y u2

X 1 9 0,9
Y 1

9
1 0,1

Tab. 4.4: Hodnoc.
úrovńı dle K2

kategorie R2
1 R2

2 R2
3

AX, BX, CX, DX 0,9000 1,0000 0,2250
AY , BY , CY , DY 0,1000 0,1111 0,0250

Tab. 4.5: Hodnoceńı kategoríı dle K2

Saatyho matice S1 a S2 pro kritéria K1 a K2 jsou slabě konzistentńı, jak jde
vidět z věty 2.3. Dále pro jejich pod́ılový koeficient nekonzistence vypočtený dle
(2.2) plat́ı CR1 = 0,0722 < 0,1 a CR2 = 0, tud́ıž dle tohoto koeficientu jsou
obě Saatyho matice dostatečně konzistentńı. Hodnoceńı kategoríı AX, AY , BX,
BY , CX, CY , DX a DY bude nyńı vypočteno pomoćı všech dosud ukázaných
př́ıstup̊u.
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kat. R1

AX 0,6629
BX 0,5326
CX 0,4458
DX 0,3987
AY 0,3429
BY 0,1730
CY 0,0862
DY 0,0391

kat. R2

AX 1,0000
BX 0,7419
AY 0,6444
CX 0,5701
DX 0,4766
BY 0,3863
CY 0,2145
DY 0,1210

kat. R3

AX 0,2414
BX 0,1763
AY 0,1614
CX 0,1329
DX 0,1093
BY 0,0963
CY 0,0529
DY 0,0293

Tab. 4.6: Celkové hodnoceńı kategoríı

1. Nejprve vypočteme d́ılč́ı hodnoceńı R1
1 a R2

1 kategoríı prvńım uvedeným
Saatyho př́ıstupem, tj. dle vzorce (4.2). Tato hodnoceńı jsou vzhledem k jed-
notlivým kritéríım zobrazena v tabulkách 4.3 a 4.5. Jak je vidět, kategoríım
se pouze přǐrazuj́ı hodnoceńı dle jednotlivých úrovńı. Následně se vypočtou
celková hodnoceńı R1 kategoríı pomoćı (4.1). Ta jsou dána v tabulce 4.6.
Zde je vidět, že hodnoceńı všech kategoríı s úrovńı X je vyšš́ı než hodnoceńı
kategoríı s úrovńı Y . Je to proto, že K2 má jen dvě úrovně a prvńı úroveň
X je extrémně preferovaná před druhou úrovńı Y . Pak dle (4.2) má každá
kategorie s úrovńı X vzhledem ke K2 hodnoceńı 0,9, což potom při agregaci
ovlivňuje celkové hodnoceńı. Pod́ıvejme se např. na kategorie DX a AY .
Hodnoceńı DX je větš́ı než hodnoceńı AY . Přitom DX je nejhorš́ı dle K1

a nejlepš́ı dle K2, kdežto AY je nejlepš́ı dle K1 a nejhorš́ı dle K2. Kritérium
K1 má váhu 0,6 a kritérium K2 má váhu 0,4, proto bychom čekali sṕı̌se to,
že AY bude považována za lepš́ı než DX.

2. Nyńı vypočteme d́ılč́ı hodnoceńı R1
2 a R2

2 kategoríı druhým uvedeným Saa-
tyho př́ıstupem, tj. dle vzorce (4.3). Tato hodnoceńı jsou vzhledem k jed-
notlivým kritéríım zobrazena v tabulkách 4.3 a 4.5. Kategorie nejlepš́ı dle
daného kritéria má vždy hodnoceńı 1. Nejhorš́ı kategorie má ale pokaždé
jiné hodnoceńı. Pro K1 je to 0,1277 a pro K2 zase 0,1111. Celková hod-
noceńı R2 kategoríı se vypočtou pomoćı (4.1) a jsou dána v tabulce 4.6.
Kategorie nejlepš́ı dle všech kritéríı má hodnoceńı 1. Kategorie nejhorš́ı dle
všech kritéríı 0,1210. Tzn., že všechny uvedené hodnot́ıćı škály se lǐśı levým
krajńım bodem. Je vidět, že preferenčńı uspořádáńı kategoríı je jiné než při
použit́ı předchoźıho př́ıstupu. Kategorie AY se preferenčně posunula před
CX a DX. Tedy v tomto př́ıpadě je možno konstatovat, že v tomto ohledu
je preferenčńı uspořádáńı prvk̊u po agregaci smysluplné.

3. Nakonec vypočteme d́ılč́ı hodnoceńı R1
3 a R2

3 kategoríı námi zavedeným
vzorcem (4.4). Tato hodnoceńı jsou vzhledem k jednotlivým kritéríı zobra-
zena v tabulkách 4.3 a 4.5. Pokud by se sečetlo hodnoceńı kategoríı vzhle-
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dem ke K1, bude jejich součet roven 1. Stejně tak součet d́ılč́ıch hodnoceńı
vzhledem ke K2 bude nabývat hodnoty 1. Celková hodnoceńı R3 kategoríı
pomoćı (4.1) jsou dána v tabulce 4.6. Celková hodnoceńı všech kategoríı bu-
dou v součtu taktéž dávat hodnotu 1. Preferenčńı uspořádáńı prvk̊u v tomto
konkrétńım př́ıkladě vyšlo stejně jako u Saatyho druhého př́ıstupu. Tedy i
zde plat́ı, že kategorie AY je lepš́ı než DX. M

Model pro multiplikativńı preference
Nyńı bude ukázáno, že d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı definovaná dle (4.4) jsou

stejná jako hodnoceńı vypočtená př́ımo z preferenčńı matice porovnávaj́ıćı
všechny kategorie vzhledem k uvažovanému kritériu a následně znormovaná. Toto
plat́ı jak pro hodnoceńı vypočtená metodou vlastńıho vektoru, tak pro geomet-
rický pr̊uměr řádk̊u.

Věta 4.2. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je M j = {mj
ik}

nj

i,k=1 multiplikativńı

preferenčńı matice pro srovnáńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj.

Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou uj1, u
j
2, . . . , u

j
nj

normovaná hodnoceńı úrovńı

U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke Kj źıskaná z M j pomoćı geometrického pr̊uměru
řádk̊u (1.8) (resp. metody vlastńıho vektoru (1.9)) a následně znormová pomoćı
(1.4). Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je Cj = {cjik}ni,k=1 multiplikativńı prefe-
renčńı matice pro srovnáńı kategoríı Ci1,i2,...,im, kde ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke
kritériu Kj. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou Rj

i1,i2,...,im
normovaná hodnoceńı

kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke Kj źıskaná z Cj pomoćı geome-
trického pr̊uměru řádk̊u (1.8) (resp. metody vlastńıho vektoru (1.9)) a následně
pomoćı normováńı (1.4). Potom plat́ı vztah (4.4), tj. Rj

i1,i2,...,im
= ujij/

∏m
k=1,k 6=j nk

pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m.

Důkaz: Necht’ plat́ı předpoklady uvedené ve větě 4.2. Dále necht’ pro každé j =
1, 2, . . . ,m jsou u′j1 , u

′j
2 , . . . , u

′j
nj

nenormovaná hodnoceńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke Kj vypočtená z M j pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8)
nebo metody vlastńıho vektoru (1.9). Dle předpoklad̊u pro každé j = 1, 2, . . . ,m
tedy plat́ı

ujij =
u′jij

nj∑
ik=1

u′jik

. (4.5)

Dále necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou R′ji1,i2,...,im nenormovaná hodnoceńı
kategoríı Ci1,i2,...,im , ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke Kj vypočtená z Cj pomoćı
geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) nebo metody vlastńıho vektoru (1.9). Dle
předpoklad̊u pro každé j = 1, 2, . . . ,m tedy plat́ı

Rj
i1,i2,...,im

=
R′ji1,i2,...,im

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nm∑
km=1

R′jk1,k2,...,km

. (4.6)
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Nyńı bude ukázáno, že pro nenormovaná hodnoceńı obou dvou skupin prvk̊u,
tj. úrovńı kritéríı i kategoríı, vypočtených bud’ pomoćı (1.8), nebo pomoćı (1.9)
plat́ı R′jk1,k2,...,km

= u′jik :

1) Předpokládejme, že pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou nenormovaná hodnoceńı
u′j1 , u

′j
2 , . . . , u

′j
nj

úrovńı kritéria Kj vypočtena z M j geometrickým pr̊uměrem
řádk̊u (1.8). Tj. pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m, plat́ı

u′jij = nj

√√√√ nj∏
kj=1

mj
ijkj

. (4.7)

Dále necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou nenormovaná hodnoceńı R′ji1,i2,...,im
kategoríı Ci1,i2,...,im , ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke kritériu Kj vypočtena z Cj

geometrickým pr̊uměrem řádk̊u (1.8). Tj. pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m, plat́ı

R′ji1,i2,...,im = n

√√√√ n1∏
k1=1

n2∏
k2=1

· · ·
nm∏
km=1

cj(i1,i2,...,im)(k1,k2,...,km). (4.8)

Porovnávaj́ı-li se vzhledem ke Kj úrovně U j
kj

a U j
lj

, jejich párové srovnáńı

je označeno mj
kj lj

, kj, lj ∈ {1, 2, . . . , nj}, j = 1, 2, . . . ,m. Porovnejme nyńı
vzhledem ke Kj kategorie Ci1,i2,...,im , kde pro jednu kategorii plat́ı ij = kj, tj.
tato kategorie nabývá vzhledem ke Kj úrovně U j

kj
, a pro druhou kategorii plat́ı

ij = lj, tj. tato kategorie nabývá vzhledem ke Kj úrovně U j
lj

. Pak pro jejich

párové srovnáńı plat́ı také hodnota mj
kj lj

. Tj. obecně plat́ı

cj(i1,i2,...,im)(k1,k2,...,km) = mj
ijkj

(4.9)

pro každé il, kl = 1, 2, . . . , nl, l = 1, 2, . . . ,m a pro každé j = 1, 2, . . . ,m. Nyńı
je možno (4.8) s pomoćı (4.9) a následně (4.7) přepsat do tvaru

R′ji1,i2,...,im = n

√√√√√√ ∏
kl=1,2,...,nl

l=1,2,...,m,l 6=j

nj∏
kj=1

mj
ijkj

=
n

√√√√√ nj∏
kj=1

(mj
ijkj

)

mQ
l=1
l 6=j

nl

= nj

√√√√ nj∏
kj=1

mj
ijkj

= u′jij .

Bylo tedy ukázáno, že nenormované hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem
ke Kj vypočtené z Cj pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u je rovno ne-
normovanému hodnoceńı úrovně U j

ij
vypočtenému z M j taktéž geometrickým

pr̊uměrem řádk̊u.
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2) Předpokládejme nyńı, že pro každé j = 1, 2, . . . ,m je vektor nenormovaných
hodnoceńı u′j = (u′j1 , u

′j
2 , . . . , u

′j
nj

) úrovńı kritéria Kj vypočten z M j metodou
vlastńıho vektoru (1.9). Tj. pro každé j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

M ju′j = λjmaxu
′j, (4.10)

kde λmax ≥ nj > 0 je maximálńı vlastńı č́ıslo M j. Je třeba si nav́ıc uvědomit,
že λj = λjmax je jediným nenulovým řešeńım soustavy M jpj = λjpj a pj = u′j

je vlastńı vektor př́ıslušný λjmax.

Dále necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je vektor nenormovaných hodnoceńı R′j

kategoríı Ci1,i2,...,im , ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke kritériu Kj vypočten z Cj

metodou vlastńıho vektoru (1.9). Tj. pro každé j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

CjR′j = µjmaxR
′j, (4.11)

kde µjmax ≥ n > 0 je maximálńı vlastńı č́ıslo Cj. Vztah (4.11) je možno
s použit́ım (4.9) pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m rozepsat

µjmaxR
′j
i1,i2,...,im

=

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nm∑
km=1

cj(i1,i2,...,im)(k1,k2,...,km)R
′j
k1,k2,...,km

=

=

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nm∑
km=1

mijkj
R′jk1,k2,...,km

=

nj∑
kj=1

mijkj

∑
kl=1,2,...,nl,

l=1,2,...,m,l 6=j

R′jk1,k2,...,km
.

Odtud je vidět, že pro každé j = 1, 2, . . . ,m hodnota µjmaxR
′j
i1,i2,...,im

záviśı
pouze na ij a nezáviśı na ostatńıch hodnotách il, kde l = 1, 2, . . . ,m, l 6= j.
Proto je možno pro j = 1, 2, . . . ,m zavést tjij := R′ji1,i2,...,im pro každé
il = 1, 2, . . . , nl, kde l = 1, 2, . . . ,m. Potom pro každé ij = 1, 2, . . . , nj,
j = 1, 2, . . . ,m lze psát

µjmaxt
j
ij

=

nj∑
kj=1

mijkj

∑
kl=1,2,...,nl,

l=1,2,...,m,l 6=j

tjkj
=

nj∑
kj=1

mijkj

m∏
l=1,l 6=j

nlt
j
kj
.

Odtud pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

µjmax
m∏

l=1,l 6=j
nl

tjij =

nj∑
kj=1

mijkj
tjkj
,

kde označ́ıme ρjmax := µjmax/
∏m

l=1,l 6=j nl. Plat́ı tedy

M jtj = ρjmaxt
j,
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kde tj = (tj1, t
j
2, . . . , t

j
nj

), j = 1, 2, . . . ,m. Přitom pro každé j = 1, 2, . . . ,m má

soustavaM jpj = λjpj pouze dvě jedinečná řešeńı λ = 0 a λ = λjmax ≥ nj. Dále
pro každé j = 1, 2, . . . ,m plat́ı ρjmax = µjmax/

∏m
l=1,l 6=j nl ≥ n/

∏m
l=1,l 6=j nl = nj.

Tedy pro každé j = 1, 2, . . . ,m je ρjmax nenulové a proto muśı platit ρjmax =
λjmax = µjmax/

∏m
l=1,l 6=j nl a dle (4.10) je tj = u′j k němu př́ıslušný vlastńı

vektor. Vzhledem k tomu, jak byly pro j = 1, 2, . . . ,m definovány složky
vektoru tj, plat́ı R′ji1,i2,...,im = u′jij pro každé il = 1, 2, . . . , nl, l = 1, 2, . . . ,m.
Tj. nenormované hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke Kj vypočtené
z Cj metodou vlastńıho vektoru je rovno nenormovanému hodnoceńı úrovně
U j
ij

vypočtenému z M j taktéž metodou vlastńıho vektoru.

Dle 1) a 2) pro hodnoceńı obou dvou skupin prvk̊u, tj. úrovńı kritéríı i kate-
goríı, vypočtených bud’ pomoćı (1.8), nebo pomoćı (1.9) plat́ı R′ji1,i2,...,im = u′jij .
Dosazeńım tohoto vztahu do (4.6) a následně využit́ım rovnosti (4.5), plyne
požadovaný vzorec (4.4):

Rj
i1,i2,...,im

=
u′jij

n1∑
l1=1

n2∑
l2=1

· · ·
nm∑
lm=1

u′jlj

=
u′jij

m∏
k=1,k 6=j

nk
nj∑
lj=1

u′jlj

=
ujij
m∏

k=1,k 6=j
nk

. �

Model pro aditivńı preference
Nyńı bude ukázáno, že analogicky jako tomu bylo u multiplikativńıch hod-

noceńı, plat́ı obdobný vztah mezi aditivńımi hodnoceńımi úrovńı kritéria a adi-
tivńımi hodnoceńımi kategoríı vypočtenými př́ımo z aditivńı preferenčńı matice
porovnávaj́ıćı všechny kategorie vzhledem k uvažovanému kritériu. Zde však ještě
před normováńım uvažujeme převod na multiplikativńı preference.

Věta 4.3. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je Dj = {djik}
nj

i,k=1 aditivńı prefe-

renčńı matice pro srovnáńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj. Ne-

cht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou uAj1 , uAj2 , . . . , uAjnj
aditivńı hodnoceńı úrovńı

U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke Kj źıskaná z Dj pomoćı (1.12). Necht’ pro každé

j = 1, 2, . . . ,m je Bj = {bik}ni,k=1 aditivńı preferenčńı matice pro srovnáńı
kategoríı Ci1,i2,...,im, kde ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke kritériu Kj. Necht’ pro

každé j = 1, 2, . . . ,m jsou RAj
i1,i2,...,im

aditivńı hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im,
ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke Kj źıskaná z Bj pomoćı (1.12). Potom pro tato

aditivńı hodnoceńı plat́ı RAj
i1,i2,...,im

= uAjij a po jejich převodu na multiplikativńı

tvar Rj
i1,i2,...,im

a ujij pomoćı vzorce (1.15) a normováńı (1.4) plat́ı vztah (4.4), tj.

Rj
i1,i2,...,im

= ujij/
∏m

k=1,k 6=j nk pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m.

Důkaz: Necht’ plat́ı předpoklady uvedené ve větě 4.3.

1) Nejprve bude ukázáno, že pro aditvńı hodnoceńı plat́ı RAj
i1,i2,...,im

= uAjij pro
každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m.
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Předpokládejme, že pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou aditivńı hodnoceńı
uAj1 , uAj2 , . . . , uAjnj

úrovńı kritéria Kj vypočtená z Dj vozrcem (1.12). Tj. pro
každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m, plat́ı

uAjij =
2

nj

nj∑
kj=1

djijkj
. (4.12)

Dále necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou aditivńı hodnoceńı RAj
i1,i2,...,im

kate-
goríı Ci1,i2,...,im , ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke kritériu Kj vypočtena z Bj dle
(1.12). Tj. pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m, plat́ı

RAj
i1,i2,...,im

=
2

n

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nm∑
km=1

bj(i1,i2,...,im)(k1,k2,...,km). (4.13)

Stejně jako u multiplikativńıch preferenćı plat́ı analogie vztahu (4.9), tj. plat́ı

bj(i1,i2,...,im)(k1,k2,...,km) = djijkj
(4.14)

pro každé il, kl = 1, 2, . . . , nl, l = 1, 2, . . . ,m a pro každé j = 1, 2, . . . ,m. Nyńı
je možno (4.13) s pomoćı (4.14) a následně (4.12) přepsat do tvaru

RAj
i1,i2,...,im

=
2

n

∑
kl=1,2,...,nl

l=1,2,...,m,l 6=j

nj∑
kj=1

djijkj
=

2

n

m∏
l=1
l 6=j

nl

nj∑
kj=1

djijkj
=

2

nj

nj∑
kj=1

djijkj
= uAjij .

Bylo ukázáno, že aditivńı hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke Kj

vypočtené z Bj pomoćı (1.12) je rovno aditivńımu hodnoceńı úrovně U j
ij

vypočtenému z Dj taktéž pomoćı (1.12).

2) Nyńı se provede převod aditivńıch hodnoceńı uAjij úrovńı kritéria Kj na

multiplikativńı hodnoceńı u′jij pomoćı vztahu (1.15), ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m. Tyto hodnoty představuj́ı pro každé j = 1, 2, . . . ,m hodnoceńı
vypočtené metodou geometrického pr̊uměru z matice Aj převedené na mul-
tiplikativńı preferenčńı matici M j pomoćı vzorce (1.14). Stejně tak se provede
převod aditivńıch hodnoceńı RAj

i1,i2,...,im
kategoríı na multiplikativńı hodnoceńı

R′ji1,i2,...,im pomoćı (1.15), ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m. Potom opět tyto
hodnoty představuj́ı pro každé j = 1, 2, . . . ,m hodnoceńı vypočtené metodou
geometrického pr̊uměru z matice Bj převedené na multiplikativńı preferenčńı
matici Cj pomoćı vzorce (1.14). Nyńı je možno aplikovat větu 4.2 a pro nor-
mované verze Rj

i1,i2,...,im
a ujij tak plyne požadované tvrzeńı. �
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Kapitola 5

Aplikace navržených př́ıstup̊u

V této kapitole bude ukázána praktická aplikace postup̊u navržených v ka-
pitolách 2.3, 3.3 a 4.3. Navržené metody budou aplikovány na model hodno-
ceńı uměleckých děl použitý v Registru uměleckých výstup̊u (RUV), který bude
popsán dále.

Model hodnoceńı výsledk̊u tv̊urč́ı umělecké činnosti použitý v RUV pracuje
s 27 kategoriemi, pro které byla pomoćı Saatyho metody stanovena bodová hod-
noceńı. Toto vyžadovalo od expert̊u zadat 351 párových srovnáńı. Jak je uvedeno
v [48], model RUV byl po pilotńım provozu podroben analýze, kde se ukázalo,
že adekvátně slouž́ı svému účelu. Před několika roky bylo zvažováno rozš́ı̌reńı
zavedených 27 kategoríı uměleckých děl na celkových 36 kategoríı v souvislosti
s navýšeńım počtu úrovńı u jednoho z uvažovaných kritéríı ze tř́ı na čtyři. V tomto
př́ıpadě by však od expert̊u při zachováńı stejného postupu pro výpočet bodových
hodnoceńı již bylo vyžadováno provést 630 párových srovnáńı. V této kapitole
bude ukázáno, že možným řešeńım, jak hodnoceńı uměleckých děl expert̊um zjed-
nodušit a zmenšit počet vyžadovaných párových srovnáńı, by bylo aplikovat na
model jeden z př́ıstup̊u navržených v této práci.

Aby bylo možné posoudit vhodnost navržených př́ıstup̊u, budeme pracovat
s p̊uvodńım modelem RUV s 27 kategoriemi uměleckých děl. Pokud by se ukázal
pro tento konkrétńı př́ıpad některý z uvažovaných model̊u vhodný, bylo by potom
možné pomoćı něj vytvořit model hodnoceńı také pro uvažovaných 36 kategoríı
uměleckých děl.

Nejprve bude v kapitole 5.1 představen model výpočtu bodových hodno-
ceńı kategoríı RUV. Potom bude v kapitole 5.2 na tento model RUV aplikován
navržený algoritmus pro źıskáńı neúplné preferenčńı matice a výpočet interva-
lových hodnoceńı. Následně v kapitole 5.3 bude na úkol stanovit bodová hod-
noceńı kategoríı RUV aplikován navržený model pro v́ıcekriteriálńı hodnoceńı
obecných kategoríı variant. Hodnoceńı źıskaná z obou nových model̊u budou po-
rovnána s hodnoceńımi z modelu RUV a bude vyhodnoceno, o kolik párových
srovnáńı by zde bylo od expert̊u požadováno méně než v p̊uvodńım modelu RUV.
V obou nových modelech bude vyžadována slabá konzistence zadávaných matic.
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Pro přehlednost budou matice v této kapitole zadávány pomoćı tabulek a budou
zobrazeny pouze elementy matice na hlavńı diagonále a nad ńı. Elementy matice
pod hlavńı diagonálou jsou jednoznačně dány pomoćı vlastnosti reciprocity.

5.1. Registr uměleckých výstup̊u (RUV)

Registr uměleckých výstup̊u (RUV) [107] představuje registr výsledk̊u tv̊urč́ı
umělecké činnosti vytvořený na českých vysokých školách. Součást́ı RUVu
je model hodnoceńı evidovaných uměleckých děl. Pro účely hodnoceńı jsou
výstupy z umělecké tvorby členěny do 7 segment̊u: architektura, design, audi-
vizuálńı uměńı, hudba, literatura, scénická uměńı a výtvarná uměńı. Hodnoceńı
uměleckých výstup̊u źıskaná z RUVu jsou brána pro jednotlivé vysoké školy
jako ukazatel kvality jejich tv̊urč́ı umělecké činnosti. Aktuálně se tato hodno-
ceńı použ́ıvaj́ı jako jeden z parametr̊u pro financováńı veřejných vysokých škol ze
státńıho rozpočtu, viz [61].

RUV je z matematického hlediska detailně popsán v [90, 93]. Tento model
hodnoceńı použ́ıvá tři kritéria hodnoceńı: závažnost a význam, rozsah a institu-
cionálńı kontext. Pro každé z těchto kritéríı jsou slovně definovány jeho úrovně:

Kritérium 1. Závažnost a význam tv̊urč́ı umělecké činnosti:
A - d́ılo zásadńıho a objevného významu;
B - d́ılo přinášej́ıćı významná nová řešeńı;
C - d́ılo inspirovaně rozv́ıjej́ıćı současné vývojové trendy.

Kritérium 2. Rozsah tv̊urč́ı umělecké činnosti:
K - d́ılo velkého rozsahu;
L - d́ılo středńıho rozsahu;
M - d́ılo malého rozsahu.

Kritérium 3. Institucionálńı kontext:
X - d́ılo vytvořené a maj́ıćıch účinek v mezinárodńım kontextu;
Y - d́ılo vytvořené a maj́ıćıch účinek v celostátńım kontextu;
Z - d́ılo vytvořené a maj́ıćıch účinek v profesionálńıch institućıch
nebo v médíıch regionálńıho významu.

Kritérium Závažnost a význam je hodnoceno expertně. V každém segmentu
umělecké činnosti jsou pro jednotlivé úrovně tohoto kritéria dány slovńı specifi-
kace. Pro kritérium Rozsah jsou pro jednotlivé segmenty úrovně popsány slovně a
jsou jim přǐrazeny měřitelné charasteristiky. Pro kritérium Institucionálńı kontext
je dán seznam institućı pro každou uvažovanou úroveň. Dle této instituce jsou
potom d́ıla rovnou zařazena do př́ıslušné úrovně.

Na základě uvažovaných úrovńı kritéria bylo následně definováno 27 kategoríı
uměleckých děl. Soubor kategoríı představuje množinu všech možných kombinaćı
úrovńı jednotlivých kritéríı, tj. např. ALX, BKZ nebo CMY . Tyto kategorie
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byly ohodnoceny pomoćı multiplikativńı metody párového srovnáváńı se Saa-
tyho škálou danou v tabulce 1.2. Hodnoceńı kategoríı bylo źıskáno př́ımo z prefe-
renčńı matice porovnávaj́ıćı spolu jednotlivé kategorie v̊uči celkovému ćıli. Z toho
d̊uvodu měli hodnotitelé z každého segmentu uměńı ke každé kategorii přǐrazeny
reálné př́ıklady děl. Model nemohl být rozdělen na jednotlivé submodely kv̊uli
interakćım mezi jednotlivými kritérii. Daľśım d̊uvodem bylo také to, že při samo-
statném porovnáńı úrovńı kritéria byly slovńı pojmy pro experty př́ılǐs vágńı.

Kategorie uměleckých děl byly nejprve porovnány pomoćı metody párového
srovnáváńı, viz kapitola 1.1. Odtud bylo zjǐstěno preferenčńı pořad́ı kategoríı.
Následně byla k hodnoceńı uměleckých děl použita Saatyho metoda AHP. Jedńım
z d̊uvod̊u použit́ı Saatyho metody bylo to, že takto źıskaná hodnoceńı expo-
nenciálně klesaj́ı, seřad́ıme-li porovnávané kategorie od nejlepš́ı po nejhorš́ı.
Jedńım z účel̊u tohoto hodnot́ıćıho modelu totiž je vyzdvihnout excelentńı
umělecká d́ıla. Tj. aby produkce jednoho excelentńıho uměleckého d́ıla byla hod-
nocena významně lépe než produkce několika pr̊uměrných děl.

Pro hodnoceńı kategoríı uměleckých děl tedy byla vytvořena Saatyho prefe-
renčńı matice S = {sij}27

i,j=1 řádu 27, viz tabulka 5.1. Jej́ı modifikovaný pod́ılový
index nekonzistence je CR∗ = 0,1996 > 0,1. Protože se jedná o matici velké di-
menze, byla za účelem ověřeńı alespoň přijatelné konzistence matice S zavedena
podmı́nka tzv. slabé konzistence, kde je pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n požadováno
sij ≥ 1∧sjk ≥ 1 =⇒ sik ≥ max{sij, sjk}. Jedná se o modifikaci podmı́nky restrik-
tivńı max-max tranzitivity pro multiplikatnivńı matice. Dodržeńı této podmı́nky
bylo kontrolováno již ve chv́ıli, kdy experti zadávali preferenčńı matici. Z takto
vytvořené slabě konzistentńı Saatyho matice byla vypočtena hodnoceńı kate-
goríı jak pomoćı metody geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8), tak pomoćı me-
tody vlastńıho vektoru (1.9). Hodnoceńı źıskaná metodou vlastńıho vektoru lépe
rozlǐsila posledńı dvě kategorie, proto dle něj bylo stanoveno bodové hodnoceńı
kategoríı. Aby bylo možné v následuj́ıćı kapitole, kde se pracuje s fuzzifikovaným
geometrickým pr̊uměrem řádk̊u, lépe porovnat efektivitu použité metody, jsou
v tabulce 5.2 dána hodnoceńı kategoríı źıskaná geometrickým pr̊uměrem řádk̊u
(1.8) a znormována dle (1.4). Tato hodnoceńı jsou označena vektorem RRUV .

Poznamenejme ještě, že slabá konzistence zavedená pro model RUV je slabš́ı
podmı́nkou než slabá konzistence zavedaná v této práci. Jedná se o podmı́nku,
která se stala základem slabé konzistence zavedené v kapitole 2.3 a která byla
v této práci modifikována a pro tuto upravenou verzi byly v této práci ukázány
jej́ı vlastnosti a výhody. Saatyho matice uvedená v tabulce 5.2 splňuje také slabou
konzistenci zavedenou v této práci.
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Tab. 5.1: Úplná Saatyho matice porovnáńı kategoríı uměleckých děl
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kategorie RRUV

1 AKX 0,1357
2 AKY 0,1132
3 AKZ 0,0967
4 ALX 0,0862
5 ALY 0,0761
6 ALZ 0,0612
7 AMX 0,0552
8 AMY 0,0498
9 AMZ 0,0418
10 BKX 0,0385
11 BKY 0,0335
12 BKZ 0,0292
13 BLX 0,0269
14 BLY 0,0222
15 BLZ 0,0204
16 BMX 0,0184
17 BMY 0,0167
18 BMZ 0,0134
19 CKX 0,0117
20 CKY 0,0106
21 CKZ 0,0088
22 CLX 0,0080
23 CLY 0,0072
24 CLZ 0,0057
25 CMX 0,0047
26 CMY 0,0042
27 CMZ 0,0038

kategorie R̃

1 AKX 〈0,1264, 0,1442〉
2 AKY 〈0,1116, 0,1197〉
3 AKZ 〈0,0931, 0,0977〉
4 ALX 〈0,0839, 0,0883〉
5 ALY 〈0,0734, 0,0790〉
6 ALZ 〈0,0592, 0,0650〉
7 AMX 〈0,0538, 0,0558〉
8 AMY 〈0,0482, 0,0508〉
9 AMZ 〈0,0412, 0,0426〉
10 BKX 〈0,0380, 0,0393〉
11 BKY 〈0,0331, 0,0342〉
12 BKZ 〈0,0288, 0,0295〉
13 BLX 〈0,0242, 0,0272〉
14 BLY 〈0,0214, 0,0232〉
15 BLZ 〈0,0194, 0,0210〉
16 BMX 〈0,0179, 0,0194〉
17 BMY 〈0,0163, 0,0177〉
18 BMZ 〈0,0132, 0,0138〉
19 CKX 〈0,0113, 0,0119〉
20 CKY 〈0,0101, 0,0109〉
21 CKZ 〈0,0086, 0,0097〉
22 CLX 〈0,0077, 0,0082〉
23 CLY 〈0,0063, 0,0074〉
24 CLZ 〈0,0055, 0,0064〉
25 CMX 〈0,0045, 0,0051〉
26 CMY 〈0,0041, 0,0044〉
27 CMZ 〈0,0034, 0,0039〉

Kategorie R

1 AKX 0,1058
2 ALX 0,0980
3 AMX 0,0941
4 AKY 0,0760
5 ALY 0,0682
6 AMY 0,0643
7 BKX 0,0520
8 BLX 0,0443
9 BMX 0,0404
10 AKZ 0,0353
11 BKY 0,0353
12 ALZ 0,0276
13 BLY 0,0276
14 AMZ 0,0237
15 BMY 0,0237
16 BKZ 0,0234
17 CKX 0,0234
18 CKY 0,0212
19 CKZ 0,0190
20 BLZ 0,0157
21 CLX 0,0157
22 CLY 0,0134
23 BMZ 0,0117
24 CMX 0,0117
25 CLZ 0,0113
26 CMY 0,0095
27 CMZ 0,0074

Tab. 5.2: Hodnoceńı kategoríı uměleckých děl

5.2. Aplikace navrženého algoritmu pro neúplné

matice

V modelu RUV se pracuje s 27 kategoriemi. Tedy k zadáńı úplné matice
párových porovnáńı je třeba od hodnotitele zadat 351 intenzit preferenćı. Nyńı
tento problém zkuśıme zjednodušit t́ım, že hodnotitel vyplńı preferenčńı matici
jen částečně, k čemuž se použije algoritmus zavedený v kapitole 3.3. Původńı
Saatyho matice S zobrazená v tabulce 5.1 se použije jako zdroj dat, které bude
zadávat hodnotitel. Źıskaná intervalová hodnoceńı budou porovnána s hodno-
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ceńımi z modelu RUV.
V modelu RUV bylo nejprve źıskáno preferenčńı uspořádáńı kategoríı pomoćı

metody párového srovnáváńı. Tento krok bude vynechán, mı́sto toho navržený
algoritmus aplikujeme na neúplnou Saatyho matici S̃ = {s̃ij}27

i,j=1, kde budou
porovnávané kategorie uspořádány náhodně. Uvažované uspořádáńı kategoríı je
vidět ve druhém řádku tabulky 5.3.

V prvńım kroku jsou nastaveny diagonálńı prvky, tj. s̃ii = 1 pro každé i =
1, 2, . . . , 27. Dále jsou nastaveny množiny př́ıpustných hodnot PHij = [1/9, 9]
pro každé i, j = 1, 2, . . . , 27. Je zvolen parametr λ = 0,5, tedy obě kritéria ve
výběrové funkci (3.1) maj́ı stejnou významnost.

Ve druhém kroku hodnotitel zadá 13 počátečńıch párových srovnáńı
{s̃2i−1,2i; i = 1, 2, . . . , 13}. Ve třet́ım kroku je aplikován algoritmus pro výběr
následuj́ıćı dvojice prvk̊u, pro niž hodnotitel zadá párové srovnáńı. Tento krok se
provedl 103-krát a potom bylo jeho opakováńı zastaveno, nebot’ už ke každému
párovému srovnáńı existovala dvojice zadných nepř́ımých srovnáńı. V matici S̃
z̊ustaly př́ıtomny nejednoznačné množiny př́ıpustných hodnot, takže z této pre-
ferenčńı matice nebylo množné určit preferenčńı pořad́ı kategoríı. Proto byly
v kroku 4 tyto množiny postupně zredukovány. Hodnotitel v tomto kroku do-
plnil daľśıch 17 párových srovnáńı. Saatyho matice S̃ po tomto kroku je vidět
v tabulce 5.3. V kroku 5 bylo zjǐstěno preferenčńı pořad́ı kategoríı a dle něj byla
neúplná Saatyho matice přeuspořádána. Výsledná Saatyho matice S̃U s kate-
goriemi uspořádanými od nejpreferovaněǰśı po nejméně preferovanou se nacháźı
v tabulce 5.4. V posledńım kroku byla z matice S̃ pomoćı vzorc̊u (3.14) a (3.15)
vypočtena intervalová hodnoceńı kategoríı. Ta jsou společně s p̊uvodńımi hodno-
ceńımi RRUV použitými v modelu RUV uvedena v tabulce 5.2, kde jsou označena
vektorem R̃. Je vidět, že reálná hodnoceńı kategoríı lež́ı uvnitř źıskaných inter-
valových hodnoceńı. Tento výsledek vycháźı z toho, že úplná Saatyho matice S
pro hodnoceńı kategoríı je slabě konzistentńı a stejně tak množiny př́ıpustných
hodnot v Saatyho matici S̃ obsahuj́ı všechny př́ıpustné intenzity preference, které
zachovávaj́ı slabou konzistenci této matice. Tedy úplná Saatyho matice S v ta-
bulce 5.1 může být źıskána ze Saatyho matice S̃ dané v tabulce 5.4 doplněńım
konkrétńı kombinace intenzit preferenćı z uvažovaných množin př́ıpustných hod-
not.

Z p̊uvodńıch 351 párových srovnáńı hodnotitel zadal celkem 133 párových
srovnáńı (cca 38%), daľśıch 176 párových srovnáńı (cca 50%) bylo určeno auto-
maticky dle vlastnost́ı slabé konzistence. Zbylých 42 párových srovnáńı (cca 12%)
neńı v matici zadáno, ale pro každé z nich je k dispozici množina př́ıpustných
hodnot takových, které odpov́ıdaj́ı slabé konzistenci matice. Většina těchto
př́ıpustných množin obsahuje 3 hodnoty. Intervalová hodnoceńı kategoríı za-
chovávaj́ı neurčitost na vstupu a z tabulky 5.2 lze vidět, že dobře reprezentuj́ı
reálná hodnoceńı z modelu RUV.
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5

1 5
1 5

1 5
1 5

3
1 5

5
5

5
1 5

1 5
5

2
A

K
Y

1
9

9
5

9
5

5
9

5
5

7
[5

,7
]

7
5

5
5

[1 5
,1 2

]
5

5
7

7
9

5
5

5
27

C
M

Z
1

1 5
[1 9

,1 7
]

1 5
[1 9

,1 7
]

1 7
1 3

1 9
1 7

1 5
1 7

[1 7
,1 5

]
1 9

[1 9
,1 7

]
1 9

1 9
1 7

1 9
1 5

[1 7
,1 5

][
1 5
,1 3

][
1 9
,1 7

]
1 9

1 7

22
C

K
Z

1
1 5

3
1 5

1 5
5

1 7
1 5

1 3
1 5

1 5
[1 9

,1 7
]

1 5
[1 7

,1 5
]

1 9
1 5

[1 7
,1 5

]
1 5

1 5
5

1 5
1 5

1 5

11
B

K
Y

1
5

1 5
5

7
1 5

5
5

5
5

1 5
1 5

1 5
1 5

5
1 5

5
5

5
1 5

1 5
5

23
C

M
X

1
1 5

1 5
[3

,5
]1 9

1 5
[1 5

,1 3
]

1 5
1 5

1 9
1 5

[1 7
,1 5

]
1 9

1 5
[1 9

,1 5
]

1 5
1 5

[2
,5

]
1 5

1 5
1 5

9
A

M
Y

1
5

7
1 5

5
5

5
5

1 5
3

1 5
1 5

5
1 5

5
5

5
1 5

1 5
5

15
B

LY
1

7
1 5

1 3
5

3
5

1 5
1 5

1 5
[1 9

,1 5
][

1 5
,1 3

]
1 5

5
5

5
1 5

1 5
[2

,3
]

26
C

M
Y

1
1 9

1 7
1 5

1 7
1 5

1 9
1 7

[1 9
,1 7

]
1 9

1 7
1 9

1 5
1 5

[1 5
,1 3

]
1 7

1 7
1 7

4
A

L
X

1
5

7
5

5
[1 3

,1 2
]

5
5

1 5
5

3
[5

,7
]

5
9

5
5

5
14

B
M

X
1

5
3

5
1 5

1 5
1 5

[1 9
,1 5

][
1 5
,1 3

]
1 5

5
5

5
1 5

1 5
3

21
C

K
Y

1
1 5

1 5
1 7

1 5
[1 7

,1 5
]

1 9
1 5

[1 7
,1 5

][
1 5
,1 2

][
1 5
,1 3

]
5

1 5
1 5

1 5

17
B

M
Y

1
5

1 5
1 5

1 5
[1 9

,1 5
][

1 5
,1 3

]
1 5

5
5

5
1 5

1 5
1 3

18
B

M
Z

1
1 7

1 5
1 5

[1 9
,1 7

]
1 5

1 5
5

5
5

1 5
1 5

1 5

3
A

K
Z

1
5

5
1 5

5
3

7
7

9
5

5
5

10
A

M
Z

1
1 5

1 5
5

1 5
5

5
5

1 5
1 5

5
6

A
LY

1
1 5

5
1 5

5
5

7
[3

,5
]

3
5

1
A

K
X

1
5

5
9

9
9

5
5

[5
,9

]
13

B
L
X

1
1 5

5
5

5
1 5

1 5
[3

,5
]

5
A

M
X

1
5

5
[7

,9
]

5
5

5
20

C
L
X

1
1 3

5
1 5

1 5
1 5

19
C

K
X

1
5

1 5
1 5

1 5

24
C

LY
1

1 5
[1 7

,1 5
]

1 5

8
B

K
X

1
1 3

5
7

A
L
Z

1
5

16
B

L
Z

1

Tab. 5.3: Saatyho matice S̃ před přeuspořádáńım kategoríı
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1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

19
20

21
22

23
24

25
26

27

ka
te

go
ri

e

AKX

AKY

AKZ

ALX

AMX
ALY
ALZ

BKX

AMY
AMZ
BKY
BKZ
BLX

BMX

BLY

BLZ

BMY

BMZ

CKX

CLX

CKY

CKZ

CMX

CLY

CLZ

CMY

CMZ

1
A

K
X

1
[2

,5
]

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
[5

,9
]

[5
,9

]
[5

,9
]

[5
,9

]
[7

,9
]

9
9

9
9

9
9

9
9

9
2

A
K

Y
1

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

[5
,7

]
7

7
7

7
9

9
9

9
9

9
3

A
K

Z
1

[2
,3

]
3

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

7
7

7
7

[7
,9

]
9

9
9

9
9

4
A

L
X

1
3

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

[5
,7

]
7

7
9

9
9

9
9

5
A

M
X

1
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

[5
,7

]
[5

,7
]

[5
,9

]
[7

,9
]

9
9

9
6

A
LY

1
3

[3
,5

]
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
[5

,7
]

[5
,7

]
[5

,7
]

7
[7

,9
]

[7
,9

]
9

7
A

L
Z

1
3

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
[5

,7
]

7
7

9
8

B
K

X
1

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

7
7

[7
,9

]
9

A
M

Y
1

3
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
7

7
[7

,9
]

10
A

M
Z

1
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
7

7
[7

,9
]

11
B

K
Y

1
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

7
7

[7
,9

]
12

B
K

Z
1

3
5

5
5

5
5

5
5

5
5

5
5

7
7

7
13

B
L
X

1
[2

,5
]

[3
,5

]
[3

,5
]

[3
,5

]
5

5
5

5
5

5
5

7
7

7
14

B
M

X
1

3
3

3
5

5
5

5
5

5
5

7
7

7
15

B
LY

1
[2

,3
]

3
5

5
5

5
5

5
5

7
7

7
16

B
L
Z

1
3

5
5

5
5

5
5

5
5

7
7

17
B

M
Y

1
5

5
5

5
5

5
5

5
7

7
18

B
M

Z
1

5
5

5
5

5
5

5
5

[5
,7

]
19

C
K

X
1

3
[3

,5
]

5
5

5
5

5
[5

,7
]

20
C

L
X

1
[2

,5
]

5
5

5
5

5
5

21
C

K
Y

1
3

[3
,5

]
5

5
5

5
22

C
K

Z
1

3
5

5
5

5
23

C
M

X
1

[2
,5

]
[2

,5
]

[3
,5

]
5

24
C

LY
1

[2
,5

]
[3

,5
]

[3
,5

]
25

C
L
Z

1
3

[3
,5

]
26

C
M

Y
1

3
27

C
M

Z
1

Tab. 5.4: Saatyho matice S̃U po přeuspořádáńı kategoríı
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5.3. Aplikace navrženého výpočtu hodnoceńı

kategoríı

V této kapitole bude na model RUV aplikován zp̊usob výpočtu hodnoceńı
kategoríı navržený v kapitole 4.3. Źıskaná hodnoceńı kategoríı budou opět po-
rovnána s p̊uvodńımi výsledky použ́ıvanými v modelu RUV.

Jak je vidět, samotný model RUV už byl navržen ve verzi pro hodnoceńı
kategoríı. Tj. pro každé kritérium byly stanovené jeho př́ıslušné úrovně a jejich
kombinaćı vznikly obecné kategorie uměleckých děl. Ve výsledku se tak v modelu
nehodnot́ı párově př́ımo jednotlivá umělecká d́ıla, ale jejich zástupné kategorie.
Vyprodukovaná umělecká d́ıla jsou potom expertně zařazena do př́ıslušných ka-
tegoríı a dle nich jsou ohodnocena. Hodnoceńı v tomto modelu však byla źıskána
př́ımo z matice porovnávaj́ıćı jednotlivé kategorie vzhledem k celkovému ćıli hod-
noceńı. Je to z toho d̊uvodu, že uvažovaná kritéria jsou spolu částečná závislá.

Aby bylo možné reprezentovat využit́ı navrženého výpočtu hodnoceńı daného
vzorcem (4.1) pomoćı d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı (4.4), zkuśıme model rozdělit
na submodely. Budeme opět pracovat se Saatyho maticemi. Interakce kritéria
Rozsah s ostatńımi dvěma kritérii je významně menš́ı než interakce mezi kritérii
Závažnost a význam a Institucionálńı kontext. Proto budou vytvořeny dvě sku-
piny kritéríı, kde prvńı skupinu kritéríı K1 bude představovat Závažnost a význam
tv̊urč́ı umělecké činnosti a institucionálńı kontext s úrovněmi AX, AY , AZ, BX,
BY , BZ, CX, CY a CZ. Druhou skupinu kritéríı K2 bude představovat Rozsah
tv̊urč́ı umělecké činnosti s úrovněmi K,L a M . Při sestavováńı matic párového
porovnáńı budeme vycházet z informaćı obsažených v Saatyho matici modelu
RUV, která je zobrazena v tabulce 5.1. Tato matice však v sobě nese v́ıce in-
formaćı, proto se budeme snažit odhadnout, jak by experti vyplnili uvažované
matice nižš́ı dimenze.

V tabulce 5.5 je vidět Saatyho matice sestavená pro porovnáńı skupiny kritéríı
K1 a K2. Tato matice je konzistentńı. Váhy v = (v1, v2) byly vypočteny pomoćı
geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) a znormovány (1.4) a jsou taktéž vidět v ta-
bulce 5.5.

K1 K2 v
K1 1 3 0,75
K2 1 0,25

Tab. 5.5: Párové porovnáńı kritéríı K1 a K2

V tabulce 5.7 je vidět Saatyho matice sestavená pro porovnáńı úrovńı skupiny
kritéríı označené K1 - Závažnost a význam a institucionálńı kontext. Abychom
zachytili interakce mezi p̊uvodńımi kritérii, byla Saatyho matice sestavena ve
dvou kroćıch.
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V prvńım kroku byla vytvořena Saatyho matice na základě tohoto pravidla:
Při porovnáváńı úrovńı A,B,C kritéria Závažnost a význam bylo spoč́ıtáno, o ko-
lik úrovńı je prvńı porovnávaná úroveň lepš́ı než druhá (tj. např. A je o dvě úrovně
lepš́ı než C). Každá úroveň byla ztotožněna s posunem o 4 hodnoty na Saatyho
škále v̊uči hodnotě indiference (tj. při srovnáńı A s C se jedná o intenzitu 9).
Stejně tak bylo při porovnáváńı úrovńı K,L,M kritéria Rozsah spoč́ıtáno, o ko-
lik úrovńı je prvńı porovnávaná úroveň lepš́ı než druhá (tj. např. M je o dvě
úrovně horš́ı než K, tj. hodnota -2). Každá úroveň byla ztotožněna s posunem
o 2 hodnoty na Saatyho škále v̊uči hodnotě indiference (tj. při porovnáńı M s K
se jedná −1/5). Výsledné posuny byly sečeteny a omezeny na maximálńı hodnotu
9 a minimálńı hodnotu 1/9. Tj. např. při srovnáńı AY a BX znamená porovnáńı
A a B posun o 4 hodnoty a porovnáńı Y a X posun o -2 hodnoty, tj. dohromady
jde o posun o 2 hodnoty na Saatyho škále v̊uči indiferenci. Výsledná intenzita
preference bude tedy 3. Takto sestavenou Saatyho matici lze nalézt v tabulce 5.6.
Tato matice je dle věty 2.3 slabě konzistentńı.

úrovně K1 AX AY BX AZ BY BZ CX CY CZ
AX 1 3 5 5 7 9 9 9 9
AY 1 3 3 5 7 7 9 9
BX 1 1 3 5 5 7 9
AZ 1 3 5 5 7 9
BY 1 3 3 5 7
CX 1 1 3 5
BZ 1 3 5
CY 1 3
CZ 1

Tab. 5.6: Saatyho matice pro kritérium K1 po kroku 1

Ve druhém kroku byly zohledněny interakce mezi oběma kritérii, ze kterých
se tato skupina skládá. Zaměřili jsme se na zvláštńı kombinace úrovńı kritéríı.
Intenzity preferenćı úrovńı BZ a CX vzhledem k ostatńım úrovńım K1 byly
sńıženy o 1 hodnotu na Saatyho škále. Výsledná Saatyho matice je zobrazena
v tabulce 5.7. Tato matice je dle věty 2.3 slabě konzistentńı. Jej́ı pod́ılový koefi-
cient nekonzistence je CR = 0,0741 < 0,1. Dle Saatyho je tedy matice dostatečně
konzistentńı. Hodnoceńı u1 úrovńı vzhledem ke skupině kritéríı K1 bylo z této ma-
tice vypočteno pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (1.8) a znormováno (1.4).
Následně bylo pomoćı vzorce (4.4) vypočteno hodnoceńı R1 kategoríı vzhledem
ke kritériu K1. Obě tato hodnoceńı lze nalézt taktéž v tabulce 5.7.

V tabulce 5.8 je vidět Saatyho matice sestavená pro porovnáńı úrovńı kritéria
K2 Rozsah. Intenzity preferenćı zde byly zadány rovnoměrně. Bylo spočteno o ko-
lik úrovńı je jedna porovnávaná úroveň lepš́ı než druhá a každá úroveň byla
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úrovně K1 AX AY BX AZ BY BZ CX CY CZ u1 kat. R1

AX 1 3 5 7 7 9 9 9 9 0,3602 A*X 0,1201
AY 1 3 5 5 8 8 9 9 0,2410 A*Y 0,0803
BX 1 3 3 6 6 7 9 0,1453 B*X 0,0484
AZ 1 1 4 4 5 7 0,0785 A*Z 0,0262
BY 1 4 4 5 7 0,0785 B*Y 0,0262
CX 1 1 2 4 0,0307 C*X 0,0102
BZ 1 2 4 0,0307 B*Z 0,0102
CY 1 3 0,0218 C*Y 0,0073
CZ 1 0,0132 C*Z 0,0044

Tab. 5.7: Hodnoceńı úrovńı a kategoríı dle kritéria K1

ztotožněna s posunem o 2 hodnoty na Saatyho škále v̊uči hodnotě indiference.
Matice je dle věty 2.3 slabě konzistentńı. Jej́ı pod́ılový koeficient nekonzistence
je CR = 0,0370 < 0,1. Tedy dle Saatyho je matice dostatečně konzistentńı. Hod-
noceńı u2 úrovńı vzhledem ke kritériu K2 bylo vypočteno pomoćı geometrického
pr̊uměru řádk̊u (1.8) a znormováno (1.4). Následně bylo pomoćı vzorce (4.4)
vypočteno hodnoceńı R2 kategoríı vzhledem ke kritériu K2. Obě tato hodnoceńı
lze nalézt taktéž v tabulce 5.8.

úrovně K2 K L M u2 kategorie R2

K 1 3 5 0,5661 *K* 0,0629
L 1 3 0,2877 *L* 0,0320
M 1 0,1462 *M* 0,0162

Tab. 5.8: Hodnoceńı úrovńı a kategoríı dle kritéria K2

Rozděleńım modelu RUV na několik menš́ıch model̊u tak, jak to bylo
nyńı demonstrováno, došlo k razantńımu sńıžeńı potřebných párových srovnáńı.
Z p̊uvodńıch 351 párových porovnáńı jsme nově vyplnili jen 40 párových po-
rovnáńı (cca 11%). Źıskaná d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı R1 a R2 byla agregována
pomoćı váženého pr̊uměru, tj. dle (4.1). Takto źıskaná celková hodnoceńı ka-
tegoríı R lze nalézt v tabulce 5.2, kde jsou vidět také hodnoceńı RRUV kate-
goríı z p̊uvodńıho modelu RUV. Porovnáme-li tato hodnoceńı, potom je v prvńı
řadě vidět, že se změnilo preferenč́ı pořad́ı kategoríı. V modelu RUV jsou ka-
tegorie uspořádány od úrovně A po úroveň C. V rámci každé této úrovně jsou
ještě kategorie uspořádány od úrovně K po úroveň L a nakonec v rámci dojice
úrovně AK až CM jsou kategorie uspořádány od úrovně X po úroveň Z. V právě
źıskaném hodnoceńı se např. kategorie BMX posunula z 16. mı́sta na 11. mı́sto.
Je tak brána jako lepš́ı než např. kategorie ALZ, která se z 6. mı́sta přesunula
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na 12. mı́sto. To, jestli by takovéto preferenčńı uspořádáńı kategoríı vyhovovalo
zamýšlenému účelu, by muselo být posouzeno expertně.

Lze také pozorovat, že rozděleńım modelu na několik menš́ıch model̊u, došlo
ke sńıžeńı pod́ılu hodnoceńı nejlepš́ı a nejhorš́ı kategorie. V modelu RUV je nej-
lepš́ı kategorie AKX 36-krát lepš́ı než nejhorš́ı kategorie CMZ. V našem modelu
také plat́ı, že AKX je nejlepš́ı a CMZ je nejhorš́ı kategorie, ale tentokrát je
AKX pouze 14-krát lepš́ı než CMZ. Obdobné výsledky vycházely i pro jinak
zkonstruované Saatyho matice pro d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı. Vzhledem k tomu,
že model RUV má za účel vyzdvihovat excelentńı d́ıla, ukazuje se, že by pro něj
takovéto rozděleńı problému na d́ılč́ı subproblémy nebylo úplně vhodné. V tomto
konkrétńım př́ıpadě by tedy pro úpravu modelu RUV v d̊usledku navýšeńı počtu
kategoríı bylo lepš́ı použ́ıt algoritmus zavedený v kapitole 3.3.
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Závěr

V této dizertačńı práci byly popsány metody hodnoceńı založené na matićıch
párového porovnáńı. Byl vytvořen ucelený text popisuj́ıćı multiplikativńı i adi-
tivńı preferenčńı matice a převody mezi těmito př́ıstupy. U multiplikativńıho
modelu se většina autor̊u zabývá Saatyho metodou pro definováńı párových pre-
ferenćı a výpočet hodnoceńı, často nav́ıc v kontextu AHP. V této práci byl popis
proveden pro obecnou hodnot́ıćı škálu a Saatyho metoda byla uvedena pouze jako
speciálńı př́ıpad multiplikativńıho modelu.

V oblasti konzistence metod párového srovnáváńı byly přehledně popsány
alternativńı ukazatele konzistence, kterými se zabývali ostatńı autoři. U mul-
tiplikativńıho př́ıstupu se zaváděj́ı předevš́ım indexy nekonzistence. U aditivńıho
př́ıstupu se zase často definuj́ı slabš́ı podmı́nky pro určeńı přijatelné konzistence
matice vycházej́ıćı z požadavku tranzitivity fuzzy preferenčńı relace. V této práci
byla navržena nová koncepce posuzováńı konzistence preferenčńıch matic, která
navazuje na autory zabývaj́ıćı se aditivńım př́ıstupem. Tato podmı́nka byla defi-
nována ve verzi pro multiplikativńı i aditivńı preference a bylo ukázáno, že takto
definované podmı́nky jsou spolu izomorfńı. Bylo demonstrováno, že výhodou
slabé konzistence je to, že je v reálných situaćıch jednoduše dodržitelná a že ji lze
snadno kontrolovat již při zadáváńı preferenčńı matice. Přitom tato podmı́nka
splňuje základy racionálńıho chováńı hodnotitele, které byly zavedeny von Neu-
mannem a Morgensternem.

V oblasti neúplných matic párového porovnáńı je práce zaměřena na navržeńı
metody k efektivńımu vytvořeńı neúplné preferenčńı matice a k výpočtu hod-
noceńı z této matice. Někteř́ı autoři se zaměřuj́ı jen na jeden z těchto dvou
problémů. Metoda nově navržená v této práci vycháźı z poznatk̊u jiných autor̊u
a z podmı́nky slabé konzistence, využ́ıvá metodu fuzzy geometrického pr̊uměru
a přináš́ı komplexńı nástroj k hodnoceńı variant. Výhodou je, že hodnotitel má
v celém procesu vždy k dispozici množinu př́ıpustných hodnot, ze které může
vyb́ırat tak, aby vytvářená matice byla stále slabě konzistentńı, tj. smyslu-
plně zadaná. S využit́ım podmı́nky slabé konzistence také docháźı k automa-
tickému zadáváńı hodnot některých prvk̊u, což snižuje náročnost pro hodnoti-
tele. Navržená metoda má tedy dopad na praktické zadáváńı preferenčńıch matic.
Výsledná neúplná preferenčńı matice źıskaná od hodnotitele je slabě konzistentńı
a nese dostatek informaćı k výpočtu smysluplných hodnoceńı s vypov́ıdaj́ıćı hod-
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notou. Hodnoceńı jsou v tomto př́ıpadě dána intervalově a zachovávaj́ı neurčitost
na vstupu.

V oblasti hodnoceńı obecných kategoríı variant pomoćı metod párového
srovnáváńı byly podrobeny kritické analýze dvě řešeńı navržená Saatym. Bylo
demonstrováno, že v prvńım př́ıpadě jsou hodnoceńı ovlivněna počtem úrovńı
jednotlivých kritéríı. I v př́ıpadě druhého navrženého řešeńı jsou stále ještě
pr̊uměrována d́ılč́ı hodnoceńı prováděná na r̊uzných hodnot́ıćıch škálách a sporné
je také Saatyho tvrzeńı o absolutńım charakteru hodnoceńı. Následně byla
popsána nová medoda pro hodnoceńı kategoríı a bylo ukázáno, že se jedná
o př́ımou aplikaćı metod párového srovnáváńı na uvažované kategorie a že za-
chovává vlastnosti běžné v tomto typu metod.
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120



Literatura

[1] Alonso, S., Chiclana, F., Herrera, F., Herrera-Viedma, E., Alcalá-Fdez, J.,
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[66] Pavlačka, O., Talašová, J.: The Fuzzy Weighted Average Operation in De-
cision Making Models. MME 2006 Proceedins, Plzeň, 2006, ISBN: 80-7043-
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Studijńı program: P1104 Aplikovaná matematika
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Obhajoba dizertačńı práce se koná dne ......................... v ........... hod. před
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Abstrakt

Předložená dizertačńı práce se zabývá metodami hodnoceńı založenými
na matićıch párových porovnáńı. Je popsán aditivńı a multiplikativńı př́ıstup
k zadáváńı preferenćı mezi dvěma objekty. Práce se zaměřuje na konzistenci
matic párových porovnáńı a shrnuje hlavńı př́ıstupy, které je možno použ́ıt
k posouzeńı mı́ry konzistence těchto matic. Následně je zaveden nový př́ıstup ke
konzistenci - podmı́nka slabé konzistence, která je chápána jako podmı́nka pro
určeńı přijatelné konzistence matice. Je ukázáno, že podmı́nka slabé konzistence
se dá využ́ıt pro sńıžeńı počtu intenzit preferenćı zadávaných hodnotitelem,
což má význam předevš́ım u matic párového porovnáńı velké dimenze. Je
navržen algoritmus pro efektivńı zadáváńı prvk̊u takové preferenčńı matice a
pro výpočet intervalových hodnoceńı prvk̊u z takové matice. Dále je popsáno
využit́ı metod párového srovnáváńı v modelech, kde varianty nejsou předem
známy a kde proto předmětem porovnáváńı jsou obecné kategorie. Je popsáno
několik př́ıstup̊u k výpočtu hodnoceńı kategoríı a jsou ukázány jejich výhody a
nevýhody. Nakonec je navržena nová metoda.

Kĺıčová slova: Matice párového porovnáńı, konzistence, slabá konzistence,
neúplné matice párových porovnáńı, porovnáváńı obecných kategoríı.
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Abstract in English

Doctoral Thesis is focused on evaluation metods based on pairwise compa-
risons matrices. Additive and multiplicative approaches to express preferences
between two objects are described. Next, the consistency of pairwise comparison
matrices is discussed. Various approaches to establish acceptable level of consis-
tency are presented. Furthemore, different approach to consistency is introduced.
The weak-consistency condition is proposed as a minimal requirement to preserve
reasonable consistency of judgements. It is demonstrated that weak-consistency
condition can be employed for lowering number of preference intensities required
by the decision maker. This is an advantage when the large dimensional problem
has to be solved. In this context, the algorithm for effective construction of
pairwise comparison matrix and for deriving interval evaluations is proposed.
Further, utilization of the pairwise comparison methods for ranking categories of
alternatives is described. Several approaches to scoring categories by the pairwise
comparison methods are described and their advantages and disadvangtages are
highlighted. Afterwards, different solution is proposed and discussed.

Key words: Pairwise comparison matrices, consistency, weak consistency, in-
complete pairwise comparison matrices, rating categories.
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1. Úvod

Předložená dizertačńı práce se zabývá metodami hodnoceńı založenými na
matićıch párových porovnáńı.

V práci je nejprve představena metoda hodnoceńı variant využ́ıvaj́ıćı inci-
denčńı matice preferenčńı relace; provád́ı se porovnáńı dvojic prvk̊u, ale nezadává
se zde intenzita preference. Následně jsou vysvětleny složitěǰśı metody pracuj́ıćı
s intenzitami prefenćı. Párová srovnáńı maj́ı multiplikativńı nebo aditivńı charak-
ter. Oba tyto př́ıstupy jsou detailně popsány a jsou uvedeny funkce, pomoćı nichž
lze přecházet mezi multiplikativně a aditivně definovanými preferencemi. Dále
je shrnuto, jak se s metodami párového srovnáváńı pracuje ve v́ıcekriteriálńım
př́ıpadě. Přestože jsou tyto metody v dnešńı době jedny z nejpouž́ıvaněǰśıch,
potýkaj́ı se také s r̊uznými problémy.

Prvńım problémem je požadovaná podmı́nka konzistence, která je př́ılǐs silná
a nedá se u omezených hodnot́ıćıch škal dodržet. Určitá konzistence zadávaných
vstup̊u je však nutná pro to, aby bylo vypočtené hodnoceńı relevantńı. Proto se
konstruuj́ı r̊uzné alternativńı ukazatele konzistence.

Druhým problémem je počet požadovaných párových srovnáńı. Č́ım v́ıce
kritéríı a variant se v modelu vyskytuje, t́ım tento počet nar̊ustá. Je-li matice
velké dimenze, potom může být velmi problematické od expert̊u źıskat všechny
hodnoty. Často tyto hodnoty také d́ıky únavě nejsou úplně odpov́ıdaj́ıćı. Proto
se v některých př́ıpadech přistupuje k sestaveńı neúplné preferenčńı matice a z ńı
se odvozuje hodnoceńı variant.

Daľśım problémem je, jak s t́ımto typem metod pracovat v př́ıpadě, že je třeba
vytvořit model, který bude dále využ́ıván pro hodnoceńı postupně přicházej́ıćıch
variant. Potom se přistupuje k zavedeńı modelu pro obecné kategorie variant, na
které je aplikována metoda párového porovnáńı. Konkrétńı varianty potom do-
stanou přǐrazeno hodnoceńı dle kategorie, do které spadaj́ı. K hodnoceńı kategoríı
bylo navrženo několik zp̊usob̊u.

Dizertačńı práce se postupně zabývá výše jmenovanými problémy. Proto i
v následuj́ıćıch kapitolách bude respektováno členěńı dle těchto oblast́ı.

2. Teoretická východiska práce

Dizertačńı práce je postavena zejména na poznatćıch o multiplikativńıch a
aditivńıch matićıch párového porovnáńı. Nejd̊uležitěǰśı teoretické základy jsou
shrnuty ńıže.

Multiplikativńı př́ıstup
Nı́že uvedené poznatky vycháźı z [11, 13, 16, 33, 38, 41, 42]. Uvažujme

konečnou množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterým je třeba přǐradit mul-
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tiplikativńı hodnoceńı h1, h2, . . . , hn vzhledem ke kritériu K. To se provede po-
moćı matice párového porovnáńı M zavedené v následuj́ıćı definici.

Definice 2.1. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je matice, kde mij ∈ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, pro

každé i, j = 1, 2, . . . , n. Dále necht’ je M reciproká, tj. mji = 1
mij

pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n. Potom řekneme, že M je multiplikativńı preferenčńı matice.

Význam element̊u matice M , která reprezentuje srovnáńı variant
A1, A2, . . . , An na multiplikativńı škále 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, je popsán v tabulce

1. Prvek mij vyjadřuje odhad intenzity preference mezi variantami Ai a Aj ve
smyslu kolikrát je varianta Ai lepš́ı než varianta Aj, tj. mij ≈ hi

hj
pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n.

multiplikativńı preference aditivńı preference význam (slovńı popis)
mij = σ aij = 1 Ai je extrémně lepš́ı než Aj

mij ∈ (1, σ) aij ∈ (0,5, 1) Ai je lepš́ı než Aj

mij = 1 aij = 0,5 Ai je stejně dobrá jako Aj

mij ∈
(

1
σ
, 1

)

aij ∈ (0, 0,5) Aj lepš́ı než Ai

mij = 1
σ

aij = 0 Aj je extrémně lepš́ı než Ai

Tab. 1: Multiplikativńı a aditivńı škála

Aby informace v matici M byly zadány zcela racionálně a určovaly přesně
hodnoceńı h1, h2, . . . , hn, je třeba, aby matice M byla konzistentńı, tj.

mijmjk = mik (1)

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n, viz [42]. Tento požadavek je ale v reálných situaćıch
obt́ıžně dosažitelný. Budeme-li např. uvažovat, že mij = σ a mjk = σ, potom by
mělo platit mik = σ2 > σ.

K výpočtu hodnoceńı h = (h1, h2, . . . , hn), kde hi ≥ 0 pro i = 1, 2, . . . , n,
variant A1, A2, . . . , An lze použ́ıt následuj́ıćı metody. Crawford a Williams [13]
ukázali, že hodnoceńı variant lze hledat jako geometrický pr̊uměr řádk̊u M , tj.
pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı

hi = n

√

√

√

√

n
∏

j=1

mij. (2)

Saaty [42] ukázal, že vektor hodnoceńı je možné hledat jako vlastńı vektor matice
M př́ıslušný jej́ımu maximálńımu vlastńımu č́ıslu λmax, tj.

Mh = λmaxh. (3)
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Je-li matice M konzistentńı, potom je vektor hodnoceńı vypočtený geometrickým
pr̊uměrem řádk̊u a metodou vlastńıho vektoru stejný. Obecně se však jedná
o r̊uzné vektory. Hodnoceńı vypočtená pomoćı (2) a (3) vyjdou ve většině př́ıpad̊u
nenormovaná, proto je třeba je následně znormovat. Tj. pokud h′

1, h
′
2, . . . , h

′
n

jsou nenormovaná hodnoceńı, potom pro normovaná hodnoceńı h1, h2, . . . , hn pro
každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı

hi =
h′i
n
∑

j=1

h′
j

. (4)

Aditivńı př́ıstup
Nı́že uvedené poznatky vycháźı z [15, 19, 20, 36, 52, 53]. Uvažujme konečnou

množinu variant A = {A1, A2, . . . , An}, kterým je třeba přǐradit aditivńı hod-
noceńı hA

1 , hA
2 , . . . , hA

n vzhledem ke kritériu K. To se provede pomoćı matice
párového porovnáváńı A zavedené v následuj́ıćı definici.

Definice 2.2. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je čtvercová matice, kde aij ∈ 〈0, 1〉 pro

každé i, j = 1, 2, . . . , n. Dále necht’ je A aditivně reciproká, tj. aij = 1 − aji pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom řekneme, že A je aditivńı preferenčńı matice.

Význam element̊u matice A, která reprezentuje srovnáńı variant
A1, A2, . . . , An na aditivńı škále 〈0, 1〉, je popsán v tabulce 1. Při stano-
vováńı hodnoty aij je postup následuj́ıćı: Při porovnáváńı variant Ai a Aj

se rozděĺı 100% preference mezi tyto dvě varianty. Hodnotitel tedy přǐrad́ı
uspořádané dvojici variant (Ai, Aj) hodnotu aij ∈ 〈0, 1〉 vyjadřuj́ıćı mı́ru
preference Ai před Aj a analogicky uspořádané dvojici variant (Aj, Ai) hodnotu
aji ∈ 〈0, 1〉 vyjadřuj́ıćı mı́ru preference Aj před Ai tak, že aij + aji = 1,
i, j = 1, 2, . . . , n.

Aby informace v matici A byly zadány zcela racionálně a určovaly přesně
hodnoceńı hA

1 , hA
2 , . . . , hA

n , je třeba, aby matice A byla aditivně konzistentńı, tj.
aby pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n platilo

(aij − 0,5) + (ajk − 0,5) = (aik − 0,5), (5)

viz [52, 53]. Požadavek aditivńı konzistence je ale na uvažované hodnot́ıćı škále
v reálných situaćıch obt́ıžně dosažitelný. Pokud např. aij = 0,8 a ajk = 0,9, potom
by muselo platit aik = 1,2 > 1.

Tanino [52] ukázal, že pokud je matice A aditivně konzistentńı, potom existuje
nezáporný vektor hA = (hA

1 , hA
2 , . . . , hA

n ) takový, že aij − aji = hA
i − hA

j pro
každé i, j = 1, 2, . . . , n. Tedy rozd́ıl aij − aji obecně reprezentuje odhad intenzity
preference mezi variantami Ai a Aj ve smyslu o kolik je varianta Ai lepš́ı než Aj,
i, j = 1, 2, . . . , n.

V [20] je ukázáno, že aditivńı hodnoceńı hA
1 , hA

2 , . . . , hA
n můžou být pro každé
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i, j = 1, 2, . . . , n vypočtena pomoćı vzorce

hA
i =

2

n

n
∑

j=1

aij. (6)

Vektor hodnoceńı hA je dán jednoznačně až na přičteńı libobolné reálné kon-
stanty k.

Multiplikativńı vs. aditivńı př́ıstup
Multiplikativńı př́ıstup a aditivńı př́ıstup jsou ekvivalentńı v tom smyslu, že

oba modely jsou izomorfńı, jak je ukázáno v [18, 39]. Multiplikativńı preferenčńı
matici M = {mij}

n
i,j=1 lze převést na aditivńı preferenčńı matici A = {aij}

n
i,j=1

pomoćı vzorce aij = 1
2
(1 + logσ mij) pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Tato funkce

převád́ı multiplikativńı reciprocitu na aditivńı reciprocitu a multiplikativńı kon-
zistenci na aditivńı konzistenci. Multiplikativńı hodnoceńı hi vypočtená pomoćı
metody geometrického pr̊uměru řádk̊u (2) lze převést na aditivńı hodnoceńı hA

i

daná vztahem (6) takto: hA
i = 1 + logσ hi.

Analogicky lze aditivńı preferenčńı matici A = {aij}
n
i,j=1 převést na multipli-

kativńı preferenčńı matici M = {mij}
n
i,j=1 pomoćı vzorce mij = σ2aij−1pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n. Tato funkce převád́ı aditivńı reciprocitu na multiplikativńı reci-
procitu a aditivńı konzistenci na multiplikativńı konzistenci. Aditivńı hodnoceńı
hA

i dané vzorcem (6) lze převést na multiplikativńı hodnoceńı hi odpov́ıdaj́ıćı
metodě geometrického pr̊uměru řádk̊u (2), plat́ı hi = σhA

i −1.

3. Přehled aktuálńıho stavu problematiky

Konzistence matic párového porovnáńı
Podmı́nka konzistence i podmı́nka aditivńı konzistence jsou zavedeny tak,

že jich na omezených škálách nelze v reálných situaćıch dosáhnout. Proto byly
navrženy následuj́ıćı alternativńı ukazatele mı́ry konzistence.

Konzistence multiplikativńı preferenčńı matice
Nejznáměǰśı ukazatel nekonzistence je Saatyho index nekonzistence [42], který

se pro matici M vypočte dle vzorce CI = λmax−n
n−1

, kde λmax je maximálńı vlastńı
č́ıslo matice M řádu n. Pro určeńı dostatečné konzistence potom slouž́ı pod́ılový
koeficient nekonzistence CR = CI

RI(n)
, kde RI(n) pr̊uměrný index nekonzistence

náhodně vygenerovaných multiplikativńıch preferenčńıch matic řádu n. Pro CR ≤
0,1 je M považována za dostatečně konzistentńı. Alonso a Lamata [7] navázali
na Saatyho a modifikovali pod́ılový index nekonzistence tak, že RI(n) vyjádřili
pomoćı pr̊uměrného vlastńıho č́ısla náhodně vygenerovaných preferenčńıch matic
a stanovali vzorec pro jeho odhad.

Lamata a Pelaez [35] ukázali, že determinant konzistentńı preferenčńı matice
řádu 3 je roven nule. Na základě toho potom zkonstruovali index nekonzistence
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determinant̊u, který představuje aritmetický pr̊uměr determinant̊u všech reci-
prokých submatic řádu 3, které lze vytvořit z uvažované matice M . Crawford a
Williams [14] navrhli geometrický index nekonzistence, který založili na poznatku,
že pro prvky konzistentńı matice M plat́ı mij = hi

hj
. Koeficient potom definovali

pomoćı logaritmické čtvercové chyby těchto prvk̊u. Salo a Hämäläinen [46] pro
každý element matice M určili interval hodnot, jakých by měl nabývat, aby napl-
nil podmı́nku konzistence. Index nejednoznačnosti potom postavili na myšlence,
že č́ım širš́ı jsou tyto intervaly, t́ım nekonzistentněǰśı je matice M .

Stein a Mizzi [51] vycházeli z toho, že matice M je konzistentńı právě tehdy,
když jej́ı hodnost je rovna 1. Z řádkových součt̊u potom sestavili tzv. harmonický
pr̊uměr matice. Ten následně znormovali, aby jeho chováńı bylo srovnatelné se
Saatyho indexem nekonzistence CI a nazvali jej harmonický index nekonzistence.
Shiraishi a Obata [48] definovali index nekonzistence na základě koeficientu c3 cha-
rakteristického polynomu matice M , který př́ısluš́ı λn−3. Tento koeficient vyjádřili
pomoćı prvk̊u matice M a ukázali, že pro nekonzistentńı matice je záporný. Bar-
zilai [8] zavedl index relativńı chyby, který vyžaduje konstrukci pomocné matice
źıskané z matice M zlogaritmováńım jej́ıch prvk̊u a také konstrukci vektoru hod-
noceńı pomoćı aritmetického pr̊uměru řádk̊u z takto vytvořené matice.

Basile a D’Apuzzo [9] k ověřováńı konzistence přistoupili jinak než výše
zmı́něńı autoři. Pro přijatelnou konzistenci matice M definovali slabš́ı podmı́nku
než je konzistence, oslabenou konzistenci : mij > 1 ∧ mjk > 1 ⇒ mik > 1. Tato
podmı́nka je definována racionálně a dá se v reálných př́ıpadech dodržet lépe
než samotná konzistence. Neńı však definována pro soubor prvk̊u, kde jsou ale-
spoň dva r̊uzné prvky indiferentńı. Nav́ıc pokud jedna z intenzit preferenćı na
levé straně uvažovaného výrazu znamená extrémńı preferenci σ > 1, potom tuto
podmı́nku neńı možné na škále 〈 1

σ
, σ〉 splnit.

Chiclana a kol. [30] definovali T-multiplikativńı tranzitivitu, pro niž zavedli i
aditivńı verzi, která bude popsána ńıže.

Konzistence aditivńı preferenčńı matice
Tanino [53] považuje za minimálńı podmı́nku, kterou by měly zadané pre-

ference splňovat, aby byly zadány logicky, slabou tranzitivitu aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥
0,5 ⇒ aik ≥ 0,5. Dále se v literatuře [17] objevuj́ı podmı́nky jako max-min tran-
zitivita aik ≥ min{aij, ajk} a max-max tranzitivita aik ≥ max{aij, ajk}, které jsou
ale pro aditivně reciproké matice př́ılǐs silné. Proto Tanino [53] definoval slabš́ı
podmı́nky vhodněǰśı pro tyto matice. Prvńı z nich je restriktivńı max-min tran-
zitivita aij ≥ 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5 ⇒ aik ≥ min{aij, ajk}. Druhou z nich je restriktivńı
max-max tranzitivita aij ≥ 0,5∧ ajk ≥ 0,5 ⇒ aik ≥ max{aij, ajk}. Přičemž druhá
podmı́nka je silněǰśı než prvńı. Obě tyto podmı́nky jsou pro reciproké matice de-
finovány smysluplně a v reálných situaćıch jsou dodržitelné. Mohly by být tud́ıž
považovany za lepš́ı podmı́nku pro přijatelnou konzistenci aditivńı preferenčńı
matice než slabá tranzitivita.
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Chiclana a kol. [30] definovali pro přijatelnou konzistenci matice T-aditivńı
tranzitivitu. Provedli to pomoćı trojice podmı́nek, která vyžaduje dodržet adi-
tivńı konzistenci pouze pro dvojice prvk̊u z r̊uzné strany aditivńı škály vzhledem
k hodnotě indiference. Pro dvojice ze stejné strany škály vyžadovali restriktivńı
max-max tranzitivitu a jej́ı reciprokou podobu. Nicméně, jak bylo v dizertačńı
práci ukázáno, aby tato trojice podmı́nek byla splněna, musela by skoro ve všech
př́ıpadech být dodržena př́ımo podmı́nka konzistence. Jedinou výjimkou by byla
pouze dvojice, kde jeden prvek představuje indiferenci. Zde je zrovna ale konzis-
tence jednoduše dodržitelná a smysluplná.

Chiclana a kol. [31] definovali skupinu vlastnost́ı, které požaduj́ı po aditivńı
prefenčńı matici, aby ji mohli považovat za přijatelně konzistentńı. Na základě
toho potom zavedli tzv. U-konzistenci. Herrera-Viedma a kol [29] definovali
index nekonzistence aditivńı preferenčńı matice na základě podmı́nky aditivńı
konzistence.

Neúplné matice párového porovnáńı
Pokud se v hodnot́ıćım modelu vyskytuje velký počet porovnávaných prvk̊u

a model nejde rozdělit na submodely, potom je nutno sestrojit matici párového
porovnáńı velkého řádu. V takovém př́ıpadě je možno sńıžit počet vyžadovaných
párových srovnáńı od hodnotitele tak, že se vyplńı jen část z potřebných
n(n − 1)/2 element̊u matice a hodnoceńı prvk̊u se urč́ı na základě této neúplné
preferenčńı matice.

Metody zadáváńı neúplné matice párových porovnáńı
Pro zadáńı neúplné matice párového porovnáńı, které by sńıžilo počet

párových porovnáńı potřebných od hodnotitele, bylo navrženo několik metod.
Touto problematikou se zabývali např. Herrera-Viedma a kol. [28], Harker a Millet
[27], Fedrizzi a Giove [22], Sanchez a Sayer [47] nebo Ra [37].

Minimálńı počet párových srovnáńı pro n variant tak, abychom z těchto
párových srovnáńı mohli odvodit vztahy pro celou množinu variant, je n − 1.
Metodou pracuj́ıćı na tomto principu se zabývali např. Herrera-Viedma a kol.
[28]. Wedley, Schoner a Tang [54] se zaměřili na r̊uzné zp̊usoby, jak těchto n − 1
párových srovnáńı vybrat. Takováto metoda odpov́ıdá požadavku maximálně zre-
dukovat počet vstup̊u požadovaných od hodnotitele. Na druhou stranu ale tato
metoda nepracuje s d̊uležitou vlastnost́ı metod párového srovnáváńı - nevyuž́ıvá
redundanci informaćı zadaných v preferenčńı matici, d́ıky ńıž lze odhalit, pokud
hodnotitel provád́ı iracionálńı úsudky.

Harker [26, 25] a později také Harker a Millet [27] navrhli iterativńı me-
todu pro výběr následuj́ıćı dvojice prvk̊u, pro které má hodnotitel zadat párové
srovnáńı. V této metodě uvažovali chyběj́ıćı párová srovnáńı v multiplikativńı
preferenčńı matici M = {mij}

n
i,j=1 ve tvaru mij = hi

hj
, kde hi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

jsou hodnoceńı př́ıslušných variant. V každém kroku metody se vypočte gradient
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vektoru hodnoceńı a hodnotiteli je předloženo k vyplněńı párové srovnáńı, pro
nějž př́ıslušná složka vektoru hodnoceńı nabývá největš́ı změny. Proces je zasta-
ven, když se vektor hodnoceńı vypočtený v posledńıch dvou kroćıch metody lǐśı
méně, než je zadaná hranice.

Fedrizzi a Giove [22] předkládaj́ı hodnotiteli k vyplněńı párové srovnáńı pro
dvojici prvk̊u (i, j) := (Ai, Aj), která maximalizuje hodnot́ıćı funkci

f(i, j) = λzij + (1 − λ)pij, (7)

založenou na dvou kritéríıch. Prvńım kritériem je zij, které udává, jak moc in-
formaćı už o daném párovém srovnáńı máme. Tj. jak moc nepř́ımých párových
srovnáńı už bylo pro uvažované párové srovnáńı provedeno. Plat́ı

zij = 1 −
Card(Qi) + Card(Qj)

2(n − 2)
, (8)

kde Qi = {k; (i, k) ∈ Q} a Q je množina těch dvojic prvk̊u, pro které již bylo
hodnotitelem zadáno párové srovnáńı. Kritérium zij tedy představuje normovaný
počet párových srovnáńı provedených párových srovnáńı s prvky Ai a Aj, upra-
vený tak, aby kritérium bylo rostoućı.

Druhým kritériem je pij, které znač́ı, jak kvalitńı informaci pro toto párové
srovnáńı máme. Tj. jak moc nekonzistentńı vycháźı uvažované párové srovnáńı
pomoćı již zadaných nepř́ımých párových srovnáńı. Plat́ı

pij =
3ϕij

Card(Qi ∩ Qj) + 1
, (9)

kde ϕij je středńı hodnota nekonzistence nepř́ımých srovnáńı provedených s prvky
Ai a Aj. Plat́ı

ϕij =







0, jestliže Qi ∩ Qj = Ø,
∑

k∈Qi∩Qj

(aik+akj−0,5−µij)
2

Card(Qi∩Qj)
, jestliže Qi ∩ Qj 6= Ø, (10)

kde µij představuje středńı hodnotu nepř́ımých srovnáńı s prvky Ai a Aj. Tj.

µij =







0, jestliže Qi ∩ Qj = Ø,
∑

k∈Qi∩Qj

aik+akj−0,5

Card(Qi∩Qj)
, jestliže Qi ∩ Qj 6= Ø. (11)

Kritérium pij definované v (9) potom představuje normovanou hodnotu ma-
ximálńı možné redukce nekonzistence, která může být dosažena zadáńım př́ımého
srovnáńı pro dvojici (i, j).

K určeńı významnosti mezi kritérii zij a pij slouž́ı parametr λ ∈ 〈0, 1〉.
Č́ım větš́ı je hodnota funkce f , t́ım je nutněǰśı provést srovnáńı Ai s Aj,
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i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Proto v každém kroku algoritmu hodnotitel vyplněńı aij,
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, pro které plat́ı

(i, j) = arg max
(k,l)∈Ω\Q

f(k, l), (12)

kde Q je opět množina těch dvojic prvk̊u, pro které již bylo hodnotitelem zadáno
párové srovnáńı, a Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, . . . , n, i < j} je množina všech dvojic
mezi uvažovanými n prvky, které jsou třeba k úplnému vyplněńı matice A.

Metody výpočtu hodnoceńı vycházej́ıćı z neúplné matice párových porovnáńı
Hodnoceńı porovnávaných variant lze z neúplné matice párových po-

rovnáńı źıskat dvěma zp̊usoby. Prvńı možnost je doplnit chyběj́ıćı hodnoty ma-
tice párových porovnáńı a následně vypočt́ıtat hodnoceńı variant dle běžně
použ́ıvaných metod pro úplné matice párových porovnáńı. V tomto př́ıpadě
jsou chyběj́ıćı párová srovnáńı odhadnuta na základě párových srovnáńı prove-
dených hodnotitelem. Tyto dopočtené hodnoty jsou r̊uznými zp̊usoby odvozené
z podmı́nky konzistence. Vycháźı se přitom z myšlenky, že doplněná matice by
měla být co nejv́ıce v souladu s preferencemi zadanými hodnotitelem. T́ımto
zp̊usobem výpočtu hodnoceńı variant z neúplné preferenčńı matice se zabývali
např. Alonso a kol. [6], Fedrizzi a Giove [21], Herrera-Viedma a kol.[28], Shiraishi
a kol. [49] nebo Srdjevic a kol. [50]. Brunelli a kol. [12] publikovali simulačńı studii
porovnávaj́ıćı 7 metod výpočtu hodnoceńı pomoćı rekonstrukce neúplné matice
párového porovnáńı.

Druhá možnost je vypoč́ıtat hodnoceńı variant př́ımo z neúplné ma-
tice párových porovnáńı. V tomto př́ıpadě se vycháźı z toho, že párová
srovnáńı představuj́ı odhad výrazu, který reprezentuje vztah mezi hodnoceńımi
uvažovaných prvk̊u. Hodnoceńı variant se potom poč́ıtaj́ı r̊uznými zp̊usoby
pomoćı minimalizace chyby takového odhadu. Z vypočteného hodnoceńı je
potom možné rekonstruovat chyběj́ıćı hodnoty v uvažované matici párových
porovnáńı. Metodami tohoto typu, kdy je možné odvodit hodnoceńı variant
př́ımo z neúplné preferenčńı matice, se zabývali např. Bozóki a kol. [10], Gao a
kol. [23], Gong [24], Ramı́k [40] nebo Xu [55, 56].

Hodnoceńı obecných kategoríı pomoćı párového srovnáváńı
Model hodnoceńı pomoćı párového srovnáváńı v př́ıpadě, že varianty nejsou

předem známy, zavedl Saaty [43, 44, 45]: Pro každé kritérium Kj, j = 1, 2, . . . ,m,
je vytvořena množina úrovńı U j

1 , U
j
2 , . . . , U

j
nj

tohoto kritéria, která pro něj bude
představovat úplnou hodnot́ıćı škálu (např. úrovně nadpr̊uměrný, pr̊uměrný a
podpr̊uměrný). Tyto úrovně jsou spolu vzhledem k danému kritériu párově
porovnány a je źıskáno jejich hodnoceńı uj

1, u
j
2, . . . , u

j
m. Tato hodnoceńı jsou

vypočtena bud’ z multiplikativńı preferenčńı matice M nebo z aditivńı prefe-
renčńı matice A. V př́ıpadě M je použit geometrický pr̊uměr řádk̊u (2) nebo
metoda vlastńıho vektoru (3) a následně normováńı (4). V př́ıpadě A je použit
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vzorec (6), následně převod na multiplikativńı hodnoceńı dle vztahu ui = σuA
i −1

pro každé i, j = 1, 2, . . . , n a nakonec je opět použito normováńı (4).
Následně budeme uvažovat obecné varianty, tzv. kategorie tvořené kombina-

cemi (Ui1 , Ui2 , . . . , Uim) úrovńı jednotlivých kritéríı. Kategorie dle konkrétńıho
kritéria Kj potom dostane hodnoceńı Rj

i1,i2,...,im
určitým zp̊usobem dle úrovně

Uij . Celkové hodnoceńı (rating) kategorie se potom vypočte

Ri1,i2,...,im =

n1
∑

i1=1

n2
∑

i2=1

· · ·

nm
∑

im=1

vjR
j
i1,i2,...,im

, (13)

kde v1, v2, . . . , vm jsou normované váhy kritéríı. Jakmile do modelu vstouṕı va-
rianta, je ztotožněna s jednou z definovaných kategoríı a dle této kategorie je j́ı
přǐrazeno hodnoceńı.

Saaty [44] nejrpve definoval hodnoceńı kategorie (Ui1 , Ui2 , . . . , Uim) vzhledem
ke kritériu Kj, kde j = 1, 2, . . . ,m, takto: Rj

i1,i2,...,im
= uj

ij
. V dizertačńı práci

je ukázáno, že v takovém př́ıpadě ale d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı nedává v součtu
1, jak je v metodách tohoto typu obvyklé. Takto vypočtená hodnoceńı kategoríı
jsou potom ovlivněna počtem úrovńı definovaných pro jednotlivá kritéria. Dı́ky
tomu potom může kritérium, které má nejméně úrovńı, mı́t větš́ı vliv na celkové
hodnoceńı kategoríı než by mělo mı́t dle přǐrazených vah.

V pozděǰśıch praćıch Saaty [43, 45] předefinoval d́ılč́ı hodnoceńı kategoríı
takto: Rj

i1,i2,...,im
= uj

ij
/ max

k=1,2,...,nj

uj
k. Saaty takto vypočtená hodnoceńı kategoríı

označuje jako absolutńı hodnoceńı, viz [43]. Vı́ce o absolutném hodnoceńı lze
nalézt v [2]. Přitom zde ale je pro každé kritérium hodnoceńı nejhorš́ı úrovně jiné,
tj. každá d́ılč́ı hodnot́ıćı škála je jiná. Celková hodnoceńı jsou potom poč́ıtána jako
vážený pr̊uměr z hodnoceńı definovaných na r̊uzných škálách.

4. Ćıle dizertačńı práce

Prvńım ćılem předložené práce bylo popsat metody hodnoceńı založené na
matićıch párového porovnáńı a vytvořit tak dostatečný teoretický podklad pro
jejich detailněǰśı zkoumáńı. Ćılem bylo podat shrnut́ı teorie multiplikativńıho a
aditivńıho př́ıstupu k zadanáńı párových preferenćı.

Druhým ćılem bylo navrhnout slabš́ı podmı́nku konzistence, která bude
zajǐst’ovat základńı racionalitu hodnotitele ve smyslu von Neumanna a Mor-
gensterna, bude dodržitelná v reálných situaćıch a kontrolovatelná v pr̊uběhu
zadáváńı preferenčńı matice. V rámci tohoto ćıle byly ukázány vlastnosti navržené
slabé konzistence a tato podmı́nka byla porovná s některými jinými použ́ıvanými
ukazateli přijatelné konzistence tam, kde to bylo smysluplné.

Daľśı část práce souviśı s problémem velkého počtu párových srovnáńı u matic
velkých řád̊u. Zde byl stanoven ćıl navrhnout metodu, která hodnotiteli usnadńı
proces hodnoceńı. V této metodě byly využity neúplné preferenčńı matice jako
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nástroj, jak sńıžit počet párových porovnáńı vyžadovaných od hodnotitele. S po-
moćı slabé konzistence bylo popsáno, jak hodnotitele při zadáváńı preferenčńı
matice vést, aby udržel určitou konzistenci. Dále bylo ukázáno, jak z výsledné
neúplné preferenčńı matice vypoč́ıtat hodnoceńı variant. V literatuře se často
autoři zabývaj́ı bud’ zp̊usobem konstrukce neúplné matice, nebo výpočtem hod-
noceńı z neúplné matice. Naš́ım ćılem bylo na základě źıskaných poznatk̊u vy-
tvořit komplexńı metodu, která zajist́ı oboj́ı a která nav́ıc povede hodnotitele
tak, aby jeho úsudky byly přijatelně konzistentńı.

Nakonec jsme se soustředili na problém vytvořeńı modelu hodnoceńı
založeného na matićıch párového porovnáńı, jenž slouž́ı k hodnoceńı variant,
které do něj budou v budoucnu postupně vstupovat. Pro tuto situaci navrhl Saaty
hodnoceńı pomoćı obecných kategoríı. Naš́ım ćılem bylo podrobit jeho zp̊usoby
výpočtu hodnoceńı kategoríı kritické analýze a navrhnout jiný zp̊usob výpočtu
d́ılč́ıch hodnoceńı.

5. Popis vlastńıho řešeńı a p̊uvodńı výsledky

5.1. Slabá konzistence

V této části je představen popis vlastńıho řešeńı ověřeńı přijatelné konzis-
tence matice párového porovnáńı a s t́ım souvisej́ıćı p̊uvodńı výsledky, jejichž
podstatná část byla publikována v [1,4,5].

Multiplikativńı slabá konzistence
Nyńı bude zavedena slabá konzistence pro multiplikativńı preference. Tato

podmı́nka vycháźı z restriktivńı max-max tranzitivity, je však silněǰśı. Pokud
bude tato podmı́nka pro multiplikativńı preferenčńı matici splněna, potom bude
považována za přijatelně konzistentńı.

Definice 5.1. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom

řekneme, že M je slabě konzistentńı, jestliže pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

mij > 1 ∧ mjk > 1 =⇒ mik ≥ max{mij, mjk}; (14)

(mij = 1∧mjk ≥ 1)∨ (mij ≥ 1∧mjk = 1) =⇒ mik = max{mij, mjk}. (15)

Slabá konzitence představuje oslabeńı podmı́nky konzistence. Je-li preferenčńı
matice konzistentńı, pak je také slabě konzistentńı, jak vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.1. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, která je

konzistentńı, tj. mik = mijmjk pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Pak je M také slabě
konzistentńı.
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Z multiplikativńı preferenčńı matice M , významy jej́ıchž prvk̊u jsou defino-
vané v tabulce 1, lze źıskat incidenčńı matice binárńıch relaćı preference ≻ a
indiference ∼. Pokud je multiplikativńı preferenčńı matice M slabě konzistentńı,
pak tyto klasické relace ≻ a ∼ splňuj́ı axiomy von Neumanna a Morgensterna
pro racionálńı choválńı hodnotitele. Tedy binárńı relace �, která je sjednodeńım
relaćı ≻ a ∼, představuje kvaziuspořádáńı.

Věta 5.2. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-

renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Označme
Ai ≻ Aj právě tehdy, když mij > 1, a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1,
pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom preferenčńı uspořádáńı prvk̊u A1, A2 . . . , An

určené binárńı relaćı �, která je sjednoceńım binárńıch relaćı ≻ a ∼, tvoř́ı kva-
ziuspořádáńı.

Vzhledem k tomu, že preferenčńı matice M je reciproká, zadává se většinou
pouze horńı trojúhelńık matice M a dolńı trojúhelńık se dopočte dle podmı́nky
reciprocity. Výhodné tedy je, když v horńım trojúhelńıku matice M jsou pouze
hodnoty větš́ı nebo rovny 1. Uspořádaj́ı-li se nejprve porovnávané prvky od
nejpreferovaněǰśıho po nejméně preferovaný, potom bude matice M v horńım
trojúhelńıku obsahovat pouze hodnoty větš́ı nebo rovny 1, tj. mij ≥ 1 pro každé
i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. V tomto př́ıpadě je nav́ıc velmi jednoduché v pr̊uběhu
zadáváńı intenzit preferenćı ověřovat slabou konzistenci. Slabá konzistence je
pak totiž ekvivalentńı s t́ım, že každý řádek horńıho trojúhelńıku matice muśı
představovat neklesaj́ıćı posloupnost č́ısel a každý sloupec horńıho trojúhelńıku
zase nerostoućı posloupnost. Nav́ıc ještě muśı platit, že pokud mij = 1, i 6= j, pak
se řádky i a j muśı rovnat a stejně tak i sloupce i a j. Pokud nejsou porovnávané
varianty předem takto uspořádané, potom je možné zkusit přeuspořádat řádky
a sloupce matice M . Pokud bude existovat takové přeuspořádáńı, že pro nově
vzniklou matici budou splněny výše zmı́něné vlastnosti, potom je matice M slabě
konzistentńı. Tato vlastnost je popsána v následuj́ıćı větě.

Věta 5.3. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom

M je slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {mπ(i)π(j)}
n
π(j)=π(i) je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;

2. posloupnost {mπ(i)π(j)}
π(j)
π(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2, . . . , n;

3. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
mπ(l)π(i) = mπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n, kde π(l) ≤ π(i) < π(j);

4. jestlǐze mπ(i)π(j) = 1 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
mπ(i)π(k) = mπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n, kde π(i) < π(j) ≤ π(k).

16



Pro slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı matici M plat́ı, že prefe-
renčńı pořad́ı porovnávaných prvk̊u, které je jim přǐrazeno dle př́ıslušných hod-
noceńı źıskaných z M geometrickým pr̊uměrem řádk̊u nebo metodou vlastńıho
vektoru, je stejné jako preferenčńı pořad́ı, které pro tyto prvky lze odvodit z M
pomoćı incidenčńıch matićı binárńıch relaćı preference ≻ a indiference ∼. Tuto
vlastnost sumarizuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.4. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı

matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je vari-
antám A1, A2, . . . , An přiřazen vektor hodnoceńı h = (h1, h2, . . . , hn), který je
vypočten z matice M pomoćı geometrického pr̊uměru řádk̊u (2) nebo pomoćı me-
tody vlastńıho vektoru (3). Označme Ai ≻ Aj právě tehdy, když mij > 1, a
Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ � je
sjednoceńı binárńıch relaćı ≻ a ∼ definovaných na dané množině variant. Potom
plat́ı, že hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n), kde π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} je
permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · � Aπ(n).

Analogicky by bylo možné slabou konzisteci zadefinovat pomoćı prvk̊u
menš́ıch nebo rovných 1 a pomoćı minima, což vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.5. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom

M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

mij < 1 ∧ mjk < 1 =⇒ mik ≤ min{mij, mjk}; (16)

(mij = 1 ∧mjk ≤ 1) ∨ (mij ≤ 1 ∧mjk = 1) =⇒ mik = min{mij, mjk}. (17)

Vztah mezi elementy matice M menš́ımi než jedna a větš́ımi než jedna vy-
jadřuj́ı následuj́ıćı věta a jej́ı d̊usledek. Jedná se o nutné a zároveň postačuj́ıćı
podmı́nky pro to, aby preferenčńı matice M byla slabě konzistentńı.

Věta 5.6. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Potom

M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové, že
mij > 1 ∧ mjk < 1, plat́ı pro mik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

mij > mkj =⇒ 1 < mik ≤ mij; (18)

mij < mkj =⇒ mjk ≤ mik < 1; (19)

mij = mkj =⇒ mji ≤ mik ≤ mij. (20)

Důsledek 5.1. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice. Po-

tom M je slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že mij < 1 ∧ mjk > 1, plat́ı pro mik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

mjk > mji =⇒ 1 < mik ≤ mjk; (21)

mjk < mji =⇒ mij ≤ mik < 1; (22)

mjk = mji =⇒ mkj ≤ mik ≤ mjk. (23)
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Aditivńı slabá konzistence
Nyńı bude zavedena slabá konzistenci pro aditivńı preference. Tato podmńınka

opět vycháźı z restriktivńı max-max tranzitivity, ale je silněǰśı. Pokud bude tato
podmı́nka pro aditivńı preferenčńı matici splněna, potom bude považována za
přijatelně konzistentńı.

Definice 5.2. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom

řekneme, že A je aditivně slabě konzistentńı, jestliže pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n
plat́ı

aij > 0,5 ∧ ajk > 0,5 =⇒ aik ≥ max{aij, ajk}; (24)

(aij = 0,5 ∧ ajk ≥ 0,5) ∨ (aij ≥ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = max{aij, ajk}. (25)

Aditivńı slabá konzitence představuje oslabeńı podmı́nky aditivńı konzistence.
Je-li preferenčńı matice aditivně konzistentńı, pak je také aditivně slabě konzis-
tentńı, jak vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.7. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která je aditivně

konzistentńı, tj. aik = aij + ajk − 0,5 pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n. Pak je A také
aditivně slabě konzistentńı.

Z aditivńı preferenčńı matice A, významy jej́ıchž prvk̊u jsou definované v ta-
bulce 1, lze źıskat incidenčńı matice binárńıch relaćı preference ≻ a indiference ∼.
Pokud je aditivńı preferenčńı matice A aditivně slabě konzistentńı, pak tyto kla-
sické relace ≻ a ∼ splňuj́ı axiomy von Neumanna a Morgensterna pro racionálńı
choválńı hodnotitele. Tedy binárńı relace �, která je sjednodeńım relaćı ≻ a ∼,
představuje kvaziuspořádáńı.

Věta 5.8. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı

k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Dále necht’ A je aditivně slabě kon-
zistentńı. Označme Ai ≻ Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě tehdy,
když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom preferenčńı uspořádáńı prvk̊u
A1, A2 . . . , An určené binárńı relaćı �, která je sjednoceńım binárńıch relaćı ≻ a
∼, tvoř́ı kvaziuspořádáńı.

Při zadáváńı aditivńı preferenčńı matice A se většinou pracuje pouze s horńım
trojúhelńıkem této matice. Zbylé hodnoty se doplńı z vlastnosti aditivńı recipro-
city. V tomto př́ıpadě je výhodné, aby horńı trojúhelńık obsahoval pouze hodnoty
větš́ı nebo rovny 0,5. Toho se doćıĺı t́ım, že porovnávané prvky se uspořádaj́ı
od nejpreferovaněǰśıho po nejméně preferovaný. Je-li matice v tomto tvaru, po-
tom je nav́ıc velmi jednoduché aditivńı slabou konzistenci kontrolovat již při
zadáváńı preferenčńı matice. Aditivńı slabá konzistence je v tomto př́ıpadě totiž
ekvivalentńı s t́ım, že každý řádek horńıho trojúhelńıku matice představuje ne-
klesaj́ıćı posloupnost č́ısel a každý jeho sloupec nerostoućı posloupnost. Nav́ıc
ještě muśı platit, že pokud se jinde než na hlavńı diagonále vyskytuje hodnota
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představuj́ıćı indiferenci mezi dvěma prvky, potom srovnáńı každého prvku s li-
bovolným z těchto dvou prvk̊u muśı být přǐrazena stejná hodnota preference.
Pokud nejsou porovnávané varianty předem takto uspořádané, potom je možné
zkusit přeuspořádat řádky a sloupce matice A. Pokud bude existovat takové
přeuspořádáńı, že pro nově vzniklou matici budou splněny výše zmı́něné vlast-
nosti, potom je matice A aditivně slabě konzistentńı. Tato vlastnost je popsána
v následuj́ıćı větě.

Věta 5.9. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je adi-

tivně slabě konzistentńı právě tehdy, když existuje permutace π : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} taková, že plat́ı následuj́ıćı:

1. posloupnost {aπ(i)π(j)}
n
π(j)=π(i) je neklesaj́ıćı pro každé i = 1, 2 . . . , n;

2. posloupnost {aπ(i)π(j)}
π(j)
π(i)=1 je nerostoućı pro každé j = 1, 2, . . . , n;

3. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
aπ(l)π(i) = aπ(l)π(j) pro každé l = 1, 2, . . . , n takové, že π(l) ≤ π(i) < π(j);

4. jestlǐze aπ(i)π(j) = 0,5 pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kde π(i) < π(j), potom
aπ(i)π(k) = aπ(j)π(k) pro každé k = 1, 2, . . . , n takové, že π(i) < π(j) ≤ π(k).

Pro aditivně slabě konzistentńı aditivńı preferenčńı matici A plat́ı, že prefe-
renčńı pořad́ı porovnávaných prvk̊u, které je jim přǐrazeno dle př́ıslušných adi-
tivńıch hodnoceńı źıskaných z A pomoćı vzorce (6), je stejné jako preferenčńı
pořad́ı, které pro tyto prvky lze odvodit z A pomoćı incidenčńıch matićı binárńıch
relaćı preference ≻ a indiference ∼. Tuto vlastnost sumarizuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.10. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice, která slouž́ı

k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je variantám A1, A2, . . . , An

přiřazen vektor hodnoceńı hA = (hA
1 , hA

2 , . . . , hA
n ), který je z matice A vypočten

pomoćı vzorce (6). Označme Ai ≻ Aj právě tehdy, když aij > 0,5, a Ai ∼ Aj právě
tehdy, když aij = 0,5, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ � je sjednoceńı binárńıch
relaćı ≻ a ∼ na dané množině variant. Potom plat́ı, že hA

π(1) ≥ hA
π(2) ≥ · · · ≥ hA

π(n),

kde π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} je permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · �
Aπ(n).

Aditivńı slabá konzistence je definována jen pro hodnoty z intervalu 〈0,5, 1〉.
Analogicky by bylo možné aditivńı slabou konzisteci zadefinovat pro prvky z in-
tervalu 〈0, 0,5〉, což vyjadřuje následuj́ıćı věta.

Věta 5.11. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je

aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n plat́ı

aij < 0,5 ∧ ajk < 0,5 =⇒ aik ≤ min{aij, ajk}; (26)

(aij = 0,5 ∧ ajk ≤ 0,5) ∨ (aij ≤ 0,5 ∧ ajk = 0,5) =⇒ aik = min{aij, ajk}. (27)
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Jak vypadá nepř́ımé srovnáńı dvou prvk̊u u slabě konzistentńı matice A, po-
kud př́ımá srovnáńı dvou prvk̊u nabývaj́ı hodnot z interval̊u 〈0, 0,5) a (0,5, 1〉, vy-
jadřuje následuj́ıćı věta a jej́ı d̊usledek. Popisuj́ı daľśı nutné a zároveň postačuj́ıćı
podmı́nky pro to, aby matice A byla aditivně slabě konzistentńı.

Věta 5.12. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je

aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že aij > 0,5 ∧ ajk < 0,5, plat́ı pro aik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

aij > akj =⇒ 0,5 < aik ≤ aij; (28)

aij < akj =⇒ ajk ≤ aik < 0,5; (29)

aij = akj =⇒ aji ≤ aik ≤ aij. (30)

Věta 5.13. Necht’ A = {aij}
n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı matice. Potom A je

aditivně slabě kozistentńı právě tehdy, když pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n takové,
že aij < 0,5 ∧ ajk > 0,5, plat́ı pro aik následuj́ıćı pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n:

ajk > aji =⇒ 0,5 < aik ≤ ajk; (31)

ajk < aji =⇒ aij ≤ aik < 0,5; (32)

ajk = aji =⇒ akj ≤ aik ≤ ajk. (33)

Multiplikativńı vs. aditivńı slabá konzistence
Slabá konzistence byla pro multiplikativńı i pro aditivńı preferenčńı matici

nadefinována tak, aby na zadané preference byly kladeny stejné požadavky.
Podmı́nky multplikativńı a aditivńı slabé konzistence jsou tud́ıž ekvivalentńı.

Věta 5.14. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je multiplikativńı preferenčńı matice, kde

mij ∈ 〈 1
σ
, σ〉, σ > 1, i, j = 1, 2, . . . , n a necht’ A = {aij}

n
i,j=1 je aditivńı preferenčńı

matice, kde aij ∈ 〈0, 1〉, i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ pro prvky těchto matic plat́ı mij =
σ2aij−1, resp. aij = 1

2
(1 + logσ mij), pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Potom matice M

je slabě konzistentńı právě tehdy, když matice A je aditivně slabě konzistentńı.

Vypočte-li se hodnoceńı ze slabě konzistentńı matice M nebo z aditivně slabě
konzistentńı matice A, ponesou tato hodnoceńı stejnou informaci o uspořádáńı
porovnávaných prvk̊u.

Věta 5.15. Necht’ M = {mij}
n
i,j=1 je slabě konzistentńı multiplikativńı prefe-

renčńı matice, která slouž́ı k párovému srovnáńı variant A1, A2, . . . , An. Necht’ je
variantám A1, A2, . . . , An přiřazeno hodnoceńı h1, h2, . . . , hn, které je vypočteno
z matice M pomoćı geometrického pr̊uměru řádku (2) nebo pomoćı metody
vlastńıho vektoru (3). Necht’ A = {aij}

n
i,j=1 je aditivně slabě konzistentńı adi-

tivńı preferenčńı matice, pro kterou plat́ı aij = 1
2
(1 + logσ mij) pro každé i, j =

1, 2, . . . , n. Necht’ hA
1 , hA

2 , . . . , hA
n jsou aditivńı hodnoceńı variant A1, A2, . . . , An
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vypočtená z matice A dle vzorce (6). Označme Ai ≻ Aj právě tehdy, když mij > 1,
a Ai ∼ Aj právě tehdy, když mij = 1, pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Necht’ � je
sjednoceńı binárńıch relaćı ≻ a ∼ definovaných na dané množině variant. Potom
pro uspořádáńı hodnoceńı dle velikosti plat́ı:

hπ(1) ≥ hπ(2) ≥ · · · ≥ hπ(n) ⇐⇒ hA
π(1) ≥ hA

π(2) ≥ · · · ≥ hA
π(n),

kde π : {1, 2, . . . , } → {1, 2, . . . , n} je permutace taková, že Aπ(1) � Aπ(2) � · · · �
Aπ(n).

5.2. Neúplné matice párových porovnáńı

V této části je představen popis vlastńı metody pro efektivńı źıskáváńı
párových srovnáńı variant od hodnotitele tak, aby źıskaná data byla přijatelně
konzistentńı a aby vzniklá preferenčńı matice nesla dostatek informaćı k výpočtu
hodnoceńı porovnávaných variant. Původńı výsledky uvedené v této části byly
publikovány v [1].

Předpoklady
Algoritmus je možno definovat jak pro multiplikativńı preferenčńı matici M ,

tak pro aditivńı preferenčńı matici A. Vzhledem k tomu, že tyto dva př́ıstupy jsou
dle kapitoly 2 ekvivalentńı, je algoritmus popsán pouze pro př́ıpad, kdy hodnotitel
zadává multiplikativńı preference. Uvažujeme diskrétńı škálu. Intenzity preferenćı
se tedy budou zadávat na multiplikativńı škále I ⊂ 〈 1

σ
, σ〉, σ > 1, kde I =

L ∪ {1} ∪ P , P = {c2, c3, . . . , cN}, L = { 1
cN

, 1
cN−1

, . . . , 1
c2
}, c2, c3 . . . , cN > 1,

cN = σ.
Uvažujme varianty A1, A2, . . . , An, kterým je třeba přǐradit hodnoceńı v̊uči

kritériu K. Dále uvažujme slabě konzistentńı multiplikativńı preferenčńı matici
M = {mij}

n
i,j=1, kde mij ∈ I pro každé i, j = 1, 2, . . . , n. Jedná se o prefe-

renčńı matici, která by vznikla v př́ıpadě, že by hodnotitel zadal všechna párová
srovnáńı. Tedy M by představovala úplnou preferenčńı matici párového po-
rovnáńı variant A1, A2, . . . , An, tj. takovou preferenčńı matici, kde jsou všechna
párová srovnáńı jednoznačně zadána. Dále uvažujme hodnoceńı h1, h2, . . . , hn va-
riant A1, A2, . . . , An, která by v tomto př́ıpadě byla z matice M vypočtena pomoćı
geometrického pr̊uměru řádk̊u (2).

Nyńı uvažujme multiplikativńı preferenčńı matici př́ıslušnou variantám
A1, A2, . . . , An, kterou bude hodnotitel v pr̊uběhu algoritmu vyplňovat.
Požadujeme opět, aby tato matice byla zadávána tak, aby byla slabě konzist-
netńı. Bude-li hodnotitel zadávat párové srovnáńı variant Ai a Aj, bude jeho
volba tedy opět mij, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Pro chyběj́ıćı hodnoty budou od-
vozeny množiny př́ıpustných hodnot takových, pro které nebude porušena slabá
konzistence zadávané preferenčńı matice. Toto lze společně zapsat do jedné ma-
tice, kde zadané hodnoty budou reálné a nezadané budou specifikované množinou
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př́ıpustných hodnot. Reálná č́ısla je možno přepsat na jednoprvkové množiny.
Obecně tedy můžeme ř́ıct, že v této metodě pracujeme s neurčitou matićı
M̃ = {m̃ij}

n
i,j=1, kde m̃ij = [mL

ij, m
U
ij] představuje uspořádanou množinu hod-

not od mL
ij do mU

ij, i, j = 1, 2, . . . , n. Pro jednoduchost a přehlednost potom
v př́ıpadě, že pro nějaké i, j ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı mL

ij = mU
ij, což je také rovno

mij, bude použito jednoduše značeńı m̃ij = mij. Neúplnou preferenčńı matićı tedy
budeme rozumět takovou matici M̃ = {m̃ij}

n
i,j=1, kde některé elementy jsou za-

dané konkrétně reálnými č́ısly a jiné jsou zadané neurčitě, množinou př́ıpustných
hodnot splňuj́ıćıch podmı́nku slabé konzistence.

Protože preferenčńı matice M̃ muśı být reciproká, zadává hodnotitel pouze
párová srovnáńı v horńım trojúhelńıku matice a ostatńı hodnoty jsou dopočteny
dle podmı́nky reciprocity. Uspořádanou dvojici prvk̊u Ai a Aj budeme pro potřeby
algoritmu pro jednoduchost značit (i, j), kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Množinu všech
dvojic prvk̊u, pro něž by muselo být zadáno přesné párové srovnáńı, aby z matice
M̃ vznikla úplná matice M , označ́ıme Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, . . . , n, i < j}. Počet
takových dvojic je n(n− 1)/2. Množina dvojic prvk̊u, pro něž již bylo provedeno
párové srovnáńı, tj. je zadána konkrétńı reálná hodnota, bude označena Q. Tud́ıž
Ω \ Q znač́ı ty dvojice prvk̊u, pro které zat́ım v horńım trojúhelńıku matice ne-
bylo párové srovnáńı konkrétně zadáno, tj. je známá pouze množina př́ıpustných
hodnot.

Nyńı je možno pro tyto množiny zavést zjednodušený tvar matice M̃ =
{m̃ij}

n
i,j=1. Pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, i < j plat́ı

m̃ij =

{

[mL
ij, m

U
ij], jestliže (i, j) ∈ Ω \ Q,

mij, jestliže (i, j) ∈ Q,
(34)

kde [mL
ij, m

U
ij] ⊆ I znač́ı uspořádanou množinu hodnot ze škály I od mL

ij do mU
ij,

které vyhovuj́ı vlastnosti slabé konzistence matice. Je zřejmé, že pro (i, j) ∈ Ω\Q
plat́ı mij ∈ [mL

ij, m
U
ij]. Dále jak bylo řečeno výše, pro (i, j) ∈ Q by bylo možno

psát také m̃ij = [mL
ij, m

U
ij], kde mL

ij = mU
ij = mij. Dále plat́ı m̃ii = 1 pro každé

i = 1, 2, . . . , n. Pro reciproké hodnoty pod hlavńı diagonálou pro každé i, j =
1, 2, . . . , n, i < j plat́ı

m̃ji =

{

[mL
ji, m

U
ji] =

[

1
mU

ij

, 1
mL

ij

]

, jestliže (i, j) ∈ Ω \ Q,

mji = 1
mij

, jestliže (i, j) ∈ Q.
(35)

Konstrukce množin [mL
ij, m

U
ij] prob́ıhá následujćım zp̊usobem: Pro každé

(i, j) ∈ Ω \ Q je definována množina PHij ⊆ I, která bude představovat
množinu př́ıpustných hodnot škály I takových, pro které dané párové srovnáńı
dodrž́ı slabou konzistenci matice. Protože slabá konzistence vždy pro uvažovaný
element matice omezuje jen jeho maximálńı nebo minimálńı uvažovanou hod-
notu, je množina PHij ⊆ I jednoznačně určena svými hodnotami minPHij a
max PHij. Pro (i, j) ∈ Ω \Q je tedy možno množinu př́ıpustných hodnot označit
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[min PHij, max PHij]. T́ımto zápisem rozumı́me množinu hodnot z I od min PHij

po max PHij. Pro reciproká párová srovnáńı (j, i), kde (i, j) ∈ Ω \Q, budou tyto
množiny zavedeny následovně: Pro (j, i) takové, že (i, j) ∈ Ω \ Q, bude pla-
tit PHji = [min PHji, max PHji] = [ 1

max PHij
, 1

min PHij
]. Je zřejmé, že pro každé

i, j = 1, 2, . . . , n plat́ı [mL
ij, m

U
ij] = [min PHij, max PHij].

Źıskáváńı množin PHij prob́ıhá pomoćı slabé konzistence zavedené pro úplnou
preferenčńı matici M . Na základě ńı je potom množno definovat slabou kon-
zistenci i pro preferenčńı matici M̃ , jej́ıž prvky jsou dány vztahy (34) a (35).
S přihlédnut́ım k tomu, že pro (i, j) ∈ Q je mı́sto m̃ij = mij možno psát
m̃ij = [mL

ij, m
U
ij] = [mij, mij] a mı́sto m̃ji = mji je možno psát m̃ji = [mL

ji, m
U
ji] =

[mji, mji], zavedeme slabou konzistenci pro preferenčńı matici M̃ = {m̃ij}
n
i,j=1

pro každé i, j, k = 1, 2, . . . , n následovně:

m̃ij ⊆ [c2, σ] ∧ m̃jk ⊆ [c2, σ] =⇒ m̃ik = [max{mL
ij, m

L
jk}, σ], (36)

m̃ij = 1 ∧ m̃jk ⊆ [1, σ] =⇒ m̃ik = m̃jk, (37)

m̃ij ⊆ [1, σ] ∧ m̃jk = 1 =⇒ m̃ik = m̃ij. (38)

Popis krok̊u algoritmu
Nyńı bude popsán algoritmus pro źıskáńı neúplné preferenčńı matice a pro

výpočet intervalových hodnoceńı variant, který kombinuje algoritmus Fedrizziho
a Gioveho [22], podmı́nku slabé konzistence a výpočet hodnoceńı pomoćı
fuzzifikovaného geometrického pr̊uměru [34].

Kroky navrženého algoritmu:

1. Nejprve se provedou počátečńı nastaveńı. Pro matici M̃ = {m̃ij}
n
i,j=1 jsou

vyplněny diagonálńı prvky, tj. m̃ij = 1 pro každé i = 1, 2, . . . , n. Stanov́ı se
množina př́ıpustných řešeńı PHij pro každé (i, j) ∈ Ω \ Q. Na začátku je
Q = Ø, tj. PHij = [ 1

σ
, σ] pro každé i, j = 1, 2, . . . , n, i < j. Je stanoven

parametr λ ∈ 〈0, 1〉 pro výběrovou funkci (7).

2. Hodnotitel zadá počátečńı párová srovnáńı, tj. vyplńı intenzity preference
m̃2i−1,2i = m2i−1,2i pro i = 1, 2, . . . , ⌊n/2⌋.

3. Nyńı bude provedena interaktivńı část algoritmu:

(a) Hodnotitel provede zadáńı intenzity preference, tj. vyplńı m̃ij, kde (i, j) ∈
Ω \ Q takové, které vyhovuje (12), tj. dvojice prvk̊u, která maximalizuje
hodnot́ıćı funkci (7). Pokud by takových dvojic prvk̊u bylo v́ıce, bude
vybrána dvojice s nejmenš́ım součtem index̊u, popř. s nejmenš́ım inde-
xem. Zadávané párové srovnáńı muśı splňovat slabou konzistenci, hodno-
titel tedy voĺı m̃ij ∈ PHij. Zde tedy m̃ij = mij. Po vyplněńı párového
srovnáńı hodnotitelem je předefinováno Ω a Q.

Je použita výběrová funkce a výběrové pravidlo navržené v algoritmu
autor̊u Fedrizzi a Giove, který je popsán v kapitole 3.
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(b) Jsou přepočteny množiny př́ıpustných hodnot a pro jednoprvkové
množiny je provedeno jejich dosazeńı do matice. Tj. pomoćı vztah̊u (14)–
(23) jsou přepočteny množiny př́ıpustných hodnot PHij pro všechny
chyběj́ıćı (i, j) ∈ Ω \ Q tak, aby nadále odpov́ıdaly slabé konzistenci.
Pokud pro nějaké (i, j) ∈ Ω \ Q plat́ı PHij = {αij}, kde αij ∈ 〈 1

σ
, σ〉,

potom je doplněna tato hodnota do preferenčńı matice M̃ automaticky
bez zásahu hodnotitele, tj. m̃ij = αij. Je zřejmé, že αij = mij. Následně
jsou upraveny množiny Ω a Q. Došlo-li ke zúžeńı nějaké množiny PHij,
zopakuje se tento krok 3b. Jinak se pokračuje na krok 3c.

(c) Zastavovaćı kritérium: Je požadováno, aby pro každý nevyplněný prvek
existovala dvojice nepř́ımých srovnáńı s vyplněnou intenzitou preference,
tj. zkontroluje se, jestli pro každé (i, j) ∈ Ω \ Q existuje k takové, že
k 6= i, j a (i, k), (k, j) ∈ Q. Pokud je toto kritéirum splněno, pokračuje se
na krok 4. Jinak se vraćıme zpět na krok 3a.

4. Nyńı jsou eliminovány množiny PHij, dle kterých nelze rozlǐsit, který ze dvou
porovnávaných prvk̊u je preferovaněǰśı.

(a) Je identifikováno, jestli v matici M̃ existuj́ı tzv. nejednoznačné množiny
př́ıpustných hodnot, tj. jestli existuje množina PHij, (i, j) ∈ V ⊆ Ω \
Q, taková, že 1 ∈ PHij nebo že {ck,

1
ck
} ⊆ PHij, kde ck ∈ P , k ∈

{2, 3, . . . , N}. Pokud V 6= Ø, pokračuje se na krok 4b. V opačném př́ıpadě
se pokračuje na krok 5.

(b) Hodnotitel provede zadáńı intenzity preference, tj. zadá párové
srovnáńı pro dvojici prvk̊u (k, l) ∈ V takovou, že (k, l) =
arg max(i,j)∈V Card(PHij). Pokud je takových dvojic v́ıce, vybere se jedna
z nich náhodně. Následně dojde k úpravě množin Ω a Q.

(c) Dojde k přepočteńı množin př́ıpustných hodnot PHij, kde (i, j) ∈ Ω \ Q
a pro jednoprvkové množiny se provede jejich dosazeńı do matice, tj.
provád́ı se postup uvedený v kroku 3b, dokud docháźı ke zužováńı množin
př́ıpustných hodnot. Následně je upravena množina V a vraćıme se zpět
na krok 4a.

Je-li PHij nejednoznačná, potom z ńı neńı možné jednoznačně určit, jestli
je Ai preferováno před Aj nebo Aj před Ai, popř. jestli jsou indiferentńı.
Proto jsou takovéto dvojice prvk̊u postupně předkládány hodnotiteli k vy-
plněńı, dokud pro každou takovou dvojici neńı hodnotitelem zadáno párové
srovnáńı nebo dokud k ńı př́ıslušná množina př́ıpustných hodnot neńı zúžena
na jednoznačnou množinu. Aby od hodnotitele nebylo třeba moc dodatečných
informaćı, předkládaj́ı se mu k vyplněńı tyto nejednoznačné množiny od
nejpočetněǰśı. Výsledkem tohoto kroku je finálńı preferenčńı matice M̃ , ze
které je možno určit preferenčńı uspořádáńı variant a vypoč́ıtat jejich hodno-
ceńı.
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5. Nyńı je určeno preferenčńı uspořádáńı variant. Pro každé i = 1, 2, . . . , n
vypočte se si =

∑

j∈Oj
1, kde Oj = {j; j = 1, 2, . . . , n : m̃ij ∈ [1, σ] ∨ m̃ij ⊆

[1, σ]}. Potom uspořádáńı variant Aπ(1), Aπ(2), . . . , Aπ(n) určuje permutace π :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} taková, že sπ(1) ≥ sπ(2) ≥ · · · ≥ sπ(n). Neúplnou
preferenčńı matici př́ıslušnou přeč́ıslovaným variantámAπ(1), Aπ(2), . . . , Aπ(n)

budeme značit M̃U . Tato přeuspořádaná matice M̃U = {m̃Uij}
n
i,j=1 neńı nutná

pro výpočet hodnoceńı variant, je však pro hodnotitele přehledněǰśı.

6. Na závěr je vypočteno hodnoceńı variant. Pro potřeby výpočtu hodnoceńı se
s PHij, kde (i, j) ∈ Ω \ Q, pracuje jako s intervaly, d́ıky čemuž i výsledná
hodnoceńı budou intervalová. Pro jejich výpočet je použit fuzzifikovaný geo-
metrický pr̊uměr uvedený v [34]. Jedná se o vzorce pro výpočet krajńıch hod-
not trojúhelńıkového fuzzy hodnoceńı. Intervalové hodnoceńı h̃i = 〈hl

i, h
U
i 〉

varianty Ai pro každé i = 1, 2, . . . , n se vypočte

hL
i =

n

√

n
∏

j=1

mL
ij

n

√

n
∏

j=1

mL
ij + max















n
∑

k=1
k 6=i

n

√

√

√

√

mU
ki

k−1
∏

l=1
l 6=i

1

m∗
lk

n
∏

l=k+1
l 6=i

m∗
kl ;

m∗
kl ∈

〈

mL
kl, m

U
kl

〉

,

k, l = 1, 2, . . . , n,

k, l 6= i, k < l















,
(39)

hU
i =

n

√

n
∏

j=1

mU
ij

n

√

n
∏

j=1

mU
ij + min















n
∑

k=1
k 6=i

n

√

√

√

√

mL
ki

k−1
∏

l=1
l 6=i

1

m∗
lk

n
∏

l=k+1
l 6=i

m∗
kl ;

m∗
kl ∈

〈

mL
kl, m

U
kl

〉

,

k, l = 1, 2, . . . , n,

k, l 6= i, k < l















.
(40)

Použité vzorce pro fuzzifikovaný geometrický pr̊uměr byly zavedeny v [34]
p̊uvodně pro metodu fuzzy AHP. Tyto vzorce slouž́ı k výpočtu fuzzy hod-
noceńı z fuzzy preferenčńı matice, kde intenzity preferenćı jsou zadané
trojúhelńıkovými fuzzy č́ısly, pomoćı nichž je postihnuta neurčitost na vstupu.
Tento zp̊usob by tedy měl adekvátně zpracovat a zachovat neurčitost v ma-
tici M̃ . Protože je matice M̃ slabě konzistentńı, tak permutace π źıskaná
v kroku 5. určuje také uspořádáńı hodnoceńı variant dle velikosti, tj. plat́ı
h̃π(1) ≥ h̃π(2) ≥ · · · ≥ h̃π(n), kde pro každé i, j = 1, 2, . . . , n označeńı

h̃π(i) ≥ h̃π(j) znamená hL
i ≥ hL

j a zároveň hU
i ≥ hU

j .

Zp̊usoby použit́ı
Navržený algoritmus nemuśı být použit v celé své podobě, ve které zde byl

prezentován. Na základě potřeb hodnotite může být zkrácen a použit v několika
verźıch k několika r̊uzným účel̊um:
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Verze 1. Źıskáńı intervalových hodnoceńı porovnávaných prvk̊u z neúplné prefe-
renčńı matice. V tomto př́ıpadě bude použit celý algoritmus, tj. kroky
1–6.

Verze 2. Źıskáńı preferenčńıho uspořádáńı porovnávaných prvk̊u z neúplné pre-
ferenčńı matice. V tomto př́ıpadě budou použity jen kroky 1–5.

Verze 3. Źıskáńı reálných hodnoceńı porovnávaných prvk̊u z úplné preferenčńı
matice. V tomto př́ıpadě budou použity jen kroky 1–3, přičemž jako
zastavovaćı kritérium v bodě 3c se použije to, že v matici už neńı žádné
chyběj́ıćı párové srovnáńı. I pro tuto variantu metody z̊ustávaj́ı pro hod-
nitele zachovány jej́ı výhody: V každém kroku zadáváńı intenzit prefe-
renćı hodnotitel v́ı, z jakých hodnot může vyb́ırat, aby jeho rozhodnut́ı
byla racionálńı. Dále d́ıky automaticky doplněným hodnotám dojde ke
zmenšeńı počtu párových srovnáńı vyžadovaných od hodnotitele.

5.3. Hodnoceńı obecných kategoríı pomoćı párového

srovnáváńı

V této části je popsáno vlastńı řešeńı k výpočtu hodnoceńı obecných ka-
tegoríı variant. Původńı výsledky zde uvedené byly z větš́ı části publikovány v [2].

Nyńı bude popsán nový zp̊usob źıskáńı d́ılč́ıch hodnoceńı kategoríı, který je
př́ımou aplikaćı metod párového srovnáváńı, kde mı́sto variant budou jako po-
rovnávané prvky vystupovat kategorie definované pomoćı úrovńı kritéria. To tedy
znamená, že pro každé kritérium by měla být vytvořena matice porovnávaj́ıćı
společně všechny kategorie. Řád takové matice by byl n =

∏n

j=1 nj. Následně by
z této matice bylo př́ımo vypočeteno hodnoceńı kategoríı. Takto by bylo nutné
vytvořit hodnot́ıćı model v př́ıpadě, že mezi uvažovanými kategoriemi by byly
nějaké interakce. Nicméně v př́ıpadě, kdy se mezi kategoriemi interakce nevysky-
tuj́ı, je možno hodnoceńı kategoríı definovat př́ımo pomoćı jednotlivých úrovńı
kritéria, stejně jako tomu bylo u obou Saatyho model̊u. Při normalizaci hodnoceńı
je však nutno si uvědomit, že vždy

∏n

k=1,k 6=j nk kategoríı dosahuje stejné úrovně
kritéria Kj pro každé j = 1, 2, . . . ,m.

Na základě této úvahy bude hodnoceńı kategorie Ci1,i2,...,im vzhledem ke
kritériu Kj, kde j = 1, 2, . . . ,m, definováno pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m takto:

Rj
i1,i2,...,im

=
uj

ij
m
∏

k=1,k 6=j

nk

, (41)

kde uj
ij

jsou normovaná hodnoceńı úrovńı U j
ij

kritéria Kj, jejichž odvozeńı pomoćı
metod párového porovnáńı je popsáno v kapitole 3
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Je zřejmé, že takto definovaná hodnoceńı kategoríı jsou nezáporná. Nav́ıc
dávaj́ı v součtu 1, jak je v metodách párového srovnáváńı běžné.

Věta 5.16. Necht’ pro hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km plat́ı vztah (41). Potom pro
každé j = 1, 2, . . . ,m plat́ı

∑n1

i1=1

∑n2

i2=1 · · ·
∑nm

im=1 Rj
i1,i2,...,im

= 1.

Důsledek 5.2. Necht’ pro hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, j =
1, 2, . . . ,m vzhledem ke kritéríım K1, K2, . . . , Km plat́ı vztah (41). Potom pro cel-
kové hodnoceńı vypočtené (13) plat́ı

∑n1

i1=1

∑n2

i2=1 · · ·
∑nm

im=1 Ri1,i2,...,im = 1.

Dı́lč́ı hodnoceńı kategoríı definovaná dle (41) jsou stejná jako hodnoceńı
vypočtená př́ımo z preferenčńı matice porovnávaj́ıćı všechny kategorie vzhledem
k uvažovanému kritériu a následně znormovaná. Toto plat́ı jak pro hodnoceńı
vypočtená metodou vlastńıho vektoru, tak pro geometrický pr̊uměr řádk̊u.

Věta 5.17. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je M j = {mj
ik}

nj

i,k=1 multiplikativńı

preferenčńı matice pro srovnáńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj.

Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou uj
1, u

j
2, . . . , u

j
nj

normovaná hodnoceńı úrovńı

U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke Kj źıskaná z M j pomoćı geometrického pr̊uměru
řádk̊u (2) (resp. metody vlastńıho vektoru (3)) a následně pomoćı normováńı
(4). Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je Cj = {cj

ik}
n
i,k=1 multiplikativńı prefe-

renčńı matice pro srovnáńı kategoríı Ci1,i2,...,im, kde ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke
kritériu Kj. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou Rj

i1,i2,...,im
normovaná hodnoceńı

kategoríı Ci1,i2,...,im, ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke Kj źıskaná z Cj pomoćı geo-
metrického pr̊uměru řádk̊u (2) (resp. metody vlastńıho vektoru (3)) a následně
pomoćı normováńı (4). Potom plat́ı vztah (41), tj. Rj

i1,i2,...,im
= uj

ij
/
∏m

k=1,k 6=j nk

pro každé ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m.

Analogicky jako tomu bylo u multiplikativńıch hodnoceńı, plat́ı obdobný
vztah mezi aditivńımi hodnoceńımi úrovńı kritéria a aditivńımi hodnoceńımi ka-
tegoríı vypočtenými př́ımo z aditivńı preferenčńı matice porovnávaj́ıćı všechny
kategorie vzhledem k uvažovanému kritériu. Zde je však ještě před normováńım
požadován převod na multiplikativńı preference.

Věta 5.18. Necht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m je Dj = {dj
ik}

nj

i,k=1 aditivńı prefe-

renčńı matice pro srovnáńı úrovńı U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke kritériu Kj. Ne-

cht’ pro každé j = 1, 2, . . . ,m jsou uAj
1 , uAj

2 , . . . , uAj
nj

aditivńı hodnoceńı úrovńı

U j
1 , U

j
2 , . . . , U

j
nj

vzhledem ke Kj źıskaná z Dj pomoćı (6). Necht’ pro každé

j = 1, 2, . . . ,m je Bj = {bik}
n
i,k=1 aditivńı preferenčńı matice pro srovnáńı

kategoríı Ci1,i2,...,im, kde ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke kritériu Kj. Necht’ pro

každé j = 1, 2, . . . ,m jsou RAj
i1,i2,...,im

aditivńı hodnoceńı kategoríı Ci1,i2,...,im,
ij = 1, 2, . . . , nj, vzhledem ke Kj źıskaná z Bj pomoćı (6). Potom pro tato adi-

tivńı hodnoceńı plat́ı RAj
i1,i2,...,im

= uAj
ij

a po jejich převodu na multiplikativńı tvar

27



R′j
i1,i2,...,im

= σR
Aj
i1,i2,...,im

−1 a u′j
ij

= σ
u

Aj
ij

−1
a po následném znormováńı na Rj

i1,i2,...,im

a uj
ij

pomoćı vzorce (4) plat́ı vztah (41), tj. Rj
i1,i2,...,im

= uj
ij
/
∏m

k=1,k 6=j nk pro každé
ij = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . ,m.

6. Př́ınosy navržených postup̊u

V oblasti konzistence metod párového srovnáváńı byla navržena nová kon-
cepce posuzováńı konzistence preferenčńıch matic, která navazuje na autory
zabývaj́ıćı se aditivńım př́ıstupem. Tato podmı́nka byla definována ve verzi pro
multiplikativńı i aditivńı preference a bylo ukázáno, že takto definované podmı́nky
jsou spolu izomorfńı. Bylo ukázáno, že výhodou slabé konzistence je to, že je
v reálných situaćıch jednoduše dodržitelná a že ji lze snadno kontrolovat již při
zadáváńı preferenčńı matice. Přitom tato podmı́nka splňuje základy racionálńıho
chováńı hodnotitele, které byly zavedeny von Neumannem a Morgensternem.

V oblasti neúplných matic párového porovnáńı byla práce zaměřena na
navržeńı metody pro sńıžeńı počtu párových srovnáńı zadaných hodnotitelem
pomoćı neúplné preferenčńı matice tak, aby bylo možno následně vypoč́ıtat hod-
noceńı porovnávaných prvk̊u. Někteř́ı autoři se zaměřuj́ı jen na jeden z těchto
dvou problémů, na vytvořeńı neúplné preferenčńı matice nebo výpočet hodno-
ceńı na základě takové matice. Metoda nově navržená v předložené práci vycháźı
z poznatk̊u jiných autor̊u a z podmı́nky slabé konzistence a přináš́ı komplexńı
nástroj k hodnoceńı variant. Výhodou je, že hodnotitel má v celém procesu vždy
k dispozici množinu př́ıpustných hodnot, ze které může vyb́ırat tak, aby ma-
tice byla slabě konzistentńı, tj. smysluplně zadaná. Dı́ky podmı́nce slabé kon-
zistence také docháźı k automatickému doplňováńı hodnot některých prvk̊u, což
snižuje náročnost pro hodnotitele. Navržená metoda má tehdy dopad na prak-
tické zadáváńı preferenčńıch matic. Výsledná neúplná preferenčńı matice źıskaná
od hodnotitele je slabě konzistentńı a nese dostatek informaćı k výpočtu smyslu-
plných hodnoceńı s vypov́ıdaj́ıćı hodnotou. Hodnoceńı jsou v tomto př́ıpadě dána
intervalově a zachovávaj́ı neurčitost na vstupu.

V oblasti hodnoceńı obecných kategoríı variant pomoćı metod párového
srovnáváńı byly podrobeny kritické analýze př́ıstupy zavedené Saatym. Bylo de-
monstrováno, že v jednom př́ıpadě jsou hodnoceńı ovlivněna počtem úrovńı jed-
notlivých kritéríı. Ve druhém př́ıpadě je zase prováděno hodnoceńı na škále, která
je považována za absolutńı. Zde bylo ukázáno, že pro každé kritérium je ale hodno-
ceńı prováděno na jiné škále a že interpretace takových hodnoceńı je diskutabilńı.
Následně byla popsána nová medoda pro hodnoceńı kategoríı a bylo ukázáno, že
se jedná o př́ımou aplikaćı metod párového srovnáváńı na uvažované kategorie a
že zachovává vlastnosti běžné v tomto typu metod.
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