Univerzita Palackého v Olomouci
Prirodovédecka fakulta

Katedra optiky
Obor: Optika a optoelektronika

Dynamicky Casimirav jev:
Teoretické aspekty a numericka
simulace

Vojtéch Kala

BAKALARSKA PRACE

Vedouci prace: Mgr. Miroslav Gavenda, Ph.D.
Rok: 2018






Vypracoval:
Studijni program:
Studijni obor:

Forma studia:

Vedouci bakalaiské prace:

Vojtéch Kala
B1701 Fyzika
Optika a optoelektronika, 3. ro¢nik

prezencni

Mgr. Miroslav Gavenda, Ph.D.



Prohlaseni

Prohlasuji, Zze jsem svou bakaléiskou praci vypracoval samostatné a pouzil jsem
pouze podklady (literaturu, projekty, SW atd.) uvedené v pfiloZzeném seznamu.

Podékovani

Deékuji vedoucimu prace Mgr. Miroslavu Gavendovi, Ph.D. za neocenitelné rady a
pomoc pii tvorbé bakalarské prace.

Vojtéch Kala



Abstrakt

Tato préace se zabyva Dynamickym Casimirovym jevem, tedy generaci fotonu z
kvantového vakua vlivem ¢asové zmény okrajovych podminek [4]. Tento jiz expe-
rimentalné provedeny jev, lze uvazovat napiiklad v podobé kavity s proménnou
délkou. V programu MATLAB byl vypracovan numericky model, ktery umoznuje
vydislit stfedni pocet vygenerovanych ¢éstic v jednotlivych frekvenénich modech pro
libovolny pohyb stény kavity. Jednim z obdrzenych vysledkii je vyzafovaci charak-
teristika stény kavity, kterd umoznuje ziskat hlubsi nazornou predstavu o prubéhu
jevu.

Kli¢ova slova

Dynamicky Casimirtuv jev, kavita proménné délky, vyzarovaci charakteristika

Abstract

This bachelor thesis is concerned with Dynamical Casimir effect, which is a ge-
neration of photons out of quantum vacuum caused by boundary conditions chan-
ging in time [4]. It is possible to think about this experiment, which has already
been done, as a cavity with changing width. A numerical simulation was made in
MATLAB. The simulation calculates the mean number of generated particles in
distinct frequency modes for any cavity wall movement. One of the results showed
radiation characteristics of the cavity, which in return enables us to understand the
Dynamical Casimir effect deeper.
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Uvod

Se jménem holandského fyzika Hendrika Casimira se setkivame v nazvu dvou fyzikal-
nich jevi, které prameni z povahy polniho vakua. Znaméjsi, staticky Casimiruv jev,
predpovédél H. Casimir v roce 1948. Timto nazvem je oznacovana makroskopicka
pritazliva sila mezi idealnimi zrcadly (nenabitymi, perfektné vodivymi, planpara-
lelnimi plochami), zptisobena vakuovymi fluktuacemi|l]. Dynamicky Casimirav jev,
déale DCE z anglického Dynamical Casimir Effect, ktery je tématem této prace, byl
poprvé popsan T. G. Moorem [2| a pojmenovan Yablonovitchem a Schwingerem;
jméno H. Casimira nese jako odkaz na vakuové fluktuace.

V piehledovém clanku [3] je DCE popsan jako: "generace fotont z kvantového
vakua, zptisobend ¢asovou zménou hrani¢nich podminek, napiiklad pohybujicim se
zrcadlem". V. V. Dodonov [4] uvadi obséhlejsi definici: "Termin DCE, zavedeny
Yablonovitchem a Schwingerem je v soucasnosti hojné pouzivan pro mnozstvi jevi
spojenych s generaci fotonii zptisobenou rychlou zménou geometrie systému (kon-
krétné zménou ohraniceni) nebo zménou vlastnosti materialu elektricky neutralnich
makroskopickych nebo mezoskopickych objekti."

Déle vzhledem k této definici se Sirsim zabérem uvadi Dodonov déleni jevu v zé-
vislosti na zpusobu generace fotoni. Oznaceni mirror induced DCE nélezi piipadu
s rychlym pohybem zrcadel. Parametric DCE zahrnuje generaci fotonii zptisobenou
zménou vlastnosti materialu bez pohybu nebo zmény hranic ¢i ohraniceni.

V této praci je uvazovan mirror induced DCE. Kvantové vakuum je uzavieno v
kavité, prostoru ohrani¢eném dvéma planparalelnimi zrcadly.
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Kapitola 1

Vyvoj problematiky

1.1 Historické zacatky

V roce 1970 uvedl Gerard T. Moore ve svém ¢lanku Quantum Theory of the Electro-
magnetic Field in Variable-Lenght One Dimensional Cavity [2| vypocet, ktery uka-
zoval, ze pohybujici se zrcadlo ve vakuu miize vyzarovat fotony. Zaroven vsak uvadi,
ze pro nerelativisticky a rovnomérny pohyb zrcadla je mnozstvi zafeni nedetekova-
telné. O 4 roky pozdé&ji dospél britsky fyzik Stephen Hawking k objevu Hawkingova
zéfeni - vyzafovani ¢ernych dér [5] a za dva roky néasledoval objev Unruhova jevu.

Vsechny tyto jevy lze klasifikovat jako zesilovani vakuovych fluktuaci na fotony.
Zaroven jsou vnitiné spjaty Bogoliubovou transformaci, ktera je k vypocétu vyuzita
i v této préaci. Pribuznost téchto jevi je zachycena v ¢lanku Colloquium: Stimulating
uncertainity: Amplifying the quantum vacuum with superconducting circuits [3|, viz
Obréazek 1.2. "Unruhuv jev je spjat s Hawkingovym zafenim principem ekvivalence,
ktery dava do souvislosti neinercialni vztazné soustavy a gravitacni zrychleni. Ex-
ponencialni rudy posuv moédu pole pobliz horizontu ¢erné diry vede k Bogoliubové
transformaci, ktera je shodna s tou pro DCE."(Pro ur¢ity predepsany pohyb zrca-
dla.) Metoda Bogoliubovy transformace bude dale zminéna v teoretické ¢asti.

Neni tedy divu, Ze vyvoj poznani téchto fenomént je ¢asové i myslenkové spjat.
Kdyz Eli Yablonovitch zavadi v roce 1989 termin dynamicky (nebo alternativné
neadiabaticky) Casimiriv jev, zminuje hned v prvnim odstavci Hawkingovo zafeni i
Unruhuv jev. [6]

Motivace k zavedeni pojmu dynamicky Casimiruv jev je nasledujici: dvé paralelni
vodivé desky umisténé do vakua méni strukturu vakuovych fluktuaci, redukuji hus-
totu modia v prostoru, ktery ohranic¢uji. Tlak zafeni na privracené plochy je poté
mensi nez na odvracené. Diisledkem je pritazliva sila mezi deskami. Tato sila byla
predpovézena Hendrikem Casimirem v roce 1948 [7].

Hlubsi spojeni s timto jevem spatioval Yablonovitch ve své predstavé experimen-
talni realizace DCE. Zakladni napad popsal témito slovy: "Pozorujeme-li $ifeni elek-
tromagnetického pole v zakladnim stavu skrz okno, jehoz index lomu klesa s ca-
sem, fazovy posun pole je stejny jako pri odrazu od zrychlujiciho zrcadla. V tomto
smyslu je neline4drni optika experimentalni cestou k vytvoteni rychle se pohybujictho
zrcadla"[6]. Na zékladé této predstavy navrhl vyuzit vzniku plazmy pii fotoionizaci
plynu nebo tvorby part elektron - dira v polovodicich. Pti téchto jevech index lomu
rychle klesa az k nulovym hodnotam. (Nakolik byl blizko skute¢né experimentalni
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Obrazek 1.1: Relace mezi DCE a pfibuznymi jevy, prevzato z [3]

realizaci DCE experimentu, uvidime pozdéji.)

Dale v tomtéz ¢lanku dodéva: "Ponévadz plazma rusi elektromagnetické zareni pod
svou vlastni frekvenci, modifikuje konfiguraci fluktuaci zakladniho stavu zodpovédné
za Casimirovu silu. Jsou-li zmény (prostiedi) dostatecné pomalé, odezva vakuovych
fluktuaci je adiabatickd. Na druhé strané uvazujeme nahlé neadiabatické zmény,
které zpusobuji skutecné prechody a zesileni kvantovych fluktuaci na realné fotony.
V tomto smyslu mizeme tento proces nazvat dynamickym nebo neadiabatickym
Casimirovym jevem."[6]

Zajimavé je, ze ackoli objev a vyvoj problematiky DCE souvisel s popisem dal-
sich jevu zpusobenych vakuovymi fluktuacemi, v pripadé Casimirovy sily tomu bylo
zabyval interakci mezi vodivou deskou a atomem nebo molekulou. Prvotnim teo-
retickym vychodiskem byla van der Waalsova sila. Nasledné zjistil, Ze ke stejnym
zavérum lze dospét i v pripadé, Ze jako vychozi bod zvoli zmény energie zédkladniho
stavu (zero point energy). Kdyz se jej P. W. Milloni v dopise téazal, zda byl ke zméné
pristupu inspirovan tehdejsim vyvojem problematiky Lambova posunu a anomalniho
magnetického momentu elektronu ve svétle vakuovych fluktuaci, odpovédél:

"Ne, nebyl jsem celkové obeznamen s praci Weltona a dalsich. Sel jsem
svou vlastni, trochu neohrabanou cestou.

Béhem prochazky jsem zminil vysledky své prace Nielsu Bohrovi. Pékné,
fekl, to je néco nového. Svéril jsme se mu, ze jsem zmateny z nesmirné
jednoduché formy popisu interakce na velké vzdalenosti a on zamumlal
néco o "zero point energy". To bylo vSe, ale nasmérovalo mé to zcela
novym smérem"[8].

Historie Casimirova jevu tedy za¢ina na prochézce s Nielsem Bohrem.
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1.2 Experimenty

Lambtv posuv a anomalita magnetického momentu elektronu jsou nepiimymi di-
kazy existence vakuovych fluktuaci. Mooretv ¢lanek z roku 1970 [2] byl odpoveédi
na otazku, zda je mozné provést priméjsi pozorovani vakuovych fluktuaci, ¢i jejich
meétitelnych dusledk.

Na cesté k experimentu vSak stale zustavalo mnoho podstatnych prekazek. Experi-
ment zahrnujici pohyb zrcadla s rychlosti blizkou rychlosti svétla je nerealizovatelny.

Konecné po ¢tyficeti letech od ¢lanku Gerarda T. Moorea publikovala skupina
autori v ¢ele s C. M. Wilsonem ze svédské Chalmers University of Technology v
Goteborgu v ¢asopisu Nature zpravu o prvni experimentalni realizaci DCE [9]. V ex-
perimentalni sestavé vyuzili supravodivého obvodu s koplandrnim vinovodem, jehoz
efektivni délku byli schopni velmi rychle ménit pomoci citlivého magnetometru zva-
ného SQUID (v cestiné krakatice, jinak zkratka z nazvu Superconducting quantum
interference device), ktery sestava ze dvou Josephsonovych spojii paralelné zapoje-
nych do smycky, viz Obréazek 1.2. Induktanci tohoto SQUIDu byli schopni ménit
s frekvenci vétsi nez 10 GHz a co se tyka zmény efektivni délky vlnovodu doséhli
zlomki rychlosti svétla. Vzhledem k ¢y ve vinovodu odpovidajici asi 0,4 rychlosti
svétla ve vakuu, doséhli rychlosti 0,25 ¢. SQUID umistili na konec vlnovodu, ovla-
dali jej tokem magnetického pole, coz vedlo ke zménam okrajovych podminek pro

pole ve vlnovodu analogickym pohybujicimu se zrcadlu. Zarizeni bylo chlazeno na
50mK.

p.o . Effective
- mirror
s 15 -

Transmission line

Obrazek 1.2: Experimentélni schéma realizace DCE pfevzato z [mit.edu]

Dalsi zprava o realizaci DCE byla uvefejnéna v lednu roku 2013 Pasi Léahtee-
nmékiem a kol. [10]. K experimentalni realizaci pouzili Josephsoniv metamaterial
umistény do mikrovlnné kavity ochlazené podobné jako v pfedchozim experimentu
na 50mK. Tento metamaterial byl tvoren 250 SQUIDy. Vyuzili periodické zmény
indexu lomu prostiedi zchlazeného do zakladniho kvantového stavu.
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Kapitola 2

Teoreticka c¢ast

V této kapitole bude nejprve popsan rozvoj pole na intervalu konstantni, posléze
proménné délky do modovych funkei, na coz bude navézano v dalsim vypoctu. Dale
je vyuzito hamiltonovského formalizmu a Bogoliubovy transformace.

2.1 Kavita s konstantni délkou

Nésledujici rozbor ¢astecné vychézi z kvantovani pole v knize Introductory Quantum
Optics [11] avsak je pfepocitan v soustavé jednotek ¢ =1, h =1 a k, = 1 kvuli lepsi
korespondenci se samotnym vypoc¢tem DCE.

Uvazujme kavitu o délce [ neobsahujici volné naboje, dielektrickda prostiedi ani
zdroje zafeni. Hranice kavity tvofi dokonale vodivé paralelni roviny, kolmé na osu
x a nachézejici se v x = 0 a x = [. Necht je zarivé pole uvniti kavity polarizovano
podél osy y. Vzhledem ke spojitosti slozek elektromagnetického pole na rozhrani
nabyva elektrickd intenzita pole na hranicich nulové hodnoty. Ve vysoce vodivém
prostiedi je totiz elektromagnetické pole velmi rychle (uvazujeme nekonecné rychle)
utlumeno.

délka |

Obrazek 2.1: Kavita
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Elektromagnetické pole uvniti kavity se 1idi Maxwellovymi rovnicemi. V piipadé,
ze zkoumana oblast neobsahuje zdroje, nabyvaji tvaru:

rotks = 0,8 (2.1)
rotB = 6,F (2.2)
divE = 0 (2.3)
divB = 0. (2.4)

Resenim Maxwellovych rovnic a okrajovych podminek je elektrickd intenzita:

E, =/ 27a12qn(t) sin(wy, ). (2.5)

Vyznam funkce ¢(t) bude objasnén pozdéji. V' je efektivni objem kavity a w oznacuje
frekvenci, ktera je s délkou kavity svazana nésledujicim vztahem:
nm

i eN (2.6)

Odtud je patrné, Ze neexistuje pouze jedna mozné frekvence. Zaroven okrajové pod-
minky tsti v diskrétni spocetné spektrum. Tyto moznosti s riznymi frekvencemi
budeme oznacovat jako frekvencni mody. Pro jednoduchost uvazujme pro dalsi roz-
bor jednomodové pole; n = 1. Zajimavé je, Ze toto TeSeni je podobné mechanickym
stojatym vInam na struné konec¢né délky. Z pohledu mechanického vinéni odpovidaji
ruzné frekvenéni mody ruznému poctu kmiten, ktery musi byt vzdy celociselny.

7 tvaru elektrické intenzity a Maxwellovych rovnic lze zjistit podobu magnetického

pole:
B, = \/%(j(t) cos(wy) (2.7)

§(t) oznacme jako p(t). Pro objasnéni funkce casového vyvoje elektrické intenzity
q(t) spoctéme celkovou energii, kterd je v tomto piipadé rovna hamiltoninu.

1 [ =
H=3 /(E2 + B*)dV (2.8)
Po dosazeni (2.5) a (2.7) do (2.8) a integraci ziskdme tuto podobu hamiltonianu:
1
H =50 +w'¢) (2.9)

Funkce p a q tedy nabyvaji vyznamu kanonickych proménnych. Z podoby hamilto-
nidnu jednoduchého harmonického oscilatoru
1 2

H= 5(% + mw?q?) (2.10)

je patrno, ze elektromagnetické pole v kavité je po formalni strance shodné s osci-
latorem o jednotkové hmotnosti. Celkové pole sestavajici z nekone¢ného spocetného
mnozstvi moédua poté odpovida nekoneéné spocetné mnoziné oscilatoru o frekvencich
spliujicich podminku (2.6).
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Nyni podle koresponden¢niho pravidla ptifadime kanonickym proménnym odpovi-
dajici operatory ¢ a p. Elektricka intenzita, magnetickd indukce a hamiltonidn nyni
také nabyvaji podoby operatort:

E, = ,/2—;24(75) sin(wz) (2.11)
B, = \/gﬁ(t) sin(wz) (2.12)

A 1
H= 5(;32 + w’§?) (2.13)
pficemz ve tvaru magnetické indukce jiz byla ¢asova derivace funkce ¢(t) nahrazena

p(t).

Podobné jako se v klasické optice s vyhodou vyuziva komplexni amplitudy elek-
trické intenzity (coZ je umoznéno linearitou Maxwellovych rovnic), zavadi se v kvan-
tové optice krea¢ni a anihila¢ni operator. Anihila¢ni operator je definovan jako line-
arni kombinace kanonickych proménnych:

_ \/%(wcj +ip). (2.14)

w

Q>

Kreacéni operdtor a' lze ziskat hermitovskym sdruZenim rovnice (2.14). Analogie s
komplexni amplitudou vyuzivanou v klasické optice je potom patrna ze vztahu:

E, = (a+ a') sin(wz). (2.15)

Celkovy hamiltonidn se rovna souc¢tu hamiltoniant jednotlivych modu:

H= i H,. (2.16)
n=1

2.2 Pole na intervalu proménné délky

P1i popisu tohoto problému nelze uzit pouze kvantové teorie, ale je nutné vzit v
potaz také relativistickou povahu jevu. Dusledky dynamického Casimirova jevu jsou
signifikantni az pfi relativistickych rychlostech zrcadla. Je tedy nutné prodiskutovat
transformaci elektromagnetického pole, protoze okrajové podminky, nulovost elek-
trické intenzity na ploSe zrcadla, se uplathuji v soustavé spojené s pohybujicim se
zrcadlem.

Je konvenci pouzit prirozené jednotky, ve kterych c =1, h=1a k, = 1.

Vyjdéme z Maxwellovych rovnic pro oblast beze zdroji:

rotE = 8,B (2.17)
rotB = O,E (2.18)
divE =0 (2.19)
divB = 0 (2.20)

17



s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Ty koresponduji s nasim uvazovanym pii-
padem. Vzhledem ke spojitosti slozek elektromagnetického pole na rozhrani nabyva
elektrickd intenzita pole na hranicich nulové hodnoty.

E|=0z=0vz=I (2.21)

BlL=0;2=0vVz=I (2.22)

Jak bylo zminéno vyse, tyto okrajové podminky jsou uplatnény na povrchu zrcadla
a v piipadé, Ze se zrcadlo pohybuje, plati v soustavé S’ spojené se zrcadlem. Musime
tedy okrajové podminky pretransformovat do laboratorni soustavy S.

Za timto tcelem rozlozime pole do TE a TM modu a zavedeme vektorové potencialy
Arg a Ay nasledujicim zptisobem [12]:

Erg = —0iArg, Brg = rotArg,

! " ! . (2.23)
Erv =rotAry, Brwm = 0iAru.

M. Ruser ve své disertacni praci [1| poukazuje na to, ze volba téchto potenciala
souvisi s antisymetri¢nosti Maxwellovych rovnic pfi zaméné elektrické intenzity a
magnetické indukce (v pfirozeném systému jednotek). Déle dodavé, ze oba vektorové
potencialy spliiuji vlnovou rovnici a skalarni potencialy jsou nulové kviili absenci
zdroju. Navic zavedeny potencial spliuje kalibra¢ni podminku (2.24).

divA =0 (2.24)
OA=0 (2.25)
7 rozkladu pole do TE a TM moédu vyplyva, ze:
Erg - €, =0, (2.26)
Bru -6 =0. (2.27)

Z rovnice 2.26 vyplyva, Ze x-ova slozka vektorového potencialu Are je konstantni v
Case a bez Ujmy na obecnosti ji 1ze urc¢it jako nulovou. Odtud dostavame dulezity
vysledek:

Argru - € = 0. (2.28)

Okrajové podminky mutzeme pfepsat pro potencialy:
Oy Arp(t' =0,2 =0,y,2) =0 (2.29)
Oy Arn(t' = 0,2" = 0,1y, 2) = 0. (2.30)

Dale vyuzijeme rozvoj I(t) do prvniho Fadu v néjakém case to a l(ty) pouZijeme
jako rychlost pro Lorentzovu transformaci. Z ni vyjadiime diferenciély a dostaneme
nasledujici podobu pocate¢nich podminek v laboratorni soustavé S:

(08, 4+ 0,) Arg(t = to,x = U(to),y,2) =0 (2.31)

V(O + v0y) Apn(t = to, x = I(to),y, z) = 0. (2.32)
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Protoze potencial Arg nezavisi na x je na sténé zrcadla z pohledu laboratorni sou-
stavy konstantni, tuto konstantu miizeme bez jmy na obecnosti urcit jako nulovou.
TE mod tedy v laboratorni soustavé spliiuje Dirichletovy okrajové podminky, za-
timco TM mod zobecnéné Neumannovy [1].

Déle se budu zabyvat pouze TE mody, pro které lze vyuzit rozvoj do médovych
funkci z predchazejici kapitoly. Problematika TM modu zasahuje nad ramec této
préce.

2.3 Cesta k Hamiltonovym rovnicim

Nyni vyuzijeme rozvoj pole z podkapitoly 2.1. Moédové funkce budeme uvazovat ve

On(x,t) = \/%Sin(wn(t)x). (2.33)

Frekvence jednotlivych moda se nyni stavaji kvili ¢asové proménné délce kavity [(¢)
také casové zavislou a to nasledovné:

tvaru:

wn(t) = 7. (2.34)

Celkové pole popiSeme jako superpozici médovych funkei s ¢asové zavislymi vahami:
V= qt)ou(t,x). (2.35)
n=1

K popisu pole uvnitt kavity pouzijeme reélné skalarni hmotné pole. Kazdému bodu
v prostoru piifazuje realnou hodnotu. Jeho hustota lagrangianu je nasledujici [13]:

£= 5100 = (0,0) — m*?) (2.30)

Tento tvar je nejjednodussi lorentzovsky invariantni. Po dosazeni tohoto lagrangi-
anu do Euler-Lagrangeovych rovnic bychom obdrzeli Klein-Gordonovu rovnici, které
popisuje dynamiku tohoto pole a je relativisticky kovariantni [14].

Lagrangian ziskdme integraci pfes prostor kavity:

L= / Ldz. (2.37)
I(t)

Zaroven vyuzijeme vlastnosti moédovych funkci. Prvni je jejich ortonormalita:

1(t)

Druhou z vlastnosti moédovych funkei, kterou pouzijeme, je jejich pfislusnost do
mnoziny vlastnich vektoru operatoru 0, s vlatni hodnotou wy,.
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Po dosazeni (2.35) a s vyuzitim (2.38,2.39) ziskavame postupné:
L= / Ldx

1)
(0h)? — (0p1)* — m*7]

S i)+ Y ., dnmitzin+ 5 LY | énntzan - > Lz,

=1 n,m=1 n,m=1 n=1

N | —

3

Pouzitim substituci

02 = w? +m? (2.40)
Mnm - ¢n¢md$ (241)
I(t)
a
I(t)

dostaneme kompaktnéjsi vysledny tvar lagrangianu:
AL DD DY (ATSTAE VA 243

7 lagrangidnu mizeme ziskat tvar druhé kanonické proménné, hybnosti p, ze
vztahu:
0L

— 2.44
Pr = ga (2.44)
=1
m=1
H = i GnPn — 3 - q ) In M Gm + qu‘LNanm
m,n,k=1 o 2
— 1., . .1
m,n,k=1
= 1 1
= 5 Q - = nNnm m
> Gint 5% — 50 Nang
m,n,k=1
Déle 1ze ukazat nasledujici vztah matic M a N:
Num :/ gbngbmdx
1)
[ [ dutnindudady (2.48)
I(t) J1(t)
k=1

20



Pomoci néj muzeme piepsat posledni ¢len hamiltonidnu a pokud pri¢teme a ode-
c¢teme cleny g, Mym@m & G Mk Mok Gm, ¢imz doplnime na ¢tverec a ziskame vyraz
p? ziskame kone¢ny tvar hamiltonidnu:

=1
H= 3" 502 +0262) = Mot (2.49)

n,m=1

jehoz prvni dva ¢leny tvori zédkladni hamiltonian, ktery je shodny s harmonickym
oscilatorem o jednotkové hmotnosti, posledni ¢len potom lze oznacit jako interakéni
hamiltonian. Nyni mizeme dosadit hamiltonian do Hamiltonovych rovnic:

OH >
==, =S MG 2.50
=g, =P ; q (2.50)
OH >
Pn = o ~n + Y Mynpim- (2.51)
n n=1

Pomoci formalizmu pro jednorozmérny piipad muzeme obdrzet vysledky odpovi-
dajici tfidimenzionalni kavité za predpokladu, Ze vyuzijeme parametr m, ktery lze
interpretovat jako slozku vlnového vektoru kolmou na osu =x.

met = () (2) 250

Nastavenim parametru m miizeme zkoumat generaci fotonu vlivem DCE v riiznych
prostorovych moédech. Napiiklad na Obrazku 2.2 je zobrazen piipad pro k, = 0.
Pokud zacneme v nule a budeme hodnotu m ménit dosazovanim rtznych n, z piiro-
zenych cisel a pti n, = 0,budeme ménit sklon vlnového vektoru od osy x a miizeme
takto vysetrit vyzarovaci charakteristiku stény kavity v roviné xy.
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Obrazek 2.2: Vlnovy vektor pro mod (4,5,0)
Zptusob vypoctu pomoci hamiltonovského formalizmu byl prevzat z [1].
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2.4 Intermezzo: Bogoliubova transformace

Béhem vypoctu budu pouzivat Bogoliubovu transformaci definovanou vztahem:

~out A B* ~in
(gouﬁ) (B A*) (AmT) (253)

Bogoliubova transformace umoziuje vyjadrit krea¢ni a anihila¢ni operatory konec-
ného stavu kvantového systému pomoci krea¢niho a anihila¢niho operatoru poca-
te¢niho stavu. Koeficienty matice spliuji nasledujici vztah:

A* - B2 =1, (2.54)

coz zarucuje platnost komutacnich relaci.

V literature lze o povaze Bogoliubovy transformace najit nasledujici: "Diagona-
lizace hamiltonidnu vypovidé o kvazic¢asticovych excitacich zakladniho stavu. To
jsou bogolony, které reprezentuji pohyb velkého mnozstvi piivodné interagujicich
bosonit"[13].

Tuto transformaci lze pouzit pro popis kvantovych zesilovacich systémi [15]. Coz
je pripad i DCE.

V nasSem piipadé vyuzijeme Bogoliubovu transformaci pro vypocet poc¢tu ¢astic vy-
generovanych DCE nésledovné: Spoc¢teme stfedni hodnotu poc¢tu ¢astic v kone¢ném
stavu, pfricemz vyuzijeme vyjadieni krea¢niho a anihila¢niho operatoru kone¢ného
stavu pomoci operatori vstupniho stavu, coz nam umoznuje pravé Bogoliubova
transformace.

(W) = (0] N'[0)

(0]
< | AoutTAout |0>
<0| (den _}_A*AznT)(A&zn _’_B*Azn’[) |O>
<0| BB*<1 + AoutTAout) ‘O>
= |BJ*
Vysledek:
Ny = [B* (2.55)

jsme obdrzeli za vyuziti
[a,a™] =1

(0[0) = 1.

Pocet ¢astic tedy zavisi na hodnoté koeficientu B a skute¢né, ukazuje se, ze v nékte-
rych fyzikalnich situacich muze byt nenulovy.

2.5 Kanonické kvantovani

V pripadé konzervativnich systémi odpovida hamiltonidn celkové energii systému.

V néami uvazované fyzikalni situaci vSak dochazi k dodavéani energie oscilaci jednoho
ze zrcadel kavity a tato korespondence neplati. Ditkaz tohoto tvrzeni je uveden v [1].
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Dalsim problémem, na ktery nardzime, je provazanost jednotlivych moédu, ktera
odpovida interakci mezi mezi nimi a nediagonalité hamiltonidnu. Zatimco elektro-
magnetické pole v kavité s konstantni délkou mizeme popsat jako mnozstvi (neko-
ne¢né mnoho) navzajem neinteragujicich oscilatori, jejich souhrnny hamiltonian je
v Te¢i kreacnich a anihilacnich operatori diagonélni a snadno muzeme urc¢it pocet
¢astic (kvant energie) v jednotlivych modech. V pfipadé proménné délky kavity se
jednotlivé mody provazuji, stavaji se zavislymi a jak je vidét z predpisu hamilto-
nianu (2.49), ten neni diagonalni ani diagonalizovatelny obvyklou cestou za vyuziti
operatoru poctu Castic N. Za tcelem diagonalizace hamiltonidnu budeme definovat
nové polni operatory a pomoci vyse zminéné Bogoliubovy transformace hamiltonian
zdiagonalizujeme. Tim prejdeme ke tvaru, ve kterém jiz jednotlivé oscilatory popisu-
jici pole neinteraguji a problém bude vyfesen. Nové definované anihila¢ni a krea¢ni
operatory pritom popisuji kvazicéastice, excitace zakladniho stavu zvané bogolony
[13].

Navic pouzijeme trik uvedeny v ¢lanku T.G. Moorea [2], kdy budeme predpokladat
néjaky casovy interval (;,,tou:), béhem kterého pohyb zrcadla probihéd, mimo néj
vsak nikoliv. Pfed zapocetim pohybu, a po jeho skonceni, tedy budeme mit dobie
definovany pocet ¢astic.

Pred zapocetim pohybu je rozvoj pole do krea¢niho a anihila¢niho operatoru né-
sledujict:

~

1 . _sOin
ame MWt 4 e

G p——
VAL (2.56)

an . -O)in
p(t) =1—= At 't 4 h e

=1—=qa
V2 "
~out

Pro kone¢ny stav budou rozvoje obdobné jen s tim rozdilem, Ze a‘™ a a’* nejsou
totozné operatory. V pribéhu pohybu zrcadla miizeme pole rozvést nasledovné:

1(t) = ayenm(t) + h.c.
Q) =) R (t) .

3
l
- <W

aimt £ (t) + h.c.

= /20

Funkce e, a fum jsou neznamé komplexni funkce, které se fidi dynamikou (2.50) a
(2.51).
Pro vypocet v praktické ¢asti jsem si rovnice pro e a f vyjadfil v maticovém tvaru:

e=f—-M"-e
. ) (2.58)
f=-Q% et M-,
kde tecka znac¢i maticové nasobeni a (2 je diagonalni matice s hodnotami {2, na n-té
pozici na diagonale.

Na tomto misté je vhodné upozornit, ze ackoli je normalizace v druhém rozvoji
nezvykla, je spravna. Normaliza¢ni koeficienty v (2.56) jsou vazany na harmonickou
¢asovou zavislost. Porovnanim (2.56) a (2.57) snadno ziskame koeficient Bogoliubovy
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transformace B:

out

an(tout) = §€_ZQ” tin <enm(tout) - _fnm> . (259)

in out
Qm Qn

2.6 Vakuovy stav a princip neurcitosti

Zaméfme se nyni vice na analogii s jednoduchym harmonickym oscilatorem. Uva-
minimalni moznou potencialni energii) a zaroven je nulové i jeji hybnost, nelze ji roz-
houpat z pozice ditéte na sedatku bez vnéjsiho dodani energie. Houpacka je v klidu.
U kvantového harmonického oscilatoru, potazmo elektromagnetického pole v kavité
vSak tato situace nemuze nastat. Pravidla kvantové fyziky neumoznuji souc¢asné ur-
¢eni hodnot obou téchto pozorovatelnych, dokonce vyustuji v zavér, Ze neexistuji
elementy reality odpovidajici néjakym hodnotam fyzikalni veli¢iny pfed mérenim. Z
tohoto diivodu nelze tvrdit, ze hodnota elektromagetického pole je nenulova, pro-
toze to by znamenalo jakousi restrikci na oboru moznych naméritelnych hodnot.
Exaktnéjsi je mluvit o moznosti naméreni i nenulovych hodnot.

Pokud dité nasko¢i na détskou houpacku a tim ji dodé néjaky silovy impulz, mtze
poté zvétsovat rytmickym natahovanim a pokréenim nohou zesilovat oscilace hou-
packy. Tento proces lze pouzit jako analogii zesilovacich procesti. Podobné piisobi
zrcadlo, které dodava do systému energii (tim je tlumen jeho pohyb), poc¢éate¢ni im-
pulz je analogicky vakuovym fluktuacim. Rozdilem je, Ze v ptfipadé kavity se jedné
o mnoho oscilatorii s proménnymi frekvencemi, které si navzajem predavaji energii.

2.7 Energie vakuového stavu, staticky Casimiri jev,
dynamicky Casimirtiv jev a konvergence

Jeden mod v kavité o frekvenci w méa hamiltonian:

- 1

H=w(N + 5 (2.60)

kde N je operdtor poétu ¢éstic tvofeny kreatnim a anihilaénim operatorem a %
¢len vznikly v disledku nekomutativnosti téchto operatorti, potazmo operatoru po-
lohy a hybnosti, ktera prameni ve Fourierové transformaci. Vlastni energie tohoto

hamiltonianu tedy budou nenulové i pii nulovém poctu ¢astic:

Hin) = (n+ %)w In) . (2.61)

Tohoto faktu se vyuziva pii vypoctu velikosti Casimirovy sily. Ackoli se pfi séitani
energii jednotlivych méda ve vakuovém stavu musime potykat s divergentni fadou

f: n, (2.62)

m=1

lze tuto fadu secist pomoci Riemanovy zeta-funkce rozsifenim do komplexni roviny
a spoc¢itanim limity v bodé, ktery nas zajima.
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V pripadé dynamického Casimirova jevu se s touto zalezitosti 1ze vyporadat poné-
kud jinym zptsobem. Dirichletovy okrajové podminky zptsobené zrcadlem budou
ve skutecnosti pocitovat jen moédy do urcitych frekvencich. Naptiklad pro fotony
v zafeni uz zrcadlo nebude odraznou plochou. Tato tvaha opraviiuje provést zave-
deni parametru n,,.,, ktery oznacuje maximalni moédové ¢islo uvazované ve vypoctu.
Timto zptisobem se 1ze vyhnout renormalizaci.

Pro spojity pohyb zrcadla je pocet vygenerovanych ¢astic nedivergentni [2].
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Kapitola 3

Prakticka cast

3.1 FEulerova jednokrokovia metoda

Rovnice (2.58) jsem fesil pomoci Eulerovy jednokrokové metody, kterda vychézi z
rozvinuti funkce do Taylorovy fady prvniho stupné. Také na ni lze nahlizet jako na
aproximaci derivace kone¢nou diferenci.

Méjme Cauchyovu tlohu formulovanou nasledovné:

y'(t) = f(ty(t)) (3.1)

y(0) =g, (3:2)

kde (3.1) je obycejna diferencialni rovnice prvniho fadu a (3.2) jeji pocéate¢ni pod-
minka na intervalu ¢t € (t;,,, tous); t, g € R.

Hodnoty funkce y budeme numericky vySetfovat pouze v nékterych bodech in-
tervalu, na kterém je tiloha definované. Tento interval rozdélime pro jednoduchost
ekvidistantné na mnozstvi podintervali o délce At.

Takto vytvofime mnozinu bodu {t;}, i = 1,2,...n, kde pro kazdy nasledujici bod
plati: t; 1 = t;+ At a zdroven musime déleni uzpusobit podmince: t| = t;, at, = tou.
V bodech této mnoziny budeme evaluovat hodnoty funkce y.

Derivace je definovana nésledovneé:

y(ti + At) —y(ts)

12 o .
i) = dm T 3

Pokud budeme limitu aproximovat koneénym podilem, ziskdme vztah

y(t: + At) — y(t;)
! t;) ~ s 3.4
y'(t:) s (3.4)
dosadime-li do (3.1),vynasobime At dostavame:

y(tiv1) = y(ts) + Atf (L, y(t:)). (3.5)

Rovnice (3.5) predstavuje rekurentni vztah pro vypocet hodnoty funkce y v nasle-
dujicim ¢asovém okamziku [16]. Tento vztah jsem implementoval do forcyklu, ve
kterém je postupné pocitan ¢asovy vyvoj systému.
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3.2 Optimalizace solveru

Vzhledem k mohutnosti vypocti bylo potfeba provést upravy pro zrychleni béhu
solveru. Nejprve jsem rovnice pro e a f prevedl do vektorové (maticové) podoby,
¢imz se zvysila efektivnost vypocti a také prehlednost vlastniho kodu.

Dalsim krokem bylo odseparovini ¢asovych zavislosti koeficientii diferencialnich
rovnic. Vytknutim casové proménnych prvki, jejich vypoctem na zacatku kazdého
cyklu a skalarnim vynasobenim s piislusnym koeficientem v rovnici doslo k dalsimu
zrychleni kodu.

Jednim z problémi, se kterymi jsem se béhem optimalizace potykal, byla otézka
paméti. Pro vysoké hodnoty horni hranice médi n,,,, nabyvaly proménné pamétove
znacné naro¢nych rozméru. Za tcelem snizeni pamétové narocnosti jsem nezacho-
vaval hodnoty funkci e a f béhem celého casového vyvoje, ale vzdy je po jejich
kombinaci na koeficient Bogoliubovy transformace B ptepsal aktualizovanou hodno-
tou.

Koeficient B Bogoliubovy transformace pro mnoho simulaci neni nutné vyhodno-
covat ve vSech uvazovanych bodech intervalu, na kterych je simulace provadéna. V
simulacich, jejichz vystupem je zavislost poc¢tu Céstic na frekvenénich modech jej
sta¢i vyhodnotit az z kone¢nych hodnot funkci e a f. V simulacich, které sleduji
casovou dynamiku poc¢tu ¢astic v prubéhu celé simulace jsem nastavil rozliseni r,
které zajistovalo vycisleni B vzdy po urc¢itém poctu cykli.

3.3 Zakladni schéma kédu

Pro implementaci Eulerovy jednokrokové metody jsem vytvofil kod s nasledujici
strukturou:

1. Uvodni alokace a zadavani parametru
(a) nastaveni parametri numeriky (¢asovy krok, pocet ¢asovych kroki, délka
¢asového intervalu),
) alokace proménnych a pocate¢nich podminek,
(c) alokace koeficientii diferencialnich rovnic,
(d) vy¢isleni poc¢atecnich podminek,
) vycisleni koeficientii diferencialnich rovnic (kde mozno, bez ¢asové zéavis-
losti),

(f) uplatnéni pocate¢nich podminek.
2. Samotna simulace

forcyklus pro vypocet ¢asového vyvoje,

prevedeni indexu forcyklu na vzdalenost od poc¢atku ¢asového intervalu,

vypocet nové hodnoty funkce pomoci Eulerovy jednokrokové metody,

funkce if, ktera po urcitém poctu kroku zobrazi kolik procent simulace
probéhlo.

)
)
(c) vypocet ¢lenu s ¢asovou zavislosti,
)
)
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3. Konecné vypocty a vykresleni grafu

(a) dva forcykly pro vypocet koeficientu B po slozkach (pro vypocet konecné
hodnoty, zavisi na typu simulace),

(b) vypocet stiedniho poctu ¢astic (spolu s vypoctem B v nékterych piipa-
dech uz v 2. éasti),

(c) vykresleni grafu.

Velmi dulezita je alokace vSech proménnych. V pripadé pouzivani matic, které
maji ve vysledku velkou dimenzionalni velikost, bez predchoziho alokovani dochazi
ke znacnému zpomalovani vypoctu.

3.4 Zrcadlo pohybujici se konstantni rychlosti

Vzhledem k absenci predchozich zkusenosti s psanim solveru diferencialnich rovnic
a také kvili nékolika chybam v implementaci rovnic, které jsem béhem optimalizace
objevil (vedly naptiklad na divergujici oscilace feSeni) jsem se rozhodl nejprve zopa-
kovat jednu z numerickych simulaci, jejiz vysledky véetné vstupnich parametri byly
dostupné v disertacni praci M. Rusera.

Jedna se o zavislost po¢tu vygenerovanych ¢astic na jejich energii (¢isle modu) v
piipadé kavity, jejiz jedna sténa se pohybuje konstantni relativistickou rychlosti.

107

10—4 L

10-5‘,

108

stfedni pocet &astic

107

108
10° 10'
mbd n

Obrézek 3.1: Populovanost stavii po pohybu stény kavity konstantni rychlosti v

Vysledky simulace jsou zobrazeny na Obrazku 3.1 a jsou totozné s vysledky ve
zminéné dizertacni praci. Jedna se o vysledky ¢tyT simulaci prislusné ¢tyfem uvede-
nym rychlostem, v = 0,1, v = 0,05, v = 0,02 a v = 0,01. Rychlosti zrcadla jsou
vztazeny k rychlosti svétla.

Numerické vysledky jsou zobrazeny body, souvisla ¢ara je poté teoreticky vysledek
obdrzeny Castagninem a Ferrarem [17]:

(N) x =, (3.6)

n
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platné za podminky n > 6 a v < 1.

Odchylka vyssich modu od teoretické kiivky je zpusobena zavedenim n,,., a pokud
budeme tento parametr zvySovat, bude klesat.

Po zopakovani této simulace jsem se zacal zabyvat dalsimi aspekty tohoto nasta-
veni. Naptiklad pocateéni nespojitost rychlosti hraje v tomto pripadé velkou roli.
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Obrazek 3.2: Populovanost stavi v ¢ase t =1 (v =0,1)
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Obrazek 3.3: Populovanost stavi v éase t =6 (v =0, 1)

Na Obréazku 3.2 je vykresleno rozlozeni stfedniho poc¢tu ¢astic v modech a jejich
excitace v dusledku pocéatecni nespojitosti rychlosti. Na Obrazku 3.3, na kterém
je zobrazen stav systému v ¢ase t = 6, je jiz patrny projev mezimoédového prova-
zani, které postupné presunuje vyraznéjsi pik excitaci smérem k nizsim moédam, az
populovanost moédu v ¢ase t = 50 kopiruje teoretickou kiivku.
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Celkovy c¢asovy priibéh je zobrazen na Obréazku 3.4, kde lze sledovat jak pocatecni
vybuzeni, tak ptusobeni mezimédové provazanosti.
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Obrazek 3.4: éasovy vyvoj poctu ¢astic v jednotlivych modech

Vznika otazka, jaky je ¢asovy vyvoj celkového poctu ¢astic. Sumaci pfes vSechny
mody ziskdme zéavislost z Obrézku 3.5, na které lze sledovat redistribuci energie do-
dané na pocatku simulace nespojitosti a poté klesajici tendenci zptisobenou nejspise
absorpci vodivé plochy zrcadla.
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Obrazek 3.5: éasovy vyvoj celkového poctu castic v kavité

Pro prozkoumani vlivu pocateéni nespojitosti jsem posléze uvazoval situaci, pri
které je zrcadlo na pocéatku v klidu a na konstantni rychlost je urychleno v pribéhu
prvnich dvou ¢asovych jednotek. Pribéh rychlosti je pro ¢as 0 < t < 2 nasledujici:

v =0, 5vg(— cos(0, 57t) + 1). (3.7)

Pro ¢as t = 0 je tedy rychlost nulova a pro ¢as t = 2 nabyva hodnoty vy, pricemz
casové derivace v téchto casech jsou nulové. Délka kavity se poté bude v case vyvijet
dle Obrazku 3.6.

50.35 - x
X

50.3 e

50.25 %

50.15 %

50.05 [ %

50

Cast

Obrazek 3.6: éasovy vyvoj délky kavity p¥i hladkém nédbéhu na hodnotu konstantni
rychlosti

Nutno podotknout, Ze na generaci fotont se nyni bude podilet i po¢atecni zrychleni.
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Obrazek 3.7: Populovanost moédu pii spojitém nabéhu na konstantni rychlost v case
t=1

stfedni pocet Castic v jednotlivych médech
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Obréazek 3.8: éasovy vyvoj populovanosti médu pii pohybu se spojitym vyvojem
rychlosti
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Obrazek 3.9: éasovy vyvoj celkového poctu ¢astic pii pohybu se spojitym vyvojem
rychlosti

7 Obrazku 3.7 je patrné, ze v ¢ase t = 1 je nérist stfedniho poctu Céstic oproti
piipadu s nespojitosti (Obrazek 3.2) nizsi. Dale v8ak vyvoj stfedniho poctu ¢astic
v jednotlivych modech probiha velmi podobné, stejné jako v predchozim pripadé se
objevuje pik vyraznéjsich excitaci a pfesunuje se k niz§im moédam. Na Obrazku 3.8
je vidét podobnost ¢asového vyvoje.

Co se tyka celkového poctu ¢astic, pro pohyb se spojitym pritbéhem rychlosti je
jeho maximéalni hodnota asi o jednu desetitisicinu mensi (rozdil na druhém misté z
pohledu platnych ¢islic) a nabyva ji o 0,6 ¢asové jednotky pozdéji nez v predchozim
pripadé. Pro porovnani je uveden na Obrazku 3.9.

3.5 Vyzarovaci charakteristika oscilujiciho zrcadla

Dalsi zajimavou vlastnosti generovanou oscilujici kavitou a hodnou prozkouméni je
vyzafovaci charakteristika aneb prostorové smérovani generovanych fotonu. Zaujala
mé teoreticka predikce v élanku P. A. M. Neta a L. A. S. Machada [12], zaloZena na
nerelativistické a nizkofrekvenéni aproximaci. Vysledek, ke kterému v piripadé TE
modi dospéli neni nepodobny vyzarovani klasické antény, Obrazek 3.10.
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Obrazek 3.10: Smérova charakteristika vyzafovani zrcadla, prevzato z [12]

Vysledky obdrzeli pro piipad rovinného absolutné vodivého zrcadla pohybujiciho
se podél své normély v tfidimenzionalnim prostoru, pro fixni frekvenci. Zrcadlo
oscilovalo tlumenymi harmonickymi kmity.

V ramci aproximativnich metod uvazovali pohyb rychlosti vyrazné mensi nez rych-
losti svétla. Na zakladé tohoto predpokladu by mélo dochézet pouze k excitaci nizko-
frekven¢énich modi, coz umoznuje pouzit dlouhovlnnou aproximaci. Poloha zrcadla
tedy byla popsana funkei:

x(t) = 5qoe_1%[ cos(wot), (3.8)

kde malé delta znaci, ze jde o drobny pohyb, jakousi poruchu, parametr 7" urc¢uje
rychlost utlumu a wy je frekvence harmonické slozky pohybu, na které kladou nasle-
dujici podminky:

wodg < 1 (3.9)

wel > 1. (3.10)

Prvni pozadavek odpovidé nerelativistické aproximaci a druhy je spiSe technického
razu.

Tento ¢lanek byl inspiraci a podnétem pro prozkoumani prostorové charakteristiky
vyzafovani i v této praci. Jednim z aspekti, které mne zaujaly, jsou aproximace
nutné k analytickému TeSeni, kterym se za cenu, ze budu nucen uchylit se k feseni
numerickému, mohu vyhnout. Na tomto misté je nutné podotknout, Ze se svou simu-
laci nejsem schopen napodobit zcela totozné podminky jako ve zminéném ¢lanku.
Hlavnim rozdilem je, ze uvazuji dvojici zrcadel. Jak bylo zminéno vyse, vysledky
zobrazené na Obrazku 3.10 jsou pro fixni frekvenci fotont. S jistymi implementac-
nimi obtiZemi jsem schopen simulovat situaci, ve které se budu pohybovat v néjakém
okoli zvolené frekvence wy. Pfesto byl tento ¢lanek podnétnym impulzem, ktery mne
nasmeéroval k této problematice. Prozkoumejme nejprve vyzatovaci charakteristiku
zrcadla kavity na jiz vybudovaném modelu s rezonanéni frekvenci oscilaci a poté se
pokusme priblizit podminkam, za nichz obdrzeli vySe zminéné analytické vysledky.

Pro prvotni vyzatrovaci charakteristiky uvedené v této praci zvolim nejprve ponékud
jiny postup, kdy budu uvazovat fixni moédové ¢islo n, podél osy x (smér pohybu
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Obréazek 3.11: Smérova charakteristika stény kavity pro n, =1

zrcadla) a postupné budu zvySovat modové ¢éislo n,, coz bude odpovidat naklanéni
vlnového vektoru (zaroven i zméné velikosti).
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Obrazek 3.12: Smérova charakteristika vyzafovani zrcadla pro 30 modu
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Na Obrazcich 3.11 a 3.12 jsou vykresleny vyzarovaci charakteristiky zrcadla pro
piipad harmonického pohybu stény kavity s rezonanéni frekvenci rovnajici se dvoj-
nésobku frekvence zakladniho médu. Parametry jsou zvoleny t,,; = 5, pro nizsi ¢asy
byly ostatni hodnoty oproti nejvétsi prilis malé, délka kavity [ = 1 a maximalni
pocet moédu ny,e: = 30. Na prvnim grafu je vykreslena pro prvni méd, na druhém
pak pro vSechny mody. Rozliseni, vzdalenost jednotlivych bodi, je dano sklonem vl-
nového vektoru. Pro n, = 1 lze obdrzet pouze hodnoty thlu 0°, pak 45°, nasledujici
si jsou jiz bliz§i. O ktery mod se jedné, lze poznat z koncového bodu kiivky. Cim
vétsi modové ¢islo n,, tim mensi koncovy thel byl vySetien.

Dalsi otazkou, kterou jsem se zabyval bylo, zda se tvar vyzafovaci charakteristiky
néjak vyrazné zmeéni pii zvétseni vzdalenosti zrcadel. Pro délku kavity [ = 500 jsem
obdrzel pro n, = 1 vysledky viz. Obréazek 3.13.
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Obréazek 3.13: Smérova charakteristika stény kavity pro n, =1

Lze vidét pokles stfedniho poctu ¢éastic zptsobeny prodlouzenim kavity. Tvar vy-
zafovaci charakteristiky je v8ak obdobny. Zatimco v kavité je frekvencéni modové
spektrum diskrétni, v pripadé, ktery byl zminén vyse pocitali se spojitym spektrem.
To je jeden z divodt, pro¢ by nejspise pfi velmi vyrazném prodlouzeni kavity pocet
castic na zakladé vyse vybudovaného vypoctu razantné klesal, avSsak pfi uvazovani
spojitého spektra lze ukazat, ze vyzarovat muze i jediné zrcadlo. Presto lze na Ob-
razku 3.13 vidét lalok podobny klasické anténé.

Co se tyka dalsich modovych ¢isel n,, jejich vyzarovaci charakteristiky jsou vykres-
leny na Obrazku 3.14. Charakteristika je samoziejmé ze symetrie krychlové kavity
symetricka, pokud ji vySetfujeme v roviné n, = 0, takze v grafu je vykreslena jen
jejf polovina. O symetriich vyzafovaci charakteristiky pro piipad, kdy jsou n, a n,
zaroven nenulové si netroufam nic tvrdit. Pokud by vSak béhem vySetfovani charak-
teristiky ménila slozka vinového vektoru lezici v roviné zrcadla sviij smér, znamenalo
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by to postupné staceni roviny, v niz je charakteristika vysetfovana Takovy piipad
by byl vypovidajici jen pokud bychom uvazovali valcovou symetrii.

30 -30
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90 — -90
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Obrazek 3.14: Smérova charakteristika stény kavity pro 30 modiu
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Obrazek 3.15: Mozné kombinace moédovych ¢isel

Na Obrazku 3.15 jsou znézornény moznosti kombinaci médovych éisel pii diskrét-
nim spektru frekvenci. Kruznice zobrazuje hodnoty odpovidajici konstantni frek-
venci moédu pfi zméné thlu, ktery svira vinovy vektor s osou x. Jako rozumné hod-
noty modovych ¢isel pro simulaci se ukazuji ty, pro néz je odchylka nejmensi, viz
Tabulka 3.1.
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Tabulka 3.1: Hodnoty moédovych ¢éisel pro jednotlivé simulace

Ng | Ny

ORI N W] OO O | |
N N | OO | O e W N =] O

P1i harmonickém pohybu v rezonanci s prvnim moédem a s vyuzitim kombinaci
modovych ¢isel uvedenych vyse jsem obdrzel vysledek viz. Obrazek 3.16.
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Obrazek 3.16: Smérova charakteristika stény kavity pron ~ 7
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Javeér

Predmétem této prace bylo shrnuti zédkladnich teoretickych a vypocetnich aspekti
DCE a vytvofeni numerické simulace, ktera umoznuje simulovat vyvoj poctu ¢astic
v kavité disledkem parametrické zmény délky kavity.

Nejprve jsem uvedl kratky prehled historického vyvoje této problematiky a zasazeni
do kontextu piibuznych jevi, které sdili pivod ve vakuovych fluktuacich, projevujici
se 1 ve strukture vypoc¢tu. Nasledoval prehled analytickych reseni a experimentalnich
pozorovani DCE.

Jako tvod do teoretické ¢asti jsem zvolil médovou strukturu elektromagnetického
pole v kavité. Nasledovala argumentace vedouci k vybudovani modelu pro TE slozku
pole. Pouzil jsem hamiltonovsky formalizmus a s pomoci Bogoliubovy transformace
dospél k predpisu stiedniho poc¢tu ¢astic pomoci koeficientu Bogoliubovy transfor-
mace B, ktery bylo lze ziskat z funkci popisujicich rozvoj do krea¢nich a anihila¢nich
operatoru.

V praktické ¢asti jsem shrnul hlavni myslenku Eulerovy jednokrokové metody a
schématicky popsal jeji implementaci v programu Matlab v kontextu teoretického
modelu vytvoreného v Teoretické casti. Pro ovéreni spravnosti implementace jsem
nejprve zopakoval v literature uvedené vysledky pro zrcadlo kavity pohybujici se
konstantni rychlosti, poté jsem na stejném modelu zkoumal ¢asovy vyvoj populova-
nosti modu a vliv poc¢ateéni nespojitosti.

Nejzajimavéjsim vysledkem celé prace je vyzarovaci charakteristika stény kavity.
Napoméha ziskdni nézornéjsi predstavy, ktera je u kvantovych jevi vzdy velmi
cenna. Nejprve jsem zkoumal prostorové smérovani fotonu s fixnim modovym &is-
lem n,. Poté jsem vySettil vyzarovaci charakteristiku pro aproximativné konstantni
frekvenci. Vzhledem k diskrétni frekven¢ni strukture pole v kavité nelze pri skldpéni
vlnového vektoru sledovat frekvenci ryze konstantni. Zajimavé bylo srovnani s vyza-
fovaci charakteristikou jediného kmitajictho zrcadla ve volném prostoru nalezenou v
literature, kterou autofi obdrzeli za pomoci aproximaci. Mnou numerickymi meto-
dami obdrzena vyzarovaci charakteristika mé obdobny tvar. Vysledek, ve kterém je
nejvetsi podil vyzarfovani ve sméru proménné délky kavity a rovnobézné se smérem
zrcadla (v konstantnim rozméru kavity) je vyzafovani nulové je pomérné intuitivni
a sleduje ¢asové zavislou vzdalenost zrcadel jako ptivod generace fotoni.

Moznym krokem pro dalsi vyzkum by mohlo byt elektromagnetické pole v kavite,
jejiz stény se harmonicky pohybuji tak, ze celkova délka kavity je v laboratorni sou-
stavé konstantni. Tato problematika bude klast vyssi naroky co se tyka relativistické
Casti problému.
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Priloha A

Koéd pro zapis kaplovaci matice M
bez ¢asové zavislosti

function Mjk = Matice(n)
Mjk=zeros(n,n);
for j=1:n

for k =1: n
if (j==k)%na diagonale nuly
Mjk(j,k) = 0;
else
Mik(j,k)=((-1) .~ (G+k)) . *(2.%j.*k) ./ (k~2-j"2);
end
end
end
end
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Priloha B

Ko6d solveru pro pripad konstantni
rychlosti zrcadla

%DCE maticové
%Vstupni paramery

tic

n = 40; %dimenze matic n_max

dt = .00001; hCasovy element

tout = 40; %ZCas ukonleni simulace

Ncas = floor(tout/dt) + 1; Ypolet Casovych kroki

1 = 50; %hdélka kavity

v =20.1; Jrychlost zrcadla

r = 10000;

m=0; Jhmotnost pole (jen pozn. neni dale pouziti)
01 = pi.*diag(1l:n); %0mega s nulovym m, bez Casové zavislosti,
hpro rychlost pridana vzdy dodatelné

02 = 01.x01;

Mbeztd = Matice(n); %Kaplovaci matice

%bez Casové zavislosti,
%pro rychlost je pridavana dodatelné

%Alokace

e0 = eye(n,n); hPocatelni podminka e

e = NaN(n,n);

fO = - 1i.%01./1; hPocatelni podminka f

f = NaN(n,n);

B = NaN(n,n);

N = NaN(n,Ncas./r); %Alokace na stfedni polet Castic

%Polate&ni podminky
e(:,:) = e0; %Uplatnéni pocéatelnich podminek
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for t = 1:Ncas
nt = (t-1).xdt; %Prevedeni na Casovy krok dt z forcyklového t
tdep2 = 1l+v.*nt; 51(t)
tdep = v./tdep2; %(d1l(t)/dt)/1(t)

e(:,:) =e(:,:) + dt.xf(:,:) - dt.*xtdep.*Mbeztd’*e(:,:); Jrovnice pro e
f(:,:) = £(:,:) - dt.x02*%e(:,:)./(tdep2~2) + dt.*tdep.*Mbeztd*f(:,:);
%rovnice pro f,

%02 je Omega na druhou, je k ni pridana Casova zavislost tdep2

if mod(t,10000)==0 WUkaZe, kolik procent forcyklu ubé&hlo
disp(t*100/Ncas)
end
if mod(t,r)==0 %Po r krocich vypolita stfedni polet Castic
for j = 1:n
for k = 1:n

B(j,k) = exp(-1i.x*k.*pi.*tout./tdep2)./2.*xsqrt(k./j).*(e(k,j)
- 1i./(k.*pi./tdep2) .*f(k,j));
end
end

N(:,t./r) = sum((abs(B).*abs(B)),1); WVypolet stredniho poltu Castic
end

end

toc

figure

ch=1:size(N,2);

ch=ch.*tout./size(N,2);

loglog(ch,N,’x)
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Priloha C

Ko6d solveru pro vypocet vyzarovaci
charakteristiky

%DCE vyzafovaci charakteristika
%Vstupni paramery

tic

n = 20; %dimenze matic n_max
dt = .000001; hCasovy element

tout = 20; %ZCas ukonleni simulace
Ncas = floor(tout/dt) + 1; Ypolet Casovych kroki
1=1; %délka kavity

Nm = 12;

Nk = NaN(n,Nm+1);

nx=1;

for z = 0:Nm

m=pi.*z./1; Jhmotnost pole

02 = pi.*pi.*diag(1l:n).*diag(1l:n)./1"2+eye(n).*m.*m;
%0mega s nulovym m, bez Casové zavislosti,

hpro rychlost pridana vzdy dodatelné

01 = sqrt(02);

Mbeztd = Matice(n);
%Kaplovaci matice bez Casové zavislosti,
hpro rychlost je pridavana dodatelné

%Alokace

e0 = eye(n,n); hPocatelni podminka e
e = NaN(n,n);

fO = - 1i.x01; hPolatelni podminka f
f = NaN(n,n);

enew=NaN(n,n) ;
fnew=NaN(n,n);

B = NaN(n,n);
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N = NaN(n,1); % Alokace na polet Castic

e(:,:) e0;

£f(:,:) = £0;

for t = 1:Ncas
nt = (t-1).xdt; %Prevedeni na Casovy krok dt z forcyklového t
tdep2 = 1.%(1.01 - 0.01.xcos(nt.*2.%pi./1)); %1(t)
tdep = 0.01.*2.*pi.*sin(nt.*2.xpi./1)./tdep2; %(d1(t)/dt)/1(t)

02 = pi.*pi.*diag(1l:n).*diag(1l:n)./tdep2~2+eye(n).*m.*m;

enew(:,:) = e(:,:) + dt.*xf(:,:) - dt.*xtdep.*Mbeztd’*e(:,:);
%rovnice pro e

fnew(:,:) = £(:,:) - dt.*02%e(:,:) + dt.*tdep.*Mbeztd*f(:,:);
%rovnice pro f

e = enew;

f fnew;

if mod(t,10000)==0 %UkaZe, kolik procent forcyklu ubé&hlo
disp(t*100/Ncas) ;
disp(z);

end

end

for j =1:n
for k = 1:n
B(j,k) = exp(-1i.xk.*pi.*tout./tdep2)./2.*sqrt(01(k,k)./01(j,j)).*(e(k,]j)
- 1i./(01(k,k)) . *#f(k,j));
end
end

N(:) = sum((abs(B).*abs(B)),1);
Nk(:,z+1) = N(:);
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end
toc

figure
A = Nk(nx,:);
g = 0:Nm;
fli = atan(g./nx);
polarplot(f1i,A,’x’)
FLI = NaN(n,Nm);
for h = 0:Nm
for j = 1:n
FLI(j,h+1) = atan(h./j)
end
end
figure
ax=gca;

polarplot(FLI’ ,Nk’)
thetalim([-90 90])
ax.ThetaZeroLocation =

b

7top) .
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