Posudok na dizerta&ni pricu Mgr. J. Kriidvka:
»dome classes of basic algebras and related structures”

PredloZena praca J. Kriidvka sa zamierava na teérin tzv. basic algebier, kto-
rej podiatky boli zaloZené prave na Univerzite v QOlomouci. Je vypracovani v
anglickom jazyku bez podstatnych gramatickych problémov. Matematické spra-
covanie je na velmi vysokej trovni, pouZité symboly st riadne zadefinované a
konzistentné v celej praci. D4 sa povedat, Ze praca je ,samonosnd”, t.j. obsahuje
zopakovanie definicii a dolezitych vlastnost{ pouzitych pojmov.

Spracovivana tematika dizertatnej prace, je zaloZend na u# publikovanych
pracach kandidata. Okrem toho si v prilohe (Appendix) uvedené dalsie dve
jeho publikované price, ktorjch obsah nestvisi priamo s témou basic algebier,
ale poukazujt na jeho orienticiu v algebraickej teérii a te6rii univerzalnych
algebier.

Préca okrem avodu (Preface) obsahuje 4 kapitoly a u% spominami prilohu.
V prvej Sasti je zopakované zavedenie basic algebier a s uvedené tvrdenia,
ktoré davaji do stavisu basic algebry a zvizy s antiténnymi involiciami defing-
vanymi na hlavnych filtroch [a, 1], resp. na hlavnych idedloch [0, a]. Je uvedené,
#e MV-algebry, ortomodularne zviizy a zvizovo usporiadané efektové algebry si
§pecilne pripady basic algebrier. 54 zavedené Zpecialne identity (M) a (C) a
niektoré Specifické viastnosti algebier, ktoré spltiaji (C), resp. (M), napr. Ries-
zovu dekompozitni vlastnost. St Studované vlastnosti konetnych basic algebier
s (C) a je dokazané, Ze st to MV-algebry.

Druhi kapitola sa zacberd teériou pre-idedlov a idedlov (pre-ideily, ktoré
s O-triedy kongruencif) na basic algebrach a vlastnosfami zvizov pre-idedlov
(Pr{A)) aideslov (Id(A)). 51 taktie? analyzované relatfvne pseudo-komplementy
v zviize Pr(A) a s tym sivisiaci pojem polara. Pre pre-idesl P je definovana re-
lacie ©,(P), ktora v pripade, %e basic algebra spliia vlastnost (C) a P je idedl,
tak definuje kongruenciu, ktorej jadrom je P. Naviac, pre [ubovolny pre-ideél a
bastc algebru s (C) je ©4(P) relacia ekvivalencie, ktors je kompatibiln4 s opers-
ciou A a P je O-trieda ©;(P) je P. Ak basic algebra splha aj (M), tak ©,(P) je
zviizova kongruencia. Okrem toho je rozpracovani tedrie prime a minimélnych
prime pre-idedlov na basic algebrach.

Tretia kapitola obsahuje sivis basic algebier a zviizovo-usporiadanych komu-
tativnych lap. Po zopakovan{ zakladnych pojmov a viastnost! lip je zavedeny T’
funktor (podobny z te6rie MV- a pseudo MV-algebier), ktory ku kaZdej komu-
tatfvnej zvizovo-usporiadane] lupe priradi monoténnu basic algebru. DéleZité
je, #e pri aplikicii na abelovské f-grupy dostévame prave Mundiciho T’ funktor
definujici MV-algebry.

Je dokizangé, Ze inverzné komutativne f-lupy a prvky u spliajice ekviva-
letné podmienky z Lemy 3.1.4 ($pecidlna forma asociativity) maju Speciilne
vlastnosti, I" funktor splyva s Mundiciho I" funktorom, a v pripade, Ze prvok u
" je tzv. silna jednotka (strong order unit), tak kazdy prvok inverznej komutativ-
nej £-lupy mo#no jednoznatne zapisaf v tvare tzv. good postupnosti prvkov z
T(L,u).

Pre tiplne (linearne) usporiadanid basic algebru A je skonstruované linedrne
usporiadani komutativna inverzna £-lupa £4 (definovana na kartezianskom si-
tine Z x A) taki, ¥e¢ A je izomorfni s I'(£,,(1,0)). KaZdi semilinearnu ko-
mutativou basic algebru (t.j. subdirektny sidin linedrnych komutativnych basic
algebier), moZno vnorif do T(L,«) pre nejakd linedrnu komutat{vnu inverznd



£-lupu a vhodny prvok v z LY. Kon§trukciou tejto ¢-lupy pomocou tzv. good
funkcli sa zaobers dalsia podkapitola.

Este st Studované vlastnosti lexikografickych sidinov Z a komutatfvnych
£lap L a je definovans novi trieda prikladov komutativnych basic algebier.

V Btvrtej kapitola je najprv zavedeny pojem centralnych a tzv. ostrych
(sharp) prvkov a nésledne je dokézany siivis medzi centrdlnymi prvkami a roz-
kladovymi kongruenciami. V pripade, Ze basic algebra splfia identitu (M), tak
centrélne a ostré (sharp) prvky splyvaja. Dalej je rozpracovans teoria tzv. deri-
vécii, t.J. aditfvnych zobrazenf, ktoré spffiajt tie identitu pripominajicu vzorec
pre derivaciu stdinu funkeif v reslnej analyze. VzhlTadom, na to, #e operacia &
nemus{ byt kemutativna, s uvaZované 2 zakladné pripady (hoci formélne by
sa dalo uvaZovat aZ 8 moZnost). Tieto uvaZované pripady vychidzaji z te-
6rit derivacii na inych nekomutatfvnych algebrach v te6rii kvantovych struktir.
Je dokézané, Ze derivacie d maji pecificky tvar a st determinované hodnotou
d(1). Naviac, aj v pripade nekomutativnych basic algebier, oba typy derivacii
vedi na rovnaké zobrazenia. Okrem toho je efte uvedené pojednanie o deriva-
cifich na Zpeciainych typoch basic algebier, na zvizovych efektovych algebrach
a MV-algebrach a je dokézany jedno-jednoznaény stivis medzi deriviciami na
zvizovych efektovych algebrach (resp. MV-algebrich) a priamymi rozkladmi na
sidin dvoch algebier, kde prvé algebra je ortomoduldrny zviiz (resp. boolovska
algebra).

Zaver a hodnotenie: Ako bolo uZ spominané v tvode posudku, praca
je starostlivo vypracovand, bez vaZnejSich matematickych, & terminologickych
problémov. Niektoré malé vyhrady si uvedené v Casti Pripomienky, ale na
kladny dojem z price nemaji Ziadny v vplyv. Uchadzat tymto preukizal
svoju orienticiu v problematike a schopnost vypracovatf ucelené vedecké ma-
tematické dielo obsahujiice nové poznatky, na ktorfch sa tie? podielal, Preto
navrhujem po tspefnej obhajobe dizerta&nej prace udelif mu akade-
micky titul PhD,.

Pripomienky:

1. str. 24, r. 3: of all algebraic distributive lattices

2. str. 29, Example 3.1.3 case (i): z — 2y + y + min(z — 2y,y)

3. str. 29, Example 3.1.3, r. -3: B y = min(z o y, )

4. str. 35, (v): or equivalently, z <y

5. str. 36, r. 11: i = p + q, for some p, g, where

6. str. 44, (ii): ak som sa nepomylil, tak f(z ©y) = f(f(z) © f(v)) je mozné

dokszat aj pomocou (i) a aditivity f.

. str. 44, (iv): follows from (ii) and (iii):

. str. 45, proof (v): By (i), (iii) and (iv) (nie (b), (¢}, (d})

9, Cislovanie v autoreferste sa obtas I s &islovanfm v dizerta&nej praci.
(napr. Lemma 3.1.3 vs. Lemma 3.1.4, Proposition 2.1.3 vs. Proposition
2.1.5 a pod.) .
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V Bratislave 30. 4. 2015 Mgr. Marek Hyko, PhD.
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Oponentsky posudek doktorské disertacni prace
Megr. Jana Kriiavka
Some classes of basic algebras
and related structures

Disertagn{ prace Mgr. M. Jana Kriavka se vénuje akiudini problematice alge-
braickych struktur, které jsou matematickfm modelem jak pro fuzzy logiku tak
pro kvantovou mechaniku. PredloZens prace se Tadf mezi takto zaméfené od-
horné vystupy a je tak bezpochyby v oblasti meuzindrodutho vyzkumu takovychto
strukbur p¥inosera.

Poéstkemn tohoto stoleti skupina algebraikit kolem I Chajdy na Univerzité
Palackého v Olomouci zavedla tzv. basic algebry jakoZto zobecnéni MV-algeber
odpovidajici svaziun majicich antitonn{ involuce na hlavnich filtrech. Ukézalo se,
se tato tiida algeber obsshuje svazové cfektové algebry a tedy i MV-algebry a
ortomodularni svazy.

Cilem disertadni préace bylo nejprve v rdmei prvni ¢asti poulit algebraicky
pistup pii zkowmani variet basic algeber spliiujicl identity oznafené v préci jako
(C) resp. {M), zejména se zamdfenim na jejich strukturalni algebraickou teoril
Pritom {C) plyne z (M). V druhé &8sti se autor vénaje kongruencim a preidealim,
resp. idealiim v ramei vde uvedenych variet basic algeber. Treti, hlavni &ast préce
ohsahuje popis prechodu, ti. jednd se o zobecnéni slavné Mundiciho véty pro MV-
algebry, od semilinesrnich (komutativnich) basic algeber k svazové uspofadanym
komutativuim inverznim lupim (obriceny smér je zfejmy). V zdvérelné {tvrté
gasti autor studwje pojem derivace v ramci studia basic algeber. Piflohon této
prace jsou navic dalsi dva danky autora - prynf vénovany tav. skew reziduovanym
gvaziim a druhy pak kongrusncim na direktoidech.

7a najvyznanndiyl vysledky nvedens v disertalni prici povaZuji:

o To, 7e ka#da konedna basic algebra s viastnosti (C) je MV-algebra (Theorem
1.4.4).

o Popis svazu preideali pro basic algebry s vlastnosti (M) (Theorem 2.3.2).

e To, #c lnedrnd usporadand komutativni basic algebra je intervalem v line-
arnd uspofadané komutativnd inverzni lupé (Theorem 3.2.2.).

s Zobecnéni pojmu dobré fankee pro basic algebry a jeho nasledné vyuZiti
v tom, #e semilinedrni komutativai basic algebra je intervalem ve svazové
uspofadané komutativaf inverznf lupé {Theorem 3.3.11.),



o 'fo, Ze v piipadé svazovych efektovych algeber lze derivace na nich ztoto¥nit
$ pfimyma soudinem dvou svazovych efektovych algeber, pridems Jedna z nich

Jje ortomoduldrni svaz.

V zévéru textu vlastnf prace je uvedeno 88 citaci. Autor prostudoval velky
rozsah praci souvisejicich se studovanou problematikon. Prdce jsou spravné a
peclivé citovany. Price uvedené v seznamu literatury jsou citovany v textu a
prace citované v textu jsou obsafeny v seznamu literatury.

U obhajoby disertaénf prace by autor napiikiad mohl odpovédét na nize uve-
dené otdzky:

1. Lze pfedpoklad (M) v Lemmatu 1.3.13 nahradit distributivitou basic alge-
bry A7

2. Vysvétlete, proé¢ plati Lemma 1.4.1 (zejména pfechod mezi étvrtym fadkem
ditkazu zezdola ke tfetimu) - za pedpokiadu (M) je dikaz jasoy.

3. Které dasti Corollary 2.3.7 plati bez predpokladu (M)? Jaka je spravna
definice kompaktng generovang hasic algebry?

4. Je n&jaky rozdil mezi dobrou posloupnost{ a funkef? Pokud ano, pro¢ davs,
autor pfednost dobrym funkcim.

5. Z jakého ditvodu autor pou#fva oznafeni  ve dvou raznych sounvislostech -
jednou jako inverzi & podruhé jako ngjaky obecny prvek?

V pribéhu zpracovavini disertadni prace se Mgr. Jan Kridvek aktivns zapojil
do odbornych projektts, napt. do projektu Algebraické metody v kvantové logice,
CZ.1.07/2.3.00/20.0051. Jeho publikaén{ aktivita {celkem 6 publikaci, 2z toho 3 v
impaktovych fasopisech) reflektuje jak témata bezprostfedns souvisejicf s téma-
tem predloZené préce, tak i s odbornym zaméfenim Zkolitelského Pracovisté,

Text disertadni price o rozsahu 72 stzan je klasicky &lenén do &dsti zahrnmjfetch
avod a cfle price, vysledky, apendix sestdvajici % élank se spoluautory 1. Chajda
a H. Léinger, literatura, seznam zakladnich pojmi pouZitych v rdmei préce.

Disertaénl prace je pedlivé zpracovina, jeji téma byla vhodné zvoleno. M4
logické &lendni, prehledné uspofadéni a v¥bornou grafickou dpravu. Prace je na-
psdna srozumitelnd, v anglickém jazyce a po Jazykové strance ma predlofens di-
sertacni prace dobrou drovent (v praci jsem nasel ponze zanedbatelné neplesnosti
resp. preklepy). K préici nemam zésadnf piipominky,

O odborné arovai autora svidii i podil na publikacich, na kterych je price
zaloZena (2 jiz vyslé Clanky v impaktovych Zasopisech a jeden v redakénim pro-
cesu). Vehledem k pozitivaim vysledkimm se dé odekdvat, #e na né bude dobry
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ohias 2 vyekum bude pokrafovat. Pii fefleni zvolené problematiky autor pouZil
fadu origindlnich piistupll (zejména v tietl Césti).

Na zavér konstatuji, B¢ doktorand prokézal vynikajici znalosti a plehled v
fané problematice, dosahl vic ne% dostatetny potet relevantnich a netrividlnich
visledd, které jsou vellym piinosem do teorie algebraickych struktur a dokdzal,
ze je schopen samostatn® védecky pracovat. Cile disertatn{ prace byly spinéné
a disertadni prace spliiuje poZadavky kladené na ohbsah a formu disertadni prace
a proto ve smyslu Zakona & 111/1998 Sb., o vysokych Skoldch, 847 Doktorsky
studijn{ program, po UGspeSné obhajobé doporuduji ndslit Mgr. Janu Kradvkovi
akademicky titul doktor* (Ph.D.}

V Bra# 30. 5.2015

doc. RNDr. Jan Paseka, CSc.
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Posudek na disertacni praci Mgr. Jana Krriavka

~oome classes of basic algebras and related structures®

Basic algebry byly zavedeny jako spoledné neasociativni a nekomutativni zobecnénf
MYV -algeber, ortomodularnich svazi a svazovych efektovych algeber. Predlozena disertacni
prace se zabyvd studiem Siroké tfidy basic algeber a n€kterych jejich ditleZitych podtiid. Prace
je ¢lenéna do &tyt kapitol, které jsou dopln€ny apendixem slozenym ze dvou ¢lanki tykajicich
se algebraickych struktur do jisté miry souvisejicich s basic algebrami.

V prvni kapitole autor pfipomina pojem basic algebry jako algebry typu (2,1,0,0), jejiz
binarni operace séitani nemusi byt obecn€ ani komutativni ani asociativni. Nasledné uvadi
také odvozené binarni operace nasobeni a dvou odé&itani. Pfipomina také antitéonni involuce na
hlavnich filtrech a hlavnich idealech generovanych libovolnymi prvky basic algeber. Navic
uvadi také prehled vztah mezi antitdnnimi involucemi ohranienych svazii a basic algebrami.
Obsahem dalsf ¢asti kapitoly je pfehled hlavnich specialnich tfid algeber, které je moZno
interpretovat jako basic algebry (MV-algebry, ortomodulérni svazy, svazové efektové
algebry). Dale autor uvadi ptehled vybranych vlastnosti basic algeber a nasledné se zaméfuje
na tiidy basic algeber spliiujicich podminky (C), resp. (M), na jejich vzajemny vztah i na
vztah k tfidé komutativnich basic algeber. Uvadi také piiklady basic algeber spliujicich (M),
které ale nejsou komutativni. Hlavnim vysledkem kapitoly je ditkaz véty, Ze kazda konegna
basic algebra splijici (C) je MV-algebrou.

V druhé kapitole jsou zavedeny pojmy preideélu a idealu basic algeber. Preidedly jsou
definovany formalné€ stejn€ jako idedly MV-algeber, ale zde nemusi byt 0-tfidami zadnych
kongruenci, Idedly jsou pak zavedeny pravé jake 0-tfidy kongruenci basic algeber. Je zde
ukazéno, Ze preidedly libovolné basic algebry A tvoii vzhledem k inkluzi algebraicky svaz
Pr(4) a ze svaz ideald Id(4) je Gplnym podsvazem v Pr(4). Specidlni pozornost je vénovana
svaziim Pr{A) pro libovolné basic algebry A spliigjici (M). Mj. se ukazuje, Ze v takovém
ptipade svaz Pr(4) je relativné pseudokomplementarni a Ze kompaktnimi prvky v Pr(4) jsou
prave hlavni preidedly. Ackoliv preidedly nemusi byt idealy, je zde ukazano, ze kazdy
preideal P uréuje jistou ekvivalenci, v niZ P je O-tfidou a ktera je pro 4 splitujici podminku
(M) svazovou kongruenci. V dalsi ¢asti kapitoly se autor vénuje prime preidealim basic
algeber. Ukazuje fadu podminek kladenych na libovolny preideal P basic algebry spliiujici
(M), kter¢ jsou ekvivalentni s tim, Ze P je prime. V dal§im je ukazano, ze svaz Pr(4) pro 4
splitujici (M) je relativné normalni, coz mj. umoZiiuje popsat minimalni preidealy.

Jak je dobfe zndmo, libovolnou MV-algebru 4 je moZno (jednoznaéné) reprezentovat
jako interval [0,u#] vhodné abelovské svazové uspofadané grupy (l-grupy) G se silnou
jednickou u. PiSeme pak A=T(G,u). Ve tieti kapitole autor tento vysledek zobeciiuje i pro
nékteré tiidy basic algeber, kde roli /-grupy G prebird komutativni svazové uspotddana lupa
(I-lupa) L. Nejdiive se vénuje moZnostem reprezentace linearné uspotadanych basic algeber.
Metodou, ktera vychazi z Changovy konstrukce linearn€ uspotiddané grupy T'(G,u) pro
linearné uspoiddanou MV-algebru, dochazi ke konstrukci linedrné uspofddané unitalni lupy °
pro reprezentaci dané linearng uspofadané komutativni basic algebry ve tvaru T'(L,u). Je zde
pak také ukdzdno, Ze pokud A je semilinedrni komutativni basic algebra, pak existuje
semilinearni komutativni inverzni /-lupa L takovd, Ze A je pak moZno vnofit do T'(L,u) pro
vhodny kladny prvek u z L.



Dal3i &4st kapitoly je vénovana moZznosti sestrojeni takové [-lupy L, ze A=I"(L,u). Je ale
znamo, ¥e mnozina L* kladnych prvké I-lupy obecné neuréuje tuto lupu jednoznaéné. Proto
nelze sestrojit takovou -lupu metodou, ktera by jen zobecfiovala Mundiciho konstrukei
pomoci dobrych posloupnosti pouZitou pro MV-algebry. Autor ale ukazuje jinou Zadanou
konstrukei, kterd vede pfimo ke konstrukci /-lupy L. V této konstrukci nahrazuje dobré
posloupnosti tzv. dobrymi funkcemi, které zobrazuji mnoZinu viech celych &isel Z do dané
basic algebry 4. Vysledkem pak jsou komutativni semilinearni inverzni /-lupa L a silnd
jednicka u v L takové, Ze A=I"(L,u). V zavérené ¢asti kapitoly je ukdzana nova tfida
komutativnich basic algeber, které nejsou MV-algebrami.

V {Ovodni &asti &tvrté kapitoly jsou pfipomenuty pojmy ostry a centrélni prvek
libovolné basic algebry. Ukazuje se, Ze centrdlni prvky basic algebry 4 tvoii podalgebru v 4
izomorfni s Booleovou algebrou faktorovych kongruenci na 4 a charakterizuje ostré prvky
pomoci aditivnich zobrazeni. Derivace na basic algebrach jsou zde zavedeny jako aditivni
zobrazeni splitnjici formalné stejnou identitu jako derivace na MV-algebrach. Ukazuje se, Ze
kazda derivace d na basic algebife A je homomorfismus 4 na intervalovou algebru [0, d(1)].
Zavér kapitoly je vénovan derivacim na svazovych efektovych algebrach a MV-algebrach.

PtedloZena disertaéni prace navic obsahuje dodatek skladajici se ze dvou Elankd
tykajicich se Sikmych (skew) reziduovanych svazi a direktoida, tedy algeber, které do jisté
miry souviseji s basic algebrami.

U obhajoby by autor mohl vysvétlit definici monoténni basic algebry (str. 11): Plati,
ze A je monotonni, pravé kdyZ spliiuje (M)? Pro¢ pak dva ndzvy? Dile by bylo vhodné, kdyby
byl ukdzan diagram algebry 4 pouZité v Remark 2.1.2 (str. 17).

Disertaéni prace Mgr. Kriiavka obsahuje plivodni a zajimavé vysledky z oblasti
vyzkumu, ktera je v poslednich letech intenzivné rozvijena. Tyto vysledky budou urdité
vyuZzity pii dal§$im rozvoji studované teorie. Disertaéni prace je zpracovana piehledné a
dosaZené vysledky na sebe logicky navazuji. Znac¢na ¢ast uvadénych dikaza byla naroéna,
protoZe nemohla byt vyuzita ani asociativnost ani komutativnost vychozi operace séitani.
Presto se s nimi disertant dobie vyrovnal. Jako pfinosné hodnotim i pfiklady, které jsou v
prici obsaZeny a které umozZiuji prokazat skuteénou rozdilnost nékterych téid basic algeber.

PtedloZena prace svym obsahem i kvalitou spliiuje podminky kladené na disertacni
préce a proto ji doporuéuji k obhajobg.

V QOlomouci dne 21. 5. 2015

Prof. Dr Jifi Rachunek DrSc.
oponent



