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Uvod

Casto jsem se pii vyuce matematiky setkdval s nazorem studentii na uréité téma: ,,A
k cemu mi to bude?* Nejprve jsem tuto otazku povazoval za projev nechuti ucit se matemati-
ku. Pozdé&ji jsem zjistil, ze v né€kterych tematickych celcich tuto otazku pokladaji studenti
velmi Casto a v jinych jen minimalné. Také jsem si uvédomil, Ze to neni projev nechuti ucit se
matematiku, ale dusledek urcité ztraty motivace. Studenti v ¢astech, které v matematice pova-
Zuji za nepotiebné, ztraceji motivaci se matematiku ucit. Chtéji ucivo piijimat uvédomele,
nikoliv jen biflovat se.

Slovni ulohy jsou tematickym celkem matematiky, ve kterém jsem otazku ,,K ¢emu mi
to bude?* slychaval jen zfidka. Pfesto je to téma, se kterym Zaci a studenti maji dosti velky
problém. Ne vsak proto, ze by nevédéli k cemu jim slovni tlohy jsou, ale proto, Ze jej povazu-
ji za téma velmi obtizné. Stejné tak i vyucujici povazuji slovni tlohy za téma narocné a pro
zéky a studenty mnohdy tézko zvladatelné.

Proto bych se rad touto praci zapojil do diskuse o slovnich tlohach, o jejich feSeni a
alespoii nastinil n¢které problémy, které se jich tykaji, zaujal k témto problémtim urcity postoj
a snad i na nékteré otazky dal odpoved’.

Vzhledem k tomu, Ze problematika slovnich tloh je velmi obSirna a nelze ji celou
V jedné praci obsahnout, zaméfil jsem se na metody feSeni slovnich uloh, modely uzivané pii
feseni a klasifikaci vybranych typi slovnich tloh. Jako podptirné prosttedky uvadim frekven-
ci slovnich uloh ve vybranych sbirkach uloh z matematiky, testy a dotazniky 74kl a studentii
na vybranych typech zakladnich a stfednich Skol urcitého regionu a jejich vyhodnoceni a po-
rovnani.

V kapitole I se zabyvam zakladnimi pojmy, které souvisi s pojmem slovni tloha. Za-
¢indm pojmem uloha, potom pokracuji matematizaci realné situace a dostavam se k prehledu
typt slovnich uloh. Dale uvadim néktera zajimava tidéni slovnich uloh zvetejnéna v diplo-
movych pracich a v riiznych ¢lancich. Potom se zabyvam frekvenci slovnich tloh ve sbirkach
slovnich uloh vydanych v riznych obdobich. Na zavér kapitoly uvadim piiklad feSeni vybra-
ného problému.

V kapitole II uvadim piehled matematickych modelll pouzivanych pfi feSeni slovnich
uloh. U prtikladl jsem se snaZil o maximalni rliznorodost, jak zadani slovnich uloh (od uloh
starovékych az po souéasné, v¢etné vyuziti termintt odpovidajicich dané dob¢), tak metod (tj
vybér vhodného modelu) pouzivanych pii jejich feseni (od jednoduchych usudkl a rovnic az
po slozité metody algebraické a geometrické).

K feseni slovnich tloh pouzivadm nejen konkrétni modely (zejména linearni a kvadra-
tické rovnice, soustavu linearnich rovnic), ale ¢asto zavadim pomoci parametri obecné mode-
ly. Tyto potom vedou na vzorce, pomoci kterych je mozné v mnoha piipadech postup zjedno-
dusit. Neni to nic nového, nebot’ takto postupovali matematici jiz pfed mnoha tisici lety
v Cing, Indii, Mezopotamii a Egypté (jak to dokladaji ulohy, které ve své dobé fesili). Tyto
obecné modely se ve Skolni praxi pouzivaji malo (vyjimku tvofi zejména finan¢ni matemati-
ka), a proto je zaci a studenti neznaji. I kdyz nékteré modely plsobi az pftili§ komplikovane¢,
piesto nebo prave proto je uvadim, aby si student ¢i vyucujici mohl jednotlivé metody porov-
nat a sdm si vybrat. Zavadéni obecnych modelt pro feseni slovnich loh ve skolské praxi je
samoziejmé véc narocna a slozita. Postoj k témto problémim bych ponechal na samotnych
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vyucujicich a jejich nadfizenych (od feditelti az po ministerstvo). Nechtél jsem samoziejmée
zapomenout ani na metody chybnych piedpokladii, které se diive GispéSné pouzivaly pii feSeni
slovnich uloh ve starovékych civilizacich v Cing, Indii, Egypté a jinde.

Dlouho jsem hledal odpovéd’ na otdzku, ktery model pii feseni slovni ulohy pouzit a
jakou metodou danou ulohu nejlépe fesit. Absolvoval jsem na toto téma mnoho diskusi a pte-
¢etl mnoho ¢lankt. Dlouho zadna diskuse ani ¢lanek nedokazaly tuto otazku uspokojivé zod-
poveédét. Az po mnohych letech autor jednoho ¢lanku v Pokrocich matematiky, fyziky a ast-
ronomie odpovédel na danou otdzku takto: ,,Nejlepsi metodou, kterou ucitel miize pouzit pii
vyuce, je ta, kterou on sam nejlépe zna.“ Myslim si, Ze autor dal zatim nejlepsi odpoved’ na
polozenou otazku. Jde vSak pritom také o to, aby byl tento ucitel dostatecné vzdélany a neznal
dobie jen tuto jedinou metodu, ale dovedl Zakiim alespon naznacit i metody jiné.

V kapitole III provadim klasifikaci vybranych skupin slovnich tloh. Jedna se o slovni
ulohy o celku a ¢astech, o Cislech, o pohybu, o smésich, o spolecné praci a o véku a letopoctu.

Setkaval jsem se s riznymi zpUsoby klasifikaci podle rliznych kritérii. Ani jeden zpl-
sob klasifikace neni bez problému. Nékteré klasifikace jsou piili§ ,,hrubé®, déli slovni tlohy
na 2 — 3 skupiny, jiné naopak pfili§ ,,jemné* a stava se, ze v nékteré skupin¢ se jen obtizné
hledaji ulohy, které jsou alespont matematicky trochu smysluplné (o aplikacich ani nemluvim).
V nékterych klasifikacich je zase velmi problematické slovni Glohy zatadit do skupin. Napf.
klasifikace podle metod feSeni je narocna, protoze vétsinu slovnich uloh Ize zatadit do vice
skupin a Klasifikace je tak neptehledna. Pokud chceme mit tuto klasifikaci pfehlednou, musi-
me vybrat pouze jednu metodu a ostatni nepouzivat.

Myslim si, ze nejlepsi zptsob, jak klasifikaci provést, je podle tématu, kterym se slov-
ni tlohy zabyvaji. I kdyZ i zde neni tfidéni stoprocentné jednoznacné, je pii ném méné pro-
blémul nez v jinych uvazovanych ptipadech. Vzhledem k tomu, ze klasifikace vSech uvede-
nych skupin slovnich tloh pfesahuje objemové ramec prace, vybral jsem uvedené skupiny.
Téchto Sest skupin jsem nazval ,klasické, protoze slovni tlohy do téchto skupin zatazené se

ey o ee

pro klasifikaci vybranych slovnich tloh zvolil tfidéni podle jednotlivych typt.

Ttidéni kazdé skupiny je samostatné, nezavislé na ostatnich skupinach. Nekteré ulohy
jsou feSeny jen jednou vybranou metodou (i kdyz existuje vice metod feSeni), jiné ulohy jsou
feSeny dvéma az tfemi metodami (zejména ty, které je mozné povazovat za typové). Nejcaste-
Ji je uzivano feSeni pomoci rovnic, pomoci sudku a pomoci obecného modelu. Nakonec jsou
pfipojeny zkouska a odpoveéd’. Metody jsem volil tak, aby byla vidét jejich riznorodost.

V kapitole 1V jsou vyhodnoceny testy a dotaznik, které byly zadany ve Skolnim roce
2010 — 2011 zaktim a studentim zékladnich a stfednich Skol v regionu Jihoceského kraje.
V testech byly sledovany metody, které Zzaci a studenti pouzivali pii feSeni slovnich tloh. By-
lo vyhodnoceno vyuziti téchto metod na jednotlivych typech Skol. Dale je také sledovana
uspéSnost zakll a studentl pii feSeni zadanych slovnich uloh. Soucasné pii feSeni slovnich
uloh byl studentiim a zakim zadan dotaznik, ve kterém vyjadfovali svilj postoj ke slovnim
uloham a k jejich feSeni. Kromé vyhodnoceni tohoto dotazniku je také sledovana vzajemna
provazanost testi a odpoveédi v dotazniku.

Uvod by nebyl tplny, kdybych nepodgkoval viem, ktefi mi pii praci, zejména pfi sbi-
rani podkladii a materiald pomahali. V prvni fad€ je to mtyj Skolitel Doc. RNDr. Stanislav
Travnicek CSc. Déle chci podékovat vSem vyucujicim matematiky na Skolach Jihoceského
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regionu, ktefi se mnou spolupracovali a pomahali mi se zadavanim testti. Byli z téchto Skol:
Gymnézium Jirovcova v Ceskych Budgjovicich, Gymnazium v Prachaticich, Gymnazium ve
Vodiianech, SPS stavebni v Ceskych Budg&jovicich, SPgS v Prachaticich, ZS Narodni
v Prachaticich a ZS ve Volyni. Také velké podékovani patii pracovnikiim Muzea J. A. Ko-
menského v Prerové, kteti byli pfi mém badani ochotni a vstficni.

V prilohach jsou dalsi informace, které vyplyvaji z tabulek, sbirka feSenych ptiklada i
piehled vzorci, které jsou pfi feSeni prikladl uzity. Také jsem do piiloh zatadil dalsi tabulky,
které dopliuji souhrnné tabulky uvedené v disertacni praci. V piiloze jsou dale naskenovéana
nektera zajimava zakovska a studentska fesSeni testovych loh. Uvadim zde téz seznamy a
ptrehledy, které dopliuji a systematizuji informace v disertacni praci.



Kapitola | - Slovni ulohy a matematizace reilnych
situaci

1.1. Slovni ulohy

Chceme-li se zabyvat pojmem slovni iiloha, musime se nejprve zabyvat pojmem ma-
tematicka uloha a uiloha.

Pti vymezeni pojmu #loha vychazi Fridman z problémové situace. Problémova situa-
ce vznika, kdyz se subjekt ve své Cinnosti (zaméiené na urcity objekt) setkava s konkrétni
obtizi, prekdzkou. Tuto obtiz si uvédomi a hleda zptisob jak ji odstranit. Tak vznikaji ulohy,
jejichz teseni ptispiva ke zjednodusSeni oné problémové situace. Také Ize navodit problémo-
vou situaci uméle, a pro feSeni problému v této situaci se opét formuluji ulohy. Mezi pojmy
uloha a problém se zpravidla nepocituje velky rozdil. Lze to vidét tak, Ze u ulohy jsou zpravi-
dla zadany vSechny ptedpoklady nezbytné k jejimu vyfeSeni a pozadovany vysledek byva
Vv tloze pfesné zaddn, zatimco pfi analyze a formulaci problému jesté¢ nevime pfesné, z ¢eho
mame vychdzet a k cemu mizeme dojit a az nakonec po jeho analyze presné formulujeme
ulohu, kterd ma problém vyfesit. Proto u problému se vzdy predpoklada vétsi podil fesitelo-
vy tvorivosti.

Slovnimi ulohami se obvykle nazyvaji Glohy aritmetické nebo algebraické, formulo-
vané slovy, nikoli matematickymi symboly, nebo ulohy z praxe, jejichz feSeni je zalozeno na
vyfeSeni ,,pfisluSné* aritmetické, algebraické nebo geometrické, resp. konstrukéni tilohy.

Slovni ulohy lze rozdélit do dvou skupin: prvmi skupinu tvoii slovni ulohy
s matematickym obsahem, které jsou vysloveny z vétsi ¢asti slovnimi vyroky s minimalnim
pouzitim matematickych symboll. Zde je matematicka tloha jiz ddna a neni tfeba ji sestavo-
vat.

Piiklad 0.0.1:
,Urcete takové Cislo x, jehoz trojnasobek zveétseny o jednu da 73.

Do této skupiny byvaji také fazeny geometrické konstrukéni tlohy.

Druhou skupinu slovnich tloh, kterou se dale budu zabyvat, tvofi tlohy sice matema-
tického charakteru, ale jejichZ témata jsou vzata ze Zivota, technické praxe, pfirodnich véd,
tedy popisuji redalnou situaci. Z kazdé takovéto ulohy je tteba nejprve vytvorit matematickou
ulohu neboli danou situaci matematizovat. Toto je moZné provést i vice zplsoby, jak je uve-
deno v dalsich kapitolach.

Piiklad 0.0.2:
Cerstvé houby obsahuji 90 % své celkové vahy, susené houby jen 12 %. Kolik kg susenych
hub dostaneme z 10 kg cerstvych hub?

Jelikoz teSeni slovnich uloh je zalozeno na feSeni vhodnych uloh matematickych,
shriime si nyni né€kolik poznatkl o lohdch matematickych.

Z problémovych matematickych situaci 1ze formulovat matematické uilohy. Rozlisuje-
me tfi zakladni typy matematickych tloh:



¥ matematické urcovaci ulohy,
¥ dukazové a existencni ulohy,
¥ konstrukcni ulohy.

Matematicka urcovaci uloha ma za cil nalézt ¢i ur¢it vSechny matematické objekty
pozadované vlastnosti.

Zadani matematické urcovaci ulohy spociva v tom, ze v dané zékladni mnozin¢ U
(oboru feseni) je tfeba urcit jeji podmnozinu P (systém fesSeni) jako obor pravdivosti jisté vy-
rokové formy f .

Reseni matematické urcovaci nilohy je &innost, pii které mame najit misto dané vyro-
kové formy f jinou (vhodnéjsi) vyrokovou formu g, ktera ma v oboru feSeni U tyz obor prav-
divosti P jako vyrokova forma f . Jedna se o subjektivni moment fesitele, kdy je s vyslednou
vyrokovou formou ,,spokojen‘ a kdy poklada fesSeni za dokoncené.

Pojem matematicka urcovaci tloha shrnuje spole¢né rysy takovych tuloh, jakymi jsou:
¢ feSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav;
¢ vypocty mér Utvarl (obvodu, obsahtl, objemd, povrchi, odchylek);
¢ vypocty limit a derivaci funkei, extréma funkei, integrald;
¢ feSeni diferencialnich, diferen¢nich, rekurentnich a funkcionalnich rovnic;
¢ hledani optimalnich algoritm nebo tzv. kritickych cest atd.

Ve vsech vyjmenovanych typech uloh se vyskytuji objekty a jejich mnoziny (mnoziny
¢isel, mnoziny bodl, mnoziny posloupnosti apod.), které jsou nosici urcité struktury. Mnoziny
jsou vybaveny vlastnostmi, relacemi, operacemi, jez v nich Ize studovat (s¢itani, nasobeni,
rovnost, mensi nez apod.). Pomoci pojmil patiicich do této struktury lze pak vyjadtit pozado-
vané vlastnosti téch prvkt mnoziny U, které hleddme. K vyjadreni vlastnosti prvki mnoziny
U pouzivame vyrokové formy f, jejich obory pravdivosti P pak vytvaieji podmnoziny mnozi-
ny U. Cilem ur¢ovaci ulohy je ur¢it mnozinu P vyctem jejich prvka nebo pomoci charakteris-
tické vlastnosti.

Diikazova tiloha ma za cil rozhodnout, zda je urcité tvrzeni pravdivé nebo nepravdi-
vé, a dokdzat nebo vyvratit ho. Existencni uloha ma za cil rozhodnout, zda je pravdiva nebo
nepravdiva ¢ast tvrzeni (zda existuje prvek ¢i skupina prvki, které uvedenému tvrzeni vyho-
vuji). Diikazové a existen¢ni ulohy vznikaji z Gloh urcovacich, udame-li bud’ ¢astecné nebo
uplné soustavu feSeni. Potom neprovadime uplné feSeni ulohy (i S rozborem), ale jen ovéiu-
jeme, zda dand feSeni jsou skute¢né feSenimi tlohy, tj. provadime bud’ tiplnou nebo ¢astecnou
zkousku.

Konstrukéni uloha je matematicka urcovaci tilloha s geometrickym obsahem. Jedna se
0 tyto geometrické ptipady — vySetfovani mnoZin bodli dané vlastnosti a konstrukéni ulohy
v geometrii. V tradi¢nich textech geometrickych uloh byva mnoho skrytych proménnych,
proto jsme nuceni provadét diskusi moznych hodnot proménnych a jejich vlivu na pocet fese-
ni konstrukéni tlohy nebo na vysledek vysetfovani mnozin bodt dané vlastnosti. Chceme-li
bézn¢ formulované geometrické ulohy vyfesit uplné, je nutné je chépat jako parametrické
systémy uloh. Nékteti autofi fadi konstruk¢ni llohy mezi matematické urcovaci tlohy.
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Poznamka:

Priklady a postupy reseni matematické urcovaci ulohy, priklady uloh ditkazovych a
existencnich a jejich reseni a priklady a postupy reseni konstrukcnich uloh jsou podrobne
rozebrany napr-. v knize [84]. Nalezneme je samoziejmé i v jinych knihdch, napr. v knize [13]
nebo v [41].

1.2. Matematizace realnych situaci

Matematizace realné situace znamend, ze realnou situaci modelujeme uzitim mate-
matiky a pak uzitim matematiky feSime jeji problémy.

Nejprve uvedu postup matematizace redlnych situaci, ktery je v podstaté strategickym
navodem, jak v praxi fesit (i slozit&jsi) problémy. Takto postupujeme pii feSeni problému
technologickych, ekonomickych apod. Zvladnuti praktickych problémi probiha v nékolika
(nikoli disjunktnich) krocich:

1. Analyza problémové situace:.
Vychazime z realné situace, ve které se vyskytuji problémy. Tyto problémy musime rozpo-
znat a vybrat z nich pro feSeni ty podstatné. To jsou takové, jejichz feSeni ma uplatnéni
Vv praxi, a které se stanou pfedmétem matematizace.

2. Definovdani systému:
Na pfedmétu matematizace definujeme systém, oznacime prvky a vazby, jimiZ se chceme
zabyvat. Prvky a vazby nevyznamné z hlediska ucelu pouziti dale nebudeme zohlednovat.

3. Analyza systému:
Pfi analyze systému formulujeme problémy v systému. Vymezime cile feSeni, podminky a
kritéria. Zvolime problém k feSeni a rozhodneme, zda jde o problém typovy nebo unikatni. Je-
-1i problém typovy, fesime jej typovym zpusobem, je-li problém podobny s nékterym diive
vyfeSenym problémem, pak hleddme podobné zpisoby feseni jako u vyfeSenych problémd.
Cely systém nasledné rozdélime na jednotlivé problémové oblasti a formulujeme v nich prak-
tické ulohy.

4. Sestaveni matematického modelu:
Ke kazd¢ praktické uloze v problémové oblasti vytvoiime samostatny matematicky model a
formulujeme odpovidajici matematické ulohy.

5. ReSeni matematického modelu:
VyteSime ziskané matematické tlohy a ve vhodnych piipadech feSime problém i s vyuzitim
pocitace.

6. Interpretace vysledku:
Interpretaci vysledkli se rozumi ptrevedeni vysledkli matematického feSeni do dané problémo-
vé oblasti systému; tzn. ptelozime vysledky z jazyka matematiky do jazyka pouzivaného
Vv dané problémové situaci.
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7. Posouzeni interpretace:
Porovname vysledky s cili, podminkami a kritérii, které byly formulovany pfi analyze systé-
mu. Na zaklad¢ tohoto srovnéani provadime vyhodnoceni a upravy vysledkii.

8. Implementace:
K pieneseni vysledkii do redlné situace miizeme piistoupit pouze v piipadé, ze vysledky jsou
vérohodné a davaji smysl.

9. Instalace:
Pokud jsou vysledky v potfadku, zavadime zkuSebni provoz, na jehoz zdklad¢ doladujeme
chod a pak provadime tplné zabezpeceni provozu.

Pokud vysledky nemaji pozadovanou uroven, pak se nékde stala chyba. Miize byt bud’
Vv feSeni modelu, mize se stat, Zze model neni uplny. Muze také jit o chybu v analyze ¢i o ne-
vhodnou abstrakci. Potom je tieba provéfit vSechny kroky v postupu a provést potfebna do-
plnéni a upravy. [Jitka Koubova, Aktivity volného ¢asu v matematickych tilohach (diplomova
prace), UP Olomouc, 2004; Jan Kos, Systémové modelovani a slovni lohy zaméfené na ze-
médélstvi a blizké obory pramyslu (diplomova prace), UP Olomouc, 1999].

V prostiedi skoly se zpravidla omezujeme jen na body 4, 5 a 6. Slovni illoha popisujici
realny problém je jiz formulovéna v textové-grafické podobé, prevedeme ji na matematickou
ulohu, tu vyfesime a ovéfime, jestli toto feSeni ma pro popsanou realnou situaci smysl, tj. pro-
vedeme tzv. interpretaci vysledku matematické ulohy v puvodni situaci. Jde tedy vlastné o
matematizaci zadané slovni tlohy a lze ji nazvat i matematizace redlné situace v uzsim smys-
lu.

Cely postup matematizace redlné situace v uZsim smyslu mizeme tedy roz€lenit na tfi
faze, které 1ze charakterizovat takto:

1. Matematické modelovdni slovni tilohy je vlastné preklad textu slovni ulohy do ja-
zyka matematiky pomoci matematickych pojmt a symbolti. Z ulohy formulované slovné tak
vznikd matematické tloha.

Nejucinngj$imi prostfedky matematizace redlné situace jsou:
& obecné matematické pojmy (mnoZzina, operace, relace, zobrazeni, funkce, Cislo, ...)
& slozky jazyka matematiky (proménné, parametry, vyrazy, symbolické zapisy, rovnice, ...)
& slozky jazyka logiky (kvantifikatory, logické spojky, vyroky, vyrokové formy, usudky, ...)
& grafy

Pomoci téchto prostiedkli zformulujeme text matematické ulohy, ktera je matematic-
kym obrazem dané slovni tlohy.

2. ReSeni matematické tilohy:
Matematickou tlohu vyfeSime pomoci prostfedkt matematiky. K feSeni pouzijeme kalkulu a
znamych algoritmi, pokud nesta¢i, musime nové kalkuly nebo metody hledat.

3. Interpretace vysledkit matematické ulohy:
Vysledky ziskané feSenim matematické ilohy musime ptevést (interpretovat) do reality, ktera
je popsédna v zadani ulohy. Interpretované vysledky musime podrobit zkousce, zda v zadané
realit¢ maji smysl a lze je povaZovat za vyfeSeni zadané praktické slovni tlohy. Interpretaci
zakon¢ime odpovédi, ve které uvedeme vysledky vyhovujici zkousce.
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Pii §kolni vyuce matematiky se viak mohou fegit jen jednoduché realné problémy. Za-
ci a studenti se u¢i matematizovat realné situace zjednodusené, tedy pomoci slovnich tloh, a
pro tento ucel staci, kdyz si postup matematizace slovni ulohy uvédomuji pomoci nésledujici-
ho schématu:

Redlna situace: Matematika:
K \ Matematizace f
Slovni Matematicka
uloha uloha
Reseni
matematické
Zk. 1 ‘ ulohy
Interpretace
Vysledek < Vysledek

slovni ilohy matematické alohy
K o s —

Ve schématu matematizace se objevuji dvé zkousky:

1. zkousce podrobujeme reseni matematické ulohy — zptisobem obvyklym v algebte (dosaze-
nim, obracenim postupu apod.) ovéfime, zda je vytvorend matematickd tloha vyieSena
spravng.

2. zkousce podrobime cely postup véetné ovéreni daného vysledku v praxi — zjistujeme, zda
vysledek matematické tllohy po své interpretaci splitiuje vSechny podminky v ni obsazené
a zda vysledek dané llohy mé nebo nema prakticky smysl.

Tato zkousSka se nekdy dé€li na dvé samostatné ¢asti — ovéteni postupu a ovétreni smyslu.

1.3. Déleni slovnich uloh a jejich zastoupeni v souborech uloh
1.3.1. Déleni slovnich uloh

Zakladni rozdéleni uloh feSenych v matematice je rozdéleni na slovni tlohy a ulohy,
které slovnimi tilohami nejsou.

Ulohy, které slovnimi tilohami nejsou, zpravidla procvicuji jednotlivé kalkuly a jsou
formulovany pomoci pokynil ,.Reste”, ,,Zjednoduste”, ,,Upravte“. Toto jsou vétiinou jedina
slova v zadani, zbytek tvoii matematické symboly a vyrazy, proto takovéto ulohy oznacujeme
jako matematické ulohy.

Slovni ulohy jsou naopak formulovany gramaticky (slovnég), pfipadné€ i s pomoci n¢ja-
kého obrazku, a matematické symboly se v jejich zadani pouzivaji jen ziidka. Jedna se vétsi-
nou o ¢iselné udaje.
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Délit slovni ilohy miizeme mnoha zptisoby. Casto se d&li podle toho, jaké matematic-
ké modely (metody feSeni) se Vv nich pouzivaji, tj. jaké ucivo pomoci téchto tlloh miizeme
procvicovat. Problémem zde je, Ze vétSinu slovnich uloh mizeme fesit vice zpiisoby, a tak
bychom museli jednu a tutéz tlohu zatfadit do mnoha skupin. Uved’'me si nejcastéji vyuzivané
typy matematickych modelii:

zékladni operace,

- primé umérnost,

- nepfima imérnost,

- procenta,

- grafické znazoriiovani,

- zaokrouhlovani,

- linearni rovnice,

- linearni nerovnice,

- kvadraticka rovnice,

- kvadraticka nerovnice,

- soustava linearnich rovnic,

- soustava linearnich nerovnic,

- Upravy algebraickych vyrazii a vzorct,
- funkce a jejich grafy

- Pythagorova véta,

- goniometrie a trigonometrie,

- obvody a obsahy rovinnych obrazci,
- povrchy a objemy téles,

- posloupnosti a fady,

- mnoZziny a mnozinové operace,
- vyroky a vyrokova logika,

- kombinatorika,

- pravdépodobnost,

- statistika.

I kdyz tento vycet je obsahly, najdou se i dal§i modely, které 1ze do tohoto seznamu
zafadit. Navic, jak je uvedeno vyse, existuje také fada tloh, kde 1ze vyuzit i vice modeld na-
jednou.

Slovni ulohy Ize d¢lit i podle jinych hledisek. Zajimavé déleni slovnich uloh o aktivi-
tach volného €asu uvadi napt. Jitka Koubova ve své diplomové praci ,,Aktivity volného Casu
Vv matematickych ulohach® (UP Olomouc, 2004). Soucasné¢ piipojuje procentudlni zastoupeni
téchto uloh v souboru.

Téma ulohy: Procentualni zastoupeni:
Hry, soutéze 35,66 %
Sport 25,07 %
Cestovani 19,86 %
Kultura 8,12 %
Sbér, ru¢ni, domaci prace 3,90 %
Zajmové krouzky, hobby 3,33%
Loterie 2,90 %
Veftejné akce 1,16 %
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Nejcastéji se slovni tllohy déli podle jejich typu, tedy podle jejich obsahu a metod te-
Seni. Zarazeni do jednotlivych skupin je pomérné jednoznacné. Jsou to zejména tyto typy
slovnich loh:

Slovni ulohy o celku a Castech:
Slovni ulohy o celku a castech (o déleni celku na ¢asti) jsou ulohy, kde se vyskytuje urcity
celek a jeho ¢asti, které mohou byt stejné nebo rizné velké. Zname udaje o nékterych z téchto
veli¢in a ostatni poditame. Udajti miize byt i méné nez veli¢in, pak tlohy vedou na diofantov-
ské rovnice. Podle toho, jaké tidaje mame a jaké hodnoty pocitame (zda celek, casti, pocet
¢asti apod.), miizeme potom dale tyto ulohy délit.

Slovni ulohy o cislech:
Ve slovnich ulohach o ¢islech je tikolem najit ¢islo, 0 némz mame jisté informace nebo zname
vlastnosti jednotlivych cifer hledaného ¢isla. Patii sem také ulohy typu ,,Myslim si ¢islo . . .“
Ulohy se mohou tykat i vice &isel.

Slovni ulohy o pohybu:
Slovni tlohy o pohybu jsou ulohy, ve kterych se vyskytuji informace o dobé pohybu, o draze
a o rychlosti néjakého objektu ve vzajemné kombinaci. Pti feSeni takovychto tloh se nejcasté-
ji vychazi ze vztahu (vzorce) pro rovnomérny pohyb S =V-t pro drahu S, primérnou rychlost
v a dobu pohybu t. Objekty se mohou pohybovat i jinym pohybem nez rovhomérnym.

Slovni ulohy o smésich:
Slovni ulohy o smésich jsou ulohy, v jejichz zadani se setkavame se smisenim roztokt rizné
koncentrace, slévanim riizn€ teplych kapalin, se slitinami rtiznych kovi, se smési z riiznych
surovin (potraviny, krmiva, atd.) a se skupinami riznych zivocichi ¢i predméti.

Slovni ulohy o spolecné praci:
Text slovni tlohy o spole¢né praci se vétSinou vaze ke spole¢né praci lidi nebo stroju, napl-
flovani nebo vyprazditovani riznych nadrzi a spotiebé zasob. Rozhodujicim znakem, ktery je
pro spolecnou praci specificky, je riznad vykonnost subjektii vztazend ke stejné praci. Tato
skutecnost je v zadani Gloh zduraznéna nebo vyplyva z kontextu.

Slovni ulohy o véku a letopoctu:
Ve slovnich tlohéach o véku zname vztahy mezi stafim vice osob a pocitame jejich vék. M-
zeme také pocitat vék jedné osoby, mame-li informace o tomto véku nebo jeho vztahu
k urcitému letopoctu.

Slovni ulohy o procentech:
Slovni tlohy o procentech jsou ulohy riiznych typt, ve kterych méme za tikol urcit vysledek
pomoci procent. Tyto ulohy by bylo moZzné zaradit i do jinych skupin. Do této skupiny nejsou
zatazeny Ulohy z finanéni matematiky, i kdyz pozadujeme vysledek vyjadrit v procentech.

Slovni ulohy kombinatorické:
Do této skupiny patii vSechny slovni ulohy, které jsou zadany pomoci kombinatorickych
pojmi variace, permutace a kombinace, at’ uz s opakovanim nebo bez opakovani. Nejsou sem
zatazeny ulohy o faktoridlech, kombina¢nich ¢islech a matematické ulohy, kdy jsou dany
vztahy pro jednotlivé prvky a tyto prvky urcujeme.
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Slovni ulohy o hrdach a pravdépodobnosti:
Slovni ulohy patfici do této skupiny se zabyvaji vypoctem pravdépodobnosti nejenom pfi
hréach, ale i v jinych oborech lidské ¢innosti. Patii sem i ulohy, kdy se pocita geometricka
pravdépodobnost.

Slovni ulohy o financnictvi:
Do této skupiny patii vSechny ulohy finan¢ni matematiky, zejména vypocty trokl a troko-
vych sazeb, vypocty uspofenych castek, vypocty duchodu, ptijcky, umotovani dluhti, operace
S cennymi papiry, vypocty ménovych kurzii a dalsi operace. Jsou zde také zatazeny ulohy
Z pojisStovnictvi, které se v matematickych ucebnicich a sbirkach vyskytuji jen malo.

Slovni ulohy o posloupnostech a iadach:
Do této skupiny jsou zafazeny vSechny slovni tlohy, ve kterych se pfi vypoctu pouziva arit-
metickd nebo geometrickd posloupnost, a také ulohy, ve kterych pouzivame nekonecnou ge-
ometrickou fadu. Nejsou sem zafazeny matematické tlohy, kde pocitame prvky posloupnosti,
jez jsou jiz urCeny matematickym vztahem.

Slovni ulohy statistické:
Do této skupiny jsou zafazeny vSechny slovni ulohy, ve kterych se pocitaji statistické pojmy,
jako jsou primeéry, modus, median, smérodatna odchylka, rozptyl a dalsi. Jsou zde zafazeny
také konstrukce histogramii.

Slovni ulohy na logické operace:
Slovni ulohy na logické operace jsou ulohy, které se obvykle fesi pomoci pravidel vyrokové
logiky. V téchto ulohach se ¢asto hledaji ,,logické vztahy* mezi osobami a piedméty. Patii
sem také dokazovani ¢i vyvraceni pravdivosti vyrokt a vyrokovych forem a vyhodnocovani
usudkd.

Slovni ulohy na extrémy a optimalizaci:
Ve slovnich ulohach na extrémy mame za ukol uréit nejmensi ¢i nejveétsi hodnoty urcené veli-
¢iny. Nejcastéji k tomu pouzivame matematické analyzy. V tlohach na optimalizaci hleddme
nejvyhodné;jsi feSeni dané situace.

Slovni ulohy s fyzikdlni tematikou:
Pti feSeni slovnich tloh s fyzikalni tematikou pouzivame vzorci, které jsou znamé ve fyzice.
Radime sem také ulohy z astronomie a tilohy o plisobeni sil. Nejsou sem zafazeny slovni tilo-
hy o pohybu, které jsou samostatnou skupinou.

Slovni ulohy o geometrickych utvarech:
V téchto slovnich ulohach urCujeme velikosti na geometrickych utvarech (vzdalenosti, od-
chylky apod.). Dale pocitame obsahy a obvody rovinnych obrazcii a objemy a povrchy téles.
Také sem fadime trigonometrické tlohy, opét zejména vypocty rtiznych metrickych hodnot.

Dale je vhodné se jesté zminit o lohach, které slovnimi ulohami nejsou (nebo je ale-
sponi néktefi autofi za slovni tlohy nepovazuji), ale nékdy jsou modelem né¢jaké praktické
ulohy, takZe misto v tomto seznamu maji. Ve sbirkdch matematickych piikladi se vyskytuji a
budu se dale jimi zabyvat. Jsou to tyto ilohy:

Konstrukéni ulohy:
V Kkonstrukénich tlohach je tkolem sestrojit uréity geometricky utvar, jez ma pozadované
vlastnosti. Konstrukéni tlohy stoji na hranici slovnich tloh, v naSem ptipad¢ jsou jiz fazeny
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jako samostatna skupina. Do konstrukénich tloh jsou zafazeny i ulohy, kdy mame urcit mno-
zinu bodi dané vlastnosti, zejména pomoci analytické geometrie.

Matematické ulohy:
Matematické lohy jiz nepatii mezi slovni tlohy. Jsou to ulohy typu: ,,Reste . . .“, ,,Upravte
.5 L Zjednoduste . . L ale 1,,Dokazte . . .. V matematickych ucebnicich jich byva nejvice,

protoze jsou zakladem pro feseni dalSich uloh, tfeba i slovnich.

Ulohy o mnofindch:
Ulohy o mnozinach se do ucebnic dostavaji vétiinou aZ v posledni dobg, a to jestd ve velmi
omezeném poctu. Nekteré mnozinové metody pomadhaji fesit slovni ulohy jinych typt. Do
mnozinovych uloh jsou také fazeny ulohy urceni defini¢niho oboru (tj. ¢iselné mnoziny ¢i
intervalu).

Tyto skupiny uloh pak byvaji dale ¢lenény. Zajimavé déleni slovnich tloh o pohybu
uvadi Jakub Sevéik ve své diplomové praci ,,Humanizace matematického vzdélavani (se za-
méfenim na ulohy o pohybu)“ (UP Olomouc, 1997). Soucasné pfipojuje Cetnost uloh
V souboru a jejich procentualni zastoupeni v souboru.

Pohybujici se objekt: Pocet tloh: Procentualni zastoupeni:
Pési 148 28,03 %
Vlaky 132 25,00 %
Automobily 85 16,10 %
Cyklisté 69 13,07 %
Plavidla 42 7,95 %
Vozy (tazené) 27 5,12 %
Letadla 24 4,55 %
Motocykly 20 3,79 %
Jezdci na konich 18 3,41 %
Autobusy 15 2,84 %
Zvitata 10 1,89 %
Plavci 6 1,14 %
Traktory 4 0,76 %
Tramvaje 4 0,76 %
Trolejbusy 4 0,76 %
Balon 1 0,19 %

Déle uvedu jesté jedno rozde€leni slovnich uloh s praktickymi nadméty, které jsou za-
kladem pro feseni slovnich tloh ve Skolské matematice. Rozdé€leni je popsano v [80], str. 81 —
92. Autofi rozdé€luji slovni ulohy s praktickymi ndméty podle ucelu, jaky mé mit slovni tiloha
pii vyucovani matematiky, a podle toho, jak se realna situace popsana slovni Glohou shoduje
(nebo jak by se mohla shodovat) s praxi. Z tohoto hlediska je vhodné rozd¢lit slovni ulohy s
praktickymi nameéty do Etyi skupin: (a) zakladni tlohy, (b) aktualni ulohy, (c) cvi¢né ulohy,
(d) zabavné ulohy.

(a) Zdkladni vlohy:
Zékladnimi ulohami rozumime slovni ulohy vychazejici z praxe, jejichz namét a problematika
maji trvalej$i raz. Slovni tlohy by mély byt systematicky fazeny a tento systém by mél po-
kryvat maximalné mozny pocet problému riznych obort. Jedna se o problémy fesitelné po-
moci matematiky. Re$eni uloh obsaZenych v systému by mélo zlepsovat vzdélanostni uroven
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a rozhled z4aka. Takové slovni tlohy by mély dobfe vystihnout moznou problematiku pfislus-
ného useku praxe. Hlavnim zdrojem zakladnich uloh jsou ucebnice matematiky a sbirky uloh
z matematiky.

(b) Aktudlni ulohy:

Aktualni ulohy se od zakladnich uloh 1i8i tim, Ze reaguji na posledni stav a zmény v praxi.
Jsou zalozeny na cCerstvych udajich tykajicich se napf. hospodaiskych vysledka za uplynulé
obdobi, vysledkil planovani vyroby, statistickych vysledkt pfi scitani lidu, souc¢asnych hos-
podarskych a socidlnich opatieni i poslednich vysledkd ve védé, vyzkumu, sportu a kultute.
Takovéto ulohy nenajdeme v uCebnicich a sbirkdch, mohou a maji je pohotové tvofit sami
ucitelé matematiky. Pfi tvorbé musi najit optimalni miru jejich pouziti. Zdrojem aktualnich
udaju pro vyucujici mohou byt zejména rizné roCenky, vysledky statistickych Setfeni, ale také
informace v tisku a rizné normy a zakony, dnes jiz bézn¢ dostupné na internetu.

(¢) Cviéné ulohy:
Cvi¢né ulohy jsou zaméfeny na procvicovani pravé probiraného matematického uciva. Prak-
tické pojmy jsou uzity jen z¢asti a jen pro jednoduchou ilustraci matematickych pojmt nebo
operaci. Cvi¢né tlohy by mél umét tvofit kazdy vyucujici.

(d) Zdabavné ulohy:
Zabavné ulohy, hiicky a hlavolamy byvaji rovnéz formulovany pomoci praktickych pojmii.
Jejich vyznam pro vyucovani je nesporny zejména pii podnécovani zajmu zakli o matematiku.
Proto je nachazime a budeme nachazet v ucebnicich, sbirkach piikladti a v riznych ¢asopi-
sech. Praktické pojmy zde byvaji jen pozadim. Zabavné ulohy budeme proto posuzovat jen
castecné jako slovni Ulohy s praktickymi ndméty.

Uvedené rozdéleni slovnich tloh je jen orienta¢ni, nejde o definice tfidéni, ale pomuze
ucitelim i studentim posoudit pouzitelnost uloh a u jednotlivych druhti odlisit naroky na for-
mulaci, aktualnost, hloubku souvislosti s praxi, ptinos vyuéujiciho apod.

Vzhledem k zaméfeni prace na matematické modely a metody feSeni nebudu dale toto
hledisko u jednotlivych uloh sledovat.

1.3.2. Zastoupeni slovnich uloh v souborech dloh

Pii sledovéani zastoupeni jednotlivych tloh v u€ebnicich matematiky a ve sbirkach
uloh je dulezité, jaky zamér autor sledoval. Existuji sbirky, kdy se autor zabyva pouze slov-
nimi Glohami, jindy do sbirky zahrnuje vSechny matematické tilohy.

Pro porovnani jsem vybral tyto sbirky ptikladi:
Sbirka 1: Bydzovsky, B., Vojtéch, J.: Sbirka uloh z matematiky pro vyssi tiidy SS; 1924.
Sbirka 2: Maska, O.: Matematika v ulohach - I. Aritmetika a algebra; 1936.
Sbirka 3: Ostry, M.: Aritmetika v llohach; 1948.
Sbirka 4: Vejsada,F., Talafous, F.: Sbirka tiloh z matematiky pro SVVS: 1969.
Sbirka 5: Benda, P. a kol.: Sbirka maturitnich ptikladi z matematiky; 1983.
Sbirka 6: Béloun, F. akol.: Sbirka uloh z matematiky pro ZS; 1998.
Sbirka 7: Czudek, P. a kol.: Slovni tlohy feSené rovnicemi - 555 uloh; 1998.
Sbirka 8: Kovacik, J. a kol.: Resené piiklady z matematiky pro SS; 2004.
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Sbirky prikladt jsou z let 1924 — 2004. Jsou setazeny podle roku vydani, casové od-
stupy mezi nimi jsou vétSinou 10 — 15 let. Pouze posledni tfi sbirky tento interval narusuji.
Jedna se zvlasté o sbirku fesenych prikladi z r. 1998, kterou jsem povazoval za nutné zatadit,
protoze se vénovala prvnim sedmi typtim piikladi. Oznaéuji je jako ,.klasické*. Cetnost pii-
kladu jednotlivych skupin byla nasledujici (viz tabulka 1-1):

Tabulka 1-1:
Typ ulohy Sbirka 1 | Sbirka 2 | Sbirka 3 | Shirka 4 | Sbirka 5 | Shirka 6 | Sbirka 7 | Sbirka 8

Celek a ¢ast (1) 54 12 3 54 9 136 188 12
Cislo (2) 103 11 7 54 15 22 130 19
Pohyb (3) 75 7 6 70 6 34 55 7
Smési (4) 27 2 13 22 1 17 70 4
Spolecna prace (5) 29 3 2 30 5 22 56 7
Vék (6) 10 2 1 0 0 16 1
Procenta (7) 6 0 5 14 2 20 2 2
Kombinatorika (8) 15 18 4 10 18 0 0 19
Pravdépodob. (9) 79 32 19 102 19 0 0 45
Financnictvi (10) 84 63 64 22 3 15 0 14
Posloupnost (11) 28 35 10 30 36 0 0 24
Statistika (12) 13 0 0 49 0 26 0 0
Logika (13) 0 0 0 13 0 0 0
Extrémy (14) 20 0 5 35 1 0 0 4
Fyzikalni (15) 67 2 45 151 17 10 0 1
Geometrické (16) 814 6 39 705 241 277 38 81
Konstrukéni (17) 471 0 0 306 123 104 0 0
Matematické (18) | 2988 341 380 2357 592 353 0 952
Mnoziny (19) 0 0 0 58 33 0 0 63

Celkem 4883 534 602 4070 1134 1036 555 1255

Jen SU 1424 193 222 1349 386 579 555 240

Z tabulky 1-1 je zfejmé, ze zastoupeni riznych typt uloh v jednotlivych sbirkach je
v nékterych pifipadech téméf rovnomérmé, v jinych pripadech dosti kolisajici. Pfikladem koli-
savosti jsou slovni tlohy o geometrickych utvarech, jejichz zatfazeni se pohybuje od 3 % do
témef 63 % (rozdil je témét 60 %). Naopak piikladem rovnomérnosti (pomineme-li specialni
sbirku 7) jsou slovni ulohy typu 1 — 7, oznacované¢ jako klasické.

Pro lepsi porovnani jednotlivych sbirek uloh jsem hodnoty vyjadfil v procentech (viz
tabulka 1-2). V této tabulce jsou jiz uvadény jen slovni tlohy. Jejich celkovy pocet je 100 %,
ostatni hodnoty jsou uvadény v procentech ve vztahu k celkovému poctu.

V tabulce 1-3 jsou slovni ulohy shrnuty do ¢tyf skupin — klasické (typy 1 — 7), special-
ni (typy 8 — 14), fyzikalni (typ 15) a geometrické (typ 16). Dale jsou piifazeny ulohy kon-
strukéni (typ 17), tlohy matematické (typ 18) a ulohy o mnozinach (typ 19) a je uvedena cet-
nost téchto uloh. V tabulce 1-4 je pak uvedeno jejich procentualni zastoupeni.
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Tabulka 1-2:
Typ ulohy Sbirka 1 | Sbirka 2 | Sbirka 3 | Shirka 4 | Sbirka 5 | Shirka 6 | Sbirka 7 | Sbirka 8
Celek a ¢ast (1) 3,8 6,2 1,4 4,0 2,3 23,5 33,9 5,0
Cislo (2) 7,2 57 3,2 4,0 3,9 3,8 23,4 7,9

Pohyb (3) 5,3 3,6 2,7 5,2 1,6 5,9 9,9 2,9

Smési (4) 1,9 1,0 5,9 1,6 0,3 2,9 12,6 1,7
Spolecna prace (5) 2,0 1,6 0,9 2,2 1,3 3,8 10,1 2,9
Vék (6) 0,7 1,0 0 0,1 0 0 2,9 0,4
Procenta (7) 0,4 0 2,3 1,0 0,5 3,5 0,4 0,8
Kombinatorika (8) 1,1 9,3 1,8 0,8 4,7 0 0 7,9
Pravdépodob. (9) 5,5 16,6 8,6 7,6 4,9 0 0 18,8
Financnictvi (10) 5,9 32,6 28,8 1,6 0,8 2,6 0 5,8
Posloupnost (11) 2,0 18,1 4,5 2,2 9,3 0 0 10,0
Statistika (12) 0,9 0 0 3,6 0 4,5 0 0
Logika (13) 0 0 0 0 3,4 0 0 0
Extrémy (14) 1,4 0 2,3 2,6 0,3 0 0 1,7
Fyzikalni (15) 4,7 1 20,3 11,2 4,4 1,7 0 0,4
Geometrické (16) 57,2 3,1 17,6 52,3 62,4 47,8 6,8 33,8
Slovni tlohy 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Tabulka 1-3:

Typ ulohy Sbirka 1 | Sbirka 2 | Sbirka 3 | Sbirka 4 | Sbirka 5 | Sbirka 6 | Sbirka 7 | Sbirka 8
Klasické 304 37 36 245 38 251 517 52
Specialni 239 148 102 248 90 41 0 106
Fyzikalni 67 2 45 151 17 10 0 1

Geometrické 814 6 39 705 241 277 38 81
Konstrukéni 471 0 0 306 123 104 0 0
Matematické 2988 341 380 2357 592 353 0 952
MnoZziny 0 0 0 58 33 0 0 63
Celkem 4883 534 602 4070 1134 1036 555 1255
Tabulka 1-4:

Typ ulohy Sbirka 1 | Sbirka 2 | Sbirka 3 | Sbhirka 4 | Sbirka 5 | Shirka 6 | Sbirka 7 | Sbirka 8
Klasické 6,2 6,9 6,0 6,0 3,4 24,2 93,2 4,1
Specidlni 4,9 27,7 16,9 6,1 7,9 4,0 0 8,4
Fyzikalni 1,4 0,4 7,5 3,7 1,5 1,0 0 0,1

Geometrické 16,7 1,1 6,5 17,3 21,3 26,7 6,8 6,5

Konstrukéni 9,6 0 0 7,5 10,8 10,0 0 0

Matematické 61,2 63,9 63,1 57,9 52,2 34,1 0 75,9
MnoZiny 0 0 0 1,4 2,9 0 0 5,0
Celkem 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
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Z tabulky 1-4 je opét ziejmé, ze sbirka 7 je specialni a pfi porovnavani zastoupeni jed-
notlivych typt ptiklad k ni budeme pouze prihlizet (nebude pro nas smérodatnd). Nejcastéji
zde absentuji tlohy o mnozinach. Tyto tlohy se ve sledovaném souboru objevuji az v r. 19609.
Jejich procentualni zastoupeni je také nejnizsi. NejCastéji se ve sbirkach objevuji matematické
ulohy, ze slovnich jsou to pak tlohy o geometrickych utvarech. Pokud bychom slou¢ili kla-
sické a specialni slovni tlohy do jednoho celku, pak by se tyto ulohy v kritériu ,,Procento za-
stoupeni“ objevovaly Castéji nez tlohy o geometrickych utvarech. Z toho je ziejmé, jak velmi
zalezi na zvolené metodice ¢lenéni.

Vynechame-li specialni sbirku 7, dostavame nasledujici poradi ¢lenéni typi tloh:

Typ Procento Poradi: Cetnost Vyjadieno Poradi:
ulohy: zastoupeni: zastoupeni: Vv procentech:
Matematické (18) 58,33 % 1. 7963 58,92 % 1.
Geometrické (16) 13,73 % 2. 2163 16,01 % 2.
Specialni (8-14) 10,84 % 3. 974 7,21 % 4.
Klasické (1-7) 8,11 % 4. 963 7,13 % 5.
Konstrukeéni (17) 541 % 5. 1004 7,43 % 3.
Fyzikalni (15) 2,23 % 6. 293 2,17 % 6.
Mnoziny (19) 1,33 % 7. 154 1,14 % 7.
Celkem 99.98 % 13514 100,01 %

Ve sloupci ,,Procento zastoupeni® je uveden aritmeticky pramér ptislusnych hodnot (procent)
sloupcu 1 — 6 a 8 z tabulky 1-4, ve sloupci ,,Vyjadieno v procentech® je procentualné vyjadie-
na relativni ¢etnost jednotlivych tloh.

Z posledni tabulky je ziejmé, Ze matematické tlohy pievazuji nad ostatnimi llohami,
tvoii vice nez polovinu vSech tloh. Pokud bychom secetli vSechny typy slovnich tloh (jedna
se o typy 1 — 16 v tabulce 1-1), umistily by se zcela jednozna¢né na druhém misté. Az potom
by nasledovaly ostatni typy tloh (samoziejmé s vyjimkou matematickych).

Porovnavani zastoupeni jednotlivych typl slovnich uloh je velmi naroéné a vyskytuje
se pi1 ném nékolik tskali. Hned na zacatku Casto stojime pfed nerudovskym problémem ,,kam
S nim®. Stavé se, Ze je mozné zatadit urcitou slovni Glohu do vice kategorii. Drzel jsem se
¢lenéni, které je popsano vyse v €asti 1.3.1 a je oznaceno ,typy slovnich tloh*. Dale autofi
knih a sbirek sleduji ur€ity zdmér. Proto nékteré ulohy preferuji, jiné opomijeji. Jiné tlohy
bude obsahovat sbirka ptikladti pro gymnazia, jiné tlohy sbirka ptikladt pro obchodni aka-
demie a jiné ulohy sbirka piikladii pro stfedni Skoly obecné. Také formulace slovnich tloh
jsou poplatné dobé a mistu vzniku. Tento problém vSak ma na zatfazeni uloh jen marginalni
vliv. A je nutné také pfipomenout, Ze 1 v matematice existuje ,,spolecenska objednavka*. Pro-
to vznikaji sbirky maturitnich ptikladd, sbirky uloh z finan¢ni matematiky a vznikla tak 1 sbir-
ka ,,Slovni tlohy feSené rovnicemi‘ a také piiloha 1 této disertacni prace. Proto je tfeba kon-
statovat, Ze posledni srovnani (viz tabulky 1-1 aZ 1-4) jsou vice informativni a jsou pouze
podnétem k zamysleni nad obsahy dalSich sbirek slovnich uloh (i téch, které teprve budou
vznikat). Znamena to, Ze ¢etnost Gloh by se méla ménit nikoliv podle néjaké obecné Sablony,
ale podle toho, komu jsou tlohy uréeny. Je to vlastné doporuceni k tvorbé co nejpestiejsi ska-
ly sbirek.

-21-



1.4. Zapojeni matematiky do reSeni realnych problému

Uvedeme si nyni ukézku jednoho (jiz formulovaného) realné¢ho problému a podrobné-
ho popisu jeho feSeni uzitim matematizace realné situace v uzsim smyslu.

Piiklad 0.0.3:

Ctyti pratelé — Adam, Botivoj, Cyril a David — vlastnili nahravky dechovych kapel. Domluvili
se, ze si skladby vzajemné piehraji. Jak se finanéné vyrovnali, zaplatil-li Adam za nahravky
Mistfinanky 36 euro, Bofivoj za nahravky Budvarky 18 euro, Cyril za nahravky Zlatanky 12
euro a David za nahravky Samsonky 10 euro?

Text ptikladu popisuje urcitou realnou situaci. I kdyz mizeme popis povazovat za
zjednoduseny (nemluvi se naptiklad o dalSich nékladech s pofizovanim nahravek — poStovné
apod.), miZzeme jej povazovat za objektivni obraz dané reality. Soucasné¢ mizeme text oznacit
jako verbalne-graficky model realné situace. Mizeme tedy text povazovat za zadani slovni
ulohy ve Skolni matematice.

Redilna situace je popsana verbalné-grafickym modelem takto:

Adam. .. .. Mistfinanka . . . . . zaplaceno 36 €,
Bofivoj . ... Budvarka ...... zaplaceno 18 €,
Cyril ...... Zlatanka . ...... zaplaceno 12 €,
David. .. .. Samsonka ...... zaplaceno 10 €.

Analyza realné situace odhaluje, Ze kazdy z ptatel zaplatil jinou castku — Adam 36 €,
Boftivoj 18 €, Cyril 12 €, David 10 €, ale vsichni budou poslouchat stejné nahravky.

Redlny problém je nésledujici:
Jak se maji finan¢n¢ vyrovnat, aby ,,investovali‘ nakonec vSichni stejné. Musime urcit, kdo a
kolik ,,pfiplati®, a kdo z ostatnich a kolik si z ptiplatku ,,vezme*.

Realna tloha je nasledujici:
Vyieste, jak to ud¢€lat, aby vSichni ptatelé zaplatili stejné, a urcete, kdo a kolik euro bude do-

placet, a kdo a kolik euro si z doplatku vezme, predpokladame-li uvedené vklady jednotlivych
pratel a vSichni nakonec zaplati stejné.

Vytvofime matematicky model realné situace:

Adam .. ... zaplatil 36 €. . . .. ozna¢me a [€] ... .. vyrovnani bude x [€],
Bofivoj . ... zaplatil 18€.. ... ozna¢me b [€] .. ... vyrovnani bude y [€],
Cyril ... ... zaplatil 12€ ... .. oznaCme C [€] .. ... vyrovnani bude z [€],
David..... zaplatil 10€. .. .. ozna¢me d [€] .. ... vyrovnani bude w [€].

Matematicky model realného problému je nasledujici:
Chceme, aby vsichni platili stejné, tuto ¢astku ozna¢me r. Castka r musi byt aritmetickym
pramérem vsech zaplacenych ¢éstek. Je tedy rovna

r_a+b+c+d

4
Potom musime ur¢it hodnoty X, Y, z, w tak, aby platilo
X=a-r,
y=b-r,
Z=c-r,
w=d-r.
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Dostdvame matematickou alohu:
Najdéte takova ¢isla x, y, z, w, aby platilo: x=a-r,y=b-r,z=c-r,w=d-r, kde
P at b+c+d
4

Reseni matematické ilohy (problému):
Protoze dané hodnoty jsme si oznacili pomoci parametrt a, b, ¢, d, budeme tlohu fesit para-
metricky (tedy obecné). Tim dostavame vztahy (vzorce) pro neznamé X, Y, z, W.
a+b+c+d 3a-b-c-d

X=a-r=a- , 1-1a
1 1 (1-1a)

y:b_r:b_a+b+c+d=3b—a—c—d’ (1-1b)
4 4

z:c—r:c—a+b+c+d:30_a_b_d, (1-1c)
4 4

W:d_r:d_a+bzc+d:3d—a4—b—c. (1-1d)

Pro konkrétni hodnoty dostavame:
‘= 3a-b-c-d 3-36-18-12-10 _ N

+17[€],
4 4
:3b—a—c—d :3-18—36—12—10 - 1[el.
4 4
Z=3c—a—b—d =3-12—36—18—10 - _7[€l.
4 4
W=3d—a4—b—c=3-10—3(1—18—12 - _g[el.

Matematickd uloha je vyfeSena, zbyva jesté udelat zkousku 1 (ovéfeni spravnosti postupu pii
feSeni matematické ulohy). Tato zkouSka byvé Casto vynechavana, jednak proto, Ze je pouze
ovefenim, zda jsou matematické operace spravné provedeny, jednak proto, Ze nasleduje jeste
jedna zkouska a ta je schopna prvni zkousku nahradit.

Zkous$ka 1:
r=a+bzc+d =36+18:12+10 —19[€]; x=a—-r=36-19=17[€], y=b—r=18—

19=-1[€], z=c-r=12-19=-7[€], w=d-r=10-19=-9 [€].

Nyni provedeme navraceni do dané realné situace — matematicky vysledek pielozi-
me do jazyka vychozi redlné situace a nabidneme jej praxi:
Adam obdrzi 17 [€], Botivoj zaplati 1 [€], Cyril zaplati 7 [€] a David zaplati 9 [€], vSichni
Adamovi.

Na zavér provedeme zkouSku 2:
Platby celkem: 17 — 1 — 7 — 9 = 0 [€]. To znamena, ze penize, které doplati jednotlivi pratelé,
si ostatni zase rozeberou. Protoze primérna cena je 19 [€], Adam celkem dostane 36 — 19 =
17 [€], kdezto ostatni budou mit dluh, ktery musi vyrovnat Adamovi: Bofivoj 18 —19 = -1
[€], Cyril 12 —-19 =—7 [€], David 10 — 19 = -9 [€].
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Praxe tedy pfijme feSeni a vysledek je realizovan: Bofivoj zaplati Adamovi 1 [€], Cyril
7 [€] a David 9 [€].

Poznamka:

Ulohu jsem fesil obecng, a tim jsem dostal vzorce pro hledané hodnoty. Je mozné postupovat i
konkrétné. Potom se feSeni velmi podoba zkousSce 1. Postup je jednodussi, ale pouzitelny
pouze pro jediné zadani (naopak vzorce mizeme pouzit pro libovolné zadané hodnoty). Budu-
li ptiste stat znovu pied touto volbou, budu opét Castéji pouzivat obecny postup.
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Kapitola Il - Metody reSeni slovnich uloh a jejich
modely

V uvodni casti této kapitoly predkladam piehled matematickych modelt, které se pou-
zivaji pii feSeni slovnich uloh na zékladnich a stfednich Skoléach pii klasickych hodinach ma-
tematiky. Déle uvadim nékteré¢ méné obvyklé matematické modely, které jsou pak rozpraco-
vany v nasledujici kapitole (je mozné je pouzit v nestandardnich hodinach). Nakonec zatazuji
tiky (v seminatich, na Skolach s rozsifenou vyukou matematiky, pii pfipravé na rizné mate-
matické soutéze apod.). Metodou feSeni slovni tlohy pak rozumim volbu matematického mo-
delu vc¢etné postupu, jak problém (Gtlohu) na zvoleny matematicky model pievedu (dale uz
zde privlastek ,,matematicky* vynechavam). Na zavér jesté pfipominam trochu opomijené
metody, jsou jimi metody chybnych piedpoklad.

2.1. Prehled modela pri zakladni vyuce matematiky

2.1.1. Usudky a mnoZinové modely
2.1.1.1. Jednoduché usudky

Jednoduché usudky je vhodné pouzit, je-1i realna situace piehledna a jednotlivé vztahy
je mozné dobfe interpretovat. UkaZme si to v nasledujici slovni Gloze o pohybu, kdy jeden
subjekt dohani druhy.

Piiklad 0.1.1:
Za cyklistou jedouci primérnou rychlosti 20 km/h vyjede z t¢hoz mista o 2 hodiny pozdéji
auto rychlosti 60 km/h. Za jak dlouho dohoni auto cyklistu?

Cyklista ziska za 2 hodiny jizdy naskok 2-20 =40 km. Tento naskok se po vyjezdu auta sni-
zuje kazdou hodinu o 60 — 20 = 40 km.

O tento naskok piijde cyklista za 40 : 40 = 1 hodinu.

Zkouska:

Draha cyklisty s = 20-3 = 60 km.

Draha auta s, = 60-1 = 60 km.

Odpoved:.

Auto dohoni cyklistu za 1 hodinu.

2.1.1.2. Modelovini pomoci mnoZin (Vennovy diagramy)
I kdyZ ve slovni tloze mohou byt vztahy mezi subjekty redlné situace pomérné jedno-
duché, vétsi pocet subjektt a velky pocet idajii o nich nam mohou feSeni ulohy komplikovat.

Abychom redlnou situaci méli prehledné&jsi, modelujeme ji pomoci Vennovych diagramd, tj.
uzivame mnozinovy model.
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Piiklad 0.1.2:

Ve tfidé€ je 30 zaki. 5 z nich nesportuje vibec, ostatni hraji fotbal, vénuji se atletice a jezdi na
kole. Z nich 10 hraje fotbal, alesponi dva sporty provozuje 9 zakt, vSechny tfi sporty provozuji
3 zaci. Jen atletice se vénuje 5 zakd, jen cyklistice 7 zaku. Fotbal nebo cyklistiku, ale ne atleti-
ku déla 13 zaka. Kolik z nich jezdi na kole?

K feSeni pouzijeme Vennovy diagramy pro 3 mnoziny (fotbal, atletika, cyklistika), zakladni
mnozina U bude celé tiida:

vvvvvv

e A 30
C

nesportuje .. ........ ... 5 zaka,
vSechny tfi sporty provozuji . . . . 3 Zaci,
jen atletice se vénuje . ......... 5 zakd,
jen cyklistice se vénuje . .. .. ... 7 zaku,
alespon jeden sport provozuje . . . 30 — 5 =25 zakau,
prave jeden sport provozuje . . . . . 25 -9 =16 zak,
jen fotbal hraje .. .......... 16 — 7 -5 =4 zaci,

jen fotbal a cyklistiku délaji . .. 13 -7 —4 =2 7aci.

Déle pocitame a zapiSeme do diagramu:

jen fotbal a soucasné atletiku délaji... 10 -3 -4 -2 =1 74k,
prave dva sporty provozuji......... 9 —3 =06 zaka,

jen atletiku a soucasné cyklistiku délaji ... 6 —2 —1 =3 zici.
Tyto zjistén€ udaje zapiSeme do Vennova diagramu:

F A %

Z grafu (Vennova diagramu) je ziejmé, ze na kole jezdi ... 7 +3 +3 + 2 = 15 zéka.
Zkouska:
Zkouska (splnéni zadanych podminek) plyne z Vennova diagramu. Mohli bychom ji téZ udé-
lat tak, Ze ptiklad vypocteme jinou metodou, napt. pomoci soustav rovnic (coZ v naSem piipa-
dé neni pfili§ vhodné, nebot’ jde o soustavu 7 rovnic pro 7 neznamych).
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Odpoved.
Na kole jezdi 15 zaku tiidy.

Poznamka:

Vennovy diagramy mohou mit riznou podobu. Kromé kruhovych znazornéni jednotlivych
mnozin se v praxi osvéd¢ila znazornéni nasledujiciho tvaru (mohou byt jak hranata, tak zaob-

lena):
[ ]

2.1.2. Aritmetické a algebraické modely
2.1.2.1. Aritmetické operace

Ulohy, které vedou na aritmetické operace, jsou €ast&j$i u mladSich zaku, ktefi se tém-
to operacim uci nebo si je procvicuji.

Priklad 0.1.3.

Pan Vavra mél v lonském roce mési¢ni mzdu 18 500 K¢ ,,¢istého*. V zimnich mésicich mél
ztizené pracovni podminky, takze se jeho Cista mzda zvétsila v lednu a unoru o 8 %,
Vv prosinci a v bieznu o 6 %. V ¢ervenci mél dovolenou, takze bral jen 93 % normalni mzdy.
Kolik si za lonisky rok vydélal?

Pro feSeni neni dilezité, ve kterych mésicich bral pan Vavra jinou mzdu nez normalné, takze:
normalnich mésicti bylo 7, vyd¢lal si tedy 7-18 500 K¢,

2 mésice byly s prémii 8 %, coz dava 2-1,08-18 500 K¢,

2 mésice byly s prémii 6 %, coz dava 2-1,06-18 500 K¢,

1 mésic bral jen 93 %, coz dava 0,93-18 500 K¢.

Celkem je to S=7-18 500 + 2-1,08-18 500 + 2-1,06-18 500 + 0,93-18 500.

Pro vypocet na kalkulaéce je vhodné vytknout 18 500, takze
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S=(7+216+212+0,93) - 18 500 = (uziti kalkulacky) = 225 885 KZ¢.
Zkousku

je ucelné provést jen novym vypoctem (piipadné jinou osobou).
Odpoved':

Pan Vavra si v loiiském roce vyd¢lal 225 885 K¢.

2.1.2.2. Uziti délitelnosti

Na pouziti délitelnosti ¢asto vedou ulohy, kdy se urcité operace opakuji v riznych ne-
ménnych intervalech a nés zajima, kdy opét nastane stejna situace jako na zacatku déje. Vy-
bral jsem tlohu, ktera se blizi uloham zabavnym.

Priklad 0.1.4:

Je pondé€li 6 hodin rano. Beru si pilulku A, kterou mam uzivat kazdych 6 hodin, pilulku B,
kterou mam uZzivat kazdych 8 hodin, a pilulku C, kterou mam uZzivat kazdych 10 hodin. Kdy
zase budu brat vSechny tii pilulky najednou?

Je zfejmé, Ze pozadovana situace nastane za takovy pocet hodin, ktery bude nejmensim spo-
le¢nym nasobkem vSech danych intervala.
A, 6h..... 6=2-3,

C....10h....10=2-5,

potom nejmensi spoleény nasobek danych &isel n(A, B, C) = n(6; 8; 10) = 2335 = 120 hodin.
Pozadovana situace nastane za 120 : 24 = 5 dnt, tj. v sobotu v 6 hodin rano.

Zkouska:

Za 120 hodin vezmu pilulku A celkem 120 : 6 = 20-krat, pilulku B celkem 120 : 8 = 15-krat a
pilulku C celkem 120 : 10 = 12-krat. ProtoZe nejvétsi spoleény délitel téchto ¢isel D(20; 15;
12) = 1, je 120 hodin prvni moZnosti, kdy vSechny tfi pilulky budu brat opé&t spolecné.
Odpoved:.

Vsechny tii pilulky budu brat zase najednou v sobotu v 6 hodin rano.

2.1.2.3. Uiiti piimé umérnosti

Casté jsou téz ulohy, které se fesi pomoci pifimé ¢i nepiimé imeérnosti. Metody fesSeni
se v nékterych ucebnicich nazyvaji trojclenka, v jinych se nazyvaji iméra. Jedna se o jedno-

ey e

Piiklad 0.1.5:
Pro 8 osob se pocita s 500 gramy syra. Kolik grami sira je tfeba koupit pro 10 osob, chceme-
li zachovat velikost porce syra?

Je ziejmé, Ze zvétSenim poctu osob budeme potiebovat vice syra. Tato zavislost se nazyva
pfima umérnost. Oznacime-li si nezndmou X mnozstvi syra pro 10 osob, miZzeme zapsat:
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100sob.......... Xg
x 10 5000 X = 625 g
500 8 8

Zkouska:

Protoze velikost porce v obou piipadech musi byt stejna, ovéiime to.

Velikost jedné porce pro 8 osob je 500 : 8 = 62,5 g, velikost jedné porce pro 10 osob je 625 :
10 = 62,5 g. VSechny porce jsou stejné.

Odpoved'.

Pro 10 osob je tieba koupit 625 g syra.

Poznamka:

Tato tloha je v praxi velmi typickd zejména v kuchatstvi. Recepty na rizné druhy pokrmu
byvaji nejcastéji psany pro 4 porce. Pro jiny pocet porci (at’ uz méné — pro 2 nebo 3 porce, ¢i
vice — pro 6, 8 , 10 atd. porci) je tfeba hodnoty velikosti jednotlivych pfimési pfepocitavat
stejnym zptsobem.

2.1.2.4. Uziti nepiimé umérnosti

Priklad 0.1.6:

Kdyz do prazdného bazénu zac¢ne pftitékat voda rychlosti 4 hektolitry za minutu, bazén se na-
plni za 9 hodin. Za jak dlouho by se bazén naplnil vykonné&j$im cerpadlem, které ptivadi do
bazénu 5 hektolitri za minutu?

wewvr

4hl/min.......... 9h
s min xh 1
9 5 5

Zkouska:

Za 9 h nateCe prvnim Cerpadlem 9 -4 = 36 hl vody, druhym Cerpadlem natece za 7,2 h 7,2-5 =
36 hl vody.

Odpoved:

Bazén by se vykonné&j$im ¢erpadlem naplnil za 7 hodin 12 minut.

2.1.2.5. Utiti Pythagorovy véty
Také ulohy, které vedou na uziti Pythagorovy véty, se fesi jiz na zakladni Skole a jsou

pomérn¢ Casté. Vybral jsem ulohu 0 pohybu v roving. Jiz to, ze jsou drahy pohybujicich se
subjektd na sebe kolmé, napovida, ze tlohu budeme fesit pomoci Pythagorovy véty.
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Piiklad 0.1.7:

Z mista, kde se dv¢ silnice kiizuji v pravém uhlu, vyjely soucasné dva povozy, kazdy po jiné
silnici. Prvni ujel za minutu 13,3 m, druhy 15,6 m. Za kolik minut budou od sebe vzdaleny
328 m?

Resent;
Situace je zakreslena na obrazku 2-1.
Obr. 2-1:
7
d
5
o) X
Q 52 ‘

Neznamy ¢as oznaéme t. Potom prvni povoz ujede drahu S; = v;-t, druhy povoz ujede drahu
Sy = Vp-t. Protoze vzdalenost povozii ma byt v ¢ase t rovna d a velikosti sj, S, d tvofi
strany pravouhlého trojuhelniku, pouzijeme pro vypocet t Pythagorovu vétu.

sZ+s5 =d?
Vit? +vit? =d?
13,3°t? +15,6°t* = 328°
420,25 t* = 107 584 |: 420,25
=25 |
t =16 [min]
Zkouska:
Za 16 min ujede prvni povoz 13,316 = 212,8 m, druhy povoz ujede 15,6-16 = 249,6 m. Je-

jich vzdalenost vypo¢teme pomoci Pythagorovy véty: d = \/ 212,8% +249,6* =328 m.
Odpoved:.
Povozy budou od sebe vzdaleny 328 m za 16 minut.

2.1.3. Uziti rovnic

2.1.3.1. Uziti linearni rovnice

Reseni slovni tlohy pomoci linedrni rovnice byva nejuzivanéjSim postupem. Zde jsem
vybral tlohu o spolecné praci, kterou je mozno pomoci linearni rovnice fesit pfimo nebo na
feSeni linedrni rovnice prevést.

Piiklad 0.1.8:
Jsem mosazny lev a mymi chrli¢i jsou mé dvé oci, tlama a tlapa mé pravé nohy. Moje pravé
oko naplni nadrz za dva dny, moje levé oko za tfi dny a moje tlama za ¢tyfi dny. Moje tlapa je
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schopna naplnit ji za $est hodin. Rekni mi, za jak dlouho naplni nadrz viechny chrli¢e dohro-
mady.

Reseni &, 1.

Oznacime-li si hledany pocet dni X, potom lze zapsat:

vSechny chrli¢e naplni nadrz za X dni,

pravé oko naplni nddrzza ... 2dny ... zaldennaplni % nadrze, za X dni g nadrze,
X

levé oko naplni nadrzza .... 3dny ... zaldennaplni % nadrze, za X dni 3 nadrze,
X

tlama naplni nadrz za ... ... 4dny ... zal dennaplni 1 nadrze, za x dni 2 nadrze,

tlapa naplni nadrzza ...6h= 1 dne ...za 1l dennaplni 4 nadrze, za x dni 4-x nadrze.

Z toho plyne

g+§+§+4x =1 |12
6X + 4x + 3Xx + 48x = 12
6lx=12 | :61

X =% dne = 4 hodiny 43 minut.
Zkouska:

Za & dne nateCe:

; 2121 _ 6 padrs ; .12 1 _ 4 padey
pravym okem: ¢5 - 5 = 5 nadrZze, levym okem: ¢ -5 =¢; nadrZe,
. 12,1 _ 3 2 Ay . 12 .1 _ 48 71y
tlamou: 553 = o hadrze, tlapou: 55 -4 =32 nadrze,
.. 6 , 4 , 3 ,48 _ 61 _ £ 1.y
Celkem nateCe: ¢;+4;+o + 5, = ¢ = | nadrz.

Odpoved:.
Nédrz natece vSemi chrli¢i najednou asi za 4 hod. 43 min.

Reseni ¢. 2:

Vyjadiime si jednotlivé vykony za 1 den, hledany pocet dni si ozna¢ime X.

Pravé oko naplninadrzza ... ... 2dny ..... za 1l dennaplni ..... 1 nadrze,
levé oko naplni nddrzza ....... 3dny ..... za 1l dennaplni ..... 3 nadrze,
tlama naplninddrzza ......... 4dny ..... za 1l dennaplni ..... 4 nadrze,
tlapa naplni nadrzza ....... 6h= % dne ...zaldennaplni ..... 4 nadrze,
vSechny chrli¢e naplni nddrzza ... Xdni .... za l dennaplni ..... ~ nadrze.
Pro vykon za 1 den z toho plyne:

1,111 | - 12x

2 3 4 X

a uloha vede na linearni rovnici:

6X + 4x + 3X + 48x = 12
jejimz feSenim je

X =% dne = 4 hodiny 43 minut.
Zkouska: a odpoved’ viz teseni €. 1.
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2.1.3.2. Uziti kvadratické rovnice

Také slovni ulohy, které lze fesit kvadratickou rovnici, se vyskytuji pomérné ¢asto. Pomo-
ci rovnic fesi slovni ulohy Zaci a studenti s oblibou.

Piiklad 0.1.9:
Z 7elezni¢ni stanice mélo byt vypraveno 11 vlakd po 35 vagénech. Vzhledem k nedostatku
lokomotiv byl zmenSen pocet vlaki tak, ze kazdy vypraveny vlak mél piidano pétkrat vice
vagont, nez se usetiilo lokomotiv. Kolik lokomotiv se usettilo a kolik vagoni mél kazdy vy-
praveny vlak?

Resent:

Pocet usettenych lokomotiv................ X, 0<x<11,
pocet lokomotivpousetfeni .. .............. 11-x,

pocet vagonti kazdého vypraveného vlaku . . . . . 35 + 5x,
celkovy pocet vagénti .................... 11-35 =385,
potom plati:

(11 —x)- (35 + 5x) =385
385+ 20x — 5x* =385 |-385
—5x% +20x =0
BXx-x-4)=0 — x1=0, x=4.
Protoze x € (1; 11), je feSenim pouze X = 4.

Zkouska:

Pocet uSettenych lokomotiv................ 4,

pocet lokomotiv pousetteni . ............... 11-4=7,
pocet vagonti kazdého vypraveného vlaku . . . .. 35+5-4 =55,
celkovy pocet vagénlt .. .................. 7-55 = 385.
Odpoved.

Usettily se Ctyfi lokomotivy a kazdy vypraveny vlak mél 55 vagont.

Priiklad 0.1.10:
Ze stanice vyjedou sou€asné dva vlaky po pfimych tratich, jeZ sviraji thel 156° 30, jejich
rychlosti jsou 13 m a 14,5 m za sekundu; jak jsou od sebe vzdaleny po 5% minutach?

Drahy vlaku s;, S, a jejich vzdalenost d tvofi obecny trojuhelnik. Strany S;, S, sviraji thel ¢ =
156° 30°. Vypocteme velikosti stran Si, S a pomoci kosinové véty nakonec vzdalenost d.
Prvni vlak ujede za 5,5 minuty drdhu s; = vi-t; = 13-5,5-60 = 4 290 m = 4,29 km. Druhy
vlak ujede za 5,5 minuty drahu S; = vo-tp = 14,5-5,5-60 = 4 785 m = 4,785 km. Vzdaleni
budou

d>=s?+s?—-2-s,-5S,-COSQ

d?=4,29 +4,785° —2-4,29- 4,785 cos 156°30’

d?=7895 |

d =8,885 km.

Zkouska:
Zkouska vyplyva z platnosti kosinové véty. Napf.
Po sekundé€ budou vlaky vzdaleny
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d, = \/132 +14,5* —2-13-14,5-00s156°30" = 26,925 m.
Po 330 sekundach (5 3+ minutach) budou vlaky vzdalené 330-26,925 = 8 885 m = 8,885 km.
Odpoved:.
Vlaky jsou od sebe vzdaleny po 5% minutach asi 8,885 km.

Poznamka:

Uvedené dva ptiklady jsou feSeny pomoci netuplné kvadratické rovnice. Pokud pottebujeme
fesit llohu pomoci uplné kvadratické rovnice, mizeme opét pouzit rozklad (pokud existuje)
nebo fesit rovnici doplnénim na ¢tverec ¢i pomoci diskriminantu. Vzhledem k tomu, ze se
jedné o metody zndmé a bézn¢ pouzivané, jiz je neuvadim.

2.1.3.3. Utiti rovnic vysSich stupiiu

Kromé¢ linearnich a kvadratickych rovnic je mozné pti feSeni slovnich tloh vyuzit i
rovnic vy$$ich stupnd. Tyto Glohy jiz nejsou tolik frekventované. Uved'me si jednu z nich,
kdy feseni rovnice neni slozité.

Piiklad 0.1.11:

Myslim si ¢islo. Umocnim jej na tfeti. Od vysledku odectu trojnasobek druhé mocniny ptivod-
niho ¢isla. K novému vysledku pfictu trojnasobek plivodniho ¢isla a odectu jedna. Vyjde mi
4096. Jaké jsem si myslel Cislo?

Resent.

Piivodni myslené ¢islo oznacim . . . .. X, jeho tfeti mocnina je . . . .. X,

ode&tu-1i trojnasobek druhé mocniny piivodniho &isla 3x%, dostavam . . . .. X3 — 3%,
potom pfictu trojndsobek piivodniho ¢isla 3X a odectu 1, dostavam ... .. X3 —3x% +3x— 1.

Posledni vyraz se musi rovnat ¢islu 4 096, proto plati:
x* —3x* +3x — 1= 4096

x-1°=16" |3/
x—1=16 | +1

x=17
Zkouska:
17°-3.17°+3-17-1=4096.
Odpoved:.

Plivodni myslené ¢islo je 17.

2.1.3.4. Uiiti soustavy rovnic

Neékteré slovni tlohy je mozné fesit jak jednou rovnici (zejména linearni), tak soustavu
rovnic (také linedrnich). Zde jsem vybral tlohu, kterou Ize feSit pouze soustavou linedrnich
rovnic, nikoliv jednou linearni rovnici. Jsou zde ukazany rtizné postupy feseni této soustavy.

Piiklad 0.1.11:
Ze tii snopt dobré trody, dvou snopl primérné trody a jednoho snopu Spatné urody ziskali
39 mér zrna. Ze dvou snopu dobré urody, tfi snopt primérné trody a jednoho snopu Spatné
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urody dostali 34 mér zrna. Z jednoho snopu dobré urody, dvou snopli prumérné urody a tii
snopt Spatné urody ziskali 26 mér zrna. Kolik mér zrna dostali z kazdého snopu dobré, pri-
mérné a Spatné urody?

Pocet mér zrna z jednoho snopu dobré trody ........ d,
pocet mér zrna z jednoho snopu prumérné trody . . . .. p,
pocet mér zrna z jednoho snopu Spatné urody . . ... ... S.
Potom vyjadiime udaje v zadani a dostavame soustavu:
3d+2p+s=39
20 +3p+s=34
d+2p+3s=26,
kterou mizeme vyfeSit riznymi metodami. Pouzivaji se metody: dosazovaci, scitaci, uziti
upravy matice koeficienti, Cramerovo pravidlo nebo uziti inverzni matice. V dané soustavé
jsou koeficienty vcelku jednoduché, takze k feseni pouziju metodou séitaci.

d+2p+3s=26 |-(-2) |-(=3)

2d+3p+s=34
3d+2p+s=239
d+2p+3s=26
—p-5s=—18 |- (-4)
—4p—8s=-39
d+2p+3s=26
p+5s=18

[N

12s=33 —» s=i&, - p=

4>|':,‘
o
Il

~9

Zkouska:
3 snopy dobr¢ trody + 2 snopy prumérné urody + 1 snop Spatné urody:
33 +2- 3 +1- 3 =14 =39 mér;
2 snopy dobré urody + 3 snopy primérné turody + 1 snop Spatné trody:
2.5 +3- 4 +1. 4 = 1451 = 34 mér,
1 snop dobré urody + 2 snopy pramerné trody + 3 snopy Spatné urody:
1.3042.104 3. 11 — 3743033 =26 mér.
Odpoved:.
Ze snopu dobré Urody bylo 9,25 miry zrna, ze snopu primérné Grody bylo 4,25 miry zrna, ze
snopu $patné urody bylo 2,75 miry zrna.

2.1.4. Uziti posloupnosti a Fad
2.1.4.1. Uiti aritmetické posloupnosti
Pokud se ¢iselné tidaje uvedené v zadani slovni tlohy pravidelné zvétsuji o stale stej-

nou hodnotu, pouzivame k feSeni aritmetickou posloupnost. Postup je uveden v nasledujici
uloze.
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Piiklad 0.1.12:

Dva lidé vysli soucasné z jednoho bodu v opa¢nych smérech po biehu kruhového jezera. Prv-
ni usel denné 10 km, druhy usel za den 1 km, ale v kazdém dal§im dni o jeden km vice. Kdyz
se setkali, zjistili, ze prvni prosel pét osmin obvodu jezera a druhy tfi osminy obvodu. Jak
dlouhy je obvod jezera a kolik dni byli chodci na ceste?

Pocet dni, které §li oba lidé, oznaéme n (jedna se o piirozené Cislo).
Prvni usel drahu s; = 10-n [km].
Druhy usel drahu, kterou miizeme zapsat pomoci aritmetické posloupnosti, jejiz prvni Clen

. n n’+n
a; =1 aposledni¢len a,=1+(n—1) -1=n. Celkem s, = ?(H n) = =S,.
Pomér jejich drah je s1:S,=15:3, tedy plati:
10n _5
EE
20n 5
== |[-3(n*+n
n>+n 3 -3 )
60n =5n°+5n | —60n
5n - 55n=0 | :5
n(n-11)=0
n=0 n=11 — n=11 (neP).
A , . , 117 +11
Potom prvni uSel drdhu s; =10-11 =110 km; druhy uSel drahu s; = =66 km

a obvod jezeraje s3 +5, =110+ 66 =176 km.

Zkouska:

Dréha prvniho s; = 10- 11 = 110 km; drdha druh¢ho s, = 41 - (1 +1+10-1) = Lzlz =66 km.
Pomér s;:5,=110:66=5: 3.

Odpoved:.

Obvod jezera je 176 km a oba lidé byli na cesté 11 dni.

2.1.4.2. Uziti geometrické posloupnosti

Pokud se ¢iselné idaje uvedené v zadani slovni tlohy pravidelné nasobi stale stejnou
hodnotou, pouzivame k feSeni geometrickou posloupnost. Postup je uveden v nésledujici ilo-
Ze.

Piiklad 0.1.13:

Prvni den vyroste jedna ze dvou vodnich rostlin do vysky tii stop a druha do vysky jedné sto-
py. Prvni rostlina vyroste kazdy dalsi den polovinu toho co den pfedchozi, zatimco druhd vy-
roste dvojnasobek toho co den predchozi. Za kolik dni budou mit rostliny stejnou vysku?

Nértst obou rostlin je mozné popsat geometrickou posloupnosti.
1. rostlina: prvni ¢len: 3, kvocient: 3 ;
2. rostlina: prvni ¢len: 1, kvocient: 2.
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Soucet n ¢lend obou posloupnosti musi byt stejny. Je dan vzorcem

q" -1

S, =4, - T’ pro g # 1 (coz je splnéno).

%__11; S :1-%. JestliZze S(1) =S(z), potom plati:

$H"-1 _1. 2" -1

1-1 2-1

el -2

-6-(3)"+6=2"-1
6

Potom: s, =3-

3.

~on +6=2"-1
Provedeme substituci 2" =y, potom:
_E +6= y -1 | Y
y
~6+6y=y'—y |+6-6y
Yy -7y +6=0
(y-6)-(y-1)=0
y1=6, y2=1
)y1=6 — 2"=6 |In 2)y,=1 —» 2"=1
INn2"=1In6 n=0;
n-In2=In6 |:In2
n= In6 =2,585;
In2 =—
pokud uvazujeme pouze celé dny, stejnou vysku budou mit rostliny
uloha nema feSenti; téz na pocatku, tj. v ¢ase 0 dni.

pokud bereme ¢as priibézn¢, potom
budou mit rostliny stejnou vysSku
za 2 dny 14 hodin a asi 2 minuty.
Zkouska:

(%)2,585 _1
1

Reseni 1) prvni soudet: 3- = 5,000 03 =5 stop;

2
;) 2,585 _

druhy soucet: 1- 22—1 = 5000 16 =5 stop.

Reseni 2) oba soudty jsou 0.
Odpoved:.
Rostliny budou mit stejnou vysku na pocatku (0 stop) a asi po 2 dnech a 14 hodinach (5 stop).

2.1.4.3. Uiti nekonecné geometrické rady

MozZnost pouzit nekone¢nou geometrickou fadu byva mald. Piesto jsem se rozhodl tuto
metodu zaradit. Ulohu je mozné fesit 1 jinym, jednodus$im zptsobem. ReSeni ulohy pomoci
nekonecné geometrické fady je uvedeno z didaktickych divodii. Dalsi uziti nekonecné geo-

metrické fady je v kapitole I11.
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Piiklad 0.1.14:
Z mista A vyjde posel, ktery ujde 14 km za 4 hodiny, z mista B, o 24 km vzdaleného, vyjde
Vv tyz Cas posel druhy, ktery ujde 12 km za 3 hodiny. Kdy dohoni tento posel prvniho?

Jedna se o ulohu podobnou tloze o Achilleovi a Zelvé, kterou fesili jiz staii Rekové. Pokud
pohyb nebereme spojité, dostdvame se ke znamému Zenonovu paradoxu, pii spojitém vnima-
ni pohybu, tento paradox ,,obejdeme* a uloha vede na uziti souctu nekonecné geometrické
rady.

Nejprve si vyjadiime hodinovou rychlost obou poslu.

Prvni posel ujde 14 : 4 = 3,5 km/h, druhy posel ujde 12 : 3 =4 km/h. Druhy posel je rychlejsi,
proto prvniho dohoni.

Z textu plyne, ze prvni posel vysel z A smérem od B, nikoliv do B. Protoze druhy posel vysel
ve stejnou dobu jako prvni, ma tento naskok 24 km (je to vzdalenost mist A, B).

Obr. 2-2:

Nyni uvazujme takto: Dorazi-li druhy do A (urazi 24 km), prvni jiz se vzdali z A, urazi cestu
kterd bude mensi nez 24 km (protoze jde pomaleji) a dorazi do bodu A;. Nyni dorazi druhy do
bodu A; (urazi méné nez 24 km) a prvni dorazi do bodu A, ktery bude opét bliz bodu A; nez
byla vzdalenost bodi AjA. Tak se budou vzdalenosti neustdle zmenSovat a nés zajima, jak
dlouho to bude trvat, az bude vzdalenost rovna nule.

Zapisme si tyto hodnoty do tabulky:

Krok: Délka cesty 2.: Casnacestd 1.12.: Naskok 1.:
0 0 km Oh 24 km
1 24 km 6h 21 km
2 21 km 57 h 182 km
3 182 km 42 h 16 km
atd

Poznamka k vyplnéni tabulky:
Ma-li prvni naskok 24 km (fadek druhy), ujde druhy tuto trasu za 24 : 4 = 6 h. Za tuto dobu
ujde prvni 6-3,5=21 km. Ma-li prvni naskok 21 km (¥adek tfeti), ujde druhy . . . atd.

Cas straveny na cesté (pro oba posly je stejny) tvoii nekoneénou fadu 6 + 50+ 48 + ...
Pokud ji dokazeme secist, dostdvame hledany vysledek.
Zjistéme, jaky podil nam dévaji sousledni ¢leny:

8 _5i_21 7 a4y W7 7

a, 6 24 8 a, 5% 168 8
Z této uvahy je ziejmé, ze se jedna o nekonecnou geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = 6 a
kvocientem ¢ = & . Tato fada ma soucet s, ktery vypoc¢teme podle vzorce

S= = =48 h.
1-q 1-7 =
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Zkouska:

Za 48 hodin ujde prvni posel 48-3,5 = 168 km, druhy posel ujde za tutéz dobu 192 km. Roz-
dil jejich tras je 192 — 168 = 24 km, coz je naskok prvniho posla (a soucasné vzdalenost A, B).
Odpoved'.

Druhy posel dohoni prvniho za 48 hodin.

2.1.5. Uziti grafii a geometrickych zobrazeni
2.1.5.1. Zadkladni, jednoducha metoda

Nejjednodussi grafickou metodou je zobrazeni udaji pomoci jednoduchych geomet-
rickych symbolti do skupin, ze kterych je patrné feSeni. Postup je uveden v nésledujici slovni
uloze.

Piiklad 0.1.15:
Na dvofe jsou slepice a kralici. Maji dohromady 11 hlav a 32 nohy. Kolik je kterych?

K feSeni vyuzijeme jednoduchou grafickou metodu, kdy vyjdeme z toho, Ze vSechna zvifata
maji alespoit dvé nohy. Zakreslime si jedenact dvojic, symbolem nohy bude pro nas » | «:

L B B e

V grafu je 22 noh, zbyva nam 10 noh, které po dvou pridame ke stavajicim a dostavame:

e N N
[ R 1§ R A

Nyni uz jen secteme, kolik je ¢tyfnohych — kralika a kolik dvounohych — slepic. Tedy kralika
je 5, slepic 6.

Zkouska:

Celkovy pocet hlav: 5+ 6 = 11.

Celkovy pocet nohou: 5-4+6-2=32.

Odpoved:.

Na dvote je 5 kralikt a 6 slepic.

2.1.5.2. Uziti grafii linedrnich funkci

Velmi ndzornou pomtickou i prostfedkem pro feSeni tloh je uziti grafti funkci. Pouzi-
vaji se zejména tam, kde jde hodnoty v zadani vyjadfit uzitim vhodnych funkci. Zde jsem
vybral slovni ulohu, kdy se subjekty pohybuji rovnomérnym pohybem. Tento pohyb Ize
v grafu zobrazit linearni funkci nebo jeji ¢asti.

Priklad 0.1.16:

V 6 hodin rano odpochodovala z Kasaren ceta vojakt rychlosti 5 km/h. V 8 hodin vyrazila za
ni spojka rychlosti 15 km/h. V kolik hodin a jak daleko od kasaren dostihne spojka cetu?
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ProtoZze oba objekty se pohybuji stale stejnou rychlosti je grafem jejich pohybu v kartézskeé
soustavé soufadnic pfimka ¢i jeji ¢ast (v naSem piipadé polopiimka); pro sestrojeni téchto
polopiimek vyuzijeme jejich pocatek a dalsi vhodné zvoleny bod. Na osu X budeme nanaset
Cas t (pocatkem bude ¢as tp = 6 h), na osu y budeme nanaset drahu s, kterou dané subjekty
urazi. Na obou osach budeme volit vhodna méfitka.

Grafem pohybu ety vojaku je polopiimka p = OP, O = [6; 0], P = [10; 20], grafem pohybu
spojky je polopiimka q = AQ, A = [8; 0], Q = [10; 30]. Obé polopiimky zobrazime
Vv kartézské soustaveé soutadnic a ur¢ime jejich prisecik R = [9; 15]. Jeho soufadnice jsou te-
Senim, t =9 h, s = 15 km.

Graf: Obr. 2-3:
b

ko 1
o1 —- ~- P
zo-v--——- ——

R R

f0 +

(=2
U
N
o+
>
u-

8 1 =t

Zkouska:

Ceta pochodovala 3 hodiny a usla 15 km, spojka jela 1 hodinu a urazila také 15 km.
Odpoved:.

Spojka dostihla ¢etu v 9 hodin 15 km od kasaren.

Poznamka:
K teseni uloh tohoto typu l1ze s vyhodou pouzit také GeoGebru.

2.1.5.3. Uiiti grafit kvadratickych funkci

Piiklad 0.1.17:
Urcete dvé po sobé jdouci ¢isla, je-1i soucet jejich druhych mocnin 13.

Ozna¢me si mensi z ¢isel X, potom druhé bude x + 1 a plati
X+ (x+1)7>*=13 | |-13
X +X +#2x+1-13=0
2 +2x—12=0 |:2
X +x-6=0.
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Kvadratickou rovnici vyfesime graficky. Mame dvé moznosti.

1) Rovnici ponechdme bez tipravy. Sestrojime graf kvadratické funkce f: y=x*+x—6 aur-
¢ime pruseciky grafu funkce f s osou x (funkce g: y =0).
Grafem funkce g je osa x, grafem funkce f je parabola. Jeji vrchol se vypoéte pomoci

b  b®-—4ac . . . o
vzorce V = "o T aa | kde a, b, c jsou koeficienty kvadratického troj¢lenu
a a

ax? + bx + ¢. V nafem piipadé a=1,b=1, ¢ =—6. Potom

v|_ b. b -daci_ | 1.  1-41(-6) _{_l._ﬁ}
2a’ 4a 2.1 4.1 2" 4]

Vypocteme dalsi hodnoty a zapiSeme do tabulky:
X -4-3-2-1 -5 01 2 3

y: 6 0 -4-6 -67-6-4 0 6.
Nyni sestrojime graf funkce f a ur¢ime priseciky grafu s 0sou X (viz obrazek 2-4)

Obr. 2-4:

Z grafu je zfejmé, Ze hledana cisla jsou X1 = — 3, X2 = 2. Potom dv¢ za sebou jdouci Cisla
jsou v prvnim ptipadé — 3, — 2, v druhém piipadé 2, 3.

2) Rovnici upravime. Nejlépe je ponechat na levé stran€ pouze kvadraticky ¢len a na pravou
stranu pfevedeme ¢leny linearni a absolutni. Sestrojime grafy obou funkci (ryze kvadratic-
ké a linearni). Urcime praseciky funkci a jejich Xx-ové soutadnice budou feSenim.
Konkrétng: x2+Xx—6=0 |—X+6

2
X“= 6-X,
potom je funkce f: y = x°, funkce g: y = 6 — x. Hodnoty funkci jsou:
funkcef: x: -3-2-1 0 1 2 3 funkceg: x: 0 6
y: 94 1 0 1 4 9 y: 6 0

Nyni sestrojime graf funkci f, g, ur¢ime pruseciky grafii a najdeme jejich x-ové soutadni-
ce, které jsou feSenim (viz obrazek 2-5).
Reseni samoziejmé vychdzi stejné jako v prvnim piipade.
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=5 =3 Q-
y=6-x

2.1.5.3. Uziti grafii dalSich funkci

Piiklad 0.1.18:
Urcete dvé ¢isla, jejichz soucet je 10 a soucin 16.

Oznacime-li hledana ¢isla X, y potom vyjadfenim vztahil ze zadani dostdvame soustavu rovnic
x+y=10
x-y=16.
Upravou rovnic dostavame funkce:
linearni funkci f: y = 10 — X, jejimz grafem je piimka,

o . 16 .., . ,
nepfimou umernost g: Y = —, Jejimz grafem je rovnoosa hyperbola.
X

Hodnoty funkci jsou:
funkce f : x: 0 10 funkceg: x: -8-4-2 2 4 8
y: 10 O y: -2-4 -8 8 4 2

Nyni sestrojime grafy funkci f, g, ur¢ime pruseciky grafti a najdeme jejich soutadnice, které
jsou feSenim (viz obrazek 2-6).

Z grafu je zfejmé, Ze pruseCiky maji soutradnice [2; 8] a [8; 2]. I kdyZ ndm vychazi dvé feseni,
jedna se o stejnou dvojici Cisel (Cisla mizeme zaménit, protoze neni urceno jejich potadi).
Proto uloha ma jediné feSeni.
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Obr. 2-6:

Zkouska:

Soucet ¢isel je 2 + 8 = 10, soucin ¢isel je 2-8 = 16.
Odpoved:.

Hledana dvé ¢isla jsou 2, 8.

2.2. Specialni modely

2.2.1. Diofantovské rovnice
2.2.1.1. Jednodussi linedrni diofantovské rovnice

Slovni ulohy feSené linearni diofantovskou rovnici se vyskytuji témet ve vSech sbir-
kach uloh. Vzhledem k tomu, Ze feSeni diofantovskych rovnic neni souc¢ésti bézné vyuky ma-
tematiky na zakladnich ani na sttednich Skolach, uvedu nejprve piehled riznych postupii pii
feSeni linearni diofantovaké rovnice a potom ptiklady jejich uziti.

Linedrni diofantovskd rovnice je rovnice ax + by =c, kde a#0, b#0, a,b,c e Z
(cela cisla). Tato rovnice ma feseni [X, Y] pro x, y € Z pravé tehdy, kdyZ nejvétsi spolecny
délitel Cisel a, b je délitelem cisla c. ReSeni mizeme najit nékolika zpisoby:

1) pomoci aritmetickych vlastnosti:

- , a_ ¢ b c
Rovnici ax + by = ¢ upravime na tvar y:—Ex+B nebo x=—-——y+—
a’ a

a pomoci aritmetickych vlastnosti Cisel a, b a parametr uréime feseni. Tento teoreticky po-
stup budu aplikovat hned na nésledujicim ptikladu 0.2.1.
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2) rozvojem zlomku %:

Resime rovnici ax + by = 1. Jestlize [u, V] je feSenim rovnice ax + by =1, tj.
au + bv = 1, potom obecné feseni je :
X=cu+bt, y=cv-at, kde t je parametr,t € Z.

YR, . : oy a .o ,
Reseni rovnice ax + by = 1 dostaneme rozvojem cisla b Vv fetézovy zlomek.
V ptedposlednim zlomku je (az na znaménko) jmenovatel roven U, Citatel roven V.

3) pomoci kongruenci:

Rovnici ax + by = ¢ lze nahradit kongruenci: ax=c modb nebo by =c moda.
Vezméme:

ax=c modb,
kongruenci upravime na tvar: X=k modb, k € (0;b), potom fesenim je:

x=k+bt, t € Z je parametr,
y dostaneme dosazenim za X do ptivodni rovnice:

a(k+bt)+by=c

ak +abt+by=c | —ak- abt
by =c—ak —abt
_c-ak

= —at
Y=

c—ak

je celé Cislo, protoze ax=c modb.

4) pomoci vzorcit.

c—hc

a) je-li: a+b=1 moda nebo a|c, potom: x= +bt, y=c-at, (2-1a)

c—ac

b) je-li: a+b=1 modb nebo b|c, potom: x=c+bt, y= —at, (2-1b)

5) specidlni metoda — Bachetova:
je-li a), odeéteme od rovnice: ax + (b —1)y =at avypocteme X, Y,
je-li b), ode¢teme od rovnice: (a—1)x + by =Dbt avypolteme X, Y.

6) partikuldrni i‘'eSeni:
nalezneme-1i jedno feseni [Xo; Yo], potom rovnice ma feSeni:
X = Xo + bk
y =Yo—ak , kde ke Z je parametr.

Poznamka:

Postupy reseni a teoretické odvozeni vzorcii jsou podrobné popsany napr. v [70], nebo
v [84]. Uziti kongruenci k reseni diofantovskych rovnic je popsdno napr. v [19] nebo v [25].
Uziti retezovych zlomkii k reseni Diofantovskych rovnic je vysvétleno napr. v [03]. Myslim si,
Ze zde neni nutno zabihat do podrobnosti.

Ukazme si nyni uziti téchto feSeni v konkrétnich ptipadech. Geometrické feSeni po-
moci miizovych bodu popisu v ¢asti 2.3.2., ptiklad 0.3.5.
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Piiklad 0.2.1: (iiloha pochazi z Ciny)
Pan dal sluhovi tficet penizl, aby za n¢ zakoupil 30 ptakt, a to pavy po 3, bazanty po 2 a ho-
luby po % penize. Kolik kterych koupi? (Stard uloha predpoklada, Ze je ke koupi dostatecné
mnozstvi ptaki a ze sluha koupil od kazdého druhu alespon jeden kus.)
Reseni &. 1
Pti analyze problémové situace zjistime, Ze cilem feSeni je urcit jednotlivé pocty ptaki, které
postupné ozna¢ime: X — pocet pavi, y — pocet bazantl, z — pocet holubu, kde X, y, z jsou pfiro-
zena Cisla (vyjadiuji poCty ptakd; od kazdého druhu se ma koupit alespon jeden kus).
Protoze soucet poctu vSech ptaki je 30, prvni rovnice ma tvar

X+ y+ z=30.
Jeden pav stoji 3 penize, potom X pavu stoji 3xX penizl; jeden bazant stoji 2 penize, potom Y
bazantll stoji 2y penizii a kone¢né jeden holub stoji 1 penize, potom z holubt stoji $ z peniz.
Druhd rovnice mé tvar

3x+2y+$z=30 — o6x+4y+z=060.
Uloha vede k feseni soustavy diofantovskych rovnic:

X+ y+2z2=30

6x + 4y +z = 60.
Po vylouceni z dospéjeme k diofantovské rovnici

5x +3y =30,ztoho y=10- 2X;
X musi byt nasobkem tf, proto X = 3 je jedinou moznou hodnotou X (pfi x = 6 by byloy =0,
coz neni mozné, dale jsou hodnoty y zaporné).
Protox=3,y=5,z=22.
Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1 pav stoji ........... 3 penize .......... 3 pavi .......... 9 penizt,
1 bazant stoji ....... 2 penize ........ 5 bazantt ....... 10 peniza,
1 holub stoji ....... 2 penize ...... 22 holubd ....... 11 penizdg,

celkem: 9+ 10 + 11 = 30 penizu.
Odpoveéd’: Sluha koupil 3 pavy, 5 baZantl a 22 holubi.
Reseni ¢. 2;
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime nezndmé X, Yy, Z po fad¢ pocty pavi, bazanti a
holubti a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 3y = 30.
Tuto rovnici fe§ime pomoci kongruenci:
5x=30mod3 |:5
X= 6 mod 3 | -6
X= 0mod 3
ztohoplynepro x: x=3t — 5 -3t+3y=30
15t +3y =30 | — 15t
3y =30-15t |:3
y=10-5t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t=20 x=0,y=10,z=20,
t=1 — Xx=3,y=52=22,
t=2 X=6,y=0,z=24,



ProtoZe hledame feSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je X =3,y =5,z = 22.
Zkouska a odpovéed’ stejné jako v feseni €. 1.

vev s

2.2.1.2. SloZitéjsi linearni diofantovské rovnice

Piiklad 0.2.2:

Vojéaci, bylo jich méné nez padesat, nastoupili do trojstupu a zbyli 2; kdyz nastoupili do p¢-
tistupu, zbyli 3; kdyz nastoupili do sedmistupu, zbyli 2. Kolik jich bylo? (Pozor, v kazdém
piipadé byl jiny pocet fad)

Oznacme si pocet vojaki X, pocet fad v prvnim piipadé K, v druhém ptipad¢ |, v tietim pii-
pad¢é m. Vyjadiime-li nyni vztahy ze zadani (tj. matematizujeme-li danou realnou situaci), do-
stavame soustavu rovnic:

X — 2

3=k+3

X — 3

g=1+3

X=—m+2

7 7

Upravime-li (vynasobime ptisluSnymi jmenovateli), dostdvame

x=3k+2

x=5I+3

X=7m+ 2.

Pravé strany prvni a druhé rovnice se rovnaji, nebot’ se rovnaji levé strany
3k+2=51+3 |-2

3k=5l+1 |:3
k= 21+,
Nyni dosazujeme za | a hledame k tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:
=1 - k=2,
=4 - k=7,
=7 — k=12,

=10 — k=17 ... pro tyto hodnoty (pokud by byly feSenim) je X jiz vétsi nez 50.
Dale vezmeme, Ze se rovnaji pravé strany druhé a tfeti rovnice

51+3=7Tm+2 |-2

m=5+1
m=2l+1.

Nyni dosazujeme za | a hledame m tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:

=4 - m=3,

=11 - m=8 ... pro tyto hodnoty (pokud by byly feSenim) je X jiz vétsi nez 50.
Porovnanim vysledkd poslednich dvou rovnic dostavame, ze k = 7, | = 4, m = 3 a kone¢né

X=3k+2=5l+3=7m+2=23.
Zkouska:
23:3=7,2zb.2,23:5=5,2zb.3,23:7=3, zb. 2.
Odpoved.
Vojakt bylo 23.

Hledame feSeni linedrniho systému kongruenci (kazdé dva moduly jsou nesoudélné)
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Xx=Db, moda,,
x=b, moda,,
X=b, moda,.
Nejdiive nejdeme pomocna ¢isla ny, ny, N3 vyhovujici kongruencim:
na,a, =1 moda,,
n,a,a, =1 moda,,
n,a,a, =1 moda,;
Ve zminéné uloze jde o hodnoty a; =3,a,=5,a3=7,b1=2,b, =3, b3 =2;
tj. 35n, =1 mod 3,
2In, =1 mod 5,
15n, =1 mod 7;
posledni kongruence zjednodusime
2n, =1 mod 3,
n,=1mod>5,
n,=1 mod 7.

Snadno vybereme: n; =2, n, =1, n3=1; potom

niaxaz = 70, naia3 = 21, nza;a, = 15.
Hledané ¢islo X ma tvar:

X = (nazash; + najash, + nzaazbs) mod (a;azas)
a Vv nasi uloze

x = (140 + 63 + 30) mod 105

nebo

Xx=233-105t
aprot= ... -3,-2,-1,0,1,2,3, ... dostivame Xx= ..., 548,443, 338, 233, 128, 23,
-82, ...

Jedinou vyhovujici hodnotou je x = 23.

Poznamka:
V teSeni €. 2 jsou zkouSka a odpovéd’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 0.2.3:
Bylo vystteleno ne€kolik ran do terée s tfemi soustiednymi kruhy, ozna¢enymi Cisly 8, 12, 20.
Kazda rana byla zdsahem a celkovy pocet bodu byl 168. Ve sttednim kruhu bylo tolik zasahii
jako v obou ostatnich dohromady. Kolik bylo zasaht v jednotlivych kruzich?
Reseni &. 1
Pti analyze Ulohy zjistime, Ze mame urcit pocty zasaht v jednotlivych kruzich. Ty postupné
ozna¢ime: X — poCet zasahu €. 8, y — pocCet zasaht €. 12, z — pocet zasahu ¢. 20; X, Y, Z jsou
pfirozena Cisla.
Z toho plyne rovnice

8x + 12y + 20z = 168.
Protoze zasahti €. 12 je stejné jako ostatnich, dostdvame druhou rovnici

y=X+z.
Uloha vede k feseni soustavy diofantovskych rovnic:

8x +12y + 20z =168
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y=Xx+1z
Po vylouceni y a tpravé dospéjeme k diofantovské rovnici
42 -5x

5x +8z=42,ztoho z=

42 — 5X musi byt nasobkem osmi a také X € {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}, nebot’ Z je kladné. Potom
jedinou moznou hodnotou je X = 2 (pro jiné hodnoty X neni z pfirozené ¢islo) a z = 4.
Protox=2,y=6,z=4.
Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:
8 ...... 2-krat ..... celkem 16,
veo.. 6-krat ..... celkem 72,
.20 ..... 4-krat ..... celkem 80,
celkem vSech bodd: 16 + 72 + 80 = 168 a ve stiednim kruhu je stejné zasaht (6) jako
Vv ostatnich (také 6).
Odpoved':
V kruhu €. 8 byly 2 zasahy, v kruhu €. 12 bylo 6 zasahti, v kruhu €. 20 byly 4 zésahy.

O O O
k.
N

Reseni ¢. 2:
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznafime nezndmé X, Yy, Zz po fadé pocty zdsahi
Vv jednotlivych kruzich a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

5x + 8z =42.

o - 4 Baxas o8
Nyni feSime rovnici 5X + 8z = 1. ReSeni ur¢ime rozvojem c¢isla c Vv fetézovy zlomek.

Rozvoj ¢isla % ziskdme pomoci Eukleidova algoritmu:

8=1.5+3
5=1.3+2
3=1.2+1
2=2-1+0.

Hledany tetézovy zlomek je 8 =1+
S 1+ —q
1+
2
a sblizené zlomky jsou:
1; 1+%:2; 1+il:§; §
1 141 2 5
1
Predposledni sblizeny zlomek ma Citatele 2 =+ v a jmenovatele 3 = + u. Je nutno volit
=-3,v=2, nebot
5.(-3)+8-2=1.
Reseni je potom nésledujici:
X =cu+ bt=42-(-3) + 8t =-126 + 8t,
z=cv—at=42-2-5t=84 -5t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame piipustné hodnoty X, Y, z:

t =15 — X=-6,y=3,2z=09,
t =16 — X=2,y=6,z=4,
t =17 x=10,y=9,z=-1,
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Protoze hledame feSeni z oboru pfirozenych cCisel, jedinym feSenim je X =2,y =6,z =4.
Zkouska a odpovéed’ stejné jako v feseni €. 1.

2.2.1.3. Kvadraticka diofantovska rovnice

Piiklad 0.2.4:
Farmar péstuje zeli vzdy na jednom ctvercovém zahonu. Tento rok obsahuje jeho Ctvercovy
zéhon o 21 hlavek zeli vice nez lonsky rok. Kolik hlavek zeli péstuje letos?

Tento rok péstuje o 21 hlavek zeli vice, tj. letosni pocet hlavek odpovida ¢tvercovému ¢islu o
21 vétSimu nez loni. Pfi experimentu si do tabulky postupné zapiSeme do prvniho tadku loi-
ské mnozstvi hlavek (budou to ¢tvercova Cisla) a do druhého tadku zapiseme leto$Sni mnoz-
stvi, které je o 21 vétsi a budeme hledat, ktera z téchto ¢isel jsou Ctvercova.

Tab. 2-1:

vioni 1 4 9 16 25 36 49 64 81 | 100 | 121 | 144 | 169

letos | 22 25 30 37 46 57 70 85 | 102 | 121 | 142 | 165 | 190

Protoze letosni pocet hlavek 142 je jiz mensi nez nésledujici ¢tvercové ¢islo 144 pro lofiskou
urodu, experiment zde konéi, nebot’ rozdily mezi sousednimi ¢tvercovymi Cisly se zveétSuji.
Ptiklad ma dvé feSeni: Farmar letos péstuje bud’ 25 hlavek nebo 121 hlavek zeli.

Pomoci ¢tverci si do jednoho obrazku znazornime ob¢ tirody (viz obr. 2-7a — 2-7d).

Navyseni urody v letoSnim roce rozdélime na tfi pole, v prosttednim musi byt ¢tvercové ¢islo
a zbylé hlavky musime uspotadat do tolika fad, které nam ctvercové Cislo ,,ur¢i“. Protoze obé
zbyvajici pole B; obsahuji stejny pocet prvkil, musi byt zbylé ¢islo sudé, coz vyhovuje pouze
pro piipady na obr. 2-7a a 2-7c.

Obr. 2-7a: Obr. 2-7b:
B}« Blf 5;;'
0000000000 | !
22 poiek 8% 1O ©
o k.00
o
o)
o)
g pocet
A o b 8%
3)
(0] B,
I
By

-48 -



Obr. 2-7c: Obr. 2-7d:

32/ B;_
\ 1
oo l!oo'o lo oVo o
| |
o 000
Y potet 2% 1 ©
oo Bilooo 10 0 0 0
10000
00 0
A 00 o A poiek 2%

A — loniska tiroda hlavek; Bj, B, — navysSeni hlavek v letosni urodé

Uloha ma tedy dvé fedeni a to:

1) 21+ 10-10 =121 hlavek zeli,

2) 21 + 2-2 =25 hlavek zeli.

Farmat tedy letos péstuje bud’ 25 hlavek nebo 121 hlavek zeli.

Reseni &, 3;

Oznacime-li pocet hlavek zeli, které farmat pestoval letos X (strana zahonu bude mit X hla-

vek zeli)2 a pgéet hlavek zeli, které p&stoval loni y?, Ize danou tlohu vyjadfit rovnici
X-—y =21.

Rovnice x> —y®=c je fesitelna celymi &isly tehdy a jen tehdy, je-li ¢ &islo liché nebo délitel-

né Ctyfmi.

V rovnici x* —y*=21 nejprve rozlozime levou stranu
(x+y)-(x-y)=21

a potom pravou: 21 =1-21 = 3.7 a pak polozime:

1) x+y=21,x-y=1,z¢ehozplyne x =11,y = 10;

2) Xx+y=7,x-y=3,zc¢chozplynex=5,y=2.

Resenim jsou dvé dvojice [x; y] = [11; 10], [x;y] = [5; 2].

Zkouska:

1) 11%-10%=121-100 = 21;

2) 52-2°=25-4=21.

Odpoved:.

Farmar letos péstuje letos bud’ 25 hlavek nebo 121 hlavek zeli.

Piiklad 0.2.5:
Otec je star 29 let, syn 4 roky. Za kolik let bude otec n-krat tak star jako syn? (n je celé)
Reseni &, 1.

Oznac¢me si pocet let, za které nastane popsana situace, X. Potom dostavame rovnici:
X+29=n-(x+4)

X+29=nx+4n |-nx-29
X—nx=4n-29
x-(L-n)y=4n-29 |:(1-n)
4n-29
X = .
1-n
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Nyni volime n a hledame ptirozené x [ aby X bylo pfirozené, je n € (l; 8)]:
n 2 3 4 5 6 7 8

2T I A N A
ReSenimjeprox=1,n=6aprox=21,n=2.
Zkouska:

1) Za 1 rok bude otci 30 let a synovi 5 let, otec bude 6-krat starsi.
2) Za 21 let bude otci 50 let a synovi 25 let, otec bude 2-krat starsi.
Odpoved'.
Otec bude n-krat tak star jako syn za 1 rok a za 21 let.
Reseni &. 2;
Oznac¢me si pocet let, za které nastane popsana situace, X. Potom dostavame rovnici:
X+29=n-(x+4)
X+29=nx+4n |-x-29
nXx—Xx+4n-29 =0,
coz je tzv. bilinearni rovnice (tj. rovnice 2. stupng), obecn¢€ rovnice
axy + bx+cy+d=0,
kde ptedpokladame, Ze a, b, ¢, d jsou cela Cisla, a, ¢ ¢isla nesoudélna; potom
bx+d

ax+c
Mame tedy urcit celé Cislo x tak, aby zlomek vyjadiujici y byl roven celému ¢islu.
Polozime

p=bx+d
g=ax+c

a vylouc¢ime-li x; dostaneme
ap-bg=ad-bc.

Jsou-li a, ¢ nesoudélna a ¢islo q déli p, musi také g délit ad — bc. Staci tedy najit délitele ¢isla
ad — bc a polozit je rovny ¢islu g. Z této rovnosti vypocteme X.

Resent:
Resime bilinearni rovnici Xn — X + 4n — 29 = 0, kterou upravime na tvar:
. —x-29
X+4

Zdejea=1,b=-1,c=4,d=-29, potom:
ad—bc=1-(-29) - (-1)-4 =-25.

Délitelé my; Cisla —25 jsou £1, £5, £25, X + 4 = m; a feSeni jsou:
1)m;=1 - x+4=1— x=-3; situace nastala pted tfemi lety (neni feSenim),
2) mp=—1 — x+4=-1— x=-5; situace nema realny odraz,
3)m;=5 — x+4=5— x=1,; feSeni, situace nastane za rok,
4)my=-5 — x+4=-5— x=-9; situace nema realny odraz,
5)my; =25 — x+4=25— x=21; feSeni, situace nastane za 21 let,
6) my =25 — x+4=-25— x=-29; situace nema realny odraz.

Dana tloha ma tedy dvé feSeni.

Zkouska a odpovéd’ stejné jako v feseni €. 1.
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Piiklad 0.2.6:

Dvojiho vina, miru lepSiho za osm, miru hors§iho za pét drachem*), smisil chytry pan. Co za
oba druhy zaplatil, bylo ¢tvercové ¢islo. Ptidej k tomuto ¢tverci dané Cislo 57, pak ziskas jiny
¢tverec a jeho strana ti fekne mnozstvi vina, které vSechno smichal. Nyni mi, chlapce, urci,
kolik bylo smiSeno vina lepsiho a kolik horSiho druhu.

Ozna¢me miru lepsiho (za osm) — X, miru hor$iho (za pét) —y a neznamy ¢tverec — U,
potom, po vyjadieni slovniho textu, dostdvame soustavu rovnic
8x + by = u?
u?+57 = (x +y)>
Kdyz upravime druhou rovnici, dostavame rozdil ¢tverct
(x +y)? —u? = 57.
Hledame dvojice druhych mocnin, jejichZ rozdil je 57, tj. feSime rovnici
a’—b®=57.
Toto spliuji dvé dvojice (postup viz piiklad 0.2.4)
121 a 64; 841 a784.

Pro prvni dvojici dostavame: Pro druhou dvojici dostavame:
(x +y)>—u®=121-64. (x +y)?—u®=841-784.
Z toho plyne: Z toho plyne:
(x+y)P?=121 (x +y)? =841
8x+5y =64 8x+5y =784
5 5
X=8-—— X=98-—
8 Y 8 y
X+y=11 X+Yy=29
8-——y+y=11 |-8 98—§y+y:29 | - 98
3 8 3 8
“y=3 R Sy=-69 R
Y 3 5 |3
y=8; y=—184
X=8 3 y=x=3. y je zaporng, feSeni neexistuje.
Zkouska:

Lepsiho vina byly 3 miry, jeho celkova cena byla 24 drachem,;
horsiho vina bylo 8 mér, jeho celkova cena byla 40 drachem;
celkem stalo vSechno vino 64 drachem; 64 je Ctvercové ¢islo.
Piidame-li k tomuto ¢islu 57, dostavame 121.

Celkem bylo vina 11 mé&r, druhd mocnina je také 121.

Odpoved:.
Lepsiho vina byly 3 miry, horSiho vina 8 mér.

*) drachma = nejrozsifenéjsi stfibrna mince antického feckého svéta, zacala se razit v 6. stol.
pf. n. ., hmotnost se pohybovala kolem 4 g; drachma se dé€lila na 6 obolli, 100 dra-
chem = 1 mina, 6 000 drachem = 1 talent (okolo 25 kg); drachma byla nahrazena eu-
rem od 1. 1. 2002 (byla nejdéle uzivanym platidlem).
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2.2.2. Newtonova uloha

Newtonova tloha je specialnim piipadem ulohy o spole¢né praci. Trava na louce pii-
rusta a soucasné je spasana dobytkem. Nakonec bude spasena uplné. V tlohach jsou popsany
ti1 situace. V prvni tloze ma louka ve vSech tfech situacich stejnou plochu, v druhé uloze mé
louka ve tfeti situaci jinou plochu a nakonec ve tfeti illoze mé kazda louka jinou plochu. Nyni
se podivejme na jednotlivé Glohy. Reseni tloh zpracovano podle [20], [61] a [71].

Piiklad 0.2.7:

Trava na louce roste vSude stejné husté a stejné rychle. Vime, Ze 70 krav by ji spaslo za 24
dni, zatimco 30 krav by ji spaslo za 60 dni. Kolik krav spase louku za 96 dni?

Reseni ¢, 1.

Pti feSeni tlohy timto zptisobem rozdélime kravy na dvé skupiny (d€leni je sice teoretickeé,
ale nepopira realitu; dokonce pocty kusii v jednotlivych skupindch nemusi byt cela ¢isla, cela
¢isla musi vSak byt jejich soucty). Jedna skupina krav spaséa doristajici travu, druha travu uz
diive vyrostlou. Velikost prvni skupiny je pfimo umérna velikosti louky a nezaleZi na Case,
protoze trava roste stale. Druha skupina také zélezi na velikosti louky a je nepfimo imérna
Casu; ¢im déle se pase, tim musi byt tato skupina mensi.

Pti 70 kravach oznaéime velikost prvni skupiny X [ks], velikost druhé skupiny y [Ks], tedy:
x+y=70.
Pti 30 kravach oznac¢ime velikost prvni skupiny X, [ks], velikost druhé skupiny vy, [ks], tedy:
X, +Y; =30.
Vztahy mezi pocty kust jsou:
X=x, a 24y=60y,,zcehozplyne y, = 2y.
Po dosazeni za X, Yy, dostdvame soustavu rovnic:
Xx+y=70
X+ £y =30,
jejimz feSenim je : x =31,y =66%.
Tim jsme zjistili, Ze nartstajici trdvu bude nepfetrzité¢ spasat 3 ; krav a jiz narostlou travu
bude 24 dni spasat 66 2 krav (tj. celkem se na louce bude past 70 krav). Nyni se ptame, kolik
krav bude jiz narostlou travu spasat 96 dni (rostouci travu bude stale spasat 3 5 krav) . Jak jiz

bylo uvedeno, jedné se o nepfimou imeérnost.

665ks.......... 24dni
Y, KSeoninn 96dni
Y, 24 _
Z toho plyne: =— afeSenimje y,=162 ks.
ply 66%' 9% €Yy, 3

Celkem: x+ y,=3% +16% =20 [ks].
Zkouska: Narustajici travu bude spasat vzdy 3 + krav, jiz narostlou travu spasa

v 1. ptipadé ....... 24 dni ....... 66% krav,

v 2. ptipadé ....... 60 dni ....... 26% krav,

v 3. piipadé ....... 96 dni ....... 16 krav.
Jsou-li pocty dni v poméru 24 : 60 : 96, tj. 2 : 5 : 8, musi byt pievracené hodnoty poctu krav
odpovidajici dntim ve stejném poméru (jedna se o nepiimou imernost), tj.
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L : L : L :i:l:lzi:i:i:&15:24:2:5:8.
662 262 162 20 % 30 200 80 50
Za zkousku je mozné povazovat také feSeni tlohy jinym zptisobem (viz dale).

Odpoved’: Louku za 96 dni spase 20 krav.

Reseni €. 2:

Pfi feSeni ulohy timto zpisobem oznacime celkovy hledany pocet krav x [ks]. Zavedeme
pomocnou neznamou — denni pfirtstek travy. Za jeden den naroste na louce mnozstvi y travy,
za 24 dni tedy pfiroste 24y travy.

Oznacime-li celkové mnozstvi travy na zacatku pastvy 1, pak za 24 dni sezere 70 krav

1+ 24y travy;

za jeden den spase celé stado 70 krav 1+224y travy

a jedna krava spase za jeden den 248/ travy. (2-2a)
Protoze 30 krav spase louku za 60 dni, dostavdme stejnou tvahou, Ze jedna kréva spase za
jeden den 1+603/ travy. (2-2b)

Mnozstvi travy, které spase jedna krava za jeden den, je stejné pro obé¢ stada, takze
1+24y 1+60y

24-70  60-30 °
Z této rovnice uréime prirastek y travy za jeden den:
Y =15

Z jednoho ze dvou ptedchozich vztaht (2-2a) nebo (2-2b) (plati pro oba) vypocitame, jak vel-
kou ¢ast ptivodniho mnozstvi travy spase jedna krava za jeden den:

1+24y 1+24-4 1

24.70  24.70 1600
Nyni uvaZzujeme, Ze X krav spase louku za 96 dni. Jedna krava spase za jeden den

1+96y
— travy. 2-2¢
96 % y (2-2¢)
Podle ptedchozich vztahti (2-2a) a (2-2¢) sestavime rovnici pro hledany pocet krav x [Ks]:
1+96- 45,
1+24y _1+96y , kdey = 2L a dostavame w_ 1 .
24-70  96-x 96 - x 1600
Resenim této rovnice je x = 20 ks.
Zkouska:
mnozstvi travy na louce .......... 1 (louka),
prirastek travy za 96 dni .......... 96 -4t = & (louky),
celkem travy ......ccccoevvevevennennne. 1+ t=2% (louky),
1 krava spase za 1 den .............. 1a55 (louky),
20 krav spase za 1 den .............. 20 1555 = o (louky),
20 krav spase za 96 dni ............. 96- & =¢ (louky).

Z toho plyne, ze opravdu 20 krav spase ve stanovené dob¢ travu, kterd na louce je i travu,
kterd v této dob¢ naroste.
Odpoved’: Celou louku spase za 96 dni 20 krav.
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Piiklad 0.2.8:
Prva louka o velikosti 100 mér sta¢i 80 kravam na pastvu po dobu 14 nedél. Pustime-li tam
vSak na pastvu 120 krav, spasou travu za 7 nedél. Druha louka ma 400 mér. Mame urcit, kolik
kust se na ni miize past po dobu 4 ned¢l za predpokladu, ze trava je vSude stejna i pii spaseni
stejnomérné dorista a vSechny kravy spotfebuji stejné.
Reseni &. 1
Kravy opét rozdélime na dveé skupiny, prvni spasa dorlstajici travu, druha travu uz diive
vyrostlou.
Pii 80 kravach oznacime velikost prvni skupiny X [ks], velikost druhé skupiny y [Ks], tedy:
x+y=280.
Pti 120 kravach ozna¢ime velikost prvni skupiny X, [ks], velikost druhé skupiny Yy, [Ks], tedy:
X, +Yy, =120.
Vztahy mezi pocty kusti jsou:
X=X, a l4y=7y,, z ¢ehoz plyne y, =2y.
Po dosazeni za X, Yy, dostdvame soustavu rovnic:
X +y =80
X+ 2y =120,
jejimz feSenim je : X = 40, y = 40.
Dortistajici travu bude nepietrzité spasat 40 krav a jiz narostlou travu bude 14 ned¢l spasat
také 40 krav. Nyni z druhé louky vezméme pouze 100 mér a po vypoctu zjisténou hodnotu
poctu krav upravime pro skute¢nou plochu 400 mér (tj. vynasobime ¢tyimi). Proto se ptame,
kolik krav bude jiZ narostlou travu spasat 4 nedéle (rostouci travu bude stale spasat 40 krav) .

Jak jiz bylo uvedeno, jedna se o nepfimou umérnost.
40ks.......... 14ned.

Z toho plyne: == % a feSenim je y, = 140 ks.

Celkem louku o plose 100 mér bude spasat: X + y, =40 + 140 = 180 [ks].

Pro louku o plose 400 mér bude pocet krav Ctyfndsobny, tj. 720 ks.
Zkouska:
Nartstajici travu bude spasat na prvni louce o velikosti 100 mér 40 krav, na druhé louce o
velikosti 400 mér 160 krav. Pro jiz narostlou travu plati:
14 nedél ........ 1. louku (100 mér) spasa ...... 40 krav,
2. louku (400 mér) spasa ...... 4-40 = 160 krav,
7 nedél .......... 1. louku (100 mér) spasa ...... 120 — 40 = 80 krav,
2. louku (400 mér) spasa ...... 4-80 =320 krav,
4 nedéle ........ 2. louku (400 mér) spasa ...... 4-140 =560 krav.
Pocty tydnti jsou v poméru 14 : 7 : 4.
Ptevracené hodnoty poctu krav jsou v poméru (jedna se o nepifimou tmérnost), tj.
1 -1 -1 =1-

1_1_ . . v W I o
T65-350-560 = 3.%.7=14:7:4, coz je pomér tydni.

Odpoveéd’: Na louce o plose 400 mér se mliZze past 4 nedéle 720 krav.
Reseni &. 2;

Hledany pocet krav je X [ks], mnozstvi travy na ploSe 100 mér ozna¢ime 100. PtirGstek
travy na plosSe jedné miry za jednu nedéli oznac¢ime Yy, na ploSe 100 mér 100y, za 14 nedél
ptiroste 14-100y.
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Za 14 ned¢l spase 80 krav 100 + 14-100y travy, tj. 100- (1 + 14y);

100-(1+14y)
1

za jednu nedé¢li spase 80 krav travy;

100-(1+14y)

za jednu nedéli spase jedna krava TR travy.
Protoze 120 krav za 7 nedé¢l spase stejnou louku, dostavame stejnou tivahou, ze jedna krava
spase za jednu ned¢li W travy.

Pro ob¢ stada je toto mnozstvi stejné, proto:
100-(1+14y) 100-(1+7y)
14.80 7120
Z této rovnice plyne, ze pfirtstek travy za jednu ned¢li na plose jedné miry je y =, na celé
plose (100 mér) je 100- L =22,

Jedna krava za jednu ned¢li spase:

. .1
100-(1+14y) _100-(1+14-%) 5 travy.
14-80 14-80 28

Potom rovnice pro hledany pocet krav X je (pole ma plochu 400 mér):

. .1
M:i ’kdey:L adostévéme M: 5

4% 28 1 4.x 28

Resenim této rovnice je x = 720 ks.
Zkouska:

mnozstvi travy na 1. louce (100 mér) .......... 100 j,

mnozstvi travy na 2. louce (400 m¢ér) .......... 400 3,

prirastek travy za 4 nedéle na 2. louce .......... 4-400 - L =80 j,

celkem travy na 2. louce ..........cocevvrereerennennen. 400 + 800 = 3500 j,

1 krava spase za 1 ned€li ..........ccoceevieuenennn. > s

720 krav spase za 1 ned€li ...........cccoevevenrnnenen. 7203 =20 j,

720 krav spase za 4 nede€le .........c..oovevrinnnne. 4. 200 - 2590 ;.

Z toho plyne, Ze opravdu 720 krav spase ve stanovené dobé travu, ktera na 2. louce je i travu,
ktera zde v této dobé naroste.
Odpoved’: Druhou louku o plose 400 mér spase za 4 ned¢le 720 krav.

Pozndamka 1 — odvozeni vzorce:
1. louka ....... m; [ha] ....... Xi [Ks] ...... ti [tyd.],
2. louka ....... mg [ha] ....... Xk [KS] -...... ty [tyd.] .
Kromé uvedenych hodnot (nezndmé ¢i parametry — dle zadani Glohy) zavedeme jesté nezna-
mou y, ktera ptedstavuje pfirtistek travy na jednotce plochy [ha] za jednotku Casu [tyd.].
Zat; tydnu pfiroste na plose m; celkem m;.ti.y travy;
za t; tydnu spase xj krav m; +tj.m;.y travy, tj. m; (1 +t;.y) travy

m '(1+ti ‘Y)

a za jeden tyden spase jedna krava — travy.
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m, '(1+tk 'Y)

travy.
t, - X,

Stejné tak v druhém piipad¢ za tyden spase jedna krava

Protoze dané hodnoty se musi rovnat, dostdvame vzorec:
m. -(1+t; - m, -1+t -
i ( i y) _ _k ( k y) , kde (2_3)

ti " X tk "Xy

m,,m, je spasana plocha v jednotlivych ptipadech,
t.,t,  je doba spasani v jednotlivych piipadech,
X, X, je pocet ks krav v jednotlivych ptfipadech,

y je mnozstvi travy, kterd naroste za jednotku casu.

Pomoci tohoto vzorce je mozné fesit predchozi ulohu nasledujicim zptisobem.

Zadéani: 100 mér spase ........ 80 krav za 11 ned¢l,
100 mér spase ....... 120 krav za 7 nedél,
400 m¢ér spase .......... X krav za 4 nedéle.
m1(1+t1 ’ Y) — m2(1+t2 ’ y)
t X t,-X,
100-(1+14y) 100-(1+7y)
14.80 7-120

=1
14

Pouzijeme vzorec: , do kterého dosadime,

potom a vypocteme V:

m0(1+to ) y)= m2(1+t2'y)
t0~X0 tz'xz

400-(1+4-%) 100-(1+7-%)
4. - 7.120

, opét dosadime, X, = X,

Znovu pouzijeme vzorec:

a vypocteme X:

X =T720.
Druhou louku o ploSe 400 mér spase za 4 nedéle 720 krav.

Piiklad 0.2.9: (Newtonova uloha.)

Tti louky se stejné hustou travou, kterd stejné rychle roste, maji obsahy ploch 31 ha, 10 ha a

24 ha. Prvni louka stac¢ilal2 bykiim na dobu 4 tydnii a druha louka stacila 21 bykiim na dobu
9 tydnti. Kolik bykl se mtize na tteti louce past 18 tydnt?

Reseni &. 1 (pomoci vzorce):

Zadani: 3% haspase .......... 12 bykt za 4 tydny,
10 ha spase .......... 21 bykti za 9 tydnt,
24 ha spase ........... X bykt za 18 tydnd.
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m1(1+t1 : y) — m2(1+t2 ) y)
tl'xl tz X,

7-(1+4y) _10-(1+9y)

4.12 9.21

avypolteme y= & .

. m,(1+t, - m,(1+t, -
Znovu pouZijeme vzorec: O(t 0 y)= (Lt -y) , opét dosadime, X, = X,

0" Xo tz'xz

Pouzijeme vzorec , potom

24-(1+18-1—12)=1O-(1+9-1—12)

18- x 9.21
a vypocteme X = 36.
Zkouska:
Na louce o plose 24 ha je .....cccceevvveiiennnnne 24 j (travy),
piirtstek travy za 18 t. J& ..ovvvvvvviiiiiecieene 24 -18-5 =36 (travy),
celkem je na louce ........cccoeveveviieniieniiennnnne, 24 +36 =60 j (travy),
10-(1+9%) 5
L1 BYK Za 1 t. SPASE v — = 127=" i (travy),
y p 921 5z (V)
36 bykil za 1 t. SPASOU ....ecveveeeeereriieeieiiinees 36-2 =1j (travy),
36 bykil za 18 t. SPASOU ...cveveeveeirereeeeieinea, 18-22=60 j (travy).

Z toho plyne, ze opravdu 36 byki spase ve stanovené dob¢ travu, ktera na louce je i travu,
ktera v této dob¢ naroste.

Odpoved’: Po dobu 18 tydnii uzivi louka o plose 24 ha 36 byki.

Reseni &. 2

Hledany pocet krav je X [ks], mnoZzstvi trdvy, jez vyroste za jeden tyden na jednom ha, je y.
Na prvni louce pfiroste za tyden (3%) y travy aza 4 tydny 2-y-4=42y pivodniho mnoz-
stvi travy. To je totéz, jako bychom fekli, Ze se piivodni obsah plochy zvétsil na
(124 40 y) ha. Jinymi slovy, byci seZerou tolik travy, kolik je piivodn& na louce o obsahu plo-

chy (1—30 +4 y) ha. Za tyden sezere 12 bykd 1 travy a jeden byk za tyden 25 tohoto mnoz-

stvi, to je mnoZstvi travy na louce o obsahu plochy
D+2y ha = 10+ 40y ha.

48 144
Podobné zjistime obsah plochy, kterou spase jeden byk za jeden tyden, z udajii o druhé louce:
tydenni pfiristek na 1 ha............ Y,
9-tydenni pfirtstek na 1 ha........... 9y,
9-tydenni prirtstek na 10 ha ............ 90y.

Obsah plochy pastvin, ktera poskytne pastvu 21 bykiim po dobu 9 tydnt, je (10 + 90y) ha.
Obsah plochy, kterou spase jeden byk za jeden tyden, je
10+ 90y ha = 10+ 90y ha

9.21 189
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Obé& mnozstvi se musi rovnat, tj. musi platit
10+40y 10+90y

144 189
Obsah plochy louky, kterd d4 dostatek pastvy pro jednoho byka na jeden tyden, je:

10+40-%
w ha = g ha = i ha.
144 144 54

Pro hledany pocet x bykii dostadvame rovnici
24+24-18- L
Calue it , odtud x = 36.

18- x 54
Tteti louka uzivi po dobu 18 tydnti 36 bykd.

; feSenim je y=4.

Reseni &. 3:
Pro zjednoduseni feseni budeme vSechny udaje transformovat pro louky o plose 10 ha (tj. 3-
krat zvétSime pocet bykl)
1. louka ..... 10 ha spase .......... 36 byku za 4 tydny,
2. louka ..... 10 ha spase .......... 21 byki za 9 tydnd.
Byky rozdélime opét na dvé skupiny, prvni spdsé dorlstajici trdvu, druhd travu uz diive vy-
rostlou.
Pti 36 bycich je velikost prvni skupiny x [ks], velikost druhé skupiny y [ks], tedy:
X +y=36.
Pti 21 bycich je velikost prvni skupiny X, [ks], velikost druhé skupiny Yy, [Kks], tedy:
X +Yy, =2L
Vztahy mezi pocty kust jsou:
X=X a 4y=9y,,zcehozplyne y, = 3.
Po dosazeni za X, y, dostdvame soustavu rovnic:
X +y =36
X+ gy=21,
jejimz feSenim je: X =9,y = 27.
Udaje o velikosti tieti louky budeme opét transformovat na plochu 10 ha (tj. 2,4-krat zmensi-
me pocet bykl).
Stejné jako v predeslé uloze se jednd o nepiimou umeérnost.

27KS.ocven. 4tyd
Y, KSevinne 18tyd
Z toho plyne: % :% a feSenim je y, =6 ks.

Celkem pro louku o plose 10 ha: X+ y,=9+ 6 =15 [ks].

Pro louku o plose 24 ha bude pocet bykt 2,4-nasobny, tj. 36 ks.
Zkouska:

ey e

Potom plati:

na louce o plose 3t ha ........ se 4 tydny pase 12 bykd, z toho ............ P=3 .. r=9

na louce o plose 24 ha ........ se 4 tydny pase 86,4 bykd, z toho ......... p=216..... r=64,8
na louce o plose 10 ha ........ se 9 tydnti pase 21 byku, z toho ............ P=9........... r=12
na louce o plose 24 ha ........ se 9 tydnu pase 50,4 bykd, z toho ......... p=216..... r=28,8
na louce o plose 24 ha ........ se 18 tydni pase 36 bykd, z toho .......... p=216.... r=144.

Pocty tydnti jsou v poméru 4 : 9 : 18.
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Pievracené hodnoty poctu byki jsou v poméru g5 55 17 = 5.7.3=4:9: 18, coZ je po-

O~

mer tydni.
Odpoved’: Louku o vymére 24 ha spase za 18 tydna 36 bykii.

Poznamka 2 — odvozeni vzorce:
1. louka ....... h;[ha] ....... kq [KS] ....... t; [tyd.],
2. louka ....... hp [ha] ....... ko [Ks] ....... t [tyd.] , kde

h1, h, je spasana plocha v jednotlivych ptipadech,

ki, ko je pocet ks byki v jednotlivych piipadech,

t;, o je doba spasani v jednotlivych ptipadech.

Zménime plochu jedné louky tak, aby se rovnala plose druhé louky, napt. h, na hy, tj. naso-

bime plochu i pocet bykt konstantou i (jedna se o ptfimou umeérnost), doba spasani louky se
2
neméni. Potom dostaneme:
pavodni 1. louka ....... h.[ha] ....... SN L] t; [tyd.],

upravena 2. louka ....... hi[ha] ....... kg.;]_l [ks] ....... to [tyd.],
2
Byky rozdélime opét na dvé skupiny, prvni spasa dorUstajici travu, druhd travu uz diive vy-
rostlou.
Pii k; bycich je velikost prvni skupiny X; [ks], velikost druhé skupiny y; [Ks], tedy:
X1ty = k.

Pii ks. 2_1 bycich je velikost prvni skupiny x; [ks], velikost druhé skupiny Y, [Ks], tedy:

2

X2 + Y2 = k. ﬂ
2
Vztahy mezi poCty kust jsou:

t
X2 =X1 a 1y y1=1 Y, (nepfima amérnost), z cehoz plyne y, = t—lyl.
2
Po dosazeni za X;, Yy, dostavame soustavu rovnic:
X1 + y1 =k,
t
Xg + Ly = kz-ﬂ,
t, h,

rovnice odeCteme a dostavame

t, k,h
My —k — 2l
yl t2 yl 1 h2

Y, - 1_t_1 :kth_kZhl
' t hz ,

tz _tl _ k1hz B k2h1
t2 h2
a dostavame pro neznamé Xi, Yyi:

Yi-
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y1=(k1h2 kzhl)'tz ’ X;=_k;—:§;. (2-4)
(tz -4 ) -h,
Nyni se dostavame k tieti louce (jako vychozi vezmeme prvni louku)
1. louka ....... hy [ha] ....... Ky [Ks] ....... ty [tyd.],
3. louka ....... hs[ha] ....... k3 [Ks] ....... t3 [tyd.] , kde
hs je spasana plocha tieti louky,

ks je pocet ks byku tieti louky,
t3 je doba spasani treti louky.

) . h o,
Zde hz upravime na h; a s nim i ks tim, Ze ndsobime konstantou — (opét se jedna

o piimou imérnost) a dostavame

h
upravena 3. louka ....... hy[ha] ....... kgh—l [ks] ....... t3 [tyd.] .
3
Pii ks bycich je velikost prvni skupiny X3 [ks], velikost druhé skupiny y3 [Ks], tedy:

h
X3+Yy3=ks. L,
3
potom rovnici upravime

X3+y3:k3.ﬁ .&
h3 hl
h h
Ky, =—= X, +—2y, .
3 h1 3 hl 3

Vztahy mezi pocty kust jsou:

y v C t
X3 =X a t; y1=1t3y3 (opét nepfima imérnost), z ¢ehoz plyne y3 = -Ly;.
3
Po dosazeni za X3, y3 dostdvame rovnici

h h,t
ky = h—3 X, + ﬁ Y, , kde neznamou k3 oznaime Xo a dostavame vztah
1 13
h3 h3tl
Xg=— X +—"Y, . 2-4a
AT (2-42)
Podle vzorci (2-4), (2-4a) mizeme fesit piiklad 0.2.9 :
Zadani: 1. louka ..... 3% haspase .......... 12 bykl za 4 tydny,
2. louka ...... 10 ha spase .......... 21 byki za 9 tydnd,
3. louka ...... 24 ha spase ........... X bykti za 18 tydnti.
y k,h, —k,h, )- 12-10-21-3%)-9
Re§eni: yl:( 172 2 1) t2 - ( 3) =9,
(tz_tl)'hz (9_4)'10
X1= kl—ylz 12-9=3,
Xo = s X, + Nty =25, 244 o s16+144=36

h T Uht 33738

Po dobu 18 tydnii uzivi louka o plose 24 ha 36 byka.
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2.2.3. Hledani extrému

Najit maximalni nebo minimalni hodnotu dané veliCiny je ve slovnich ulohach tkol
mén¢ Casty, pro praxi jsou vSak takové ulohy velmi dulezité. V nasledujicim piikladu je po-
psana obména ulohy zndmé z knih typu ,,zajimavé matematika®. Vychazim z feSeni které je
uvedeno v [87].

Priklad 0.2.10: (Mokré tricko)

V mésté M, na gymnaziu G se dne D konala soutéz ,,Mr. Mokré¢ tricko 2006“. Soutéz ptipra-
vila PK TV (pfedmétova komise télesné vychovy) ve spolupraci s PK MA (pfedmétovou
komisi matematiky). Propozice byly na nasténce jiz tyden pted soutézi:

Zavodni draha ma tvar obdélniku (viz obr. 2-8), strana AB méti 40 m, BC ma délku 60 m.
Zavodnik doskaka po jedné noze z bodu A na stanovisté partnera v bodé X na strané BC. Ten
bude vybaven litrovou lahvi vody a polije pivodné suché tricko zdvodnika. Zavodnik pak
doskéka po druhé noze do cile E, ktery bude umistén na stran¢ CD. Misto cile bude na dopo-
ruceni vedouciho PK MA odtajnéno az 10 minut pfed startem nebot’ ma vliv na celkovou
drahu zavodnika. Ugastnici mohou pii piipravé vyuzivat pomoci kamaradi (realizaénich
tymil) i veskeré vypocetni techniky ve Skole dostupné. V samotném zavod¢ vSak musi misto X
pted startem urcit pouze partner zavodnika, tzv. ,,polejvak* a zapsat jej do protokolu. Prosko-
leny pedagog bude kontrolovat, zda tricko je pfed startem fadné suché a v cili naopak dosta-
te¢n¢ mokré. O potadi nebude rozhodovat, zda mokré tricko zavodniku slusi, ale pouze cas,
za ktery urazi drahu AXE.

Misto cile E bylo 10 minut pfed zdvodem ozndmeno. Byl jim stfed tsecky CD na planu
zavodisté. Urcete polohu mista X.

Obr. 2-8: Obr. 2-9:
" %’ i 71'! y A’ 6 000 D
5.657
' t,000 E
2.929
& B k.009 X ¢

Reseni €. 1.

Zéavodnici prvniho druzstva si v Cabri geometrii nakreslili plan v métitku 1 : 1 000 (viz obr.
2-9). Tento program umi uré¢it délku tsecek. Ve stiedu tisecky CD umistili bod E. Bodem X
pohybovali po tsecce BC a sledovali vyslednou drahu. Tak odhalili misto, ve kterém je draha
minimalni. Bylo to v misté¢ vzdaleném 40 m od bodu B, minimélni draha vychéazi 84,85 m.
V Cabri geometrii vychazi draha d = 8,485 cm.

Reseni &. 2;

Zavodnici druhého druzstva si pomoci Pythagorovy véty vypocetli vzorec pro celkovou vzda-
lenost d:

d =/x2 +1600 ++/(60—x)* + p? ,
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kde p je vzdalenost cile od bodu C a x vzdalenost bodu X od bodu B. Pro vypocet drahy se-
stavili tabulku v Excelu po 5 metrech (v fadcich byla vzdalenost BX, ve sloupcich CX a
v ptislusnych ,,okynkach* hodnoty vzdalenosti AXE). Po oznameni, ze p = 20, bylo z tabulky
ziejme, ze | BX| = 40, |AXE| = 84,9. Cil byl zvolen tak vyhodné, ze nemuseli ani zao-
krouhlovat.

Reseni &. 3;

Zavodnici tietiho druzstva si drahu AXE vyjadrili jako funkci vzdalenosti BX, t;. | BX | =X,
potom | AXE | =f (x) a dostali:

£ (X) = \/x? +1 600 ++/(60 — x)? +400 .
Plati f'(x) =0, tedy.
X+ /X? 120X + 4 000 + (X — 60)- /X2 +1 600
X2 +1600 -/x2 —120X + 4 000
z toho je x =40 a délka drahy
f(x) = 60-+/2 = 84,852 813 74.

Reseni €. 4:

Zéavodnici ¢tvrtého druzstva narysovali v méfitku planek hifisté. Sestrojili obraz F bodu A
v 0s0vé soumérnosti s 0Sou BC. Bod E doplnili podle hlaseni pted startem (viz obr. 2-10). Je
jasné, ze soucet délek AX + XE = FX + XE. Soucet na pravé strané rovnosti je podle trojihel-
nikové nerovnosti nejmensi, kdyz bod X leZi na tseéce FE. Bod X je tedy prusecik tsecky FE
s useckou BC. Draha je potom rovna délce Usecky FE. Stanovisté polejvaka je po zméfeni

usecky BX praveé 40 metri od bodu B.

Obr. 2-10:
N
"" < s B
1 E
r"/
[ \.( - =0 |
| s
;.,-
Reseni 5

Zavodnici patého druzstva fesili ulohu podobné jako druzZstvo €. 4, ale obrazek neméfili, nary-
sovali jej v Cabri geometrii a program ur¢il pfesné soutadnice polejvaka.
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Metoda zavodnikt Sestého druzstva byla obdobnd, vychazela z osové soumérnosti (viz obr. 2-
10). Trojuhelniky ABX a ECX jsou podobné, a proto musime rozdélit stranu BC v poméru
délek stran AB a EC, to jest 2 : 1. Vyslo i bez notebooku 40 m. Kalkulacku vyuzili jen k tomu,
aby zavodnikovi mohli fici, kolik metrti musi naskékat.

Zavodnici sedmého druzstva vychazeli ze stejné uvahy jako ptredchozi dvé druzstva, ale dale
postupovali analyticky. Zvolili si soustavu soufadnic s po¢atkem v bod¢ B, 0sou X Vv piimce
BC a osou y v piimce BA. Soutadnice bodi potom vychazi takto: A = [0; 40] , jeho obraz
F = [0; — 40]. Stanovisteé cile bylo v bod¢ E = [60; p] . Rovnice piimky FE pak byla :

(p +40) x — 60y — 2 400 = 0.
Na startu dosadili za p = 20 a méli rovnici piimky FE: 60x — 60y —2 400 =0, tj.

X—y =40.
Proy =0 vychazi x = 40. To staci, aby zavodnici védéli, kam se ma polejvak s vodou posadit.

Zavodnici osmého druzstva uvazovali uplné jinak: ,,Divime se, Ze nikoho dal§iho nenapadlo,
ze »neni noha jako noha«. Nezalezi na tom, zda je nejkratsi draha, ale zda je nejkratsi Cas®.
Zavodnici proto zjistili rychlost skakani svého zavodnika pro kazdou nohu zvlast’ a urili cel-
kovy cas jako funkci vzdélenosti X pro pifipad, ze za¢ne rychlejsi i pomalejsi nohou. Pomoci
programu Derive bylo hrackou zjistit minimum funkci a vybrat optimalni strategii.
JX?+1600 /(60— x)? +400
a) t(x)= +
2 15

3X-y/x? —120X +4 000 +4-(x—60)- /x? +1600 _ 0
6- /X2 +1600 - \/x? 120X + 4 000
x = 46,227 608 34
t(46,227 608 34) = 46,754 338
JX? +1600 N J(60—x)? +400
15 2

4X-[x? —120% +4 000 + 3+ (x —60)-/x? +1 600

6-/x% +1600 - \/x? 120X + 4 000

X =31,251 813 93
t(31,251 813 93) = 51,351 057 97
Polejvéak cekal na meté 46 m a druZstvo oCekavalo ¢as kolem 47 s.

b) t(x) =

A jaky byl vysledek zavodu podle autora?

Bohuzel druzstvo €. 8 pfes nejlepsi strategii vinou technické chyby skoncilo posledni. Vyhra-
lo druzstvo €. 9, jez nic nepocitalo. Zavodnici spoléhali pouze na svalstvo skdkajiciho a to jim
pfineslo Uspéch. Ale uvidime ptisté!
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2.3. Prehled modeli pii rozsirené vyuce matematiky

2.3.1. Slozitéjsi usudky, modely a rovnice
2.3.1.1. SloZité usudky

Je-li redlnd situace méné prehlednd a jednotlivé vztahy lze obtizné interpretovat, pak
uziti tsudku mize byt naro¢né. Ukazme si to v nasledujici uloze o spolecné praci, kdy uz sa-
mo téma se muze jevit jako narocné. Reseni zpracovano podle [61], str. 37.

Priklad 0.3.1:

Skupina sekacu travy méla pokosit dvé louky, z nichz prvni méla dvakrat vétsi vymeéru nez
druha. Pul dne vSichni sekaci kosili prvni louku, po obédé se rozdélili na dvé stejné pocetné
skupiny. Prvni skupina zlstala na velké louce a do vecera ji pokosila. Druha kosila do vecera
mensi louku, ale nepokosila ji celou, zbytek dosekal pak jeden sekd¢ za den. Kolik sekact
bylo ve skupiné?

Jestlize vSichni sekaci kosili vétsi louku jednu polovinu dne a druhou polovinu dne ji pokosila

polovina sekact, je jasné, Ze v prvni poloviné dne pokosili £ a v druhé poloving dne § veétsi
louky. Druha skupina musela odpoledne posekat na malé louce také vyméru rovnu 1 vétsi

louky. Protoze mala louka ma vymeéru rovnu 1 vétsi louky, neposekana ¢ast mensi louky

¢inila -1 =1% vétsi louky (toto je vykon jednoho sekace za jeden den). Jestlize jeden sekac
+ vétsi louky za jeden den a celkem bylo pokoseno 1+ % =2 vétsi louky, potom pocet

pokosi
sekacti je 4:+=8.
Zkouska:
Vsichni sekaci posekali:
celkovy vykon za 1. den je dan sou¢inem poctu sekéacl a jejich denniho vykonu:
c=8.¢= 3 vetsi louky;
celkovy vykon za 2. den je vykon jednoho sekace, tj. ¢ vétsi louky;
celkem sekaci posekali: $+1=2=231tj. 1a 1 velké louky.
Podle zadani ma mensi louka poloviéni rozlohu vétsi louky, tedy dohromady maji rozlohu
1a I velké louky. Z toho vyplyva, ze sekaci pokosili pfesné to, co méli.
Odpoved:.
Ve skupiné bylo 8 sekact.

-----

Existuje mnoho zptisobd, jak k feSeni slovnich tloh pouzit aritmetické modely. Vybral
jsem zde postup, kdy vypocteme nasobky hodnot, které odpovidaji zadani, a pak vyhledame
jejich spole¢ny nasobek.
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Piiklad 0.3.2:

V balirnach maji ptipravit smés kavy tak, aby 1 kilogram stal 260 K¢. Na skladé jsou dva
druhy kavy v cen¢ 240 K¢ za 1 kg a 300 K¢ za 1 kg. Kolik kg kazdého druhu je tfeba smichat,
abychom pfipravili 15 kg pozadované smési?

Celkova cena smési je 3 900 K&. Do tabulky budeme postupné zapisovat jednotlivé moznosti
tak, Ze zacneme mnozstvim 0 kg drazs§iho druhu kavy a postupné, po 1 kg, budeme mnozstvi
zvétsovat. Do posledniho fadku budeme zapisovat celkovou cenu (viz tabulka 2-2).

Tab. 2-2:
drazsSidruh | kg 0 1 2 3 4 5 6
kavy  |cenal 0 300 | 600 | 900 | 1200 | 1500 | 1800
levng;jsi kg 15 14 13 12 11 10 9
druh kdvy |cena| 3600 | 3360 | 3120 | 2880 | 2640 | 2400 | 2160
celkem 3600 | 3660 | 3720 | 3780 | 3840 | 3900 | 3960

Z tabulky je ziejmé, ze drazsi kavy bude 5 kg, levnéjsi kavy 10 kg.

Zkouska:

5 kg drazsi kavy stoji 5-300 = 1 500 K¢, 10 kg levngjsi kavy stoji 10-240 = 2 400 K¢. Cel-
kem stoji 15 kg smési 1 500 + 2 400 = 3 900 K¢, potom 1 kg smési stoji 3 900 : 15 =260 K¢.
Odpoved.

Je tfeba smichat 5 kg drazsi kavy a 10 kg levnéjsi kavy.

Poznamka:

Pokud by vysledné mnozZstvi smési bylo velké, zaéneme tabulku vyplilovat od jiné hodnoty
nez 0 (k ur€eni hodnoty mizeme vyuzit aritmeticky primér cen apod.). Pokud mnozstvi jed-
notlivych druhii kav je desetinné Cislo, musime jesté v intervalu, kde se vyskytuje feSeni, délit
na mensi ¢asti (po desetinach, dvacetinach, setinach, . . . ) nebo k ureni ptresnéj$i hodnoty
pouzit interpolaci.

2.3.1.3. SloZitejsi uZiti délitelnosti

Nasledujici uloha je ptikladem uziti délitelnosti, kdy zndmé cislo je tieba rozloZzit na rizné
souciny a z nich vybrat hodnoty odpovidajici zadani slovni Glohy. K fe$eni tlohy nestaci pou-
ze uziti délitelnosti, je tieba znat jeste dalsi informace. ReSeni zpracovano podle [20], str. 98.

Priklad 0.3.3:

,»Kolik lidi zije v tomto domku?* ptal se s¢itaci komisaft. ,, T1i.“ ,,Jak jsou stafi?*‘ ,,Soucin je-
jich véku je 225, soucet jejich veki je roven ¢islu domu.* Komisat se podival na ¢islo domu a
povida: ,,To mi staci. Jste vy nejstar§i?* ,,Ano®, znéla odpovéd’. Urcite v€ky obyvatel?

Resent:

Soucin 225 lze rozlozit na 225=1-3-3-5-5, z toho Ize vybrat trojice:

[1; 3; 75], [1;5; 45], [1; 9; 25], [1; 15; 15] ,
[3; 3; 25], [3; 5; 15] , [5;5; 9]

Trojice [1; 1;225] nema prakticky vyznam.
Protoze komisat potfeboval védéet, kdo je nejstarsi, znamena to, Ze nastal ptipad, ktery by bez
této znalosti nedovedl rozhodnout. Spravnd je jedna ztrojic se stejnym souctem vekda.
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Z uvedenych trojic pouze trojice [1; 15; 15] a [3; 3;25] maji stejny soucet (u kterékoli jiné
trojice by se komisaf na nic ptat nemusel). Svou otazkou komisaf poznal, Ze spravna je troji-
ce [3; 3; 25] — nebot’ patnactilety by o sob& nemohl fici, ze je nejstarsi. V domée Ziji osoby ve
veéku 3 roky, 3 roky a 25 let.

Zkouska:

Soucin veku tii osob je 3-3-25 = 225 let. Z feSeni plyne, Ze jesté jeden soucin 1-15-15 dava
davaji navzajem rtizné soucty, proto nemohou byt feSenim.

Odpoved.

Osoby v domé jsou staii 3 roky, 3 roky a 25 let.

2.3.1.4. Utiti rovnic vys$Sich stuprii

Piiklad 0.3.4:
Najdéte tii za sebou nasledujici pfirozena cCisla takova, Ze tfeti mocnina nejvétsiho se rovna
trojnadsobku souctu tetich mocnin zbyvajicich dvou.

Nejmensi prirozené ¢islo z hledanych ozna¢me n, potom dalsi jsou n +1 an + 2 a plati
(n+2)°=3-[(n+1)%+n%.

Tuto kubickou rovnici pro neznamou n vyfesime a ziskame hledana ¢isla:
n3+6n2+12n+8:3-£n3+3n2+3n+1+n3]
n*+6n°+12n+8=6n"+9n°+9n+3 |-n*-6n°-12n-8
5n®+3n*-3n-5=0,

Reseni kubické rovnice:
Kubickou rovnici an® + bn? + cn +d = 0 o nezndmé n normujeme (d&lime koeficientem a) a
dostavame normovanou kubickou rovnici

n®+fn®+gn+h=0.

Rovnici pfevedeme pomoci substituce n = X — 3 na redukovany tvar (bez kvadratického

¢lenu)
C+px+q=0
a vypocteme diskriminant

2 3
D- [9] +(Ej . (2-5)
2 3
1) Je-li p = g = 0, pak ma rovnice jeden trojnasobny kofen rovny nule.

2) Je-li D=0, pq #0, pak ma rovnice dva realné kofeny X, =—-2- ?:\/g, Xyg = \/g, Z nichz

druhy je dvojnasobny.
3) Je-li D >0, pak existuje jedno realné feseni X, které vypocteme pomoci Cardanovych
vzorcu: X=u+v,u:3\/—%+x/5,v:?i/—%—\/5. (2-5a)

Kromé redlného feSeni existuji jeste¢ dvé komplexni feseni.
4) Je-li D <0, pak existuji tii realna feseni X, tato feSeni nejde vypocitat pomoci Cardanovych
vzorci, musime je vypocitat goniometrickym feSenim:
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X =2 M-cosf,xzz—z- M-cos¢_ﬂ
3 3 3

Gl

Vzhledem k charakteru ulohy uvadim jen realna feseni, komplexni feSeni vynechavam.

SN o)
w

kde ¢ lze vypocitat z rovnice cos¢ =

Reseni rovnice 5n° +3n?—3n—5=0:
Tuto kubickou rovnici normujeme (délime ¢islem 5) a dostadvame

n® +§n2 —gn—1=o.

o 1
Provedeme substituci n = x — E a dostdvame

2 2
[X_lj +§.(X_1j _§.(X_lj_1:0
5) 5} 5) 5} 5)

3 3,3 1 3., 6 3 3 3 ,_
X X°+—X +—=X X+ X+ 1=0
5 25 125 5 25 125 5 25
. 18 108 18
25 125 25’

o (a) (pY _(_54Y ,(_6) _2916-216 2700
2) "3 125 25 15625 15625’

(2-5b)

D>0 — jedno realné feseni X, feSeni vypocteme pomoci Cardanovych vzorct:

3
oo 9,y .54, [2700 :3\/54+30\/§:\/54+3o\/§’
2 125 15625 \125 125 5
3
ool 9 g .54 [2700 :3\/54_30\@:\/54—30\@ |
2 125 15625 \125 125 5

35443043 354-3043 6
X=U+V= + =—;

5 5 5
1 6 1
n= —_ =
) 5 5 5
Resenim jsou hodnoty n=1,n+1=2,n+2=3.
Zkouska:

Tteti mocnina nejvétsiho Cisla: 33=27.

Trojnasobek soudtu tfetich mocnin zbyvajicich dvou &isel: 3-(2° + 1°%) = 27.
Odpoved:.

Hledana tfi za sebou nasledujici ¢isla jsou 1; 2; 3.
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Poznamka:
Je zfejmé, Ze jednim feSenim rovnice 5n®+3n*-3n-5=0 je ¢islo n =1 (toto ¢islo mizeme
urcit napft. tak, ze volime vhodna ¢isla a dosazujeme je do polynomu na levé strané rovnice;
je-li vysledek roven 0, je dosazené ¢islo feSenim rovnice). Potom je polynom
5n® +3n?—3n—5 délitelny vyrazem n — 1 beze zbytku a dostavame:
(5n°*+3n*-3n-5):(n—1)=5n*+8n+5
— (5n° — 5n?)
8n?—3n
— (8n°—8n)
on->5
—(bn-5)
0
Z toho Vy}ejlyvé:
50 +3n*-3n—5=(5n°+8n+5)-(n—1)
a rovnici mizeme fesit rozkladem:
5n+3n*-3n-5=0
(5n°+8n+5)-(N—1)=0
1) 5n°+8n+5= 0, =—-36 — rovnice nema realné feSeni;
2)n-1=0 — n=1

2.3.2. Uziti slozitéjSich grafi a geometrickych zobrazeni.
2.3.2.1. Uziti miiZovych bodi

Grafy s miizovymi body se pouzivaji k feSeni diofantovskych rovnic. V porovnani
s uzitim graft funkci se naro¢nost feseni prakticky neméni. Ukézeme si to v nasledujici slovni
uloze.

Piiklad 0.3.5:
Mame-li Sesti- a sedmilitrovou nadobu, jakym zptisobem nacerpam témito nadobami 50 1?

ProtoZze mame nadobu nacerpat, uvazujeme pouze piilévani vody, nikoliv odlévani (tj. odcer-
pavani). Oznaéme si pocet Sestilitrovych nadob X a pocet sedmilitrovych y. Vyjadiime-li za-
dani matematicky (provedeme matematizaci redlné situace), dostdvame vztah:

6x + 7y = 50.
Po upravé dostavame zapis linearni funkce:

50 - 6x
-

Sestrojime jeji graf a z grafu ur¢ime hledané hodnoty. Grafem funkce je pfimka prochazejici
body [0; 2], [£; 0]. Hledané hodnoty jsou celoéiselné (kladné) a nazyvaji se v kartézské

soustavé soutadnic miizové body.
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Graf: Obr. 2-11:

J

Y- + + + + + + + + + +

IR+ + + + + + + + + +

b+ N+ + + + + + + + +

S+ + \&+ + + + + + + +

T + + 2% + + + &+ & $

3+ + + + + + + + +

2+ + + + + + + +

1+ + + + * ¥ *
X

1 | 1 ! ! 1 N [l |

1 1 | ] I i L] || 1 i

of 4 2 3 ¥ 5 ¢ % 3\40
6x+¥7=50

Vysledkem je jeden miizovy bod R = [6; 2]. ReSenim jsou hodnoty x = 6, y = 2.
Zkouska:

Sestilitrovou nadobu pouZijeme 6 x . . . objem ... 36 I.

Sedmilitrovou nadobu pouzijeme 2 x . objem ... 141,

Celkem objem 36 + 14 =50 |.

Odpoved:.

Sestilitrovou nadobu jsme pouzili 6-krat, sedmilitrovou nadobu 2-krat.

2.3.2.2. Uiiti ¢tvrté geometrické umérné

Pomoci ctvrté geometrické umeérné lIze sestrojit jakykoliv vyraz vychazejici
Z troj¢lenky (tf1 hodnoty zname, ¢tvrtou ur¢ujeme). Vybral jsem zajimavou aplikaci pfi feSeni
uloh o spole¢né praci.

Priklad 0.3.6:
Dvé skupiny pracuji na Upravé parku. Prvni skupina by ukol splnila za 30 dni, druha za 20
dni. Za kolik dni splni kol spole¢né?

Oznacme si dobu prace jen prvni skupiny a [dni], dobu prace jen druhé skupiny b [dni] a dobu
spole¢né prace X [dni]. Hledanou hodnotu x sestrojime pomoci ¢tvrté geometrické umérné. Na
jedno rameno uhlu (ramena nemusi byt kolmé, vrchol oznac¢me V) postupné od bodu
V naneseme velikosti a = 30, b = 20. Dostavame tak body A, B, pro které plati: | VA| = a,
| AB | = b. Na druhé rameno thlu naneseme od bodu V velikost b a dostaneme bod C, pro
ktery plati | VC | = b. Potom spojime bod B s bodem C a dostavame piimku p. Bodem A ve-
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deme ptimku g rovnobéznou s ptimkou p. Prise¢ik pfimky g s ramenem VC sestrojené¢ho uhlu
ozna¢me X. Hledana veli¢ina X je rovna vzdalenosti | 12.¢ | (viz obr. 2-12).
Stejny vysledek dostaneme, zaménime-li hodnoty a, b (viz obr. 2-13).

Obr. 2-12: Obr. 2-13:
%
\‘LR;
LS \\\
N
\\\ \\\
e 5
| S "
b \\\ \\\ }’\<X Mg
X ™ \\\ Ny \\\
\\\\ \\\\ X \\\ \\\
= < ~
" o ? ~—~— =S \\\
a ~ - "
\\% \\F y 3 Q\\\ = P“\\
e
~q 2

Zdiivodnéni spravnosti konstrukce: (viz obrazek 2-12)
Z podobnosti trojuhelniku AVX a BVC lze odvodit

VX[ _MC| x_ b ab -y
— = > —=— 5 X= , coz je vztah pro vypocet spolecné prace
VA VB a a+b a+b

dvou subjektu.

Naméienim (i vypoctem) vychéazi X =12 [dni].

Stejny vysledek dostaneme, zaménime-li hodnoty a, b (viz obrazek 2-13).

2.3.2.3. Uiiti Eukleidovy véty

Pomoci Eukleidovych vét (jak o vysce, tak o odvésné) lze sestrojit jakoukoliv odmoc-
ninu z realného ¢isla (predpokladame, ze dané realné Cislo dokazeme zobrazit jako tsecku
jeho velikosti). Pro konstrukci musime ¢islo rozlozit na soucin dvou ¢isel. Pokud bude ¢islo
pfili§ malé nebo piilis velké, zvétsime nebo naopak zmensime métitko. Cislo, které takto
vznikne, se nazyva geometrickym primérem danych dvou ¢isel. Nalezeni odmocniny pomoci
Eukleidovy véty o vysce je popsano V nasledujicim ptikladé.

Piiklad 0.3.7:
Urcete Cislo X, které je geometrickym prumérem ¢isel 3, 5.

Je-1i ¢islo X geometrickym primérem c¢isel a, b, plati X = ~/a-b. Jsou-li ¢islaa =3, b =5,
potom X = V15. Ulohu budeme fesit graficky. K sestrojeni tsecky vyuzijeme Eukleidovu
vétu o vysce. Plati: v=,/c, -C, , kde Vv je vyska kolma na pfeponu a C,, Cp jsou useky na pie-

pong, které zde urcuje vyska v. Konstrukce viz obr. 2-14.
Spravnost konstrukce vyplyva z platnosti Eukleidovy véty o vySce. Vysledek je X = 3,9.
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Obr. 2-14:

- -

2.3.2.4. Geometrickd cesta (zpiisob i‘eSeni pomoci podobnosti)

Pomoci podobnosti jde geometricky sestrojit vyraz, ktery je sou¢inem ¢i podilem dvou
hodnot. Proto je tato geometricka cesta vhodna pro ulohy, které je mozné soucasné fesit po-
moci pfimé ¢i nepiimé umeéry. Je vhodnd pro slovni Glohy o spolecné praci (viz téz ptiklad
0.3.6). Nasledujici priklad je na podobné téma.

Piiklad 0.3.8:
Necht' 21 robotii udela predepsanou praci za 37 hodin. Za 15 hodin vSak bylo pfidano nékolik
dalsich robotd, takze prace byla udélana o 8 hodin dfive. Kolik robotl bylo piidano?

Reseni je zpracovano podle [41], strana 39, problém 2.
Obsah obdélniku ABCD majici délky stran 21 a 37 predstavuje predepsanou praci. Obsah
obdélniku ABEF o rozmérech 21 a 15 pfedstavuje praci, kterou vykonalo 21 robotii za 15
hodin. Obsah obdélniku FECD znézorniuje zbylou praci, kterou je tfeba vykonat. Stejny obsah
vsak musi mit i obdélnik FKLH, tzn. ze obdélnik HGCD o rozmérech 21 a 8 ma stejny obsah
jako obdélnik EKLG o rozmérech y a 14. Odtud:

21.8=14-y,

y=12,

ale také

14 8

21y’
Protoze | EG | : | GH | = | CG | : | GL | a pii vrcholu G je pravy uhel, plati:

AEGH ~ACGL .
ProtozZe oba |t|r0j1'1helniky jsou stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti G, plyne z toho:

EH || CL.
Pro feseni staéi sestrojit obdélnik ABCD, |AB| =21, |BC| =37 a piimky EF, GH, ve
vzdalenostech: V(EF; AB) = 15 (doba dosud vykonané prace), V(GH; CD) = 8 (doba zkraceni
prace). Potom bodem C vedeme rovnobézku s ptimkou EH, ktera nam protne GH v bodé L.
Hledana vzdalenost y potom je:

y=|GL].
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Obr. 2-15:
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2.3.2.5. Uziti geometrického zobrazeni

Ke geometrickému feSeni slovnich tloh pouzivame rGznd geometricka zobrazeni.
V pitedchozich ulohach jsme pouzivali vyhradné zobrazeni v roving. Chceme-li geometricky
fesit lohu, kterd vede na soustavu tfi rovnic pro tfi nezndmé, musime pouZit n€kterou z pro-
mitacich metod v prostoru. Ukazme si to v nasledujici uloze.

Piiklad 0.3.9:

Z jednoho snopu dobré urody, jednoho snopu primérné urody a jednoho snopu Spatné trody
ziskali 18 mér zrna. Z jednoho snopu dobré urody, tfi snopti primérné urody a tii snopi Spat-
né urody dostali 36 mér zrna. Ze dvou snopi dobré trody, tii snopll primérné Grody a Sesti
snopt Spatné Urody ziskali 54 mér zrna. Kolik mér zrna dostali z kazdého snopu dobré, pru-
mérné a Spatné urody?

Resent:
Pocet mér zrna z jednoho snopu dobré urody ........ d,
pocet mér zrna z jednoho snopu primérné trody . . . .. p,
pocet mér zrna z jednoho snopu Spatné urody . . ... ... S.
Potom vyjadiime udaje v zadani a dostavame soustavu:
d+p+s=18
d+3p+3s=36

2d +3p + 65 =54,
kterou vytesime graficky (obr. 2-16).
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Obr. 2-16:
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Pro zobrazeni zvolime volné rovnobé&zné promitani (jako specidlni ptipad kosouhlého promi-
tani pro w = 135°, q = 1 ). Toto zobrazeni se v matematice pro prostorové utvary pouziva nej-

Castéji. Obrazem kazdé linedrni rovnice je rovina. ReSenim je potom prinik téchto rovin. Ro-
viny zobrazime pomoci bodl X, Y, Z, ve kterych roviny protinaji osy X, Y, Z.

a. d+p+s=18, X' =[18;0;0], Y =[0; 18;0], Z"=10; 0; 18],

p: d+3p+35=36, X"'=[36;0;0], Y""=[0;12;0], Z'"=10; 0; 12],

y. 2d+3p+6s=54, X""'=[27;0;0], Y"""=[0;18;0], 2" =]0; 0; 9].

Nejdiive ur¢ime prisecnici r rovin a, f. Potom uzitim pomocné roviny 7 sestrojime prusecik
R piimky rarovinyy (R=r nt, kdet=7 n y).

Z obrazku je ziejmé, Ze feSenim je usporadana trojice hodnot. Tyto hodnoty jsou soufadnice
bodu R =19; 6; 3].

Zkouska:

Z jednoho snopu dobré urody, jednoho snopu primérné urody a jednoho snopu Spatné trody
ziskdme celkem 1-9+1-6 + 1.3 = 18 mé&r zrna.

Z jednoho snopu dobré urody, tfi snopli primérné trody a tii snopt Spatné urody ziskdme
celkem1-9 +3-6 + 3-3 = 36 mér zrna.

Ze dvou snopt dobré urody, tii snopt primérné urody a Sesti snopi Spatné urody ziskame
celkem2-9 + 3-6 + 6-3 = 54 mér zrna.

Odpoved:.

Ze snopu dobré trody dostali 9 mér zrna, ze snopu praimérné Grody dostali 6 mér zrna a ze
snopu Spatné urody dostali 3 miry zrna.
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2.4. Metody chybnych predpokladi

Reseni slovnich Gloh pomoci metod chybnych piedpokladti bylo znamo jiz ve starové-
ké Cin¢, Indii i v Egypté. Ukazme si alespon dvé z nich.

2.4.1. Metoda (pravidlo) faleSného predpokladu (Regula falsi):

Piiklad 0.4.1:

Ze svazku Cistych lotost byly jedna tfetina, pétina, resp. Sestina postupné obétovany bohiim
Sivovi, Visnovi ¢&i Sarjovi a &tvrtina byla obétovana Bhavanimu. Zbyvajicich $est bylo daro-
vano vysoce vazenému hodnostafi. Kolik bylo lotosti?

Resent:

Pokud bychom tuto tlohu fesili pomoci rovnice, vede na rovnici ax = C.

Odvod’me si nejdiive obecny vztah:

Za hledané feSeni zvolime libovolnou hodnotu z (s velkou pravdépodobnosti tato hodnota
nebude feSenim, je tedy chybnd), hodnota ¢ se zméni na ¢, a dostdvame:

az = Cop,
vyjadiime a z ptedchozi rovnice:
C
a= -2
z
a dosadime do ptivodni rovnice. Dostavame:
C z
O.x=¢c |-=
z C,
C
X=Z-—. (2-6)
CO

Ciselné resent:
Zvolime-li z = 60 (nejmensi spole¢ny nasobek 3, 5, 6, 4), potom zbyva 3; tedy:
z2=60,c=6,c=3;

X = Z-i = GOE:@
Co 3
Zkouska:
Sivovi: 120:3 =140
Vi$novi: 120:5=24
Strjovi: 120:6=20
Bhavanimu: 120:4 =30
hodnostafi: 6
120
Odpoved:.

Lotosii bylo 120.
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2.4.2. Metoda dvou chybnych predpokladii
Piiklad 0.4.2:

Chlapci se domluvili, Ze si spole¢né koupi fotbalovy mic. Da-li kazdy 150 K¢, bude 30 K¢
prebyvat, da-1i kazdy 140 K¢, bude 40 K¢ chybét. Kolik bylo chlapci a kolik stal mic?

Nejprve si odvod'me vzorec:

prvni NOrma ................... MLy pocet vybiranych K¢, kdyZz nastal piebytek,
druhanorma ................... N2, N1 >Ny, . ... pocet vybiranych K¢, kdyz nastal nedostatek,
prebytek ... Py o hodnota ptebytku v K¢,
nedostatek .................... o TR hodnota nedostatku v K¢,
pocet kupujicich ............. Xy oo pocet chlapct (jednotek)
cena kup. pfedmétu .......... Ve cena v K¢
Dostavame soustavu rovnic:
n-x=y+p

N, -Xx=y-q (n>ny)
a vypocteme neznamé

x=P*4 (2-7a)
n,—n,

ay=n;x—p nebo y=n;x+q,

ng+n, p (2-7b)
n, —n,

cozdava y=

Ciselné resent:

Mame n, =150, n, =140, p = 30, g = 40, potom

x=P*r4 - 30+40 :E:l [chlapcii];
n,—n, 150-140 10

y= ngq+n,p _ 150-40+140-30 10 200

n,—n, 150140 10

Zkouska:

150-7=1050, 1 050 - 30 =1 020 K¢,

140-7 =980, 980 + 40 =1 020 K¢&.

Odpoved:.

Chlapct bylo 7 a mi¢ stal 1 020 K¢.

= 1020 [cena mice].

Priklad 0.4.3:

Zahradnik chce vysazet urcity pocet stromt do fad. Vysadi-li po 80 do jedné fady, zbude mu
18 stroml; k tomu, aby je vysazel po 85, se mu nedostava 12 stromi. Kolik mél stromt a do
kolika fad je chtél sazet.

vida vzdy n;, q odpovida vzdy n,), potom

-75 -



p+q _ 12+18

X = = = 6 fad,
n—-n, 85-80
_na+n, p _ 8518+80-12 = 498 stromkal.
n,—n, 85-80 S
Zkouska:

Vysazi-li zahradnik do fady 85 stromki, bude chybét 85-6 — 498 = 12 stromkd,
vysazi-li zahradnik do fady 80 stromkti, zbude 498 — 80- 6 = 18 stromk.
Odpoved.

Zahradnik mél 498 stromt a chtél je vysazet do 6 fad.
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Kapitola Il - Klasifikace slovnich tiloh

Slovni ulohy lze klasifikovat riznymi zptusoby. Vybral jsem si ten, ktery je uvadén
nejcastéji. Slovni ulohy jsou klasifikovany podle tématu, kterym se zabyvaji (tj. ,,0 ¢em
jsou®). Vsechny skupiny jsou ptehledné popsany v kapitole I, ¢asti 3 na str. 15 - 17. Ze vSech
typt jsem vybral pouze prvnich Sest, které jsem pozd¢ji oznacil jako ,klasické®. Jsou to typy,
které se uz objevuji v uéebnicich matematiky ve starovéké Cing, Indii a Egypté i v mnoha
pozdé€jsich ucebnicich jinych narodi. Jsou to:

¢ slovni tlohy o celku a ¢astech,
slovni tlohy o ¢islech,
slovni ulohy o pohybu,
slovni tlohy o smésich,
slovni ulohy o spole¢né praci,
¢ slovni tlohy o véku a letopoctu.

> & o o

V kazdé z téchto Sesti ¢asti rozde€luji slovni tlohy do dalSich skupin podle jejich cha-
rakteristickych znakii. VétSinou uvadim jedno feSeni, z didaktickych divodi nékdy dvé tese-
ni, vyjimec¢n¢ feseni tfi. V kazdé skupiné uvadim dvé ulohy s feSenim. Dalsi feSené ulohy jsou
V ptiloze, kde jsou slovni tllohy rozdéleny do skupin stejné jako v této kapitole.

3.1. Slovni ulohy o celku a ¢astech

Slovni tlohy o celku a ¢astech jsou dale ¢lenény podle toho co je predmétem vypoctu
(zda celek nebo c¢ast) a podle toho jakym zplsobem jsou jednotlivé kategorie zadany (napf.
Vv jediné nebo ve dvou situacich).

3.1.1. Skupina l: ,,Hledadni celku*

Madme mnoZinu Subjektii (nebo téz »celek«), které jsou jednoho druhu. Mnozina (celek)
Jje rozdélena na alespon dvé casti. Je dan pocet prvkii jedné nebo vice casti (alespon jedna
podminka absolutni), pocty prvkii ostatnich casti jsou dany podminkami relativnimi (zlomky
nebo procenta) nebo mohou byt ddny i vazby mezi témito pocty. Ukolem je urcit pocet prvkii
celku. Modelem je zpravidla jen jedna linearni rovnice o jedné neznimé, i kdyz nékdy
Z didaktickych duvodu je vhodné pouzit soustavu n rovnic o n neznamych.

Priklad 1.1.1:
Neékdo vzal ze sypky tfinactinu mnozstvi je¢mene. Z toho co zbylo, vzal druhy jednu sedm-
nactinu a ponechal 150 heketd *) je¢mene. Kolik je¢mene bylo v sypce piivodné?

Oznacme si neznamé mnozstvi jeémene v sypce X [heketl], potom:
prvni si vzal a celkového mnozstvi, tj. a-x azbylo x—a-x=(1-a)- X [heketi],
druhy si vzal b zbytku, tj. b-(1—a)-x azbylo (1-a)-x—b-(1-a)-x=(1—-a)-(1—b)-x

*) heket (téz heqat) = egyptska duta mira, asi 4,8 |, byl ¥, haru nebo %, kralovakého kubi-
tu; byl rozdélen do zlomkt %, ¥, %, ¥s %2, %a-
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[heketil], coz je podle zadani k [heketti], a dostavame rovnici

(1-a)-(1-b)-x=k [:[(1-a)-(1-b)]

-k [heketd]. (3-1)
1-a)-(1-b)
V nasem piiklad¢ je konkrétné a=%, b=, k=150, potom
K (150 150 33160 5525 .0 g
1-a)-@-b) (@A-3)-A-35) 13-7 192 32
Zkouska:
Prvni si vzal & celkového mnozstvi, tj. & - 2>2° = 425 [heketii] a zbylo 52> — 425 = 22 [heke-
ta],
druhy si vzal & zbytku, tj. & - 21° = 3% [heketti] a zbylo 253° — 3% = 220 =150 [heketdl].
Odpoved.

Piivodné bylo v sypce 172 Z heketl jeCmene.

Piiklad 1.1.2:

Zlod¢j vlezl do sadu a natrhal si jablka. Cestou ze sadu narazil postupné na tfi hlidace. Kaz-
dého podplatil polovinou jablek, které mél pravé v tasce. Protoze jich ale byl vzdy lichy po-
cet, musil se vykoupit ,,vétsi polovickou®, tj. po¢tem zaokrouhlenym nahoru na cela jablka.
Kolik jablek si natrhal, jestlize vyvazl ze sadu s jednim jablkem?

Resent:

Jako nezndmou X si ozna¢me pocet ks jablek na pocatku. Matematizujeme-li redlnou situaci,
dostavame:

Prvnimu strizci dal T 1 jablek, zbylo mu x —XT” _ XT_l jablek,
141 — -3
druhému strazci dal = X_+1 jablek, zbylo mu x=1_x+l_Xx=3 jablek,
2 2 4 4
341 — -7 .

tietimu strazci dal > X—+1 jablek, zbylo mu X 5 3_ X;rl _X g l jablek,
soucasn¢ vime, ze mu zbylo 1 Jablko, proto plati

X—=7

271,

8

odkud vychazi x = 15 jablek.

Zkouska:

KdyzZ narazil na 1. hlidace, mél zlodéj 15 jablek, strazci dal ,,vét$i* polovinu, tj. 8 jablek a
zbylo mu 7 jablek. Kdyz narazil na 2. hlidace, dal mu opét ,,vétsi“ polovinu, tentokrat ze 7
jablek, tj. 4 jablka a zbyla mu 3 jablka. Nakonec 3. hlidaci dal ,,vétsi“ polovinu ze 3 jablek, tj.
2 jablka a zbylo mu 1 jablko.

Odpoved:.

Zlodg¢j si natrhal 15 jablek.

VG(
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3.1.2. Skupina 2: ,,Hleddni casti*

Mame stejnou mnozinu jako ve skupiné 1. Je dan pocet prvku celku (podminka absolut-
ni) a pocty nebo relativni pocty prvkii vSech casti s vyjimkou jedné nebo vazby mezi jednotli-
vymi castmi. Ma se urcit pocet prvkii této vybrané casti, resp. vSech casti. Modelem je jedna
linedarni rovnice o jedné neznamé nebo soustava n rovnic pro n nezndmych.

Piiklad 1.2.1:
V ovocném sadu je celkem 87 ovocnych stromt a to hrusni, jabloni a tfe$ni. Tiesni je o 11
mén¢ nez jabloni a o 5 vice nez hrusni. Kolik je kterych?

Resent.
Oznacme si pocet hrusni h, pocet jabloni j a pocet tiesni t, potom plati
h+j+t=87
t+11=]j
t—5=h
t-5+t+11+t =87 | —16
3t=71 |:3
t =27 [tfesni],
j=t+11=238 [jabloni],
h=t-5=22 [hrusni].
Zkouska:

Staci ovétit: 22 + 38 + 27 = 87 ks. Spravnost ostatnich hodnot je ziejmé z postupu feseni.
Odpoved:.
V ovocném sadu je 22 hrusni, 38 jabloni a 27 tfesni.

Piiklad 1.2.2:

159 zaka nékolika $kol bylo ubytovano ve tiech chatach oznacenych A, B, C. V chaté B byd-
lelo o 8 zakti méné nez v chaté A a v chaté C o 14 zaka vice nez v chaté A. Kolik zakt bydlelo
Vv jednotlivych chatach?

Neznamé jsou: X = pocet zakl v chaté A,
y = pocet zakl v chaté B,
Z = pocet zaku v chaté C,
potom matematizaci dostdvame soustavu rovnic:

X+y+z=159,
X—Yy =28,
7—-x=14;
jejimz feSenim je [X; y; z] = [51; 43; 65].

Zkouska:

Rozdil A — B =51 — 43 = 8 74k, rozdil C — A = 65 — 51 = 14 zak;

celkem 51 +43 + 65 = 159 zakda.

Odpoved.

V chaté A bydlelo 51 zaku, v chaté B bydlelo 43 zakd, v chaté C bydlelo 65 Zzaka.
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3.1.3. Skupina 3: ,,Dalsi hleddni*

Mame stejnou mnozinu jako ve skupiné 1. Jsou dany pocty prvki cdasti nebo vice casti
a nekteré vazby mezi jednotlivymi c¢astmi nebo vazby mezi c¢astmi a celkem. Ma se urcit pocet
prvki této vybrané casti, resp. vsech casti, resp. pocet prvkii celku. Modelem je zpravidla opét
jen jedna linedrni rovnice o jedné neznamé, nékdy to miize byt soustava n rovnic pro n neznd-
mych.

Piiklad 1.3.1:

Ve ttech krabicich je ulozeno zboZzi. Prvni krabice obsahuje tfetinu vSeho zbozi. V druhé kra-
bici je Sestina vSeho zbozi, tfeti krabice obsahuje polovinu vSeho zbozi, coz je o 20 kg vice
nez ve druhé krabici. Kolik kg je v kazdé krabici?

Oznacme si hmotnost veskerého zbozi X, potom
v 1. krabici bylo }x zbozi,
v 2. krabici bylo ¢ x zbozi,
v 3. krabici bylo $x zbozi, coz je také ¢ x+20 kg zbozi.
Z posledniho tadku plyne vztah

Ix=1x+20 |-6

3x=x+120 |-x

2x=120 |:2

x=160,

v 1. krabici bylo $x zbozi, tj. 20 kg,
v 2. krabici bylo £x zbozi, tj. 10 kg,
v 3. krabici bylo 3 x zbozi, tj. 30 kg.
Zkouska:
Ve 3. krabici bylo 0 30 — 10 = 20 kg zbozi vice nez ve 2.
Ve vsech krabicich bylo 20 + 10 + 30 = 60 kg zbozi.
Odpoved:.
V prvni krabici bylo 20 kg zbozi, ve druhé bylo 10 kg zbozi a ve tieti 30 kg zboZi.

Priklad 1.3.2:

Statkar najal zahradnika na mésic s tou podminkou, Ze mu bude dévat stravu a 80 kr. mzdy za
kazdy odpracovany den; za den, ktery neodpracuje, musi platit 30 kr. za stravu. Kolik dni pra-
coval zahradnik, vydélal-1i za mésic 17 zI. 40 kr.*)?

Cet dni, které zahradnik nepracoval je potom (30 —X). Provedeme-li matematizaci realné
Situace, dostadvame
0,80-x-0,30-(30 — x) = 17,40.

%) zlaty a krejcar = ména, ktera byla zavedena v Rakousku (a tedy i u nas) v r. 1857 a uzivala
se do r 1892; potom byla zavedena ména korunova.
1 zlaty = 100 krejcari; pozdéji 1 zI. = 2 K.
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Tato linearni rovnice ma feseni X = 24 [dni].

Zkouska:

Za 24 dni dostal zahradnik 0,80-24 = 19,20 zI., za 6 dni zaplatil 0,30-6 = 1,80 zl., celkem
vydélal 19,20 — 1,80 = 17,40 zl.

Odpoved.

Zahradnik pracoval 24 dni.

3.1.4. Skupina 4: ,,Porovndni po zméndch*

Mame dvé nebo vice mnozin subjektii. Porovndvame jejich stavy v riiznych Situacich a
zjistujeme pocty prvkii téchto mnozin pred zménami a po zméndch. Modelem je jedna linedarni
rovnice nebo soustava dvou nebo vice linedrnich rovnic (podle poctu objektit). Miizeme téz
zjistovat velikost zmény. Potom byva modelem zpravidla jedna linearni rovnice.

Piiklad 1.4.1:

Stoupame po schodech na rozhlednu. Kdyby byl kazdy schod o 3 cm nizsi, bylo by jich na
rozhlednu o 60 vice. Kdyby byl kazdy o 3 cm vyssi, bylo by jich o 40 méné¢, nez jich je ve
skute¢nosti. Jak vysoka je rozhledna?

Oznacéme si pocet ptivodnich schodti p a vySku schodu X, potom je vySka rozhledny v =p-X;
po prvni zméné poctu schodi vyjadiime vysku rozhledny v = (x — 3) - (p + 60),
po druhé zméné poctu schodt vyjadiime vysku rozhledny v = (X + 3)- (p — 40).
Protoze rozhledna je stale stejné vysoka, plati:
p-x=(x-3)-(p + 60),
p-x=(x+3)-(p—40).
px = px — 3p + 60x — 180
px = px + 3p —40x — 120
=—-3p +60x—-180
0= 3p—-40x—-120
0=20x-300 — x=15 — p=240
Potom vyska rozhledny je v =p-x =240-15 =3 600 cm = 36 m.
Zkouska:.
Po prvni zméné — vyska schodu 12 cm, pocet schodt 300, vyska rozhledny 0,12 - 300 = 36 m,
po druhé zméné — vyska schodu 18 cm, pocet schodt 200, vySka rozhledny 0,18 -200 = 36 m.
Odpoved:.
Rozhledna je vysoka 36 m.

Piiklad 1.4.2:

Osel a velbloud nesli méchy s vodou. Kdyby se oslu ubral jeden méch a nalozil se na velblou-
da, nesl by velbloud dvakrat vic nez osel. Kdyby se ubral velbloudu jeden méch a nalozil se
na osla, nesli by oba stejné. Kolik stejnych méchii kazdy nesl?

Oznac¢me si po¢et mechu, které nese osel x, pocet méchti, které nese velbloud y.
Ubereme-li oslu jeden méch a ptidame jej velbloudovi, plati
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x-1)-2=y+1.
Ubereme-1i velbloudovi jeden méch a pfidame jej oslovi, plati

x+1l=y-1
Dostavame tak soustavu rovnic

x-1)-2=y+1 — y=2x-3

x+1l=y-1 X+1=2x-4 — x=5 — y=7

Zkouska:
Ubereme-li oslovi jeden méch a ptidame jej velbloudovi, bude mit osel 4 méchy a velbloud 8
méchd, tedy dvojnasobek toho co osel.
Ubereme-li velbloudovi jeden méch a pfidame jej oslovi, bude mit osel 6 méchi a velbloud
také 6 méchd, tedy stejné.
Odpoved'.
Osel nesl 5 méchu a velbloud 7 méchu.

o1

3.1.5. Skupina 5: ,,Porovndni riizného uspovadani*

Mame danu mnozinu subjektii. Porovndvame jeji stavy v riznych Situacich a zjistuje-
me pocty prvkii této mnoziny pomoci jejiho rizného uspordadani. Modelem je jedna linedrni
rovnice nebo soustava dvou nebo vice linearnich rovnic (podle poctu subjektit).

Piiklad 1.5.1:
Posadi-li se ve tfidé 7 zaku do kazdé lavice, zbyde v posledni lavici jen 1 zak. Posadi-li se do
kazdé lavice jen 6 zakl, nedostane se na 1 zdka mista. Kolik je zakt?

Oznac¢me si pocet lavic jako nezndmou X, potom matematizaci realné situace dostavame
7-(x—1)+1=6x+1,
jejimz feSenim je

x =7 [lavic],
pocet zakl je 6X+ 1 =6-7 + 1 = 43 zaka.
Zkouska:

Posadi-li se zaci do lavic po sedmi, je 43 : 7= 6, zb. 1, tedy bude obsazeno 6 lavic a v sedmé
bude 1 Zak, posadi-li se do lavic po Sesti, je 43 : 6 =7, zb. 1, tedy bude obsazeno vSech 7 lavic
a jesté jeden zak zbyde.

Odpoved:.

Z4ki je 43.

Priklad 1.5.2:

Harpax pocita své dukaty*). Klade je do ¢tverce. KdyZ ¢tverec naplnil, zbyly mu 284 kusy,
kdyz chtél sestavit ¢tverec, majici o jednu fadu vice, nedostavalo se mu 25 kust. Kolik dukatt
mel?

*) dukdt = mince, které zacaly byt u nas razeny za vlady Karla IV, jako ¢eské dukaty (Cesky
zlaty), v ob&hu do 17. stoleti; mély na sobé& reliéf sv. Vaclava.
1 dukat = 30 prazskych grosii = 190 krejcarii.
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OznaCme si pocet dukatli ve strané prvniho Ctverce X a pocet vSech dukati y, potom miizeme
popsanou situaci matematiky vyjadtit pomoci soustavy rovnic

y =x° + 284

y=(x+1)*>-25

y=x"+284 | -(-1)

y=x>+2x—-24

0=2x-308 — x=154 — y=24000 [K&].
Zkouska:

Z dukati vytvotfime ¢tverec o stran¢ 154 ks, potom obsahuje 154% = 23 716 ks. Zbyva
24 000 — 23 716 = 284 dukatda.

Z dukati vytvotfime ¢tverec o stran¢ 155 ks, potom obsahuje 155% =24 025 ks. Ptebyva
24 025 — 24 000 = 25 dukatu.

Odpoved'.

Harpax mél 24 000 dukatq.

3.1.6. Skupina 6: ,,Rovnomérné rozdéleni

Mame danu mnoZinu subjektii. Kazdy subjekt viastni urcité mnoZstvi majetku a dochazi
K jeho rovnomérnému rozdéleni. Zjistujeme, jak se jednotlivé subjekty mezi sebou vyrovnaly,
tj. kdo kolik ostatnim zaplatil. Ulohu miiZeme resit visudkem nebo jednou jednoduchou linedr-
ni rovnici nebo pomoci obecného modelu.

Priklad 1.6.1:

Tt rybafi byli na rybach. Prvni chytil tii ryby, druhy ¢tyfi, vSechny ryby byly piiblizné stejné.
Tteti nechytil nic. VSechny ryby rozd¢lili rovhomérné mezi sebe. Tteti, ktery nechytil zadnou
rybu, zaplatil 7 euro jako ndhradu. Kolik euro by m¢l dostat ze sedmi prvni a kolik druhy ry-
bar?

ProtoZe se jedna o charakteristickou ulohu, vyfeSme ji nejdiive obecné (postup je podobny
jako v pt. 0.0.3). Ozna¢me Si neznamé:

X — pocet euro, které obdrzi prvni rybaf,

y — pocet euro, které¢ obdrzi druhy rybat,

Z — cena jedné ryby (v eurech).

Potom si ozna¢ime dané hodnoty (konstanty):

a — pocet ryb, které chytil prvni rybaf (v ks),

b — pocet ryb, které chytil druhy rybaf (v ks),

e — pocet euro, které za ryby zaplatil tieti rybaft.

Vyjadiime-li vztahy ze zadani dostavame:

Prvni rybar dostal: X=a-z—e
Druhy rybaf dostal: y=b-z—e (3-2)
Celkem oba dostali: X+y=e

Soustava rovnic (3-2) je modelem dané situace. Ze soustavy mizeme vyjadfit X, Y, Z.
X=e-y — e-y=a-z-e
y=b-z—e
e—bz+e=az-e
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3e

az+bz=3¢ —» z=—-— (3-2a)
a+b
K—a. 3e _e:3ae—ae—be:2ae—be (3-2b)
= a+b a+b a+b
_b. 3e _e:3be—ae—be:2be—ae (3-20)

= a+b a+b a+b
Konkrétni feseni:
a=3ryby, b=4ryby, e =7 euro.
3e 3.7

z=—— = ——=23[eura],
a+b 3+7
2ae—be 2.-3.7-4.7
X = = =2 [eura],
a+b 3+4
2be—ae 2-4-7-3-7
y= = =5 [eur].
a+b 3+4

Za zkousku miiZeme povazovat nasledujici resent.

D

Ulohu miizeme samoziejmé fesit konkrétng (bez obecnych formulaci), potom oviem musime
postupovat pro vSechna zadani samostatné a postup feseni tak stale opakovat.

Oznac¢me si cenu jedné ryby X euro.

Protoze ryb bylo 7, jejich celkova cena byla 7x euro.

Kazdy obdrzel ryby za 7?)( euro a jejich cena je 7 euro, proto plati

7—3)(:7 —  x=3[euro].
Prvni rybafr dostal 3-3 — 7 =2 eura, druhy rybai 4-3 -7 =5 eur.
Odpoved:.

Prvni rybaf obdrzel 2 eura, druhy 5 eur.

Reseni zpracovano podle [46], str. 46.

Kazdy z rybatt si odnesl tfetinu ryb, proto cena 7 euro, kterou zaplatil tieti rybat, byla za tre-
tinu ryb. VSechny ryby staly 3-7 = 21 euro. Jestlize rybafi ulovili 7 ryb, jedna stala 21 : 7= 3
eura. Prvni rybat chytil tfi ryby (za 9 euro), mé&l dostat 9 — 7 = 2 eura; druhy rybaf chytil ctyfi
ryby (za 12 euro), m¢l dostat 12 — 7 =5 euro.

Odpoved:.

Prvni rybafr obdrZel 2 eura, druhy 5 eur.

Priklad 1.6.2:

Prvni soused natrhal 31 kg jablek, druhy soused 89 kg jablek a rozd€lili se rovhomérné
S tietim, ktery nenatrhal Z4dna jablka. Tteti zaplatil za jablka 400 K¢. Jak si prvni dva penize
rozdélili?
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Piedpokladame, ze vSechna jablka byla stejné ceny. Tteti zaplatil za jablka, kterych byla tieti-
na, 400 K¢, proto vSechna jablka stala 400-3 = 1200 K¢.

Jablek bylo 31 + 89 = 120 kg, proto 1 kg stalo 1200 : 120 = 10 K¢.

Prvni soused natrhal 31 kg a vzal si jablka za 400 K¢, proto ma dostat

31-10—400 = - 90 K¢, to znamend, ze musi druhému jesté zaplatit 90 K¢.

Druhy soused natrhal 89 kg a vzal si jablka za 400 K¢, proto ma dostat

89-10 — 400 =490 K¢.

Celkem dostane druhy soused od ostatnich 90 + 400 = 490 K¢.

Prvni soused natrhal 31 kg — a =31,
Druhy soused natrhal 89 kg — b =89,
Tteti soused zaplatil 400 K¢ — e =400.
Pro feseni vyjdeme z modelu (3-2) a uzijeme vzorci (3-2a), (3-2b) a (3-2¢) :
. 3e _ 3-400 _10 [Ks],
a+b 31+89
= 2ae—be _ 2-31-400-89-400

—90 [K¢], tj. prvni jesté zaplati druhému 90 K¢,

a+b 31+89
_ 2be —ae _ 2-89-400-31-400 - 490 [K&].
a+b 31+89
Odpoved:.

Prvni soused jeste¢ doplatil druhému 90 K¢, ktery tak za jablka dostal 490 K&..

3.1.7. Skupina 7: ,,Neiplné jednoduché uréeni*

Zname celkovy pocet prvku skupiny a neuplné udaje pro jejich pocet. Urcujeme pocty
Jjednotlivych prvkii. Modelem je soustava m rovnic o n neznamych (m < n), ktera vede na dio-
fantovskou rovnici, v tomto pripadé je to linedrni diofantovska rovnice o dvou neznamych.

Piiklad 1.7.1:

Dopravni podniky maji k dispozici pro dopraveni 12 000 osob dva druhy souprav: souprava A
pojme 90 osob, souprava B 150 osob. Kolik kterych souprav je tieba, aby byl jejich celkovy
pocet co nejmensi.

Oznacme si pocet souprav A jako nezndmou X a souprav B jako neznamou Yy, potom realnou
situaci pfevedeme na diofantovskou rovnici

90x + 150y =12 000 | : 30

3x + 5y = 400.

Tuto rovnici nahradime kongruenci

3x=400mod 5 | —400

3X=0mod 5 | :3

X=0mod 5,

ztohoplyne x=5t,te Z
a dosadime do ptivodni rovnice
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3-5t+5y =50
a dostavame y=80—3t, t € Z.
Nyni najdeme feseni postupnym dosazovanim celych ¢isel za t:
t 1 2 3
X 5 10 15
y 77 74 71
> 82 84 86 ...atd.
Je ziejmé, ze feSeni je pouze X =5,y = 77, protoze kazda dalsi dvojice dava vzdy veétsi sou-
cet.
Zkouska:
Soupravy dohromady pojmou 5-90 + 77-150 = 12 000 osob.
Odpoved'.
Je tfeba 5 souprav A a 77 souprav B.

Piiklad 1.7.2:

V prodejnim stanku méli dva druhy trpaslikd, vSech trpaslikii bylo celkem 17. Jeden druh
trpaslikit mél na kabatu o 2 knofliky vice. VSichni trpaslici méli celkem 90 knoflika. Kolik
bylo kterych a kolik m¢l kazdy druh trpaslik knoflika?

Nezname pocet trpaslikl a pocet jejich knoflikd, proto si X 0znaéme pocet trpaslikii s mensim
poctem knoflikl, pocet knoflikdi na kabaté¢ bude kazdy trpaslik mit n; y si oznaéme pocet tr-
paslikt s veétsim poctem knoflikii, pocet knoflikii na kabaté bude kazdy trpaslik mit
n + 2. Budeme-li matematizovat realnou situaci, dostaneme soustavu rovnic
x+y=17 | -y
n-x+(n+2)-y=90
X=17-y
n-(17-y)+(n+2)-y=90
17n—ny +ny + 2y =90
17n+2y =90
a tuto diofantovskou rovnici vyieSime pomoci kongruenci.
17n=90mod2 | —22
17n=68mod2 | :17
n=4mod2 | -4
n =0 mod 2
ztohoplynepron: n=2t,te Z — 34t+2y=90 |- 34t
2y=90-34t |:2

y=45-17t,
pro x dostavame: x=17—-(45-17t) — =-28+17t.
Nyni dosazujeme za t celé Cisla a hledame ptirozené hodnoty n, n + 2, x, y.
t 1 2 3
n 2 4 6
n+2 4 6 8
X -11 6 23
y 28 11 -6 ...atd.

Protoze hledame feSeni pouze v oboru pfirozenych Cisel, je feSeni pouze n = 4, X = 6,
n+2=6,y=11.
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Zkouska:

Celkovy pocet knofliki Sesti trpaslikii s mensim poctem knoflikii a jedendcti trpaslikt
s vétsim poctem knoflikti je 6-4 + 11-6 = 90.

Odpoved'.

Na prodejnim stanku méli 6 trpasliktl se 4 knofliky na kabaté¢ a 11 trpaslikli se 6 knofliky na
kabate.

3.1.8. Skupina 8: ,,Neupliné sloZité uréeni“

Zname celkovy pocet prvku skupiny a neuplné udaje pro jejich pocet. Urcujeme pocty
Jednotlivych prvkii. Modelem je soustava m rovnic o n nezndmych (m < n), kterda vede na dio-
fantovskou rovnici, v tomto pripadé je to linearni diofantovskad rovnice o trech a vice neznd-
mych nebo diofantovska rovnice vyssiho stupnée.

Piiklad 1.8.1:
Chlapci — bylo jich méné nez sto — nastoupili do osmistupu a zbyli tii; kdyZ nastoupili do
pétistupu, zbyli dva; v Sestistupu zbyl jen jeden. Kolik jich bylo?

Oznacme si pocet chlapci X, pocet fad osmistupu k, pocet fad pétistupu | a pocet fad Sesti-
stupu m. Potom postupné vyjadiime pocet chlapcti pomoci osmistupu, pétistupu a Sestistupu:

x=8-k+3
Xx=5.1+2
X=6-m+1.

Protoze levé strany se rovnaji musi se rovnat i strany pravé. Z prvni a druhé rovnice dostava-

me (tuto soustavu feSime metodou porovnavaci):
8k+3=5l+2 |-3

8k=51-1 |:8
k=21-%.
Nyni dosazujeme za | a hledame k tak, aby ob¢ ¢isla byla pfirozena.
=5 — k=3,
=13 — k=8,

=21 — k=13 atd. pro toto k je x > 100.
Z druhé a tieti rovnice dostavame:
6m+1=5l+2 |-1
6m=51+1 |:6
m=21+%
Nyni opét dosazujeme za | a hledame m tak, aby obé¢ ¢isla byla pfirozena.
I=1 — m=1,
=7 — m =6,
=13 - m=11,
I=19 — m = 16,
=25 —» m=21, atd. prototom je x > 100.
Porovnanim vysledkt poslednich dvou rovnic dostavame, ze k =8, 1 =13, m = 11.
Potomx=8-8+ 3 =67
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Zkouska:

Osmistup: 67 : 8 =8, zb. 3, pétistup: 67 : 5 =13, zb. 2, Sestistup: 67 : 6 =11, zb. 1.
Odpoved.

Chlapct bylo 67.

Piiklad 1.8.2:
Tti druhy plechovek se soucastkami byly dopraveny v bedné. Plechovky mély hmotnosti 2 kg,
3kg, 5 kg a objemy po fads 1 dm® 4 dm* a 6 dm®. Celkova hmotnost zasilky bez bedny byla

81 kg, celkovy objem plechovek 93 dm?. Jestlize pocet nejtezsich plechovek byl nejvétsi, ko-
lik plechovek kazdého druhu bylo v zasilce?

v Vv

dostadvame:  5x+ 3y +2z =81
6x+4y+2=93 |-2
~7x-5y=-105 |- (-1)
7x + 5y =105

Protoze 5/105, plati x=c+bt, y= c-ac

—at, teR, potom

Xx=105+5t, y=-126-7t a z= (81 —-5x—23y).
Hodnoty zapiSeme do tabulky:

t: X: y: z
-18 15 0 3
-19 10 7 5
-20 5 14 7

=21 0 21 9
Protoze pocet plechovek je pfirozené ¢islo a nejvétsich plechovek je nejvice, ma tiloha jediné
feSeni x=10,y=7,2=25.
Zkouska:
Hmotnost: 10-5+7-3+5-2 =81 kg.
Objem: 10-6 +7-4+5-1=93dm®.
Odpoved:.
NejvétSich plechovek bylo v zasilce 10, prostiednich 7 a nejmensich 5.

3.1.9. Skupina9: ,,Specidlni ulohy*

Posledni skupina obsahuje ty uilohy, které nelze zaradit mezi ostatni. Nelze pro né vy-
tvorit jednotny model, u kazdé ulohy jej musime hledat zvlast. Jsou zde téz zarazeny ulohy,
kdy je pouzita delitelnost.

Piiklad 1.9.1:

Déti se délily o ofechy. Prvni dostalo 6 ofechl a pétinu zbytku, druhé dostalo 12 ofechti
(dvojnasobek toho, co prvni) a pétinu druhého zbytku, tieti dostalo 18 ofechii (trojnasobek
toho, co prvni) a pétinu tfetiho zbytku atd. Tak se rozdélily o ofechy stejnym dilem. Kolik
bylo déti a kolik bylo ofechii?
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Reseni:

Pocet ofechli oznacme X, potom
prvni dité dostalo . . ... 6+ X ; 6 - X +524 , Zbytek byl .. ... y— X +524 _ 4x ; 24 |

4x —24

druhé dit¢ dostalo . . . .. 12 + [ —12): 5= 4)(;—5216, zbytek byl ... atd.

Protoze vSechny déti dostaly stejné musi platit:
X+24 _ 4x+216 | .95

5 25
5x + 120 =4x+216 | —4x-120
X =96 ofecht.

Prvni dité dostalo 2% = %6 g 24 _ 94 ofechii, podet déti byl 96 : 24 = 4.
Zkouska:

Prvni dit¢ dostalo .... 6 plus (96 —6):5=18, celkem 24 ofecht,

druhé dité dostalo . .. 12 plus (96 —24 —12): 5 =12, celkem 24 ofechd,
treti dité dostalo . ... 18 plus (96 —24 —24 — 18) : 5 =6, celkem 24 ofechd,

ctvrté dit¢ dostalo . .. 24 plus (96 —24 — 24 — 24 —24):5=0, celkem 24 ofech.
Celkem dostaly 24 + 24 + 24 + 24 = 96 ofechd.

Odpoved:.

Byly ¢tyfi déti a rozdé€lily si celkem 96 ofechd.

Priklad 1.9.2:

Selka pfinesla na trh n€kolik liber masla a prodala je. Za kazdé dvé libry dostala tfi slepicky.
Slepic¢ky pak nesly vejce. Kazda slepicka snesla tolik vajec, kolik byla tietina z jejich poctu.
Selka pak vzala vSechny vejce a na trhu je prodala. Za kazdych devét vajec dostala tolik krej-
cartl, kolik vajec kazda slepicka snesla. Selka za vejce utrzila 72 krejcard. Kolik liber masla,
kolik slepic méla a kolik vajec prodala?

Pocet liber mésla oznacime . ... X, pocet slepicek . ... Yy, potom plati vztah:
=2y — y=3x

Kazda slepicka pak snesla
1y=1.3x=1x vajec.

Pocet vSech vajec je
vy =5y" =5 =

Protoze selka utrzila za 9 vajec 3 X krejcarii a vechny vejce staly 72 krejcart, dostavame

troj¢lenku (¢i pomér):

" 9lvajec]....... 1 x [krejcarii]
3x?[vajec]. ... 72[krejcari]
3y2
X2 3x*=648 | -2
9 X

x =12 [liber masla]
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Pocet slepicek: .. ... X ... 18 slepicek,

pocet prodanych vajec ... .. 3x° ... 108 vajec.

Zkouska:

Za 2 libry dostala 3 slepicky, potom za 12 liber dostala 18 slepicek.

Pocet vajec, které snesla jedna slepicka je tietina z 18, tj. 6 ks. Pocet vSech vajec je pak
6-18 = 108 ks.

Odpoved'.

Selka méla 12 liber masla, 18 slepicek a prodala 108 vajec.

3.2. Slovni ulohy o ¢islech

Slovni ulohy o &islech jsou velmi blizké matematickym tloham. Hleddme-li neznama
Cisla, pouzivame zakladni matematické dovednosti, jako jsou operace s ¢isly, feSeni rovnic a
nerovnic apod. Proto metody, které pouzivame pii feSeni téchto slovnich uloh jsou velmi
rozmanité. Slovni tlohy jsou ¢lenény podle toho, jak jsou jednotliva ¢isla charakterizovana.

3.2.1. Skupina 1: ,,Myslim si ¢islo*

Myslim si cislo (nebo vice cisel), které je (JSOu) resiteli neznamé, provedu s nim (S ni-
mi) konecny pocet operaci a vysledek resiteli oznamim. Ten hleda cislo, které jsem si myslel.
Jindy je treba vysvétlit postup, kterym jsem k cislu nebo k zajimavému vysledku dosel.

Priklad 2.1.1:

Jestlize se myslené ¢islo zdvojndsobi, k soucinu pfictu Ctyfi, soucet nasobi 5, k souinu se
piipoji 12; jestliZe se tento soucet ndsobi 10 a od soucinu se odecte 320, 1ze na zakladé zbytku
udat ¢islo myslené. Jak?

Resent:

Operace: Vysledek:
myslené Cislo: X
zdvojnasobeni: 2X
pficteni Ctyt 2x+4
nasobeni péti 10x + 20
pficteni dvanacti 10x + 32
nasobeni deseti: 100x + 320
odecteni 320: 100x
Vysledek je tedy stonasobkem myslen¢ho cisla.
Zkouska:

Staci vzit jakékoliv €islo a provést s nim urcené operace. Tato zkouSka je neuplnd, Gplna
zkouska se provadi obracenim postupu.

Odpoved:.

Myslené ¢islo je setina vysledku.
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Piiklad 2.1.2:
Myslim si ¢islo, nasobim je péti, od soucinu odectu 24, vysledek délim Sesti a pfictu pak 13.
Dostavam myslené ¢islo. Které ¢islo jsem si myslel?

Resent.
Myslené Cislo ozna¢im X a vyjadiim pomoci matematickych operaci vztahy pro myslené ¢islo:
SX=24 13-x |-6
5x - 24 +78=6x |-5x
X=54
Zkouska:

54.5=270, 270 —24 = 246, 246:6 =41, 41 + 13 =54,

Odpoved.
Myslené cislo je 54.

3.2.2. Skupina 2: ,,Cislo a jeho vlastnosti“

Hledana cisla ci cislo jsou urceny pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
ndsobku, apod.). Hledané cislo ¢i c¢isla nemaji jiz jiny vztah. Z téchto vlastnosti je nutné hle-
dané Cislo ¢i cisla urcit.

Priklad 2.2.1:
Aritmeticky primér dvou Cisel je 17 a jejich geometricky prumér je 15. Urcete obé &isla.

Oznac¢me si prvni hledané ¢islo X, druhé y, potom vyjadiime aritmeticky a geometricky pru-
mér téchto Cisel:
X+y

=17 | -2

2
Jx-y=15 |2

X+y=34 — y=34—-x
Xy = 225
x-(34-x)=225 |-225
x> +34x-225=0 | - (1)
x* —34x + 225 =0
(x-9)-(x-25)=0
X1=9 — Y1 = 25
Xo2=25 — Yo = 9.
Uloha ma pouze jedno feSeni, protoze X; = Y2, X2 = Y.
Zkouska:

Aritmeticky pramér: 9t25 _ 17, geometricky primér: +9-25 =15.

Odpoved:.
Hledana cisla jsou 9, 12.
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Piiklad 2.2.2:
Soucet dvou Cisel je 12, soucet jejich tietich mocnin je 468. Urcete je!

Hledana ¢isla ozna¢me X, y, potom plati
X+y=12 — x=12-y
X’ +y° = 468
(12 —y)® +y® = 468
1728 — 432y +36y° —y* +y* =468 |- 468
36y 432y +1260=0 | :36
y>— 12y +35=0
(y-5)-(y-7=0
V1= 5 - Xx1=7
Yo = 7 — Xp=5,
Z vysledk je ziejmé, Ze existuje jediné feSeni 5, 7.
Zkouska:
Ovétime vztahy v zadani:
5+7=12; 5°+7°=468.
Odpoved:.
Hledan4 cisla jsou 5 a 7.

3.2.3. Skupina 3: ,,Po sobé jdouci Cisla a jejich vlastnosti

Hledana cisla jsou urcena pomoci svych viastnosti (souctu, rozdilu, mocniny, nasobku,
apod.). Hledana cisla jsou navic po sobé jdouci. Z téchto vlastnosti je nutné hledand cisla
urcit.

Priklad 2.3.1:
Ktera dvé po sob¢ jdouci pfirozena ¢isla maji tu vlastnost, ze rozdil jejich druhych mocnin se
rovna 15?

Oznac¢me si dvé po sob¢ jdouci ¢isla n, n +1 a plati pro né
(n+1)*-n’=15
n“+2n+1-n°=15
2n+1=15 — n=7,n+1=8

Zkouska:

Rozdil je 8% — 7% = 15.

Odpoved:.

Hledana ptirozena ¢isla jsou 7, 8.

Piiklad 2.3.2:
Najdéte Ctyii po sobé€ jdouci ptirozena Cisla tak, aby soucet tietich mocnin prvych tii se rovnal
treti mocning Ctvrtého.
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Hledana ptirozena ¢isla si oznacme n, n + 1, n + 2, n + 3. Potom plati
nP+n+1)°%+n+2)°=(n+3)°

n*+n’+3n°+3n+1+n+6n°+12n+8=n*+9n’+27n+27 |-n®-9n*-27n-27
2’ —12n—-18=0 | :2
n*-6n-9=0

a dostavame kubickou rovnici, kterou mizeme fesit pomoci Cardanovych vzorct. Oznacime-
lisip=-6,qg=-9, potom diskriminant

D= (ﬂjz +(£j3 = (ngz +(‘76j3 =1225 — JD=41225 =35

2 3 2
a realné feSeni je

n=u+v ?i/[—g)—i-\/ﬁ +s\/(—%}—\/ﬁ =3/45+35+3/45-35-38+%1 =3.
ProtoZe n je pfirozené, je feSenim nasi ulohy.

Lze snadno dokézat, Ze dalsi dvé hodnoty feSeni jsou imaginarni {napt. délenim
(n*-6n-9): (n-23)}.

Zkouska:

3°+4°+5°=216.

6° = 216.

Odpoved:.

Ctyfi po sobé jdouci pirozena &isla jsou 3, 4, 5, 6.

3.2.4. Skupina 4: ,,Cislo a jeho ciferny soudet“

Hledané cislo je urceno pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny, ndsobku,
apod.). Hledané cislo je navic charakterizovdana svym cifernym zdapisem. Z téchto vlastnosti je
nutné hledané cislo urcit.

Priklad 2.4.1:
Dvojciferné ¢islo ma ciferny soucet 9. Vymeénime-li pofadi obou ¢islic, vznikne ¢islo, které
nasobeno piivodnim da 1 458. Které je to ¢islo?

Ozna¢me si prvni cifru X, druhou cifru y, potom plati
X+y=9 |-y

(x+10y)-(10x +y) =1 458

X=9-y
10x? + 101xy + 10y* = 1 458

10-(9—y)? + 101- (9 —y) -y + 10y* = 1 458
810 — 180y + 10y* + 909y — 101y* + 10y* = 1458 | — 1458
— 81y’ + 729y — 648 =0 | : (- 81)

y'-9y+ 8=0
(y-1)-(y-8)=0
y1:1 — X1=8
y2=8 — X2=1

zZ ¢ehoz plyne, ze feSeni je 18 a 81.
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Zkouska:

18 - zaménou cifer dostavame: 81 a obracene€, soucin 18-81 =81-18 =1 458.
Odpoved.

Resenim jsou &isla 18, 81.

Piiklad 2.4.2:

Ctyfciferné ¢islo ma ciferny soucet 13; soudet jeho poslednich dvou &islic rovna se druhé &is-
lici; soucet Cislic krajnich rovna se poloving této Cislice. Jestlize pak se Cislo obrati, vzroste o
819. Udejte toto cislo!

Oznacéme si od nejvétsiho fadu po nejmensi postupné Cislice X, Y, z, w. Potom plati:
X+y+z+w=13
Z+w=y
x+w =1y |.2
1 000w + 100z + 10y + x — (1000x + 100y + 10z + w) = 819
X+y+z+w=13
Z+tw=y
2X+ 2w =y
—999x — 90y + 90z + 999w = 819 | :(-9)
X+y+z+w=13
Z+tw=y
2X+ 2w =y
—111x—-10y + 10z + 111w =91
X+2z+2w =13
2X+2W=z+Ww
—111x—10z—- 10w + 10z + 111w =91
X+2z+2w =13
2X—z2+w=0 — z=2X+Ww
—111x+ 101w =91
5x+4w=13 | - 111
~111x+10lw=91 | -5
555x + 444w = 1443
— 555x + 505w = 455
949w = 1898 | : 949
w=2 — 5x+8=13

x=1 — z=4
y=6
a Ctyfciferné Cislo je 1 642.
Zkouska:
1+6+4+2=13.
4+2=6.

1+2=3, ;-6=3.
24611642 =819.

Odpoved.

Hledané ¢tyiciferné Cislo je 1 642.
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3.2.5. Skupina 5: ,,Nejvétsi a nejmensi cislo*

Hledana cisla ci cislo jsou urceny pomoci svych viastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
nasobku, apod.). Hledané cislo ci ¢isla nemaji jiz jiny vztah. Mdame urcit nejvétsi ¢i nejmensi
c¢islo (hledame extrém), které splinuje dané pozadavky.

Piiklad 2.5.1:
Cislo 28 rozlozte na dva sCitance tak, aby jejich soucin byl co nejvetsi.

Oznacme si scitance X, Y, pak plati
X+y=28 — y=28-Xx

S=x-y ...maximalni.
Potom
S=x-(28-x) =28x—x%
: 14 4 Ja 7 y . _ b . b2 _4aC ,
Kvadratickd funkce ma extrém ve svém vrcholu, ktery je V = | — 2 aa | Nas pouze
a a

zajima x-ova soufadnice; X = — 23, kde a=-1, b =28, proto x = —Z—i = 14. Potom také y =
a —

14. Protoze a <0, ma kvadraticka funkce ve vrcholu V maximum.
Zkouska:
Neuplnou zkousku mlzeme provést tim, Ze dosazujeme dals$i hodnoty. Pro Zadné dva scitan-
ce, jejichZ soudet je 28 nebude uz soudin v&tsi nebo roven 14% = 196.
Zkousku miizeme také provést tim, Ze Glohu vypocteme jinou metodou, napi. pomoci diferen-
cialniho poctu.
Funkci S =28x—x? derivujeme, prvni derivaci polozime rovnu 0 a pro X dostavame hodnotu
extrému. Abychom zjistili, jaky je to extrém, musime zjistit hodnotu druhé derivace v bod¢ X.
Pro maximum musi tato hodnota byt zdporna.
S'=28-2x, 28-2x=0 |-28
—2x=-28 | :(-2)

x=14
Potom druhé derivace S”"=—2 <0 pro vSechny hodnoty X.
Zaver: v bode X = 14 je maximum dané funkce.

Odpoved:.
Oba scitanci jsou 14.

Piiklad 2.5.2:
Cislo 100 rozloZte na dva sCitance takové, aby soucet jejich ¢tvercl byl co nejmensi.

Oznacme si s¢itance X, Y, potom plati:
X+y=100 — y=100-x
S=x*+y* ... minimalni.
Potom S = x* + (100 — x)*= 2x* — 200x + 1 000
a hledame extrém kvadratické funkce S = 2x° — 200x + 1 000.
Stejné jako ve zkousce piedchoziho piikladu funkei S = 2x* — 200x + 1 000 derivujeme, prvni
derivaci polozime rovnu 0 a pro X dostdvdme hodnotu extrému. Abychom zjistili, jaky je to
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extrém, musime zjistit hodnotu druhé derivace v bod¢ X. Pro minimum musi tato hodnota byt
kladna.
S"=4x-200; 4x—-200=0 | +200

4x=200 | :4
x =50
S""=4>0, potom v bod¢ X = 50 ma dana funkce minimum.

Zkouska:
Zkousku muzeme provést uzitim jiného postupu (opét tfeba pomoci kvadratické funkce) nebo
muizeme provést netiplnou zkousku.

Poznamka:
Neuplna zkouSka byva cCasto pro studenty piesveédCiveéjsi nez Uplnd, protoze pracuji
s konkrétnimi ¢isly a nemusi uzivat teorii.

3.2.6. Skupina 6: ,,Nedostatec¢ny pocet uréujicich prvki*

Hledana cisla ¢i cislo jsou uréeny pomoci svych viastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
nasobku, apod.). V ulohdch neni dostatecny pocet urcujicich prvkii, proto vedou na diofantov-
ské rovnice.

Piiklad 2.6.1:
Najdéte dvé prirozena Cisla, jejichz rozdil ¢tvercii je 71.

Oznaéimze-li ;/elikost strany prvniho ¢tverce X a druhého Y, 1ze danou ulohu vyjadtit rovnici
X°—y =71
Rovnice x?—y*=c je fesitelna celymi &isly tehdy a jen tehdy, je-li ¢ &islo liché nebo délitel-
né Ctyfmi.
V rovnici x* —y?=71 nejprve rozlozime levou stranu
(x+y)-(x—y) =71,
potom pravou: 71 =1-71 a polozime:
X+y=71, x-y=1,
z ¢ehoz plyne x = 36, y = 35.
Zkouska:
36°— 35°="71.
Odpoved:.
Hledana pfirozena Cisla jsou 36 a 35.

Priklad 2.6.2:

Pro ktera ¢isla X ma zlomek celociselnou hodnotu?

6X+9

platit (8x—1) =(6x +9)-k, kde k € Z a dostavame bilinearni rovnici
Bkx + 9k = 8x — 1,
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bx +d

kterou upravime na obecny tvar y = — , konkrétné
ax+c
-8x+1
6x+9
Protoze hodnoty a, € jsou soudé€lna ¢isla (délitel 3), vynasobime spoleénym délitelem a mame
-8x+1
k= —
2X+3
a muzeme zapsat
-8x+1

= — , kdel=3k,a=2,b=-8,c=3,d=1.
2X+3

Potom ad—bc=2-1-(— 8)-3=26.
Délitel¢ Cisla 26 jsou+ 1, +2, £ 13, £26; 2Xx+ 3 =m; a feseni jsou:

1)m=1—- 2x+3=1 - x=—-1 - |=-2=-9 — k=-3,
2)my=—1 — 2x+3=-1 - x=-2 — | = -1 =17 — k—neni celé,
Img=2 — 2x+3=2 —» x=-1 — |=-3 — k—neni celé,
hmp=-2 — 2Xx+3=-2 — x=—3% — =2 — k—neni cel¢,
5)my=13 — 2x+3=13 — x=5 —» |=-¥=3 — k=1,
6)m=—13 — 2x+3=-13 - x=-8 — |= -8 =5 — k—neni celé,
7YMp=26 — 2Xx+3=26 — x=2 — |= -2 — Kk-—neni celé,

N

9

2 — |=-%2 — k—nenicelé.

8)my=-26 - 2x+3=-26 —> x=— 5
Re§enimjsou Gislaxy;=—1 a X, =5.

ZkousSka:

8x-1 _8-(-1)-1 _—_9

6x+9 6-(-)+9 3
1.

1) x =—1, potom zlomek =-3.

ax:S,panZMmd<8X_1: 8-5-1_39 _
6x+9 6:-5+9 39

Odpoved:.
8x -1
6x+9

Zlomek

ma pro X = — 1 celoc¢iselnou hodnotu — 3 a pro x =5 celo¢iselnou hodnotu 1.

3.3. Slovni ulohy o pohybu

Slovni tlohy o pohybu patii neodmyslitelné¢ do kazdé sbirky slovnich uloh. Jsou ¢le-
nény podle toho kolik subjekt se pohybuje, po jakych drahach se pohybuji a jakym zptliso-
bem se pohybuji (o jaky pohyb jde).

3.3.1. Skupina 1: ,,Jeden subjekt a stdlda rychlost*

Po draze se pohybuje pouze jeden subjekt. Draha byva neuzaviena, miize vSak byt i
uzaviend (tj. vetsinou kruhova). Subjekt se miize i nemusi vracet do vychoziho bodu. Subjekt
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se celou cestu pohybuje stalou rychlosti. Pokud se vraci do vychoziho bodu, miize se rychlost
subjektu zménit (ale po celou dobu ndavratu musi byt rychlost stdla). Pocitame rychlost subjek-
tu, cas, ktery potrebuje na cestu nebo velikost drahy, kterou urazi.

Priklad 3.1.1:

Vlak ziskal by na cesté 180 km dlouhé % hodiny, kdyby za hodinu urazil vzdy o 9 km vice.

Kolik hodin potiebuje k probéhnuti celé trati?

K feSeni pouzijeme vztahu S =V-t pro rovnomérny pohyb. Ozna¢me neznamou rychlost v =
X, neznamy ¢as t = y. Potom dostavame
180=x-vy.
Zvétsi-li se rychlost a zkrati ¢as, dostdvame
180=(x+9)-(y— %).
Slovni tiloha se po matematizaci méni na matematickou tlohu — feSeni soustavy rovnic
180=x -y
180=(x+9)-(y—-%

Vyjadiime z prvni rovnice X (tentokrat zamérné, protoze pocitame y) a vypocitame y:

180

X=—

y
180=(@+9J-[y—3j
y 3

180:180+9y—@_6 |- 180 |%
y

3y -2y-40=0 D=(-2°-4-3-(-40)=484 — D =22
_2122_{4

y12_ 23 - _w

3

ProtoZe rychlost nemuze byt zaporna, je feSenim pouze hodnotay =t =4 h.

Zkouska:

Jede-li vlak 4 hodiny, je jeho rychlost 180 : 4 = 45 km/h a urazi 180 km. Potom vlak zrychli
na45+9=>54km/h, jede4— 2=3%h aujede 31-54 =180 km.

Odpoved:.

Vlak potiebuje na projeti celé trati pied zrychlenim 4 hodiny.

Priklad 3.1.2:
Chodec mé byt ve mésté za 2 hodiny. Uvazoval takto: ,,Jdu-li za 1 hodinu 4,5 km, opozdim se

o Ctvrt hodiny. Jakou rychlosti musim jit, abych byl ve mésté 12 minut pied stanovenou do-
bou?*

K fegeni pouZzijeme vztahu S =V-t pro rovnomérny pohyb.
Jde-li chodec rychlosti 4,5 km/h ujde drahu za 2,25 h, draha je tedy 4,5-2,25 = 10,125 km.
Protoze chce drahu 10,125 km ujit za (2 — £3) = 1,8 h, je jeho rychlostv =s:t=10,125:1,8
= 5,625 km/h, coz je také 52 km/h.
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Zkousku mizeme ud¢€lat obracenim postupu.
Odpoved'.
Aby chodec byl ve mésté 12 min pied stanovenou dobou, musi jit rychlosti 5,625 km/h.

3.3.2. Skupina 2: ,,Jeden subjekt a riizna rychlost*

Po draze se pohybuje pouze jeden subjekt. Draha byva neuzaviend, miize vSak byt i
uzaviend (tj. vétsinou kruhova). Objekt se miize i nemusi vracet do vychoziho bodu. Rychlost
subjektu se behem jedné cesty alespon jednou zmeni. Pocitame rychlosti subjektu nebo cas,
ktery potrebuje na prekonani jednotlivych usekit nebo vzdalenosti téchto usekii.

Piiklad 3.2.1:
Turista usel 16 km za 3,5 hodiny. Prvni dvé hodiny Sel stale stejn¢€ rychle. Potom zvolnil chii-
zi a Sel uz jen stalou rychlosti o 1 km/h mensi nez diive. Urcete obé& rychlosti.

Prvni nezndmou rychlost si oznacme X [km/h], potom druhd nezndma rychlost je o 1 km/h
mensi a ozna¢ime ji X — 1 [km/h]. ProtozZe turista $el prvni rychlosti 2 hodiny a druhou 1,5
hodiny, plati
2-x+15-(x-1)=16
2x+15x-1,5=16 |-1,5
35x=17,5 | :3,5
x=5[km/h] — x-1=4[km/h].
Zkouska:
Nejdtive Sel turista 2 hodiny rychlosti 5 km/h a usel 2- 5 = 10 km, potom $el turista 1,5 hodinu
rychlosti 4 km/h a usel 1,5-4 = 6 km, celkem usel 10 + 6 = 16 km.
Odpoved.
Prvni, vétsi rychlost turisty byla 5 km/h, druha, mensi rychlost byla 4 km/h.

Piiklad 3.2.2:

Kdosi se prochazel 5 hodin. Zpocatku Sel po vodorovné cesté, potom stoupal do vrchu, nako-
nec se vratil po stejné trase zpatky do vychoziho mista. Po vodorovné ¢asti cesty Sel rychlosti
4 km/h, béhem stoupani dosahl rychlosti 3 km/h, v dobé klesani Sel rychlosti 6 km/h. Urcete
dréhu, kterou prosel.

z kopce y [km]. Potom ze vztahu s =v-t pro rovhomérny pohyb mizeme vyjadfit jednotlivé
Casy t; (pohyb po roviné — bude dvakrat), t, (pohyb do kopce), t3 (pohyb z kopce) a plati

X

x=4-t, — t;=—,
1 1 4

y

=3-t t:_1
y 2 — D 3
y

=6-t — = =,
y 3 3 5
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aprotoze 2-13 +ty +t3 =5, dostdvame

2.§+X+X:6 |6

4 3 6
3x+3y=30 |:3
x+y=10

Vzdalenost x +y =10 km je pouze cesta tam, musime jesté ptipocitat cestu zpét (je stejna),
proto celkova trasa, kterou uSel kdosi, je dvojnasobna, tedy 2-10 = 20 km.

Zkouska:

Z vypoctu je ziejmé, ze nezalezi na velikosti Gseku X, y, pouze jejich soucet musi byt 10 km.
Zvolme napt. x = 6 km, y =4 km, potom ¢as t; = =2 h,Cast, = ¢ h,¢astz3 = £=2 h, a
celkovy Casje 2-t1+th+t3=2-3+4+2 =5,

Odpoved.

Kdosi prosel drahu 20 km.

Poznamka 1.
Budou-li v uloze zadany jiné rychlosti, dosazenim za ty, t,, t3 do rovnice 2-t; + t, + t3 = 5 do-
stavame rovnici ax + by = c¢. V obecném piipadé je tedy uloha neurcita.

Poznamka 2:
Text ptikladu je z knihy [40]. Autor zde voli x celkovou drahu, y oznacuje délku naklonéné
¢asti drahy. Matematizaci realné situace dostava rovnici

l.(lx_yj+l+l+l[lx_yj=51
4 \2 3 6 4\2

jejimz feSenim je x = 20 km.

3.3.3. Skupina 3: ,,Dva subjekty proti sobé

Po neuzavrené drdze se pohybuji proti sobé dva subjekty. Zacatek pohybu obou sub-
Jjektii miize byt ve stejnou nebo i v riiznou dobu. Pocitame rychlosti subjektu a cas, ktery na
prekonani svych useku potiebuji. Miizeme také pocitat vzdalenost bodu, ve kterych subjekty
zacinaji pohyb.

Priklad 3.3.1:

Z mésta A vyjede do mésta B ndkladni automobil, ktery ujede za 3 hodiny 135 km. Ve stejnou
dobu vyjede z mésta B do mésta A osobni automobil, ktery ujede za 2 hodiny 110 km. Vzda-
lenost mést A, B je 150 km. Urcete jak daleko od mésta A a za jak dlouho se automobily po-
tkaji.

Nejdfive si zjistime primérnou rychlost obou automobilti. Vyjdeme ze zakladniho vztahu pro
rovnomérny pohyb s = V-t (pfedpokladame, Ze oba automobily se pohybuji rovnomérné — viz
obr. 3-1).
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Rychlost ndkladniho automobilu v; = 135 : 3 =45 km/h, rychlost osobniho automobilu
Vo, =110 : 2 =55 km/h. Dale plati:

S1=Vi-ty, Sp=Vo-th, S=5+8)
Dosadime-li do posledni rovnice, dostavame modelovou situaci

S = vty + oty (3-3)
ProtoZe oba automobily zacinaji svlij pohyb ve stejnou dobu, plati t; =t, =t a dostavame
S=vit + vot,
odkud vyjadiime t:
f=—> (3-3a)
vV, +V,

Chceme-li vyjadiit s;, vyjdeme ze vztahu

S sV
Sj_:Vj_'t]_:V]_'t:Vl' — S, = LE— (3'3b)
v, +V, Vv, +V,
Chceme-li vyjadrit sy, vyjdeme ze vztahu
S sV
52:V2-t2:V2't:V2- — S, = 2, (3-3C)
v, +V, v, +V,

V konkrétnim piipadé mame hodnoty s =150 km, v; =45 km/h, v, =55 km/h a z (3-3a) a (3-
3b) dostavame

(oS 150 _
V,+v, 45455 T
s, = sv, _150-45 - 67,5 km.
v,+Vv, 45+55
Zkouska:
s, = Vo - 150-55 _ 85,5 km; celkova draha je 67,5 + 85,5 = 150 km.
v,+Vv, 45+55
Odpoveéd.

Automobily se potkaji 67,5 km od mé&sta A za 1 hodinu 30 minut..

Piiklad 3.3.2:

V 7 hodin vyjede z A do B cyklista primérnou rychlosti 16 km/h. Kdyz ujede 12 km, vyjede
proti nému z B do A automobil primérnou rychlosti 62 km/h. Potkaji se v 8 hodin 15 minut.
Jaka je vzdalenost mezi A, B?

byl uz na cesté 12 : 16 = 2 hodiny. Automobil tedy vyjel v 7 hodin 45 minut.
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Y4 Va,
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S
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Vyjdeme opét z modelové situace (3-3), kdy

S = vqty + Voty.
Cyklista v§ak uz ujel drahu So, teprve potom vyjel automobil. Cas jizdy automobilu ozna¢me
t, potom je

Voty = Vot, Vit = vt + 5
a dostavame

S=vit+sptvot — s= (Vl + Vz) -1+ So. (3-3d)
V konkrétnim pfipadé¢ mame hodnoty so = 12 km, vi = 16 km/h, v, =62 km/h, t= $ h az (3-
3d) dostavame
s=(16+62)- + +12 =51 km.
Zkouska:
Cyklista jede 1 h rychlosti 16 km/h a ujede 16-1% = 20 km, automobil jede 3 h a ujede

62- 7 =31 km. Celkem ujedou 20 + 31 = 51 km, coz je délka trasy.
Odpoved:.
Vzdalenost mezi A, B je 51 km.

Poznamka:
Pokud bychom znali s a chtéli vyjadfit t, dostavame z (3-3d)
S—S
S—So=(Vi+Vo) -t — t= 2. (3-3¢)
v, +V,

3.3.4. Skupina 4: ,,.Dva subjekty za sebou*

Po neuzaviené drdze se pohybuji za sebou dva subjekty. Subjekty zacinaji pohyb ze
stejnych mist v ruznou dobu a jeden subjekt dohoni druhy nebo dojedou do cile ve stejnou
dobu. Subjekty téz mohou vyjet ve stejnou dobu, ale do cile dojedou v riiznych c¢asech. Nebo
téz subjekty zacinaji pohyb z riznych mist ve stejnou dobu a jeden dohoni druhy. Miizeme
pocitat rychlosti subjektu, cas, ktery potrebuji na zdolani jednotlivych usekii a velikosti téchto
usekii.

Priklad 3.4.1:
Z mista A vyjde chodec rychlosti 6 km za hod.; z mista B vzdaleného 27 km od A v opacném
sméru, vyjede soucasné s nim cyklista rychlosti 24 km za hod. Kdy a kde ho dohoni?

Chodec se pohybuje rychlosti v; po draze s; a jeho doba pohybu je tj, cyklista se pohybuje
rychlosti v, po draze S; a jeho doba pohybu je t,, pti¢emz plati S, = S; + So, kde sp je naskok
chodce pied cyklistou (viz obr. 3-3).
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Chodec se pohybuje rychlosti v; po draze s; a jeho doba pohybu je tj, cyklista se pohybuje
rychlosti v, po draze s, a jeho doba pohybu je t,, pfiemz plati s, = s; + S, kde Sp je naskok
chodce pted cyklistou.
Vyjdeme ze zékladniho vztahu pro rovnomérny pohyb s =v-t. Potom plati:

S1=Vi-t1, Sp=Vo-tp, Sp=51+5Sg.
Dosadime-li do posledni rovnice, dostavame modelovou situaci

Volo = vit1 + S . (3-4)
Protoze chodec 1 cyklista za¢inaji sviij pohyb ve stejnou dobu, plati t; =t, =t a dostdvame
Vot = vit + g,
odkud vyjadiime t:
S0

Vot—wit=s9 — t= (3-4a)

V, -V,
Pomoci t pak mizeme vyjadfit drahu za kterou dohoni cyklista chodce (pocitejme vzdalenost
od A, draha cyklisty bude vétsi o Sp):

So -~ 5= So

S:S;L:V;Ltl:Vlt:Vl- .
Vo, = Vg Vo, = Vg

(3-4b)

V konkrétnim ptipadé mame hodnoty So = 27 km, v = 6 km/h, v, = 24 km/h a z (3-4a) a (3-
4b) dostavame

t=—0 = 27 = 1,5 hodiny.
V,-Vv, 24-6
_ SV 2 200 gy (od A),
vV,-V, 24-6
Zkouska:.

Chodec ujde za 1,5 hodiny 6-1,5 = 9 km.

Cyklista ujede za 1,5 hodiny 24- 1,5 = 36 km, protoze ma chodec naskok 27 km, ujede z A
36 —27 =9 km.

Odpoved:.

Cyklista dohoni chodce za 1,5 hodiny 9 km za A.

Priklad 3.4.2:

V 6 hodin 40 minut vyplul z ptistavu parnik plujici primérnou rychlosti 12 km/h. Piesné v 10
hodin za nim vyplul motorovy ¢lun priimérnou rychlosti 42 km/h. V kolik hodin dohoni ¢lun
parnik?

------

se pohybuje rychlosti v; dobu t; na draze s, ¢lun se pohybuje rychlosti v, dobu t; na draze s.
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Vyjdeme ze zékladniho vztahu pro rovnomérny pohyb s =V-t. Potom plati:

S;=vi-ty, Sp=Va-ty, 1=t +ty, Kde tp je rozdil ¢asi plavby obou lodi.
Protoze plati S = S; = S, dosadime do tohoto vztahu z ptedchozich rovnic a dostavame mode-
lovou situaci

Voty = vy (t2 + to). (3-5)
Z modelové rovnice vyjadiime t; a dopoéteme ty:
Volo = ity + vqtp | —Vitp
v,t
Voo —vitb =ity — t2 = 10 , (3-5&)
vV, -V,
v,t v.t, +v.t, —vt v, t
t1:t2+t0: 10 +t0= 10 240 10 tl= 20 ) (3_5b)
V, =V, vV, =V, vV, =V,

Pokud bychom chtéli urcit drahu s, plati

V2t0 N S = VlVZtO .
vV, =V, vV, =V,
V konkrétnim pfipadé¢ mame hodnoty to = 3% h, v; = 12 km/h, v, = 42 km/h a z (3-5a) a (3-5b)
dostavame

S=s1=vity = " (3-5C)

t = V2t0 = 42% =42 h

Yov,-v, 42-120
t 12.20

t,=—20 = 5 =11h

v, =V, S 42-12
62+42=10+13=11% h=11h 20 min.

Zkouska:

vVt 12-42.20
v,-v,  42-12
Parnik pluje rychlosti 12 km/h 4£ hodiny a urazi drahu s = 12-42 h = 56 km, motorovy ¢lun
pluje rychlosti 42 km/h 1§ hodiny a urazi drédhu s = 42-1% h =56 km.

Odpoved:.

Motorovy ¢lun dohoni parnik v 11 hodin 20 minut.

=56 km.

Rozdil ¢asti je 4% —-11 =33 h. Drahaje s=
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3.3.5. Skupina 5: ,,Dva subjekty proti sobé i za sebou*

Po neuzavrené draze se pohybuji dva subjekty. Subjekty zacinaji pohyb ze stejnych ne-
bo ruznych mist a cast doby se pohybuji za sebou a cast doby proti sobé. Pohyb casto ukonci
ve stejnou dobu na stejném misté. Pocitame drahy subjektu, jejich rychlosti i cas straveny na
ceste.

Piiklad 3.5.1: Pruzkum na mori:
Prizkumna lod’ eskadry dostala za tikol prozkoumat mote ve sméru plavby eskadry. Lod’ se
ma vratit k eskadfe za 3 h. Za jak dlouho se musi prizkumna lod’ obratit k navratu zpét, jestli-
ze jeji rychlost je 60 mil/h a rychlost eskadry 40 mil/h?
ReSeni ¢. 1 )
Eskadra ujede do setkani drahu S; rychlosti v; = 40 mil/h. Cas jizdy t; = 3 h se sklada ze
dvou hodnot; t — ¢asu, kdy pruzkumna lod’ jede vpied a ty — ¢asu, kdy se priazkumna lod’
vraci.
Prizkumnad lod’ ujede do setkdni drahu S, rychlosti v, = 60 mil/h. Draha s, jizdy prizkumné
lodi se sklada ze dvou casti, cesty vpred: S=V,.t =60t a cesty nazpét: Sp = V,.ty = 60to.
Drahu s; eskadry pak mizeme vyjadiit dvojim zpisobem:

1) s, =v,-t, =v,-(t+t,)=40-(t+t,), kde t+t, =3,

2) s, =s—S, =60t -60t,.
Musi tedy platit rovnost

40-(t +t, ) = 60t + 60t,,

ze které po dosazeni ty =3 —t dostavame

t = 2,5 h, to = 0,5 h.
Zkouska:
Draha eskadry: 3 =v; t; =40-3 =120 mil.
Draha pr. lodé: tam: s=v,t=60 -2,5= 150 mil,

zpét: So=Vatg= 60 - 0,5 =30 mil,
celkem: s—s5o=150-30=120 mil ... =s;

Odpoved':
Prizkumna lod’ se zacala vracet po 2 h 30 min od okamziku, kdy opustila eskadru.
Reseni ¢. 2:
Oznaéme t hodin dobu, po niz plula prizkumna lod’ stejnym smérem jako eskadra; to zna-
mena, ze zpét se k eskadfe vracela (3 — t) hodin. Po dobu, po kterou pluly vSechny lodé stej-
nym smérem, se pruzkumné lod’ vzdalila od eskadry o vzdalenost m mil rovnou rozdilu
vzdalenosti, které urazila ona a eskadra za t hodin. Plati

m = 60t — 40t = 20t.
Pii navratu k eskadie urazila prizkumna lod’ vzdalenost 60-(3 — t) mil a samotna eskadra
vzdalenost 40-(3 —t) mil. Dohromady urazily 20t mil. Plati

60-(3-t) +40-(3-1t)=20t,
aproto t=25.
Zkouska a odpoved’ - viz teSeni 1.
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Piiiklad 3.5.2:
Dva body A, B se pohybuji po pfimé draze. Jejich vzdalenost je 4 km. Pohybuji-li se proti
sob¢, setkaji se za 45 minut, pohybuji-li se v témz smyslu, setkaji se za 2 hodiny Urcete jejich

rychlosti a vzdalenost mista setkani od vychoziho mista bodu A (Casy jsou kladné).

Numerickeé resent:
1) pohyb proti sobé:

2) pohyb za sebou:

Obr. 3-5: Obr. 3-6:
K] Va, Va Vy
| — . e |
Sq ‘,g Sa, s S ‘?
1 A v Py
A [ B A B ¢/

Vyjdeme ze vztahu s =v-t pro rovhomérny pohyb, znaéeni jednotlivych veli¢in viz obr. 3-5,

3-6. Predpokladame, ze Vi > Vs.

Bod A:  s;=vi-t Sy =vy- t

Bod B: So)=Vp- 1 Sy =V, t’

Plati: S1+S =5 S1'— S’ =5
vit+v,t=s vit'—v,t'=s

vit+vt=s |:t

vit'—vt'=s |t

S
Vl +V2 =?
S
Vl_VZ :F
2v1:§+E 2V, _3_8%
t t t t
2Vl:st+st |2 2V2:st—st |12
tt' tt'
s(t+t") s(t'—t)
— = 3-63.,b
tooatt 2 ot ( )
s(t+t") s(t-t')
S:V.t: t S:V.t: t
o 2tt’ 2T 2t
s(t+t") s(t’ —t)
S = S, =~ 7 3'6C,d
! 2t' 2 2t' ( )
s(t+t’ s(t—t’
S =v;-t'= ( hl )'t' S =Vvy- U= ( )'t’
2tt’ 2tt’
. s(t+t) . s(t'—1)
= S, = 3-6e,f
1 o 2 o ( )

Potompro t= 2 h,t’=2h,s=4km:
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y Cos(t+t) 4-(%+2)_11

L= =—=23% km,
2tt’ 2.3.2 3 =2
i (2 =3
VZ:s(t—t):4(2 3 =§=1%km'
2tt’ 2.3.2 3 2
_os(t+t) _ 4.(g+2):1_1:2% km,
2t’ 2.2 4 =2
! (2 =3
52:s(t —t) _ 4-(2-3 :§:1%km,
2t’ 2.2 4 2
' (3
51:S(t+t):4(4+2)=§=7%km'
2t 2.3 3 =
! (2 =3
SZ,:S(t -t) _4-(2 4)_E=3%km_
2t 2.3 3 =
Graficke reseni; zpracovano podle [46]
Obr. 3-7:
J
¥ m *
SL—=
E
Y
B E H V| &
W
<l—
s P
A=l]¥ g Q M=1 T X
4
t
AABT ~ AQPT — |AB|:|QP|=|AT|:|QT].
ABVS ~ ABEU; |AT|=|BV/|,|QT|=|EV| — |AT|:|QT|=|BV]|: |EV]
— |Bv|:|EV| =]|BS|:|US| — |BS|:|uUs|=|AS|:|RS| —
— | |:|QT = . |RS
AABS ~ ARUS — |AS|:|RS|=|AB]|:|RU]
Z toho plyne:
|AB| : |QP| =|AB|: |RU| — |QP|=]|RU]|..... |EU| = |ER| =1. |RU|

Vyjdeme-li ze vztahu
AB|: |QP| = |AT| : |QT]
potom:
s(t'—t)

s: |[QP| =t:t-t) — |QP|-= -
Dile |QR| =[QE| - [ER| = [QE| -3 [UR[=|QE| -3 |QP|=
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s(t'—t) _ 2st’'—st'+st _ s(t'+t) s
t' 2t' 2t'
R|=s; — JER|=|EU]|=s,.

1

Z podobnosti: A ATS ~ AAQR plyne:

|AT|-|QR|
TS| : [QR| = |AT| : |AQ TS|= =
||||I|||H|IIAQI
o S+
s+t _
= = _Sl
t 2t

|TS|=Sl_’ - |VS|=Sg_’.
Z podobnosti: AAQR ~ AAMN plyne:
|AQ| : |QR| = |AM| : |[MN| — t:si=1:|MN| — |MN]|=

— |MN|=V1.

Z podobnosti: ABEU ~ ABHF avztahu |EU|=|ER|=|EQ| - |QR| =s-s1=%;
plyne:

|BE| : |[EU| = |BH| : |HF| — tis,=1:|HF| — |HF|

S
t

—

52
t

—

— HFZVg.

Ze zjisténych faktt vyplyva nasledujici konstrukce:
Obr. 3-8:
J

A=0 &' M=l ¢ X

1) nakreslime osy X, Y (X L y), ... naxbudeme nanaset ¢as, nay drahu; M € X, |AM | =1;
Bey, |AB| =s=4; hhoB,h| x
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2) Q.Qex |AQ| =t=
T.Tex |AT|=t'=2;
3) d.g20,9 Xx,q h=E;
mmoM,m Xx,m h=
V,VvoT,vx,vh=V,
4) P,P=BT q;
5 R, U; Req, |[ER| = L |QP|, |QR]|<s;
Ueg, |[EU| =1 |QP]|, |QU|>s;
6) AR,AR m=N,AR v=S5;
BU,BU m=F,BU v=S5;
(pfimky AR, BU se protinaji v bod¢ S na piimce V)

3.
4!

H;

BR,BR m=L;
7) Resent:
si= |QR|, s2= |ER],
si'= | TS|, s2=| VS|,

vi= |MN]|, v.= | HF|.

3.3.6. Skupina 6: ,,Pohyby v pohybujicim se prostiedi“

Subjekt, ktery se pohybuje, je ovlivnén pohybujicim se prostiedim (proud vody, vitr
apod.). Subjekt vétsinou kond pohyb ,,tam i zpét“. Mdame za ukol vypocitat rychlosti jak sub-
Jjektu, tak i pohybujiciho se prostiedi nebo vzdadlenosti ¢i cas, ktery subjekt na pohyb potiebu-
je.

Priklad 3.6.1:
Parnik ujede po proudu trat’ 16,62 km za 45 minut; proti proudu ujede trat’ 14,4 km za 48 mi-
nut. Jaka je jeho rychlost v klidné vodé&?

Oznaéme si X [km/h] rychlost parniku v klidné vod¢. Rychlost proudu ozna¢me y [km/h].
Rychlost parniku po proudu je 16,62 : 3 = 16,62 -4 = 22,16 km/h, rychlost parniku proti
proudu je 14,4 : 3 = 14,4 -3 =18 km/h.
Potom plati

X+y=2216

X —y=18

2x = 40,16
x = 20,08 km/h

Zkouska:
Po proudu — 45 minut:
parnik: 20,082 =15,06 km,

proud: 2,08-2 = 1,56 km

celkem trat’ (soucet): 16,62 km.
Proti proudu — 48 minut:
parnik:  20,08-% = 16,064 km,

-109 -



proud: 2,08-12 = _1,664 km

celkem trat’ (rozdil): 14,4 km.

Odpoved'.

Rychlost parniku v klidné vodé je 20,08 km/h.

Piiklad 3.6.2:
Motorova lod’ ujede trat’ dlouhou 25 km proti proudu za 75 min. Po proudu ujede tutéz trat’ za
50 min. Jakou rychlosti jede lod’ a jaka je rychlost proudu (vzhledem k pevné zemi)?

Oznac¢me si rychlost motorové lodi x [km/h], rychlost proudu y [km/h]. Potom vyjdeme ze
vztahu s = v-t a dostdvadme soustavu rovnic

25=(x+Yy)-2 |- 6
25=(x-y)5 |- 4
150 = 5x + 5y
100 = 5x — 5y

250=10x | :10
x=25km/h — y=5km/h
Zkouska:
Po proudu jede lod’ rychlosti 25 + 5 =30 km/h a za 50 min, tj. 2 h ujede 30-2 =25 km.

Proti proudu jede lod’ rychlosti 25 — 5 = 20 km/h a za 75 min, tj. 2 hujede 20-2 =25 km.
Odpoved.
Lod’ jede rychlosti 25 km/h, rychlost proudu je 5 km/h.

Oznac¢me si:
v, = rychlost motorové lodi,

v, =rychlost proudu;
s, = drahu lodi po proudu,
s, = drahu lodi proti proudu,
, = ¢as lodi po proudu,
t, = cas lodi proti proudu.
Potom plati
S = (Vl +V2) b

S, =(V, —V,)-t, 3-7)

a dostdvame model dané¢ situace. Vyjadiime v, Vv, :
S, =Vt +V,t
S, =Vil, =V,
S, —Vity Vv S, — Vot

2 = 1

t
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Sltz B V1t1t2 Slt2 B Vztltz

S, =Vit, — | b S, =———— V1, | b
tl tl
S, =2vitt, —sit, | +sit, st =sit, —2v,tt, | +2v,tt, — st
2uitit, =sit, +s,.t, |24t 2v,tt, =sit, —s,t, | :2tt,
s,t, +s,t s,t, —S,t
= 12 21 (3_7a) , = 12 21 (3_7b)
2t,t, 2t,t,
Je-li s, =s, =s, dostavame:
t, +t t, —t
=L (370) v, =2 (3-7d)
2t,t, 2ut,

N
(2]
o

t, +t o+
 =———2.5 =2 _2%..25 =25 km/h
2tt, 2-2-2
t, -t %_%
, = S = 25 =5 km/h
2t t, 2-3-2
Zkouska a odpoved’ viz tesenti ¢.1

3.3.7. Skupina 7: ,,Doprava v konstantnich intervalech*

Subjekt (pozorovatel) se pohybuje tak, Ze jej pravidelné potkavaji a predjizdeji do-
pravni prostiedky. Mame za ukol spocitat intervaly mezi jednotlivymi dopravnimi prostredky
nebo pocet téchto prostiedku, které pohybujiciho se pozorovatele potkaji ¢i predjedou.

Priklad 3.7.1:

Chodec kraci rychlosti 5 km za hod. podél trati elektrické drahy. Jestlize v ur¢itém okamziku
potkal viz elektrické drahy, po kolika minutach potka druhy, jestlize jezdi vozy v intervalech
5 min. a rychlosti 15 km za hod.? Jestlize v ur¢itém okamziku jej ptedjede jeden viiz, po ko-
lika minutéach jej predjede druhy viz?

Vozy elektrické drahy jezdi v intervalech 5 min, vzdalenost mezi nimi pfi rychlosti 15 km/h je
(15:60)-5 = 1,25 km. Vuz elektrické drahy ujede za minutu 15 : 60 = 0,25 = 1 km, chodec
ujde za minutu 5 : 60 = % km.
Pohybuji-li se viiz elektrické drahy a chodec proti sobg, jejich vzdalenost se zmensi za minutu
0 ++3% =1 km. Potom vzdalenost 1,25 = 2 km mezi jednotlivymi vozy se zmensi na nulu za
24 =L=32 minuty = 3 minuty 45 sekund.
Pohybuji-li se vuz elektrické drahy a chodec za sebou, jejich vzdalenost se zmensi za minutu
0 + —3 =1 km. Potom vzdalenost 1,25 = 2 km mezi jednotlivymi vozy se zmensi na nulu za
2:4 =2 =73 minuty =7 minut 30 sekund.
Zkouska:
a) Pohyb proti sobé:
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Za 33 =L minuty ujede viiz £2-1 =12 km achodec ujde .1 =2 =2 km, dohromady

12
urazi (pohybuji se proti sobé, drahy se scnap) D42=20=2=125km.

16
b) Pohyb za sebou:

Za 7% =% minuty ujede viz -4 =2 km achodec u1d

urazi (pohybuji se za sebou, drahy se odec1ta11) 2-2=3
Odpoved'.
Chodec potka viiz elektrické drahy kazdé 3 minuty a 45 sekund a v opa¢ném sméru jej pied-
jede kazdych 7 minut a 30 sekund.

Poznamka:
Pomér intervalli a zmén rychlosti jsou nepfimo umeérné, tj. ¢im je zmeéna rychlosti vétsi, tim je
interval kratsi. Plati 7£:33 =(15+5):(15-5)=2:1.

Priklad 3.7.2:

Mezi dvéma stanicemi vzdalenymi 10 km jezdi tramvaje v mezidobich 5 min. rychlosti 15 km
za hodinu v obou smérech; vyjizdét za¢nou soucasné z obou koneénych stanic. Z prvé stanice
vyjde soucasné s jednou tramvaji chodec rychlosti 5 km. Kolik tramvaji potka a od kolika
bude ptedhonén, nez dojde do druhé stanice?

ReSent: - usudek |

Vzdélenost 10 km mezi stanicemi ujde chodec rychlosti 5 km/h za 10 : 5 = 2 hodiny. Za tyto 2
hodiny vyjede z kone¢né stanice V pétiminutovych intervalech celkem 120 : 5 = 24 tramvaji.
Z toho bude 23 na trase, 24. bude jiz v cili (na druhé konecné) a 25. bude pfipravena k vyjez-
du. Musime jesté pfipocitat tramvaje, které¢ jsou jiz na trase 10 km. Vzdalenost mezi nimi je
1,25 km (viz pfiklad 3.7.1) a je jich 10 : 1,25 = 8.

Chodec tedy potkd 23 + 8 = 31 tramvaji na cesté a 32. pii vyjezdu.

Stejné tak musime pii pfedhanéni 8 tramvaji odecist (stejna tivaha jako pii potkavani) a chod-
ce predhoni 23 — 8 = 15 tramvayji, 16. jej dohoni na kone¢né.

Resent: - visudek ||

Chodec ujde vzdalenost 10 km za 2 hodiny.

Za tuto dobu vyjede z obou koneénych 2- (120 : 5) = 48 tramvaji. O co vice tramvaji potka, o
to méné jich chodce ptfedjede. Vime, ze pomé&r poctu tramvaji, které chodce potkaji a které jej
ptedhoni, je roven poméru souctu a rozdilu rychlosti tramvaje a chodce (v tomto pofadi). Po-
mérjex:y=(15+5):(15-5)=2:1. Rozdélime 48 v poméru 32 a 16.

Z toho plyne, Ze 32 tramvaji chodce potka (32. pti vyjezdu z konecné) a 16 jej dohoni (16. na
kone¢né).

3.3.8. Skupina 8: ,,Zvldstni pohyby po neuzaviené drdaze“
Jednd se o pohyby, které Ize jen velmi tézko popsat. Casto se jednd o kombinaci pohy-

bit nebo o pohyb soupravy majici danou délku. Nejcastéji pocitame délku soupravy nebo jeji
rychlost.
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Priklad 3.8.1:
Po silnici jede pomalu povoz s dlouhym kmenem. Od piedniho k zadnimu konci potfebujeme
16 krokii, od zadniho k pfednimu (pfi stalé rychlosti nasi i povozu) 112 kroki. Kolik krokti
délky ma kmen?
ReSeni ¢. 1
Ozna¢me si d — délku kmene (v krocich). Udélame-li jeden krok, popojede povoz s kmenem o
p naSich krokii. Nez ud¢€lame 112 krokl, posune se konec kmene k némuz kracime o 112p
kroku. Délka nasich 112 krok je rovna d + 112p a plati
112 =d + 112p.
Jdeme-li obracenym smérem, je tieba 16 krokt.. Mezitim se druhy konec kmene pfiblizi o
délku 16p a plati rovnost
16 = d - 16p.
Dostavame soustavu rovnic
112 =d +112p
16=d-16p |-7
224=8d | :8
d =28 [kroki]

Oznac¢me si opét d — délku kmene, p — pocet krokti o které se posune kmen béhem naseho
jednoho kroku, a — pocet krokd, které udélame od zadniho konce kmene k pfednimu, b — po-
et kroku, které udélame od piedniho konce kmene k zadnimu (a > b), potom stejnymi tGva-
hami jako v pfipad¢ pfedchozim dostavame soustavu rovnic

a=d+ap |-b

b=d-bp - a

ab =bhd + abp

ab =ad—abp

2ab =ad + bd

d- 2ab

= 3-8
a+b (3-6)
V nasem konkrétnim pfipad¢ dostavame a = 112 kroki, b = 16 kroka
2ab  2-16-112 .
= = = 28 krokd.

a+b 164112 =

Piiklad 3.8.2:

Vlak jede ptes most 396 m dlouhy. Od okamziku, kdy lokomotiva vjede na most, az do oka-
mziku, kdy posledni viiz jej opusti, uplyne 21 vtef.; od tohoto okamziku pak potfebuje vlak
jesté 41 vtet., nez lokomotiva dojede k teréi stojicimu ve vzdalenosti 1 092 m od mostu. Jak
dlouhy je vlak, jakou rychlosti se pohybuje?

Redeni &, 1; - usudek
Vlak jede neznamou rychlosti v. Od okamziku, kdy vjede lokomotiva na most az do okamzi-
ku, kdy mine ter¢, uplyne 21 + 41 = 62 sekund. Za tuto dobu ujede 396 + 1 092 = 1 488 met-

rd. Vlak jede rychlosti v =1 488 : 62 = 24 m/s.
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Za 21 s ujede lokomotiva vzdalenost 24-21 = 504. Toto je vzdalenost, ktera je rovna souctu
délky mostu a délky vlaku. Délka vlaku je 504 — 396 = 108 m.

Zkouska:

Za 21s ujede lokomotiva vzdalenost 24-21 = 504 m, ktera je rovna souctu délky mostu a dél-
ky vlaku, je to vzdalenost 396 + 108 = 504 m.

Za 41 s ujede lokomotiva vzdalenost 24-41 = 984 m, ktera je rovna rozdilu vzdalenosti terce
od mostu a délky vlaku, je to vzdalenost 1 092 — 108 = 984 m.

Odpoved'.

Vlak je dlouhy 108 m a pohybuje se rychlosti 24 m/s.

Oznaéme si délku mostu m, délku vlaku d, vzdalenost konce mostu od terce p a rychlost vliaku
v. Lokomotiva je na pocatku pohybu na zacatku mostu v poloze Ly. Za ¢as t; = 21 s piejede
lokomotiva most a jesté ujede vzdalenost, ktera se rovna délce vlaku. Dostava se do polohy L;
a jeji draha je (m + d). Plati

m+d=v-t.
Za cas t; = 41 s se lokomotiva dostava do polohy L, a ujede drahu, ktera je rovna rozdilu
vzdalenosti ter¢e od konce mostu a velikosti délky vlaku. Plati

p- d=v-t.
Matematizaci redlné situace dostdvame soustavu rovnic

m+d=v-t

p-d=v-t,’

ktera je modelem dané situace.
Sectenim rovnic dostavame
m+p=v-(t +1t),
odkud vyjadiime rychlost v:
_m+p

] 3'9
t, +1t, (3-9)

kde m, p, t3, t; jsou konstanty uréené zadanim.
Dale vyjadiime délku mostu d:

m+p . Mb+pt—mb—mt _ pt—mt,
t+t, t, +t, t, —t,

d=v-t1—-m=

a dostavame

d = % , (3-10)
1 2

kde pt; > mt,. Je-li pt; <mt,, tloha nema feseni.
V nasem piipadé¢ jem =396 m,p=1092m, t; =21 s, t, =41 s. Potom

yom+p _ 396 +1 092 = 24 mis:
t, +t, 21+41 _
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d- pt, —mt, _ 1092-21-396-41 - 108 m.
t, +1, 21+41
Zkouska a odpoved’ — viz teSeni €. 1.

3.3.9. Skupina9: ,,Pohyb po uzavicené (kruhové) draze

Po kruhu se pohybuje jeden nebo vice subjektii. Pokud je subjektii vice, mohou se pO-
hybovat proti sobé, za sebou nebo kombinaci téchto smeri. Pocitame rychlosti subjektii, cas
straveny na draze nebo délku drahy.

Piiklad 3.9.1:

Po okruhu dlouhém 2 550 m jezdi 2 motocykly takovymi rychlostmi, ze se potkavaji kazdou

minutu jezdi-li proti sob& a dohanéji se kazdych 5 minut, jezdi-li tymZ smérem. Urcete jejich

rychlosti.

Reseni&. 1;

a) Nejprve jezdi proti sobé€, pro prvniho plati s, =V, -t,, pro druhého plati s, =v, -t, apro
jejich drahy plati s, +s, =2 500, dale plati t, =t, =60, z ¢ehoz plyne

60v, +60v, =2 550.

b) Potom jezdi za sebou, pro prvniho plati s,’= Vv, - t,", pro druhého plati s,’=v, -t,” apro
jejich drahy plati s,"—s,’= 2500, dale plati t,’=t,"= 300 (tj. méni se drahy a ¢asy obou,
jejich rychlosti ztistavaji; predpokladame, ze prvni je rychlejsi), z ¢ehoz plyne

300v, —300v, =2 550.

Dostavame soustavu rovnic pro nezndmé rychlosti

60v, +60v, =2550 |:60
300v, —300v, =2 550 |:300

v, +Vv, =425

vV, -V, =85
2v, =51 — v, =255 [m/s] = 1,53 km/min = 91,8 km/h

v, =42,5-255=17[m/s] = 1,02 km/min = 61,2 km/h
Zkouska:
Za minutu ujedou: prvni =25,5-60 =1530 m,
druhy=17-60 =1 020 m,
celkem soucet =1 530 +1 020 =2 550 m.
Za 5 minut ujedou: prvni =25,5-300 =7 650 m,
druhy =17-300 =5 100 m,
celkem rozdil = 7 650 — 5 100 = 2 550 m.
Odpoved.
Rychlosti motocykld jsou 25,5 m/s a 17 m/s.
Reseni &. 2:

Plati stejné vztahy jako v ptipadé, Ze je draha neuzaviend (viz piiklad 3.5.2)
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L oSt s (t-1)
! 2tt” 2tt”

V naSem konkrétnim piipadé je d =2550m,t=60s,t" =300 s,
v = s-(t'+t) 2550-(300+60)

(3-6a) v, (3-6b)

1 " =255 m/s,
2tt 2-60-300 ——

v, = s-(t —,t) _ 2 550- (300 - 60) _17 mjs.
2tt 2-60-300 =

Zkouska a odpoved’ stejné€ jako v feseni 1.

Priklad 3.9.2:

Na kruhové draze vyjeli od startu proti sobé dva cyklisté, ktefi jedou stejnou rychlosti. Z pro-
t&j$itho bodu kruhové drahy vyjede soucasné motocyklista a potka prvniho cyklistu za 30 se-
kund a druhého dohoni za 1 minutu a 30 sekund. Urcete jakou rychlosti jedou oba cyklisté a
jak dlouha je kruhova draha, je-li zndmo, ze motocyklista jel rychlosti 60 km/h.

Obr. 3-11:
2 Ve Vy
A S g %oB T &

Kruhovou dréhu si rozvineme do pfimky (viz obr. 3-10 a 3-11). Dale pfevedeme na stejné
jednotky (m, s). Rychlost motocyklisty 60 km/h = 16 2 m/s. Jednotlivé drahy oznacime

S1, S2, Sz a plati pro né

S1=Vi-ty S2= V2 1o S3 = V3- 13,
dosadime znamé hodnoty a dostavame
81:%0-3025()0”1 So =V5-30 S3 = V5-90.

Protoze motocyklista dohoni druhého cyklistu v bod¢ Sy, plati pro soucet drah
S1+S2+53=90-v; =90- 3 =1500m.

Potom plati

S» +s3=1500—-500=1000m
ale také plati

So + 53 = 30v, + 90v, = 120v,.
Z toho plyne

120v, = 1000 | : 120
Vo= 2=81 m/s=30km/h.

Délka kruhové drahy je dvojnasobek vzdalenosti AB, tedy
0=2-(S1+52);
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$;=500m, S;=Vy-tp= %30 =250 m;
0=2-(500+250)=1500m .
Zkouska:
Za 30 s ujede motocyklista 22 - 30 = 500 m a prvni cyklista 2-30 = 250 m, dohromady uje-
dou 500 + 250 = 750 m, coz je polovina kruhové drahy (startuji v kruhu proti sob¢).
Za 90 s ujede motocyklista 32 -90 =1 500 m a druhy cyklista £*-90 = 750 m, rozdil drah je

1500 — 750 = 750 m, coz je opét polovina kruhové drahy (i zde startuji v kruhu proti sob¢).
Odpoved.
Kruhova draha je dlouhd 1 500 m a oba cyklisté jedou rychlosti 30 km/h.

3.3.10. Skupina 10: ,,Pohyb v roviné“

Subjekty se v roviné mohou pohybovat po kolmicich, po riiznobéznych primkach, které
nejsou kolmé, po strandch trojuhelniku nebo mohou vykonavat jiny pohyb v roviné. Nejcastéji
pocitame vzdalenosti subjektii.

Priklad 3.10.1:

Dva cestujici vysli souc¢asné z téhoz mista, jeden k vychodu, druhy k severu. Prvni usel denné
o 8 km vice nez druhy a za 5 dni byli od sebe vzdaleni 200 km. Kolik usel kazdy z nich den-
ne?

Usel-li druhy cestujici denné X km, potom prvni cestujici usel denné¢ drahu (x + 8) km. Prvni
usel za 5 dni celkem drahu s; = 5- (X + 8) km, druhy usel za 5 dni celkem drahu s, = 5x km.,
Protoze jejich sméry pohybu jsou na sebe kolmé, plati

s? +s2 =200°

[5-(x + 8)]? + [6x]* = 200?

(5x + 40)% + (5x)* = 200°

25x° + 400 + 1 600 + 25x* = 40 000 | — 40 000
50x° + 400x — 38 400=0 | : 50

x> +8x—768=0
(x—24)-(x+32)=0
X1 =24, X =—32 ... neni feSeni (je zaporné).

X=24 — x+8=32.
Zkouska:
Prvni cestujici ujde za 5 dni 5-32 = 160 km, druhy cestujici 5-24 = 120 km a budou vzdale-

ni d= /160 +120> =200 km.
Odpoved:.
Prvni cestujici usel denné 32 km, druhy 24 km.

Piiklad 3.10.2:
Tti mista A, B, C tvofi vrcholy trojthelniku, pii C pravothlého. Z A vyjel v 8 hod. rano povoz

rychlosti 10 km, zastavil na 36 min. v C a dojel v poledne do B. Ve 29 vyjel z A jiny povoz
rychlosti 8 km pfimo do B, kam dojel také v poledne. Jaké jsou vzdalenosti téchto tii mist?
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Povoz z A do C pies B jel celkem 3 h 24 min, coz je 3,4 h. za tuto dobu ujel drahu s; = v;-t; =
10- 3,4 = 34 km. Druhy povoz, ktery jel pfimo z A do C, jel 3,25 h a ujel drahu S; = v, -t =
8-3,25 =26 km. Oznacime-li si klasickym zpusobem strany trojuhelnika ABC, dostavame:
a+b=34
c=26
a plati Pythagorova véta (pravy uhel je pfi vrcholu C). Re§ime soustavu rovnic
a+b=34 — a=34-b
a’ + b’ = 26
(34 — b)? + b% = 26°
1156 —68b + b? +b?=676 |-676
2b* - 680+480=0 | :2

b?-34b+240=0 ... D=19, D =14
34+14 (10
b, = ==
2.1 |24

Je-li a)b; =10 — a; =24,
b) b2 =24 — a,=10,
z ¢ehoz plyne, ze lloha mé dvé feseni.
Zkouska:
Zkouska vyplyva z vlastnosti trojuhelnika a z Pythagorovy véty.
Odpoved.
ZAdoBje26km,zAdoC je10 km nebo 24 km, z B do C je 24 km nebo 10 km.

3.3.11. Skupina 1l: ,,Pohyb v prostoru a komplexni tilohy“

Subjekty se mohou v prostoru pohybovat jakymkoliv zpiisobem. Pokud je uloha kom-
plexni, pocitaji se casto | veliciny, které pouze s pohybem souvisi nebo jsou jeho disledkem.
Jinak pocitame veliciny, které pohyb urcuji. Ulohy tohoto typu se ve sbirkach vyskytuji jen
ziidka.

Piiklad 3.11.1:

Liana obmotava kmen (dievinu) pod thlem 45° od zemé¢. Rychlost proudéni vody ze zem¢ do
vrchnich &sti liany je vi = 4,5 m-h™, rychlost proudéni v deving je vo = 3,5 m-h™. V které
rostling se voda dostane dfive do vysky h = 30 m?

Reseni zpracovano podle [58], str. 5.
V dieving je rychlost proudéni vody v, = 3,5 m-h™, vyika je h = 30 m a doba potiebna, aby se
voda dostala az do této vysky je

t, _h_30. 8,57 h,
v, 35

coz je asi 8 h 34 min.
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Obr. 3-12:

45°
45°

Protoze liana obtaci dievinu (pifedpokladame, ze kmen je valcovy), tvoii Sroubovici. Rozvi-
neme-li povrch dieviny do plochy, zméni se Sroubovice na ptimku (¢i 1épe jeji cast). Tato
piimka svira se svislym smérem thel 45° (viz obr. 3-12). Aby se lidna dostala do vysky 30 m,
musi byt dlouha | m. Pro | plati:

30 02 a2426m.
sin45° 2

V liané je rychlost proudéni vody v = 4,5 m-h™, vyska je | = 42,426 m a doba potiebna, aby
se voda dostala az do této vysky je

| 3042

sin 45° = IE

t,=—=——=943h,
v, 45
coz je asi 9 h 26 min. Doba je kratsi v ptipadé€ dieviny.
Zkouska:

Zkouska vyplyva z vlastnosti uvedenych pohybil. Vysledek je zdGivodnén téZ v poznamce.
Odpoved:.
Voda dosédhne pozadovanou vysku diive u dieviny (asi o pul hodiny).

Poznamka:

V dieviné bude voda v pozadované vysi dfive, plati-li vi < vo./2 (toto zde plati). Na vysce,
do které mé voda v obou rostlinach vystoupit, nezalezi.

Priklad 3.11.2:

Stulik zluty (Nuphar lutea) roste v rybnice, jeho kvét je ve vySce 20 cm nad hladinou vody.
Hustota jeho stonku je 0,8 g-cm™, primér stonku 2 cm. KdyZ zafouka vitr, cely stulik se ohne
a kvét je pfimo na hlading ve vzdalenosti 80 cm od mista, kde ptivodné rostlina hladinu prora-
zela. Uvazujme, Ze se stonek ohyba pouze na jediném misté, a to tésn€ u dna. Vypocitejte,
jaka je hmotnost ponofené ¢asti stonku, kdyZ nefoukad vitr.

Reseni zpracovano podle [58], str. 5.
Oznac¢me si délku stonku X, potom délka stonku, ktery je ve vode (pfi bezvétii) je (X — 20).
Potom plati:
X% = (X — 20)? + 80°
x* = X" — 40X + 400 + 6 400 | —x* + 40x
40x=6800 | :40
x=170cm — x—20=150cm.
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Nyni vypocteme objem ponoiené ¢asti podle vzorce
V = ar’v = z-1?-150 = 1507 = 471,2 cm®.

Nyni vypocteme hmotnost této ¢asti opét podle vzorce
m=p-V=0,8-471,2 = 377 g.

Zkouska:

Zkouska vyplyva z platnosti vzorct (véetné Pythagorovy véty).

Odpoved.

Hmotnost ponofené ¢asti stonku pii bezvétii je asi 377 g.

3.4. Slovni ulohy o smésich

Slovni ulohy o smésich jsou Clenény podle poctu slozek, které obsahuji a jsou doplné-
ny ulohami, kdy jsou smési v riznych situacich nebo jsou nedostatecné urCeny. Nejcastéji
jsou tyto ulohy feSeny pomoci soustav rovnic, i kdyz je také miizeme feSit pomoci jedné rov-
nice, pomoci usudku apod. K feseni téchto loh miizeme pouzit téZ obecnych modeld.

3.4.1. Skupina l: , Ulohy o smésich se dvéma sloikami*

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich) se dvéma slozkami. Proto je lze
vyjadrit soustavou dvou rovnic pro dvé neznamé, které také pocitame. K reseni uloh samo-
zirejmé miizeme vyuzit i jinych metod vietné uziti obecnych modelii. Tyto ulohy nékteri autori
jeste ddle cleni, ale toto clenéni je prilis podrobné, v nékterych podskupindch je tezké vitbec
najit vhodné ulohy, a proto dalsi ¢lenéni neprovadim.

Piiklad 4.1.1:

Deset litrd mostu je uskladnéno ve 13 lahvich, v nékterych je 0,7 litru, v nékterych 1 litr. Ko-
lik je menSich a kolik vétSich lahvi?

Reseni ¢. 1

Oznaéme si pocet lahvi po 0,7 litru X, pocet lahvi po 1 litru y. Potom miizeme situaci matema-
tizovat takto:

X+y=13
07-x+y=10 | - (-1
03x=3 | -

x=10 — =3

Zkouska:

V 10 mensich lahvich je 10-0,7 = 7 | mostu, ve 3 vétSich lahvich je 3-1 = 3 | mostu, celkem
je vlahvich 7+ 3 =10 | mostu.

Odpoved:

Mensich lahvi po 0,7 | je 10, vétsi lahve po 1 | jsou 3.
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Reseni &. 2;
V ptedchozim feseni jsme pouzili soustavu rovnic. Stejné¢ tak mizeme ulohu feSit pomoci
jedné rovnice. Ozna¢me si pocet lahvi po 0,7 litru X, potom pocet lahvi po 1 litru bude (13 —
X) a plati
0,7-x+1-(13-x) =10
0,7x+13-x=10 |-13
~0,3x=-3 |- (-1

x=10 —» y=3

Reseni ¢&. 3:

Miizeme také vyjit ze vztahi (4-1¢): m, = > —2.m, a (4-1d): m=2"2.m_ (viz piiloha
1 1
cm ,
1), kde m=13,cm=10,c= —=12,¢;=0,7, c; =1, a dostavame:
m
_ 10_1 _ 0_07
ml—C C2 m 13 = 13:21 m:um —13—.13__

¢ -c ¢ 07-1 c,-c ° 1-07 =

Zkouska a odpoved viz feSeni C. 1.

Priklad 4.1.2:

V zasilce byly Gctovany knizni publikace dvojiho druhu v celkové cené 9 661 K¢. Publikace
prvniho druhu byla za 129 K¢, publikace druhého druhu za 158 K¢. Kolik publikaci kazdého
druhu bylo v zasilce, bylo-li drazsich o 23 vice?

Reseni
. o . y . CM +C,r
Hledané mnozstvi publikaci m;, m; vypocteme podle vztahi (4-2a): m, = —=—, (4-2b):
+
1 2

cm-cr . . . o y Cet e o
m, = (viz ptiloha 1). Musime dat pozor na oznaceni, protoZe zde je dlleZité potadi.

C, +C,

Jako prvni budeme brat publikace, kterych je vic (ptedpoklada se, ze m1 > my).
Potom je v naSem piipadé c; = 158 K&, ¢, =129 K¢, cm =9 661 K&, r =23 ks a dostavame
_cm+c,r _ 9661+129-23

m, =44 ks.
C,+C, 158 +129

m, = cm-c,r _ 9661-158-23 = 21 ks.
C,+¢C, 158 +129

Zkouska:

Publikace 1. druhu stoji celkem 21129 =2 709 K¢,

publikace 2. druhu stoji celkem 44-158 = 6 952 K¢,

celkem stoji vSechny publikace 2 709 + 6 952 =9 661 K¢.

Odpoved.

Publikaci prvniho druhu za 129 K¢ bylo 21 ks, publikaci druhého druhu za 158 K¢ pak bylo
44 Ks.
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3.4.2. Skupina 2: ,, (710hy o smésich se tiemi a vice sloZkami*

Ulohy obsahuji zadani o smésich (slitindch, roztocich) se tiemi a vice slozkami. Presto
je vyjadrujeme soustavou nejcasteji dvou rovnic pro dvé neznamé, protozZe prave tyto dveé ne-
znamé pocitame. K resent techto uloh miizeme pouzit i jinych metod. Tyto ulohy lze také dale
c¢lenit. Protoze toto clenéni je velmi variabilni, v literature se témer nevyskytuje.

Piiklad 4.2.1:

Mame tfi druhy kyseliny octové: 15%, 30% a 50%. Kolikaprocentni kyselinu dostaneme,

smichame-li z prvého 3 litry, z druhého 5 litri a ze tietiho 8 litra?

ReSeni ¢. 1:

Prvni kyselina obsahuje 3-0,15 = 0,45 litru stoprocentni kyseliny octové,

druha kyselina obsahuje 5-0,0,30 = 1,50 litru stoprocentni kyseliny octové,

tieti kyselina obsahuje 8- 0,50 = 4,00 litru stoprocentni kyseliny octové,

dohromady obsahuji 0,45 + 1,50 + 4,00 = 5,95 litru stoprocentni kyseliny octové.

Protoze jsme dostali celkem 16 litrti kyseliny octové, je jeji koncentrace rovna

ﬁ-lOO = 37,2%.

16

Zkouska:

Viz feSeni €. 2.

Odpoved:.

Dostaneme asi 37,2% kyselinu octovou.

Reseni &.2;

K feseni ulohy uzijeme obecného modelu a z ného vyplyvajiciho vztahu (4-11c) (viz ptiloha

1):

o = GaMy +C,m; +¢;M
m

8, m = 16 a dostavame

co C,My +C,M, +CsMy 0,15.3+0i3(;.5+o'5.8 _ s~ 0371875,
m

coz je asi 37,2%.

Zkouska:

Prvni kyselina obsahuje 0,15-3 = 0,45 | octa (100%-niho octa, stejné i dale), druha kyselina

obsahuje 0,30-5 = 1,5 | octa, tieti kyselina obsahuje 0,5-8 = 4 | octa, celkem vSechny tii kyse-

liny obsahuji 0,45 + 1,5 + 4 = 5,95 | octa.

Vysledna kyselina obsahuje 0,371875-16 = 5,95 | octa.

Odpoved:.

Dostaneme asi 37,2% kyselinu octovou.

2 (viz ptiloha 1), kde c; =0,15,¢,=0,3,¢c3=0,5,m; =3, m; =5, m3 =

Piiklad 4.2.2:
Kolik litri 8%-niho octa musime pfilit do roztoku, ktery vznikl nalitim 10 | vody do 10 | 4%-
niho octa, aby vznikl ocet 3 %-ni?
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K feseni Glohy uzijeme modelu a z n¢ho vyplyvajiciho vztahu (4-11a) (viz piiloha 1) kde ¢; =

8%, ¢, =4%, c3=0%, c=3%, m, =101, m3 =101 a dostavame

_— c¢m, +cm; —¢,m, —¢c;m; _ 3:10+3-10-4-10-0-10
' c,—C 8-3

Zkouska:

4 | 8%-niho roztoku obsahuje 4-0,08 = 0,32 | octa (100%-niho), 10 | 4%-niho roztoku obsa-

huje 10-0,04 = 0,4 | octa (100%-niho), a voda neobsahuje zZadny ocet, celkem obsahuje roztok

0,32 + 0,4 = 0,72 | octa (100%-niho).

24 | 3%-niho roztoku obsahuje 24-0,03 = 0,72 | octa (100%-niho).

Odpoved.

Do roztoku musime pfilit 4 litry 8%-niho octa.

=41.

Poznamka:

V piikladu 4.2.1 dosazujeme procenta jako pomérnou ¢ast (tedy setinu hodnoty, kterou jsou
procenta vyjadiena), v ptikladu 4.2.2 dosazujeme procenta jako hodnotu. VVzhledem k tomu,
ze dosazujeme jak do Citatele, tak do jmenovatele zlomku, neni rozhodujici, kterou z variant
volime. Pokud bychom dosazovali bud’ jen do &itatele, nebo jen do jmenovatele zlomku, mu-
sime procenta vyjadfit jako pomérnou ¢ast.

3.4.3. Skupina 3: ,,Ulohy o smésich v riznych situacich*

Ulohy obsahuji zadani o smésich (slitindch, roztocich) se dvéma a vice sloZkami ve
dvou nebo Vice riznych situacich. Lze je vyjadrit soustavou dvou a vice rovnic a pocitame dvé
nebo vice neznamych.

Priklad 4.3.1:
Kolik stoji jeden kilogram kazdého druhu zbozi, kdyz 3 kg zbozi C a 5 kg zbozi D stoji 180
K¢ a 6 kg zbozi C a 4 kg zbozi D stoji 180 K¢&?

Cenu za 1 kg zbozi C oznac¢me X, cenu za 1 kg zbozi D ozna¢me Y, potom plati

3x+5y=180 |-4 |- (-2)
6x+4y =180 |- (-5)
~18x=-180 |:(-18) —By=—180 |:(-6)
x = 10 K& y = 30 K¢&
Zkouska:

3 kg zbozi C a 5 kg zbozi D stoji 3-10 + 5-30 =180 K¢,

6 kg zbozi C a 4 kg zbozi D stoji 6-10 +4-30 = 180 K&.
Odpoved:.

Kilogram zbozi C stoji 10 K¢, kilogram zbozi D stoji 30 K¢&.

Uzijeme modelu (4-12) a jeho vztahii (viz ptiloha 1)

(4-12a): ¢, = M, (4-12b): c, = M,
m,m, —m,m, m,m, —m,m,
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kde m, =3, m, =5 m, =6, m, =4, k=180, | =180.

Potom
- Im, —km, _ 180-5-180-4 10 K&
m,m, —mm, 5.6-3-4
km, —Im -6— .
c, = , L 180-6-180-3 _30Ke.
m,m, —m,m, 5:-6-3-4

Zkouska a odpoved’ viz feseni €. 1.

Piiklad 4.3.2:

Slitina médi a zinku vahy 124 gramu ztraci pii vnoteni do vody 15 gramul své vahy. Kolik
gramu kazdého kovu je obsazeno v sliting, jestlize 89 gramli médi ztraci ve vod¢ 10 gramt
své vahy a 7 gramu zinku ztraci ve vode 1 gram své vahy?

Reseni zpracovano podle [46], str. 31

Nejdiive si vytvotime obecny model, zadané hodnoty ozna¢me takto:

h [g] — celkova hmotnost (vaha) slitiny (h = 124 g),

z [g] — hmotnost (vaha) slitiny, ktera se ztraci ponofenim do vody (z = 15 g);

hmotnost p [g] prvniho kovu ztraci a[g] (p =89g, a = 10g),

hmotnost q[g] druhého kovu ztraci b [g] (g =7g, b = 1g).

Neznamou hmotnost prvniho kovu ozna¢me X [g], neznamou hmotnost druhého kovu y [g].
Potom plati x+y=h.

Podle Archimédova zakona je t€leso nadleh¢ovéano v kapaliné silou, ktera se rovna vaze kapa-
liny télesem vytlacené. Ponévadz hustota vody je 1, je objem Ciseln¢ roven vaze vytlatené
vody. Hustotu prvniho kovu (médi) ozna¢me p,, hustotu druhého kovu (zinku) ozna¢me p, .

Potomplati p=a-p,, q=b-p,.

Vyjadiime si p;, p,: p; =£, P, =%.

X [g] prvniho kovu zaujimé objem X X_,

-a
P1 p
y [g] druhého kovu zaujima objem Y _ yTb .
P2

Pro ztratu objemu celé¢ slitiny je potom
xa yb_
Y q
agx + bpy = poz.
Modelem nasi situace je soustava rovnic
X+y=nh
agx + bpy = pgz
Ze soustavy (3-11) postupné vyjadiime X a .
1) y=h-x
agx + bhp —bpx = pgz |- bph
x-(aq —bp) =pgz —bph | : (aq - bp)

z |-pg

(3-11)
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X = M (3-11a)
aq —bp
2) x=h-y
agh —aqy +bpy =pgz |-agh
y-(bp-aq) =pgz-agh | : (bp-aq)
bp —aq
Pro hodnoty musi platit, ze vSechny jsou kladné, véetné X, V.
a) Je-li aq # bp, potom ma tloha jediné feseni [X; y].
b) Je-li aq = bp a gz # bh a pz # ah, potom uloha nema feSeni.
c) Je-li ag = bp a gz = bh a pz = ah, potom tloha ma nekone¢né mnoho feseni, pro ktera plati
Xx+y=h.
Nyni dosadime konkrétni hodnoty: h=1249,z=159,p=89¢9g,a=109,9g=79g,b=1g.
z—bph 15-89-7-124-1-89
L =89 [g],
agq—bp 10-7-1-89
_ pgz—agh _ 15-89-7-10-124-7
bp —aq 1.89-10-7

=35[g].

Poznamka:
Je mozné hodnoty p, g normovat (tj. ptevést na hodnotu 1), potom soustava (3-11) ma tvar

Xy = 3-12
ax+by=z" (3-12)
kde a=— b=
P1 P2
Vyjadiime-li X,y, dostavame

X:z—bh' y:z—ah. (3-12a.b)
a-b

b-a
a konkrétné

z—bh 15-1.124
X = = ! =89 [g],

_ 11
a b 8,9 7

z-ah _15- 4124

- 1
b-a 7789

©

=35[g].

Dosadime-li za a, b hodnoty a= i, b= i, dostavame soustavu
P1 P2

X+y=h
X N Y _ ;o (3-13)
P P2

kde p,, p, jsou hustoty médi a zinku (v tomto potadi).

Vyjadiime-li X,y, dostavame

wope2zh oy opzoh (3-13a,b)

10

P2 =P P17~ P
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a konkrétné

_h 15—
= P2t p, = 7-15 124-8,9 - 89 [q].
P2~ P 7-89
z-h 8,9-15-124
y=PEN 89 _g5pg
P~ P 89-7

3.4.4. Skupina4: ,,Specidlni ulohy o smésich*

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich). Ulohy nelze vyjadrit pomocit
predchozich soustav dvou rovnic. Pocet nezndamych se rovna poctu rovnic. Ddle jsou zde za-
Fazeny i ulohy, které nejsou dostatecné urceny, pocet nezndamych je vétsi nez pocet rovnic.
Ulohy vedou na diofantovské rovnice.

Piiklad 4.4.1:

Obchodnik koupil dva druhy latek za celkovou cenu 2 530,- K¢. Za 1 m prvniho druhu za-
platil 80,- K¢, za 1 m druhého druhu 90,- K¢. Pak prodaval 1 m latky o 20,- K¢ draze nez sam
nakoupil. KdyZ vSechno prodal, mél zisk 600,- K¢. Kolik metrti prvniho druhu a kolik metrt
druhého druhu prodal?

druhého druhu bylo y metrti a 1 metr stal pti koupi 90,- K&, pti prodeji 110,- K¢&. Potom plati:
80x +90y =2530 |- (-1)
100x + 110y =3 130
20x+20y=600 — x=30-y
80-(30-y) +90y =2530
2 400 - 80y + 90y =2 530 |- 2400
10y=130 — y=13 — x=17.

Zkouska:

Obchodnik pfi koupi zaplatil za latku 17-80 + 13-90 = 2 530,- K¢, pii prodeji za latku utrzil
17-100 + 13-110 = 3 130,- K¢&. Rozdil ¢inil 3 130 — 2 530 = 600,- K¢.

Odpoved:.

Obchodnik prodal 17 m prvniho druhu latky a 13 m druhého druhu latky.

Priklad 4.4.2:

Na palouku byli hadi, vrabci, mysi, brouci a pavouci. Dohromady méli ¢tyfikrat vice nohou
neZ hlav. Mysi a brouci maji dohromady pétkrat vice nohou nez hlav. Brouci a pavouci maji
celkem 100 nohou. Kdyby se hadi odplazili, zistalo by na palouku pétkrat vice nohou nez
hlav. Kolik kterych zivocichti bylo na palouku (brouk ma 6 nohou, pavouk 8 nohou)?

Oznacéme si pocet hadl x, pocet vrabcetl Yy, pocet mysi z, pocet broukil U, pocet pavoukd v, po-
tom miizeme situaci na louce popsat matematicky takto
(X+y+z+Uu+V)-4=2y+4z+6u+8v |-2y—4z-6u—8v
5z+5u=4z+6u  |1-4z-5u
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6u + 8v = 100 | :2
(X+y+z+u+Vv)-5=2y+47+6u+8v |-2y—4z-6u—8v
4x+2y—-2u—-4v=0

Z=u
3u+4v =50
y+z—u-3v=0 — 3y=3v —> y=v
Z=u
50—3u

4X+2y—2u—-50+3u=0 | 50
3y+u-— w2y g | 4
4 4 3

4x+2y+u=50 | -2
4y+3u=50 | - (-1)
8x—u =50
a fesime linearni diofantickou rovnici tak, ze zvolime X =t, potom
8t—u=50 — u=-50+8t t>6 (abyu bylokladné).
50-3u

Dale: z=u, v= PR y=vVv

Dostavame:
t: 7 8 9
X: 7 8 9
u: 6 14 22
V: 8 2 - 16
y: 8 2 - 16
Z 6 14 22

Resenim jsou hodnoty pro t=17, 8. Pro Vets1 hodnoty t jsou pocty Y, V jiz zaporné.

Zkouska:

a) hadi — 7, vrabci — 8, mysi — 6, brouci — 6, pavouci — 8.

Vsichni maji pocet hlav 7+ 8 + 6 + 6 + 8 = 35, pocet jejich nohouje 7-0+8-2+6-4+6-6 +
8-8 =140. Podil jejich nohou a hlav je 140 : 35 = 4.

Mysi a brouci: pocet hlav 6 + 6 = 12, pocet nohou 6-4 + 6-6 = 60. Podil jejich nohou a hlav
je60:12 =5,

Pocet nohou brouki a pavouki je 6-6 + 8-8 = 100.

Bez hadt maji ostatni pocet hlav 8 + 6 + 6 + 8 = 28, pocet jejich nohou je 8-2 +6-4 +6-6 +
8-8 =140. Podil jejich nohou a hlav je 140 : 28 = 5.

b) hadi — 8, vrabci — 2, mysi — 14, brouci — 14, pavouci — 2.

Vsichni maji pocet hlav 8 + 2 + 14 + 14 + 2 = 40, pocet jejich nohou je 7-0 + 2-2 + 14-4 +
14-6 + 2-8 = 160. Podil jejich nohou a hlav je 160 : 40 = 4.

Mysi a brouci: pocet hlav 14 + 14 = 28, pocet nohou 14-4 + 14-6 = 140. Podil jejich nohou a
hlav je 140 : 28 = 5.

Pocet nohou brouki a pavouki je 14-6 + 2-8 = 100.

Bez hadt maji ostatni pocet hlav 2 + 14 + 14 + 2 = 32, pocet jejich nohou je 2-2 + 14-4 +
14.6 + 2-8 = 160. Podil jejich nohou a hlav je 160 : 32 = 5.

Odpoved:.

Na palouku bylo 7 hada, 8 vrabcii, 6 mysi, 6 broukd a 8 pavoukli nebo 8 hadd, 2 vrabci, 14
mys$i, 14 broukt a 2 pavouci.
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3.5. Slovni ulohy o spole¢né praci

Zakladni clenéni slovnich tloh o spole¢né praci je podle poctu pracovniki, kteii se
zucastnuji pracovniho procesu. Dale se ulohy déli podle toho, zda subjekty pracuji po celou
dobu prace nebo jen Cast této doby. Také se objevuji piipady, kdy alespon jeden subjekt vy-
konava ,,opa¢nou praci (tj. spolecnou praci ,,boti*). Nakonec jsou zarazeny specifické druhy
spolecné prace.

3.5.1. Skupina 1: ,,Plnd prdce dvou subjektit*

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci dvou subjektii. Oba subjekty pracuji po celou
dobu spolecné prace. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu, za kterou spolecnou prdci
vykonaji jednotlivé subjekty.

Priklad 5.1.1:

Na tseku nové budované silnice pokladaji dva finiSery rizné vykonnosti Zivicny koberec.
Polozeni koberce jednim finiSerem by trvalo 78 hodin, druhym 91 hodin. Jak dlouho bude
trvat prace pfi sou¢asném nasazeni obou stroji?

Reseni €. 1:

Prvni finiSer polozi za 1 hodinu 7_18 koberce,
druhy finiser polozi za 1 hodinu % koberce,

oba finiSery polozi za 1 hodinu 1 koberce,

X
potom plati
ERE P
78 91 x

91x + 78x = 7 098
169x=7098 | : 169
X =42 hodin.

Zkouska:
Za 42 hodin polozi prvni finiSer 42- % = £,
za 42 hodin polozi druhy finiSer 42-4 =%,

oba finiSery polozi za 42 hodin % + & =1, tj. cely koberec.

Odpoved:.
Pfi soucasném nasazeni obou strojii bude prace trvat 42 hodin.

Reseni €. 2:

Vyjdeme ze vztahu (5-1a) ptislusného modelu (viz ptiloha 1), kde a = 78, b = 91. Potom

_ab 78-91 - 42 hodin.

“a+b  78+91
Zkouska a odpoved’ — viz teSeni €. 1.
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Piiklad 5.1.2:
Jeden ze dvou zavodii mtze splnit objednavku o 4 dny dfive nez druhy. Pii spolecné praci by
oba zavody splnily za 24 dny pétkrat vétsi objednavku. Za jakou dobu by splnil objednavku
kazdy zavod?

Prvni zavod splni za 1 den 1 objednavky,
X

druhy zavod splni za 1 den

objednavky,
X+4

oba zavody splni za 1 den > objednavky,

potom plati
1, .5 | - 24x- (x + 4)
X x+4 24
24-(x +4) + 24x =5x- (x + 4)
5x° + 20X =24x +96 +24x |- 48x 96

5x2 — 28X — 96 = 0 D=2704 — D =52
28+52 (8
X12 = = .
2.5 —2.4
Protoze x> 0, jediné feSeni je x = 8, potom x +4 = 12.

ZkousSka:
1

Prvni zavod ud¢la za 1 den § objednavky, druhy zavod udéla za 1 den 5 objednavky, oba

spolecné udélaji  + 15 = >; objednavky, coz je spolecny vykon.
Odpoved:.
Prvni zavod by splnil objednavku za 8 dni, druhy zavod ze 12 dni.

3.5.2. Skupina 2: ,,Neiplnda prdce dvou subjektii“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné prdci dvou subjektii. Alespori jeden ze subjektii pra-
cuje jen cast doby spolecné prace. Pocitdme dobu spolecné prdce nebo dobu, za kterou spo-
lecnou praci vykonaji jednotlivé subjekty. Miizzeme také pocitat dobu, za kterou by dokoncil
spolecnou prdaci jeden ze subjektii.

Priklad 5.2.1:
Prvni podnik splni kol za 7 dni, druhy za 8 dni. Za kolik dni bude ukol hotov pii spolecné
praci obou podnikd, jestliZze pracuje nejdiive prvni podnik dva dny sdm?

Prvni podnik splni za 1 den < tkolu,
druhy podnik splni za 1 den § ukolu.
Protoze prvni podnik pracuje nejdiive 2 dny sam, udéla -2 =2 ukolu a pro spole¢nou praci

zbyva 1-2=% tkolu.
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Oba podniky udélaji spole¢né za 1 den 1+ =% ukolu, 2 Ukoluudélajiza 2: 22 =%=2%

7 6 3
dne.
Cely ukol bude splnén za 2 + 2% =42 dne.
Zkouska:
Prvni podnik pracuje 4% dne, za tuto dobu udéla 4%-1 =131 =2 {kolu,
druhy podnik pracuje 22 dne, za tuto dobu udéla 22.1=-2 =1 {kolu,

2

dohromady udélaji £+ =1, tj. cely ukol.
Odpoved.
Cely ukol bude splnén za 42 dne.

Oznacme si dobu prace prvniho podniku X dni. Za 1 den udéla % tkolu, za X dni udéla
X ukolu.
7

Druhy podnik pak bude pracovat (X —2) dni. Za 1 den udé¢la § ukolu, za (x — 2) dni udéla

X=2 irolu.

Dohromady ud€laji oba podniky cely ukol, proto plati

§+X;2=1 |-56
7 8
8x+ 7x—14 =56 + 14
15x =70 215

x=%= 42 dne.

Toto je téZ doba celé prace.
Zkouska a odpoved’ viz teseni ¢.1.

Protoze doba préace prvniho podniku je rovna dobé celé prace, budeme pocitat tuto dobu.
ab—-bp—aq

Vyjdeme z modelu (vztahu) (5-5a) (viz ptiloha 1), kde s= .
a+

Celkova doba prace je

ab—bp —aq rp= ab—bp-aq+ap+bp _a-(b+p-q)

a+b a+b a+b
a soucasn¢ ( = 0, proto celkova doba prace je
_a(b+p (3-14)
a+b

Totéz dostavame, vyjdeme-li ze vztahu (5-5f) a za q dosadime 0.

V nasi tloze konkrétné a=7h,b=8h,p=2h, c=m, potom
_aep) (T@+2) 70 14, o

a+b 7+8 15 3

Zkouska a odpoved’ viz teseni ¢.1.

Poznamka:
Jestlize bude pracovat nejdiive druhy sam g hodin, je celkova doba prace
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ab—bp—aq+q_ ab—-bp-ag+aq+bg b-(a-p+q)

n=s+q=
a+b a+b a+b
a soucasn¢ p = 0, proto celkova doba prace je
a+b

Priklad 5.2.2:
Dva dé¢lnici vykonaji praci spolecné za 16 dni. Po 4 dnech spole¢né prace ji dokonci druhy
délnik sdm za 36 dni. Za kolik dni by ji vykonal kazdy délnik sam?

Reseni &.1: - usudek

Po 4 dnech vykonaji 4 : 16 = 1 prace a zbyva jim ud¢lat 1-1 =2 prace. Tuto ¢ast vykona
sam druhy. Velikost prace je pfimo tmérna ¢asu, z toho plyne

3 prace....... 36 dni

x:36=1:2 — x=48dni.
Pro dobu prace prvniho plati podle (5-1b) (viz piiloha 1)
a=25 _ 2810 _of ni
b-s 48-16 =
Zkouska:
Prvni déInik udéla za 1 den 55 prace, za4 dny 4-5; = ¢ prace,

2 prace,

druhy délnik udéla za 1 den ;5 prace, za 40 dni 40- 5
dohromady udélaji ++2 =1, tj. celou praci.

Odpoved.

Prvni délnik by sam vykonal praci za 24 dni, druhy sam za 48 dni.

Oznacme si S dobu skutecné spole¢né prace 4 dny, ¢ dobu prace, kdy by udélali celé dilo, a
dobu, kterou by na praci potieboval prvni sam, b dobu, kterou by na praci potifeboval druhy

. o 1e S , , 9 S C-S ,
sam. Dosud udé€lali — préce, zbyva udelat 1- — = —— préce.
C c c

Velikost prace je ptimo umérna ¢asu, z toho plyne

©75 prace q dni
4 o Pprace....... A
1 oprace ......... b dni
i = 9 — b= . (3-16)
% q C—S
Pro a plati podle (5-1b) (viz ptiloha 1) a (3-16)
c.-- c’q 2
a — bc , b — Cq - a — Cc-S — C—ZS — C Zq
b-c c-s A _¢c @S cg—C”+CS

€-=S c-s
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a=—4 (3-17)
q-c+s
V nasi tloze je konkrétné ¢ =16 dni, s =4 dny, g = 36 dni, potom
cq _16-36 576 _ 48 dni.
c-s 16-4 12 =
g _ 16-36 :576:24 dni.
g-c+s 36-16+4 24 =
Zkouska a odpoved viz feSeni C.1.

3.5.3. Skupina 3: ,,Plnd prace ti'i subjektit“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné prdaci tii subjektii. Viechny subjekty pracuji po ce-
lou dobu spolecné prdce. Pocitame dobu spolecné prdce nebo pocitame dobu, za kterou spo-
lecnou praci vykonaji jednotlivé subjekty.

Priklad 5.3.1:
V tepelné elektrarné je vytvofena uréita zasoba uhli. Bude-li v ¢innosti pouze 1. elektrarensky
blok, vysta¢i zasoba uhli na 24 dni. Bude-li v ¢innosti jen 2. blok, vystaci zasoba na 30 dni,

bude-li v ¢innosti jen 3. blok, vystaci zasoba na 20 dni. Urcete, na kolik dni vystac¢i zasoba
uhli, budou-li v ¢innosti soucasné vSechny tii elektrarenské bloky?

1. blok spotiebuje za 1 den 2—14 zasoby uhli,
2. blok spotiebuje za 1 den % zasoby uhli,
3. blok spotiebuje za 1 den % zasoby uhli,

. 1
vSechny bloky spottebuji za 1 den — zasoby uhli,
X

potom plati
1,211 | - 120x
24 30 20 x
SX +4x + 6x =120
15x=120 |:15
X=8.
Zkouska:

Za 8 dni spotiebuje 1. blok 8--L =+ zasoby uhli,

za 8 dni spotiebuje 2. blok 8- = zasoby uhli,

za 8 dni spotiebuje 3. blok 8- % =2 zasoby uhli,

celkem za 8 dni spotiebuji vSechny bloky % + 7 + £ =1 zasobu uhli.

Odpoved.

Budou-li v ¢innosti vSechny tii elektrarenské bloky, vysta¢i zasoba uhli na 8 dni.
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Vyjdeme ze vztahu (5-11a) (viz pfiloha 1), kde a = 24, b = 30, ¢ = 20, potom
abc 24-30-20 — 8 dni

S = =
ab+ac+bc 24-30+24-20+30-20
Zkouska a odpoved viz feSeni C.1.

Piiklad 5.3.2:
Nadrzku Ize naplnit tfemi kohoutky. Druhym by se naplnila za dobu o polovici delSim nez

prvym, tfetim za dobu o 8 hodin del$i nez prvym; vSemi soucasné se naplni za 4 1 hod. Za
jakou dobu by se naplnila kazdym zv1aste?

Jen prvnim kohoutkem by se nadrzka naplnila za x hodin,
jen druhym kohoutkem by se nadrzka naplnila za (x + £ x) = 2 x hodin,
jen tfetim kohoutkem by se nadrzka naplnila za (x + 8) hodin, potom

. . 1
jen prvnim kohoutkem se za 1 hodinu naplni — nadrzky,
X

jen druhym kohoutkem se za 1 hodinu naplni 33 nadrzky,
X

jen tietim kohoutkem se za 1 hodinu naplni 3 nadrzky,
X+
D . . .12
vsemi tfemi kohoutky spolecné se za 1 hodinu naplni Ve nadrzky,

2
potom plati
1+£+i:g |9X(X+8)
X 3x x+8 9
OX + 72 + 6X + 48 + Ox = 2 + 16x |- 24x - 120
0=2x"-8x-120 |:2
X —4x-60=0
(x-10)-(x+6)=0 — x.=10, X, =—6 (je zaporné, neni feseni).
Zkouska:.
Jen prvnim kohoutkem natece nadrzka za 10 h, za 1 h nate¢e 5 nadrzky,

jen druhym kohoutkem natece nadrzka za 15 h, za 1 h nate¢e 7z nadrzky,

jen tfetim kohoutkem natece nadrzka za 18 h, za 1 h natee 5 nadrzky,

za 4,5 h nate¢e vSemi kohoutky najednou 4,5- (& + 5 + ) =452 =1 nadrzka.

Odpoved:.

Jen prvnim kohoutkem by se nadrzka naplnila za 10 hodin, jen druhym kohoutkem za 15 ho-
din, jen tfetim kohoutkem za 18 hodin.
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3.5.4. Skupina 4: ,,Neuplnda prdce ti'i subjektit*

Ulohy obsahuji zaddani o spolecné praci tii subjektii. Alespoii jeden ze subjektii pracuje
jen cast doby spolecné prdace. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu, za kterou spolecnou
praci vykonaji jednotlive subjekty. Muzeme také pocitat dobu, za kterou by dokoncil spolec-
nou prdci jeden ze subjektii.

Piiklad 5.4.1:
Dany ukol splni délnik Skala sdm za 8 dni, délnik Sekera sdm za 10 dni a délnik Susil sdm za
12 dni. Jakou ¢ast ukolu maji jesté splnit po dvou dnech spole¢né prace? Za kolik dni splni
zbytek ukolu?

Reseni &. 1: - usudek

DéInik Skala splni za 1 den § ukolu,
délnik Sekera splni za 1 den ;5 tkolu,
délnik Susil splni za 1 den ukolu

vichni splni za 1 den £+ + 35 = 2L tkolu, za dva dny 3 ukolu.
37

Zbyva jesté splnit 17 = 1'1k01u.

Dobu vypocteme pomoci primé umeéry (¢im je vice prace, tim dels$i dobu ji budeme d¢lat)
3 (préace). . ..... 2 (dny)

& (prace). . ... .. x (dnf)

Z toho plyne uméra
37 9 37

60
ZkouSka:
Aby splnili ukol, musi vSichni pracovat 2 + 1 3 =12 dne.

Délnik Skala splni za 2 dne § -2 =22 ukolu,

délnik Sekera splni za 322 dne 75-42 =12 ukolu,

délnik Susil splni za 2 dne L= ﬁkolu,

vSichni pak splnili 22 +22+32=1 cely ﬁkol.
Odpoved:.
Po dvou dnech maji délnici jesté splnit 22 tkolu. Tuto ¢ast dokonéi spole¢né za 42 dne.

=12 = 1 osmihodinové pracovni sména a 2 hodiny.

Oznacme si X pocet dni, ktery zbyva v§em pracovnikiim do ukonceni tkolu po dvou dnech.

D¢lnik Skala splni za 1 den § tkolu, za celou dobu prace (x + 2) dny udela 2 prace,
délnik Sekera splni za 1 den ;; tkolu, za celou dobu prace (X + 2) dny udela 2 prace,
délnik Susil splni za 1 den & kolu, za celou dobu prace (X + 2) dny udela prace,

Dohromady udé¢laji celou praci. Z toho plyne vztah
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X+2 X+2 X+2
+ +

=1 |- 120
8 10 12
15x + 30 + 12x + 24 + 10x +20 = 120 |- 74
37x = 46 |:37
X =22 dne.

Kdyz udélaji celou praci za 2 + 22 =120 dne, za 2¢ dne udélaji 22:12 = % prace.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni ¢.1.

abc
ab+ac+bc
Uvazujeme-li, Ze vSichni pracuji spole¢né h hodin, pak za tuto dobu udélaji

h = h-(ab+ac-+ be) préce; zbyva udélat zbytek z, pro ktery plati

Vyjdeme z modelového vztahu (5-11a) (viz ptiloha 1), kde s =

S abc
71N _y_h-@+ac+be) pro z plati:
S abc
_ abc—h-(ab+ac +hbc) _ (3-18)
abc
Spole¢nou praci dokon¢i délnici za dobu t. Plati t = s — h, z toho plyne
= _abe (3-19)
ab+ac+hc

V nasi tloze je konkrétné a=8h,b=10h,c=12h, h =2 h. Pak dostavame
_abc—h-(ab+ac+bc) _ 8-10-12—2-(8-10+8-12+10-12) 368 _ 23

prace.
abc 8-10-12 960 60
3 abc b= 8-10-12 o 960-2-296 368 46 dni
ab+ac+bc 8-10+8-12+10-12 296 206 37

Zkouska a odpovéd’ stejné jako v feSeni €. 1.

Piiklad 5.4.2: (Délnici na stavbe)

Prvni délnik by vykonal urcitou praci za 12 dni, druhy dé€lnik by tutéZ praci vykonal za 16 dni.
Spole¢né pracovali 4 dny. Potom druhého délnika vystfidal tfeti. Prvni a tieti délnik spole¢né
zbylou praci vykonali také za 4 dny. Za kolik dni by tuto praci vykonal tfeti délnik sam?

Reseni ¢. 1: - usudek

1. délnik vykona za 1 den ..... & prace, za4dny ..... -4 =1 prace

2. délnik vykona za 1 den ..... & prace, za4dny ..... %4 =1 prace
dohromady vykonaji za 4 dny ..... 1+1 = prace.

Zbyva vykonat 1— 5 =35 prace.

1. déInik vykona za zbyvajici 4 dny % préce, na tfetiho zbyva 5 —3 =35 prace.

3. délnik vykona za 4 dny 35 prace, za jeden den Ctvrtinu, tedy 35:4 = prace.

Kdyz 3. déInik vykona za 1 den 5 prace, celou praci sam vykona za 48 dni.
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Zkouska:

1. délnik vykona za 1 den ..... & prace, za 8 dni ..... £ -8=2 prace,
2. délnik vykona za 1 den ..... + prace, za 4 dny ..... L -4 =17 prace,
3. d¢lnik vykona za 1 den ..... 4 prace, za4 dny ..... 44 =1 prace,

dohromady vykonaji za celou dobu 2 +1+-5 =832 =1, tedy celou praci.
Odpoved':
Tteti d€lnik by sam vykonal praci za 48 dni.

OznaCme si X pocet dnti, za které vykona celou praci sam 3. délnik. Potom mizeme psat:

1. d€lnik vykona za 1 den ..... + prace a pracuje 8 dni,
2. délnik vykona za 1 den ..... &= prace a pracuje 4 dny,
3. délnik vykond za 1 den ..... L prace a pracuje 4 dny.

Dohromady vykonaji celou praci. Z toho plyne rovnice
8-L+4-£+4-1=1,
241441 |.12x
8x +3x+48=12x |-11x
48 = x
Zkouska a odpoved’ - viz feSeni €. 1

Vyjdeme z modelového vztahu (5-15a) (viz piiloha 1), kde
s abc —bcp —acq —abr —(ac+bc)-u—(ab+bc)-v—-(ab+ac)-w
ab+ac+bc
pficemz p=0,9g=0,r=0,w=0,s =0 a dostdvame
0 abc—(ac+bc)-u—(ab+hbc)-v
ab+ac+bc

odkud
abv

C= ,
ab—au—bu—bv

kdea=12,b=16,u=4,v=4.
Potom

(3-20)

co abv _ 12-16-4
ab—au-bu-bv 12-16-12-4-16-4-16-4

= 48 dni.

Poznamka:
Do vztahu (5-15a) mtizeme ihned dosadit Cisla, tj. a = 12, b = 16, ¢ = X (neznama), p =0, q =
0,r=0,u=4,v=4,w=0,s=0 adostavame:

0 12-16-x-0-0-0—(12x+16x)-4—(12-16 +16x) -4

12-16+12x +16x
0=192x — 112x — 768 — 64x | + 768
768 =16x |:16
X =48.

| - (192 + 28x)
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3.5.5. Skupina 5: ,,Prdce Ctyi a vice subjektit*

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné prdci ¢tyi a vice subjektii. Subjekty mohou pracovat
po celou dobu spolecné prace nebo jen cast doby spolecné prdace. Pocitame dobu spolecné
prace nebo dobu jen casti prace nékterého ze subjektii.

Piiklad 5.5.1:

Do nadrzky pfitéka voda Ctyfmi trubkami, z nichz kazdd sama o sobé by naplnila nadrzku za
1, 2, 3, 4 dny. Urcete pfesné, za jak dlouho se nadrzka naplni, ptitéka-li voda vSemi trubkami
najednou? {alohu umél fesit jiz fecky méfi¢ Heron v II. stol. pf. n. 1.}

Jen 1. trubkou natece za 1 den 1 nadrzka,

jen 2. trubkou natece za 1 den % nadrzky,
jen 3. trubkou natece za 1 den % nadrzky,
jen 4. trubkou natece za 1 den % nadrzky,

. . y 1 ..
vSemi trubkami natece za 1 den — nadrzky,
X

potom
1 1 1 1
1+—+—-+—=—
3 4 X
> _1 x:E:O,48dne:11h31min125.
12 x 25
Zkouska:
Za 3% dne nateCe 1. trubkou 22 nadrzky, 2. trubkou 32-1 =2 nadrzky, 3. trubkou 3%-% =
nadrzky, 4. trubkou 32 -+ =2, vSemi trubkami pak 2+ 2+t + = = 1 nadrzka.

Odpoved:
Pritéka-li voda vSemi trubkami najednou, naplni se nddrzka za 11 h 31 mina 12 s.

Pitiklad 5.5.2: (Naplnéni nadrzky)

Nadrzku Ize naplnit ¢tyfmi rourami: prvni za 3 £ h, druhou za 3 h, tfeti za 22 h, ¢tvrtou za 2 ¢
h. Za jakou dobu se naplni nadrzka:

a) prvni a ¢tvrtou rourou;

b) vS§emi ¢tyfmi rourami?

Reseni ¢. 1:

Ozna¢me si X pocet hodin, za které se celd nadrzka naplni 1. a 4. rourou, y pocet hodin, za
které se celd nadrzka naplni vS§emi rourami. Potom miZeme psat:
1. rourou se naplni nadrzka za £ h, za 1 hodinu se naplni ;% nadrzky,

2. rourou se naplni nadrzka za 3 h, za 1 hodinu se naplni £ nadrzky,

3. rourou se naplni nadrzka za 12 h, za 1 hodinu se naplni % nadrzky,
p 5 pini 33 y
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4. rourou se naplni nadrzka za £ h, za 1 hodinu se naplni 5 nadrzky,
1. a 4. rourou se naplni nadrzka za x h, za 1 hodinu se naplni < nadrzky,
vSemi rourami se naplni nadrzka za y h, za 1 hodinu se naplni % nadrzky.

Pro feseni ¢asti a) plati rovnice (uvazujeme-li, kolik se naplni za 1 hodinu) :
34+2=1] .20x
10 20 X
15x = 20
x =3 h=1h20 min.
Pro feSeni ¢asti b) plati rovnice (uvazujeme-li, kolik se naplni za 1 hodinu) :

3 1 5 9 _1
Stitsts=1 | -60y

90y =60 | : 60
y =% h =40 min.

Zkouska:
Cast a):
1. rourou se naplni za § hodiny ..... -3 =% nadrzky,
4. rourou se naplni za § hodiny ..... -2 =2 nadrzky,
dohromady se naplni za 7 hodiny ..... 2+3 =1, tedy celd nadrzka.
Cast b):
1. rourou se naplni za £ hodiny ..... 2-2=1 nadrzky,
2. rourou se naplni za £ hodiny ..... 1-2=2 nadrzky,
3. rourou se naplni za 2 hodiny ..... =2 =2 nadrzky,
4. rourou se naplni za £ hodiny ..... 552 =5 nadrzky,
dohromady se naplni za £ hodiny ..... T+i+ 3+ 5 =100l =] tedy celd nadrzka.

Odpoved':
Prvni a ¢tvrtou rourou se celd nadrzka naplni za 1 h 20 min, v§emi rourami za 40 min.

Reseni &. 2:

Oznacme si X pocet hodin, za které se cela naddrzka naplni 1. a 4. rourou, y pocet hodin, za
které se celd nadrzka naplni v§emi rourami. Potom mtizeme psat:

1. rourou se naplni nadrzka za £ h, za 1 hodinu se naplni ;% nadrzky,

2. rourou se naplni nadrzka za 3 h, za 1 hodinu se naplni £ nadrzky,

3. rourou se naplni nadrzka za 22 h, za 1 hodinu se naplni ;5 nadrzky,

4. rourou se naplni nadrzka za £ h, za 1 hodinu se naplni -; nadrzky,
Pro feSeni ¢4sti a) plati rovnice (uvazujeme-li,ze nadrzka se plni X dni) :

3.x+2-x=1]-20
15x =20 | : 15
X =% h=1h20min.
Pro feSeni ¢asti b) plati rovnice (uvazujeme-li,Ze naddrzka se plni y dni) :
90y =60 | : 90
y =% h =40 min.

Zkouska a odpoved’ - viz feseni 1.
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3.5.6. Skupina 6: ,,Riizné druhy prace*

Ulohy obsahuji zaddani o spolecné praci subjektii. Alespori jeden ze subjektii ,, pracuje
tak, ze spolecné prace nepribyva, ale ubyva. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu jen
casti prace nékterého ze subjektii. Do této skupiny také patii Newtonova uloha.

Piiklad 5.6.1:

Nadrz se naplni otvorem A za 15 minut. Otvorem B miiZe voda odtékat. Otevieme-li oba otvo-
ry soucasné, vyprazdni se plna nadrz za hodinu. Za kolik minut by se vyprdzdnila plna nadrz
otvorem B? (Otvor A uzavieme.)

. y . : 1 ..
Je-li otevien otvor A naplni se za 1 minutu 5 nadrze,

je-li otevien otvor B vyteCe za 1 minutu — nadrze,
X

Jsou-li otevieny oba otvory, vytece za 1 minutu 50 nadrze,

potom plati (vyjadiujeme odtok):
1 1 1 | N 1

X 1525

15

1 1 1 1 :

=4+ == - x=12min.

x 60 15 12
Zkouska:
Za 1 minutu natee otvorem A & nadrze a vyteCe otvorem B 75, zména pak bude
% —1=—% » tj. za minutu odtece Sedesatina nadrze a za 60 minut vytece cela nadrz.
Odpoved.

Jen otvorem B by se nadrz vyprazdnila za 12 minut.

Piiklad 5.6.2:

Do vodojemu vedou tii roury A, B, C. Rourami A a B voda pfitéka a rourou C vytéka. Jsou-li
otevieny roury A a B, naplni se vodojem za 6 hodin, jsou-li otevieny roury A a C, naplni se
vodojem za 221 hodiny, jsou-li otevieny roury B a C, naplni se vodojem za 90 hodin. Za ko-

lik hodin se vodojem naplni, jsou-li otevieny vSechny roury soucasné?

) ) . 1
Rourou A nate¢e vodojem za a hodin, za 1 hodinu nate¢e — vody,
a
) ) ) 1
rourou B natece vodojem za b hodin, za 1 hodinu natece B vody,

. . . 1
rourou C vyteCe vodojem za ¢ hodin, za 1 hodinu vyte¢e — vody,
C

rourami A a B natece vodojem za 6 hodin, za 1 hodinu nate¢e ¢ vodojemu,
rourami A a C natece vodojem za 22 hodiny, za 1 hodinu nate¢e % vodojemu,
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rourami B a C natece vodojem za 90 hodin, za 1 hodinu natece §; vodojemu.
Vyjadiime-li vztahy v zadani, dostavame soustavu rovnic

1 1 1
—F—=—
a b 6
1 1_2
a ¢ 45
1 1 1
b ¢ 90

v . L. Lo 1 1 L
Pro feSeni soustavy rovnic pouzijeme substituci — =u, b= vV, — =W adostdvame

1
a c

u+v:%}_ s ew—i_z_u
U—W:% 6 45 90
V-W=g5

V+w=gl

V-W=14s "

1 — 11 1 — z
E+tW=g — W=35 — c=18dni

u+v=¢ — U=55 — a=10dni

Jsou-li otevieny vSechny roury, natece za 1 hodinu do vodojemu

111 1 1 1 9+6-5 1 .
Syt =— 4 - =" =" vodojemu,
a b c 10 15 18 90 9

cely vodojem natecCe za 9 hodin.
Zkouska:
Cely vodojem natece za 9 hodin, potom

ot it 1) 9.1,
10 12 18 9

Odpoved:.
Jsou-li otevieny vSechny roury, vodojem se naplni za 9 hodin.

) ) ) 1
Rourou A nate¢e vodojem za a hodin, za 1 hodinu nate¢e — vody,
a
« . . . L1
rourou B natece vodojem za b hodin, za 1 hodinu natece — vody,
b
) . ) 1
rourou C vytece vodojem za € hodin, za 1 hodinu vytece — vody,
C
. . ) ) ) .1 1 1 .
rourami A a B natece vodojem za U hodin, za 1 hodinu nate¢e — = —+ — vodojemu,

u a

. ) . . L1011 .
rourami A a C nate¢e vodojem za v hodiny, za 1 hodinu nate¢e — = ——= vodojemu,
v a C

-140 -



. . . . . L1 1 1 .
rourami B a C natec¢e vodojem za W hodin, za 1 hodinu natee — = PR vodojemu.
w c

. . e . . . .11 1 1 )
Cely vodojem nate¢e vSemi rourami za S hodin, za 1 hodinu nate¢e — = =+ — —= vodojemu,

s a b c

Z ¢ehoz plyne

lzbc+ac—ab o so abc . (3-21)

S abc ac+bc—ab
Vyjadiime-li vztahy v zadani, dostavame soustavu rovnic

1 1 1

—t —=—

a b u

111

a ¢c Vv

1 1.1

b ¢ w

2 2 2 1 1 1

=44 =

a b c u v w

2bc+2ac—2ab  vw+uw+uv

abc uvw
abc 3 uvw | 9
2ac+2hc—2ab  uv+uw+vw
abc 3 2uvw

ac+bc—ab uv+uw+vw
Podle (3-21) plati

s— 2uvw (3_22)

uv + UW + vw

V nasi uloze konkrétné u =6 hodin, v =221 hodiny, w = 90 hodin, potom

2uvw _ 2:6-22%-90 24300
UV +UW+vw 6-221+6-90-221.90 2700
Zkouska a odpoveéd viz feSeni C.1.

= 9 hodin.

3.5.7. Skupina 7: ,,Specifické druhy prace*

Ulohy obsahuji zaddani o spolecné praci subjektii.  tilohdch se mohou vyskytovat vétsi
skupiny subjektu. Jedna se o specifické druhy spolecné prace nebo o ulohy, které nelze zaradit
do predchozich skupin. Casto se tyto ulohy Fesi umérou.

Priklad 5.7.1:

Podnikatel je vazan smlouvou dokon¢it praci do 60 dnii; vypocita si, ze k tomu potiebuje 48
délnikd. Po 32 pracovnich dnech vypukne stavka, jez trva 20 dni. Kolik délnika ptibral pod-
nikatel po stavce, jestlize praci dokonc¢il do smluvené lhity?
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48 délnikl by na stavbé¢ za 60 dni odpracovalo celkem 48-60 = 2 880 dni. Do stavky bylo
odpracovano 48-32 = 1 536 dni, zbyva odpracovat 2 880 — 1 536 = 1 344 dni. Na tuto praci
zbyva jiz jen 60 — (32 + 20) = 8 dni. Po tuto dobu musi byt na stavbé 1 344 : 8§ = 168 d€lnikd.
48 délnikt jiz na stavbe pracuje, proto musi podnikatel piibrat dal§ich 168 — 48 = 120 délniku.

K vypoctu vyuzijeme umeéru, budeme pocitat, kolik je tieba délnikti aby ud¢lali ukol za zby-
vajicich 8 dni a pak zjistime kolik jich bude tfeba na dokonceni (nikoliv celou stavbu).

48d. ... .. 60 dni
1 xd. ...... 8 dni
X _60

= = — x=360 délnika.
48 8
K celé praci je tieba 360 délniku, prace je tieba udélat jiz jen (1—322) =L, proto také délniku

bude tfeba jen £ z 360, tj. {5-360 = 168. Protoze na stavbé jiz 48 délnikl pracuje, musime

pridat 168 — 48 = 120 d¢lnika.

Protoze jsme ulohu vyftesili dvéma zplisoby, mliizeme jedno feSeni povazovat za zkouSku dru-
hého feSeni.

Odpoved.

Aby podnikatel dokon¢il praci ve smluveném terminu, musi ptibrat 120 déInik.

Piiklad 5.7.2:

Rybnik pocali vypoustét 1. zaii stavidlem, jimz by se vyprazdnil do 15. fijna, kdy se ma lovit.
V mésici zafi prselo tak, Ze do konce fijna vytekla jen § vody; i vytdhnou jesté druhé stavi-
dlo, které po 10 dnech opét spusti. Voda pak vytékéd opét jen prvnim stavidlem; rybnik je vy-
pustén v pravy ¢as. Za kolik dni by vytekla voda z rybnika jen druhym stavidlem?

ReSeni&. 1;

Za mésic zati mélo vytéct 2 vody, vytekla viak jen + vody. Z toho plyne, ze destém ptibyla
3 vody, potom se obéma stavidly vypustilo 3 vody. Protoze prvni stavidlo bylo otevieno 45
dni (a za den se vypusti 5z vody) a druhé stavidlo bylo otevieno 10 dni (za den se vypusti +

vody), plati:

5.1 10124 | - 3x
45 X 3

3x+30=4x |-3x
30 = x.

Za mésic zati mélo vytéct £ vody, vytekla viak jen 1 vody. Z toho plyne, Ze destém pfibyla

1+ vody, ktera druhym stavidlem vytekla za 10 dni, vSechna voda pak vytece za trojnasobek

¢asu, tj za 30 dni.
Protoze jsme ulohu vyftesili dvéma zplisoby, miizeme jedno feSeni povazovat za zkousku dru-
hého feSeni.
Odpoved.
Jen druhym stavidlem by voda z rybnika vytekla za 30 dni.
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3.6. Slovni ulohy 0 véku a letopoctu

3.6.1. Skupina 1: ,,Vék jednoho clovéka*

V textu jsou udaje o letopoctu nebo o veku jednoho cloveka, mohou zde byt téz udaje o
veku jednoho clovéka, které se vazi ke konkrétnimu letopoctu. Hledame bud’ popsany letopO-
Cet nebo vek cloveka, eventualné oboji.

Priklad 6.1.1:

Komensky prozil 36 let ve vlasti a na studiich, potom byl $ svého zivota v Lesné, na to stravil

5 svého zivota v Anglii, Elblagu, Lesn¢, Blatném potoku a opét v Lesné a poslednich 5

svého blahodarného zivota byl v Amsterodamu. Které¢ho staii se dozil?
Reseni &, 1
Oznac¢me si vék Komenského x, potom plati
1 5 7 —

36+ X+ X+ X=X,
feSeni rovnice je X = 78.
Zkouska:
Doba ve vlasti a na studiich je 36 let,
doba v Lesné je &-78=13 let,

doba v Anglii, Elblagu je »:-78=15 let,
doba v Amsterodamu je 5-78= 14 let;

celkem je Komenskému 36 + 13 + 15 + 14 =78 let.

Odpoved.

Komensky se dozil 78 let.

Reseni &.2;

VéEk Komenského musi byt spoleény ndsobek ¢isel 6, 26, 39. Tim je ¢islo (nejmensi ndsobek)
78. Dalsi nasobek 156 jiZ neptipadd v uvahu.

ZkouSka a odpoved’ viz teSeni €. 1.

Priklad 6.1.2:

Alexandr pravil ke svym generalim:,,Jsem o dva roky mladsi nez Hephastion*. Klytus odve-
til:,Jsem o ctyri roky starsi nez vy oba dohromady*. Posléze tekl Kallisthenes:,,Miij otec, kte-
ry ma 96 let, jest tak star jako vy tri dohromady*. Jak star byl Alexandr?

Oznac¢ime: a — v€k Alexandriv, h — vék Hephastiontv, k — vék Klytustiv. Potom vyjadienim
vztahu v textu dostavame soustavu rovnic:

a+2=h
k=a+h+4 — k=a+a+2+4=2a+6
9%6=a+h+Kk

Dosazenim do tfeti rovnice dostaneme:
9% =a+a+2+2a+6,
odkud a=22.
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Zkouska:

V¢ek Alexandruv: 22 let, vék Hephastiontv: 22 + 2 = 24 let, vék Klytustv: 22 +24 +4 =50
let, celkem: 22 + 24 + 50 = 96 let.

Odpoved'.

Alexandr byl star 22 let.

3.6.2. Skupina 2: ,,Vék dvou lidi*

V textu jsou tidaje o véku dvou lidi. Udaje jsou bud absolutni nebo mohou byt déiny
vztahy mezi vékem obou osob, eventuelné se udaje vazi ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je
urcit vek obou lidi nebo jednoho z nich,

Piiklad 6.2.1:
Stari dvou osob je v poméru 5 : 6, pied 4 roky bylo v poméru 4 : 5. Které je jejich stari?

Stafi prvni osoby oznacme X, druhé y, potom plati
X:y=5:6 |-y
(x=4):(y-4)=4:5 |-5-(y—4)
X=3y
5-(y-4)=4-(y-4) — y=24 — x=20

Zkouska:

Pomér veékti nyni je 20 : 24 =5 : 6.

Pomér veéku pted 4 roky byl 16 : 20 =4 : 5.
Odpoved:.

Stari osob je 20 let a 24 let.

Priklad 6.2.2:
Matce je 44 let, jeji dceti 14 let. Za kolik let matka bude nebo byla ¢tyfikrat stars$i nez dcera?

Oznac¢me x za kolik let bude (nebo byla — vyjde zaporn€) matka Ctyfikrat starsi nez dcera.
Potom plati
(44 +x): (14 +x) =4.
Resenim je X = — 4, proto se pozadovana udalost stala pred &tyimi lety.
Zkouska:
Staii matky pied 4 lety = 44 — 4 = 40 let;
stafi dcery pred 4 lety = 14 — 4 = 10 let;
pomér jejich véku je pak =40 : 10 = 4.
Odpoved:.
Matka byla Ctyfikrat starSi nez dcera pied 4 lety.
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Ozna¢me X za kolik let bude (nebo byla — vyjde zaporné¢) matka Ctyfikrat starS$i neZ dcera,
soucasné staii matky m, soucasné stafi dcery d a pozadovany pomér jejich véku k. Potom mu-
zeme vytvorit model
Mm+x):d+x) =k |-(d+x)
m+x=kd+kx |-kd-x
m—kd = kx — X
x-(k—=1)=m—kd |:(k-1)
a dostavame vztah pro X:
x=m-kd (3-23)
k-1
Je-li m=44,d=14 a k=4, dosadime do vztahu (3-23) a dostdvame
44-4.14 -12
X = = =—4.,
4-1 3 =
Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

3.6.3. Skupina 3: ,, Vek tii lidi“

V textu jsou tidaje o véku tri lidi. Udaje jsou absolutni, také mohou byt dany vztahy
mezi vékem vsech osob nebo se vék vaze ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je urcit vek vsech
lidi nebo jen nékterého z nich.

Priklad 6.3.1:
Otci je 52 let, jeho syniim 24 a 18 let. Za kolik let bude otci tolik jako obéma syniim dohro-
mady?

Oznac¢me si X pocet let, kdy nastane poZadovana situace, potom plati

52+x=24+x+18 +X

52+x=42+2x |-x-42

x=10

Zkouska:
Za 10 let bude otci 52 + 10 = 62 let; starSimu synovi bude 24 + 10 = 34, mladSimu synovi
bude 18 + 10 = 28 let, dohromady jim bude 34 + 28 = 62 let.
Odpoved:.
Za 10 let bude otci tolik jako obéma syniim dohromady.

VSichni tf1 budou starnout stejné, potom starsi syn bude ,,vyrovnavat* otcovo starnuti a mladsi
bude ,,vyrovnavat® stavajici rozdil, ktery je 52 — (24 + 18) = 10 let. Z toho plyne, ze pozado-
vana situace nastane za 10 let.

Oznacme: X — dobu, za kterou nastane pozadovana situace,
0 — veék otce,
s — vek starsiho syna,
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m — vék mladsiho syna,
k — nasobek, kolikrat bude otec starsi,

potom plati:
o+x=k-(s+x+m+x)
0+x=ks+km+2kx |-x—ks—km

0 — ks — km = 2kx — x
x-(2k-1)=0-ks—km |:(2k—-1)
=O—|(S—|(m ’ k;ﬁl. (3-24)
2k —1 2

Je-li k=1, dostavame x=0-5—-m.
V nasem piipadé X=0—-S-m, 0="52,5=24, m=18§,
atedy x=52-24-18 — x=10.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Piiklad 6.3.2:
Otci je 38 let, détem 4 a 9 let. Za kolik let bude otec dvakrat starSi nez ob¢ déti dohromady?

Oznaéme si pocet let, kdy nastane pozadovana situace x, potom plati

38B+x=(9+x+4+x) -2

38+x=26+4x |-x-26

X=12 |:3
x=4

Zkouska:
Za 4 roky bude otci 38 + 4 =42 let; starSimu synovi bude 9 + 4 = 13, mladSimu synovi bude
4 + 4 = 8 let, dohromady jim bude 13 + 8 =21 let. Potom pomér 42 : 21 =2.
Odpoved.
Za 4 roky bude otci dvakrat tolik jako obéma synlim dohromady.

Podle (3-24) plati: x = 0—ks—km

2k -1
V nasi Gloze je 0 =38,5=9, m=4, k=2 apotom dostavame
38-2-9-2-4 12 _
2-2-1 3
ZkouSka a odpovéd’ stejné€ jako v feSeni €. 1.

)_(:

(I8~

3.6.4. Skupina 4: ,,Vek ctyr a vice lidi“

V textu jsou vidaje o véku ¢tyi nebo vice lidi. Udaje jsou absolutni, mohou byt ddny vztahy
mezi vekem néekterych (i vSech) 050b nebo se vék vaze ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je
urcit vek vsech lidi nebo jen néekterého z nich.
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Piiklad 6.4.1:
V rodin¢ se dvéma détmi je vS§em dohromady 100 let. Chlapci je 13 let, jeho sestra je o 4 roky
mladsi. Otec je o 6 let star§i nez matka. Kolik roki je kazdému z rodica?

Chlapci je 13 let, jeho sestte 13 — 4 =9 let, otciiv vék oznacme X, potom vék matky je X — 6 .
Dostavame
X+Xx—6+13+9 =100,
odkud x = 42.
Zkouska:
Vek otce je 42 let;
vék matky je 42 — 6 = 36 let;
veék chlapce je 13 let, vek jeho sestry je 9 let;
celkem: 42 + 36 + 13 + 9 = 100.
Odpoved.
Otci je 42 let, matce 36 let.

Protoze synovi je 13 let, dcefi 9 let, zbyva na vek rodic¢t 100 — (13 + 9) = 78 let.

Primérny vek rodici je 78 : 2 = 39 let. Protoze v€kovy rozdil je 6 let, je otec o 3 roky starsi
nez je prameér, proto je mu 39 + 3 =42 let. Matka je naopak o 3 roky mladsi nez je primeér, je
jitedy 39 — 3 =36 let.

Zkouska a odpovéd’ — viz teSeni €. 1.

Piiklad 6.4.2:

Roding skladajici se z rodi¢ti a dvou ditek, je dohromady 77 let. Matce s mladSim ditétem je
dohromady o 1 rok méné nez otci; se starSim ditétem je ji o rok méné nez otci a mladSimu
ditéti dohromady; veék otcliv pak je Ctyfikrate vétsi nez soucet vékt obou ditek. Urcete veéky
vSech ¢lend rodiny!

Ozna¢me vek otce X, v€k matky Yy, vek starSiho ditéte z a v€k mladsiho ditéte w. Potom lze
vztahy mezi jednotlivymi véky vyjadfit soustavou rovnic:
X+y+z+w=77
X+w=y+z+1
X=y+w+1
X=4-(Z2+W)
Upravime a dostdvame soustavu
X+y+z+w=77
X —-y—z+w=1
X—-y-w =1
X—-4z-4w=0 ,

kterou mizeme fesit napiiklad pomoci matic.
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1 1 1 1 |77 1 1 1 1 77 11 1 77
1 -1 -1 1|1 0 -2 -2 0 |-76 01 38
1 -1 0 -1[1] |o 0o 1 -2| 0| o0 1 -2/ 0]
1 0 -4 -4|0 0 1 -3 -5| -1 0 0 -4 -5|-39
1 0 0 036
~ 01003 , odkud plyne: x=36,y=32,z=6,w=3.
0 01 0|6
0 00 1|3
Zkouska:

V¢ek otce = 36 let; soucet véku matky a mladsiho ditéte = 32 + 3 = 35 let;

rozdil =36 — 35 =1 rok.

V¢ek otce a mladsiho ditéte =36 + 3 = 39 let; vék matky a starSiho ditéte = 32 + 6 = 38 let;
rozdil =39 — 38 = 1 rok.

Soucet v€ku déti = 6 + 3 =9 let; podil véku otce a déti =36 : 9 =4.

Odpoved:.

Otci je 36 let, matce 32 let, détem 6 let a 3 roky.

3.6.5. Skupina 5: ,,Neurcité zaddni véku*

V textu téchto viloh jsou tidaje o véku lidi. Udaje jsou absolutni, mohou byt dany vzta-
hy mezi vékem nékterych (i viech) 0s0b nebo se vék vaze ke konkrétnimu letopoctu. Udaje
Jjsou bud’ neuplné nebo jsou néjakym zpiisobem komplikované (jsou néjak specifické). Jsou zde
téz villohy, které nejde zaradit do predchozich skupin. Ukolem je urcit vék viech lidi nebo jen
nekterého z nich.

Priklad 6.5.1:
Soucet vekli vSech tii synl pana Novaka je 21. Trojnasobek veéku prostfedniho je roven dvoj-
nasobku rozdilu vékl nejstar§iho a nejmladsiho. Jak jsou staii synové pana Novaka?

Oznacime si v€ky syni: X — nejstarSiho, y — prostiedniho, z — nejmladsiho. Potom dostavame:
X+y+z=21

y=2-(x-2)
x+y+z=21 |2
2Xx—-3y—-2z=0
4x —y =42
X = y+T42 . hledame y tak, aby x bylo celo¢iselné

y=2;6;10;14;... ... avypoclteme X, Z.
ZapiSeme do tabulky:

X: y: z

11 2 8 ... z neni nejmladsi, nevyhovuje

12 6 3 ... vyhovuje

13 10 -2 . Z je zaporné, nevyhovuje
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Odpoved.
Synové pana Novaka jsou staii 12, 6 a 3 roky.

Piiklad 6.5.2: (Pro trpélivé poctare)
Matka ma 9 déti, narozenych v pravidelnych intervalech. Véky vSech jsou dany celymi pocty
let. Soucet ¢tverct veékl vSech deviti déti je roven ¢tverci mat€ina véku. Jak jsou stafi?

ﬁéggﬂi_zpracovéno podle [71].
Pouzijme metodu matematizace redlnych situaci. (Pravdépodobnost, Ze realné nastane popsa-
na situace, je pomern¢ mala. Jedna-li se o tzv. ,,zajimavou ulohu®, vystaCime s tvrzenim, ze
tato situace by nastat mohla.)

Nejprve zvolme neznamé. Vek nejmladsSiho ditéte oznacime X, konstantni rozdil véku
déti y a veék matky z. VSechna cisla X, Y, Z jsou pfirozena (pro X pfipustime i nulu).

Zadanou tlohu 1ze modelovat kvadratickou rovnici o tfech nezndmych
X (CH Y+ (CH 292+ (C+3Y) +(C+ Ay +(C+BY) +(C+ BY) +(C+ Ty +

+ (B =7 ®

fesSenou (z pohledu matematiky) v oboru nezapornych celych Cislech. Dale rozdil véku prvni-
ho a posledniho ditéte je 8y, coz nemuze ptesahnout dobu, po kterou mize zena rodit déti.
Takze z toho plyne, Ze pro rozdil véku déti plati: y € {1, 2, 3, 4, 5}.
Re$me nyni rovnici (1).
Po upravé dostavame:

Ox> + 72xy + 204 y> = 72,
Na levé strané rovnice vytkneme ¢islo 3:

3-(3x2 +24xy + 68y?) = 22,
Z toho plyne, Ze vyraz na levé stran¢ rovnice je délitelny tfemi, a proto také z*> je délitelné
tiemi, tj. 3|22 = 3|z a mizeme psat z = 3k, keN.
Potom plati:

3-(3x2 + 24xy + 68y?) = (3k)?

3-(3x*+24xy + 68y?) =9k*>  |:9

X2+ 8xy + 8y* =k

a z toho plyne, ze takeé y2 a tedy iy je délitelné tfemi, protoZze vyraz na levé strané rovnice je
celé ¢islo. Podle vySe uvedeného ptedpokladu je tedy y = 3 a rovnici (1) lze postupné upravit
na tvar

K® = X + 24x + 204

k? = (x + 12)° + 60

k?— (x +12)* =60
a ob¢ strany rovnice rozlozime na tvar:

(k—x-12)-(k+ x +12) = 2-2-3-5;
protoze druhy vyraz je minimalné€ o 24 vétsi nez prvni, jedind mozZnost je

k—x-12=2

k+x+12=230.
Odsud k = 16, x = 2. Potom z = 48.
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Jedinym feSenim dané ulohy je tedy vék matky 48 let a stari deviti déti: 2, 5, §, 11, 14, 17,
20, 23 a 26 let.

Zkouska:

Soucet Ctverct vsech deviti déti narozenych v pravidelnych intervalech je

2%+ 57 +8% + 11° + 14% + 17° + 20° + 23° + 26° = 2304.

Ctverec matéina véku je 48% = 2304. Obs hodnoty se rovnaji.

Odpoved':

V¢ék matky je 48 let a staii deviti déti je: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 a 26 let.
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Kapitola IV - Vyhodnoceni testii a dotaznikii

4.1. Testové ulohy a vysledky testovych tloh

Pti provadéni klasifikace slovnich uloh a hledani zptisobu jejich feseni jsem dospél k
otazce, jaké zpisoby fesSeni budou preferovat studenti zédkladnich a stiednich skol a jakéa bude
frekvence pouziti jednotlivych zptsobu feseni. Také mne zajimalo, budou-li n&jaké rozdily
mezi chlapci a dévcaty, a to jak v pouzitych metodach, tak i ve vysledcich. Proto jsem sestavil
Ctyfi varianty testovych tloh a ve spolupraci s fediteli a vyu€ujicimi na zakladnich a stfednich
Skolach Jihoceského kraje byly ve Skolnim roce 2010 — 2011 testy zadany a vyhodnoceny.

4.1.1. Texty testovych uloh

Celkem 269 zaki zakladnich Skol a studenti stfednich skol feSilo vybrané slovni ulo-
hy. Test obsahoval ctyti slovni Glohy a casovéa dotace byla 40 minut. Testy byly ve ctyfech
variantach, prvni ptiklad byl vzdy slovni tloha o celku a ¢astech, druhd vzdy o smésich, treti
vzdy o pohybu a ¢tvrta vzdy o spole¢né praci.

Skupinu A fteSilo 47 divek a 35 chlapcti, celkem 82 Zaki a studenti; skupinu B fesilo
39 divek a 36 chlapct, celkem 75 zakt a studentii; skupinu C fesilo 28 divek a 30 chlapci,
celkem 58 zaku a studentli; skupinu D feSilo 25 divek a 29 chlapct, celkem 54 zakt a studen-
th.

Testy tesilo 71 divek a 53 chlapct, celkem 124 zaki zakladnich $kol (vCetné nizsiho
stupné viceletych gymndzii), testy byly zadany zakiim 9. tfid (¢i zaktm kvarty viceletych
gymnazii). Dale testy fesilo 68 divek a 77 chlapct, celkem 145 studentt stiednich Skol, testy
byly zadany studentiim 1. a 2. ro¢niki (¢i studentlim kvinty viceletych gymnazii).

Titulni list testu vypadal nasledovné:

TEST
(student, zak)
Chlapec: ............ [ ] Skola: ZS ....c.eeeevvunnenn [ ]
Divka [ ] SS: gymnazium ............ [ ]
T¥ida [ ] SOS [ ]
Cislo [ ] jiné [ ]
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Legenda:

1. Ulohu miiZete fesit jakymkoliv zptisobem.

2. Reseni zapisujte celé (zadnou ¢ast feSeni nevynechavejte).
3. PfifeSeni muizete pouzivat kalkulacky.

4. Nezapomeiite u kazdého piikladu provést zkousku.

Testy zadavali zakiim a studentiim jejich vyucujici matematiky, ktefi byli instruovani
tak, aby informace udélené pii zadani byly jednotné. Jednotlivé varianty byly pfifazovany
nahodné. Tieti priklad ve varianté D byl formulovan dvojim zplsobem. Jedna z formulaci
méla byt pro feSitele spiSe matouci, druhd (ve varianté Dg) méla byt snadnéji pochopitelna.
Testové tlohy skupin A — D byly nasledujici:

Varianta A:

1. Ve tiech skladistich bylo ulozeno celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo ulozeno
0 8,5 t mén¢ a ve tietim skladisti o 3,5 t vice neZ v prvnim skladisti. Kolik tun obili bylo
ulozeno v jednotlivych skladistich?

2. Denni produkce mléka 630 litrii byla k odvozu slita do 22 konvi, z nichz n¢které byly po
25 litrech, jiné po 35 litrech. VSechny konve byly plné. Kolik bylo jednotlivych konvi?

3. Kamion jede po dalnici z Prahy do Bratislavy primérnou rychlosti 72 km/h. V okamziku,
kdy je kamion od Prahy 54 km, vyjizdi z Prahy osobni auto, kter¢ jede rovnéz do Bratisla-
vy a jehoZ priumérna rychlost je 90 km/h. Kdy a na kterém kilometru dalnice Praha — Bra-
tislava dohoni osobni auto kamion.

4. Vodni nddrz by se naplnila jen prvnim ptitokem za 36 minut, jen druhym za 45 minut. Za
jak dlouho se nadrz naplni, ptitéka-li voda nejprve 9 minut jen prvnim pfivodem a pak
ob¢éma soucasné?

Varianta B:

1. Pisemnou zkousku z matematiky psalo 37 zakd, nikdo z nich nemél pétku. Jednic¢ek bylo
dvakrat vic nez Ctytek, dvojek bylo o 6 vice nez jednicek, trojek bylo 11. Kolik Zakd mélo
jednicku, kolik dvojku, trojku a ctytku?

2. Pét litrt bilého vina a Sest litri ¢erveného vina stalo 432 K¢. Jeden litr cerveného vina je
0 6 K¢ drazsi nez 1 litr bilého vina. Kolik korun zaplatime za 2 litry bilého a 2 litry Cerve-
ného vina?

3. Panové A a B bydli ve vzdalenosti 224 km. Vyjedou-li v autech soucasné ze svych obydli
proti sob¢, setkaji se po 2 hodinach. Pan A ujede za hodinu o 4 km vice nez pan B. Kolik
km urazi kazdy z nich za hodinu?

4. Délnik A by sam provedl vykop za 7 hodin, délnik B sam za 6 hodin. ProtoZe vykop ma
byt skoncen za 2 hodiny, byl pfibran jesté délnik C. Za jak dlouho by vykop provedl sdm
délnik C?
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Varianta C:

. Tii sourozenci méli naSetfeno celkem 1 274 K¢&. Petr mél naSetieno o 15 % vice nez Jirka
a Hanka o 10 % méné nez Petr. Kolik korun mél nasetteno kazdy z nich?

. Ze dvou druhti ¢aje o cen¢ 160 K¢ a 220 K¢ za 1 kilogram se ma ptipravit 20 kg smési
v cen¢ 205 K¢ za 1 kilogram. Kolik kilogramt kazdého druhu ¢aje bude tfeba smichat?

. Auto ujelo vzdalenost mezi mésty A a B za 4 hodiny. Kdyby se primérna rychlost auta
zvysila o 17 km/h, ujelo by auto tuto vzdalenost o hodinu dfive. Urcete rychlost auta a
vzdalenost mezi mésty A a B.

. Vodni nadrz se naplni jen prvnim piitokem za 10 hodin, jen druhym za 12 hodin a jen tie-
tim za 15 hodin. Za jak dlouho se naplni, budou-li otevieny vSechny tfi pritoky soucasné?

Varianta D:

. Zékaznik si koupil tricko, kravatu a kosili. Nejprve si vybral kosili, k ni pak kravatu, ktera
byla tiikrat levnéjsi nez kosile. Nakonec si koupil tricko, které bylo o 140 K¢ drazsi nez
kravata. Celkem zaplatil 940 K¢. Kolik zaplatil za kravatu, kolik za tricko a kolik za kosi-
li?

. 20 broukt a pavouk ma dohromady 146 nohou. Kolik je brouk a kolik je pavoukt, ma-li
brouk 6 nohou a pavouk 8 nohou?

. Po dvojkolejné trati mezi stanicemi K a M jely proti sobé dva vlaky. Prvni vlak projel
vzdalenost mezi stanicemi za dv¢ hodiny, druhy, ktery mél primérnou rychlost o 15 km/h
vEts, ji projel za 1,5 hodiny. Vypocitejte prumérné rychlosti obou vlakl a vzdalenost sta-
nic Ka M.

Varianta Dy:
V patek urazil nakladni vlak vzdalenost mezi stanicemi K a M za 2 hodiny. Dalsi nakladni
vlak z K m¢l v sobotu primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, takze do M piijel uz za 1,5 hod.
Vypocitejte primérné rychlosti obou vlakli a vzdalenost stanic K a M.

. Prvnim kombajnem lze sklidit obili z ur¢itého lanu za 30 hodin, druhym, vykonné&jSim
kombajnem za 20 hodin. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklize-
lo soucasné obéma kombajny, ale druhy kombajn se porouchal a prvni jesté pracoval sdm
5 hodin, aby dokon¢il sklizen?

4.1.2. Vysledky zaki a studentt v testovych tlohach

Zakladem pro porovnani vyslednych znamek byly priméry ze vSech sledovanych Skol.

Skoly byly rozdéleny na zakladni $koly a stiedni $koly a navic byla jesté vy¢lenéna gymnazia
(spolecné vyssi i nizsi). Potom jesté byly specialné sledovany zakladni Skoly bez nizSich
gymnazii, stfedni odborné skoly (tj. stfedni Skoly bez gymnazii), niz§i gymndzia (tj. primy az

-153 -



kvarty viceletych gymnazii) a vys§i gymndzia (tj. kvinty az oktdvy viceletych gymndazii a
Ctyfleta gymnazia). Dosazené vysledky ve skupinach A - D shrnuje tabulka 4-1.

Budeme-li porovnavat vSechny varianty A — D, lepsich vysledki ve velké vétSing pii-
padii dosahovali studenti stfednich Skol (ve srovnani se zaky zakladnich Skol) a to ve tfinacti
Z patnacti ukazatel. Prifadime-li K tomu jesté specialné vyclenénou skupinu zakt a studenti
gymnazii, vidime, Ze ve vétsiné ukazateld jsou tito nejlepsi (ve dvandcti z patnacti ukazateld,
ve zbyvajicich tfech jsou to stiedni skoly a to zasluhou stfednich odbornych skol).

Rozdé€lime-1i skoly na zékladni Skoly bez gymnazii, sttedni odborné skoly (tj. stfedni
Skoly bez gymnazii), niz§i gymndazia a vy$s$i gymndzia a hodnotime-li opét stejnych patnéct
ukazatelt, potom nejlepSich vysledk dosahla vy$s$i gymnazia, a to v jedenacti ukazatelich, ve
dvou ukazatelich byli nejlepsi Zaci nizSich gymnazii (ptiklad 2) a ve dvou studenti stfednich
odbornych $kol (piiklad 4). Zaci ze zakladnich $kol (bez gymnazii) nebyli nejlepsi v zadném
z ukazatell. Nejcastéji nejhorsi byli studenti stiednich odbornych skol, a to v osmi ukazate-
lich; pouze ve ¢tyfech ukazatelich byli nejhorsi zéaci zékladnich skol (bez gymndzii) a ve tiech

ukazatelich byli nejhor$i zaci nizSich gymnazii. Studenti vy$Sich gymnazii nebyli nejhorsi
Vv z4dném ukazateli.

Tabulka 4-1 — Prumérné znamky z testii v§ech variant A — D ve vSech typech §kol:

Vsechny skoly: Stiedni Skoly
A-D D H \Y A-D D H \Y
1. pf. 2,49 2,67 2,58 1. pf. 2,21 2,46 2,34
2. pt. 3,28 3,34 3,31 2. pi. 3,48 3,34 3,40
3. pt. 3,81 3,57 3,69 3. pt. 3,74 3,56 3,64
4. pt. 4,09 3,85 3,97 4. pf. 3,91 3,75 3,82
celé 3,37 3,36 3,37 celé 3,25 3,30 3,28

Zakladni Skoly (v€etné gy) Gymnazia
A-D D H V A-D D H \Y
1. pf. 2,76 3,07 2,89 1. pf. 2,15 2,25 2,20
2. pt. 3,09 3,46 3,25 2. pt. 2,51 2,88 2,69
3. pf. 3,87 3,72 3,81 3. pf. 3,73 3,19 3,46
4. pt. 4,27 4,14 4,21 4. pt. 4,42 3,77 4.10
celé 3,49 3,58 3,53 celé 3,15 3,00 3,08

Vyss§i gymnazia: NizSi gymnazia:
A-D D H \% A-D D H \Y
1. pf. 2,12 1,91 2,01 1. pf. 2,19 2,95 2,51
2. pt. 2,74 2,76 2,75 2. pf. 2,21 3,13 2,60
3. pf. 3,26 3,09 3,16 3. pi. 4,33 3,42 3,94
4. pt. 4,03 3,70 3,85 4. pf. 4,92 3,92 4,50
celé 2,94 2,88 2,90 celé 3,42 3,26 3,36
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Stredni odborné skoly: Zakladni skoly (bez gy):

A-D D H \Y A-D D H V

1. pf. 2,30 3,05 2,69 1. pf. 3,09 3,13 3,11
2. pt. 4,17 3,96 4,06 2. pf. 3,60 3,65 3,62
3. pf. 4,20 4,07 4,13 3. pf. 3,61 3,88 3,73
4. pf. 3,80 3,80 3,80 4. pf. 3,89 4,26 4,05
celé 3,54 3,77 3,65 celé 3,53 3,76 3,63

Nejjednodussim piikladem byl soubor piikladu ¢islo 1 ,,0 celku a ¢astech®, jehoz hod-
noceni bylo vyrazné nejlepsi. Druhym v potradi byl soubor ptikladi ¢islo 2 ,,0 smésich®, jehoz
hodnoceni bylo jesté mirn€ lepsi nez byl celkovy pramér. Tretim v potadi byl soubor piiklada
piikladi ¢islo 4 ,,0 spolecné praci, jehoz hodnoceni bylo vyrazné nejhorsi. Urcity vliv na
Spatné hodnoceni ptikladt ¢islo 4 mélo i to, ze tyto ptiklady byly posledni a néktefi fesitelé
nem¢li dostatek Casu na jejich feseni.

Pti porovnavani vysledkt divek a chlapct jsou vysledky u jednotlivych piikladi ve
vSech Skoléch srovnatelné, mirné lepSich vysledkt dosahuji divky v prvnich dvou piikladech
(tyto priklady jsou jednodussi, a proto i priméry znamek jsou lepsi), v druhych dvou piikla-
dech (tyto ptiklady jsou t&€z§i, a proto i priméry zndmek jsou horsi) dosahuji mirné lepSich
vysledku chlapci. Celkové vysledky jsou téméf stejné (rozdil pramérd je 0,01), jsou v rozsahu
statistické chyby.

V jednotlivych skupinach typt Skol jsou rozdily mezi vysledky divek a chlapcii rozlic-
né. Nejlépe vyzniva pro divky hodnoceni na zakladnich skolach bez niz§ich gymnazii, kde ve
hodnoceni pro divky na stfednich odbornych $kolach, kde jsou divky lepsi pouze v jednom
sledovaném piipadé.

Z jednotlivych variant (viz tabulka 4-2) se celkovému pruméru znamek velmi blizily
varianty A, D, zatimco ve varianté C se vysledky jednotlivych ptrikladi velmi lisily od celko-
vych primérd. Celkové vyrazné 1épe dopadly ptiklady €. 1 a 2, naopak vyrazné hute piiklady
¢. 3 a 4. Také se jevil velky rozdil mezi vysledky divek a chlapct. Zatimco divky mély vy-
sledky lepsi nez byl prumér v piikladech ¢. 1 a 2, chlapci naopak méli lepsi vysledky nez
primér v piikladech €. 3 a 4. I kdyz v jednotlivych variantach byly urcité odliSnosti, celkem
se vysledky vyrovnaly k priméru (zejména pfi srovnani celkovych vysledka divek a chlapcti).

Tabulka 4-2 — Primérné znamky z testii variant A, B, C, D ve vSech typech $kol:

Vsechny Skoly:
A D H \Y B D H V
1. pt. 2,02 2,34 2,16 1. pt. 1,85 2,18 2,01
2. pr. 3,09 3,60 3,30 2. pf. 2,91 2,92 2,91
3. pf. 3,91 4,11 4,00 3. pf. 3,50 2,97 3,25
4. pf. 4,18 4,24 4,21 4. pf. 4,33 3,61 3,99
celé 3,19 3,54 3,34 celé 3,15 2,97 3,07
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C D H \Y D D H \Y
1. pf. 4,27 3,90 4,08 1. pf. 2,40 2,57 2,49
2. pf. 4,09 4,08 4,09 2. pf. 3,32 3,00 3,15
3. prf. 3,91 3,83 3,87 3. pf. 3,98 3,62 3,79
4. pf. 3,61 3,87 3,74 4. pf. 4,10 3,91 4,00
celé 3,93 4,00 3,97 celé 3,44 3,21 3,31

Stfedni Skoly

A D H \Y B D H \Y
1. pf. 1,90 1,98 1,93 1. pf. 1,76 1,96 1,87
2. pf. 3,63 3,61 3,62 2. pf. 3,08 2,63 2,83
3. pf. 3,92 4,14 4,02 3. pf. 3,32 2,91 3,10
4. pf. 4,08 4,00 4,04 4. pt. 4,16 3,28 3,68
celé 3,21 3,41 3,30 celé 3,05 2,74 2,88

C D H V D D H V
1. pf. 4,35 3,92 4,11 1. pf. 1,87 2,70 2,34
2. pf. 4,10 4,58 4,36 2. pr. 3,33 3,10 3,20
3. pf. 4,05 3,88 3,93 3. pr. 3,80 3,48 3,61
4. pr. 3,65 3,96 3,82 4. pt. 3,50 3,88 3,71
celé 3,90 4,25 4,09 celé 3,13 3,25 3,20

Zakladni skoly

A D H \Y B D H V
1. pf. 2,15 2,96 2,44 1. pf. 1,93 2,58 2,18
2. pf. 2,52 3,58 2,90 2. pf. 2,75 3,42 3,02
3. prf. 3,91 4,08 3,97 3. pf. 3,68 3,08 3,44
4. pf. 4,28 4,65 4,42 4. pf. 4,50 4,19 4,39
celé 3,17 3,77 3,39 celé 3,25 3,38 3,30

C D H \Y D D H V
1. pf. 4,22 3,89 4,06 1. pf. 3,20 2,28 2,76
2. pf. 4,08 3,75 3,92 2. pf. 3,30 2,78 3,05
3. prf. 3,83 3,81 3,82 3. pr. 4,25 3,94 4,11
4. pr. 3,58 3,81 3,69 4. pt. 5,00 4,00 4,53
celé 3,94 3,83 3,89 celé 3,90 3,11 3,53

Gymnazia

A D H \Y B D H V
1. pf. 1,98 1,46 1,78 1. pf. 1,74 1,75 1,74
2. pf. 2,52 2,79 2,62 2. pf. 2,32 2,72 2,52
3. pf. 4,13 3,39 3,85 3. pf. 3,38 2,81 3,11
4. pt. 4,76 3,96 4,46 4. pi. 4,41 3,38 3,91

celé 3,22 2,86 3,08 celé 3,00 2,81 2,91
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C D H \Y; D D H \Y;
1. pf. 4,43 4,00 4,18 1. pf. 1,75 2,32 2,10
2. pr. 3,57 4,20 3,94 2. pf. 2,13 2,39 2,29
3. pr. 3,79 3,75 3,76 3. pt. 3,42 3,08 3,21
4. pi. 3,79 4,15 4,00 4. pi. 4,17 3,76 3,92
celé 3,86 4,00 3,94 celé 2,83 2,74 2,78

Ve varianté B byly vysledky proti celkovému priméru téméi ve vSech ukazatelich lep-
§i, Casto vyrazné. Prvni tii ptiklady byly v porovnani s ostatnimi variantami feSeny nejlépe a
ani posledni ptiklad nebyl vysledkové nejhorsi. Ztejmé formulace téchto uloh nejlépe vyho-
vovala feSitelim (zndmy problém, podstata problému nebyla narocna, problém pro fesitele
lehce uchopitelny apod.).

Nejhife dopadly vysledky ve varianté C. Zejména prvni piiklad byl vyrazné horsi nez
Vv ostatnich skupindch — v priiméru o 1,5 stupné! Ukazuje se, ze zadani hodnot pomoci procent
¢ini mnoha zaktim i studentim problém a pro nékteré je to problém dokonce netesitelny. Za
zminku jisté stoji 1 to, Ze nejhorsich vysledkli v tomto piikladé¢ dosdhli studenti gymnazii a
nejlepsich zaci zakladnich skol, dokonce skupina zakt zakladnich Skol bez nizSich gymnazii
dopadla 1épe nez ta s niz§imi gymndzii. Také vysledek druhého piikladu byl mnohem horsi
nez v jinych variantach. Zde se zfejmé projevilo, ze v tomto piikladu jako v jediné skupiné
byla informace o tom, Ze se jednd o smés. Tato informace misto, aby vedla k ndvodu postupu,
spiSe fesitele vydésila. Dalsi dva ptiklady jiz nepattily k nejhorSim, ale jejich vysledky jiz
ztratu z prvnich dvou ptikladd nedokézaly vyrovnat.

Ve varianté¢ D byl piiklad ¢islo 3 formulovan dvéma zptsoby. V prvni varianté ,,D*
mohl fesitele mylit pohyb dvou vlakd, i kdyz pro vystizeni principu tlohy stacil pohyb jedno-
ho vlaku — varianta ,,Do“. Pfi porovnani vysledku obou variant se ukazalo, ze odlisné zadani
V tomto ptipad¢ nemélo na vysledky Zadny vliv (podrobnéjsi porovnani je v ptiloze 2).

4.2. Postupy, které pri reSeni jednotlivych variant uzivali Zaci a
studenti

Nyni jsou uvedeny postupy, které jednotlivi feSitelé, Zaci zékladnich Skol a studenti
sttednich Skol, uZivali pfi feSeni tloh jednotlivych variant. U kazdého ptikladu je uveden po-
stup, ktery zaci a studenti uzivali nejéastéji. Pokud byl v testu pouzit i jiny zajimavy postup, je
také uveden. Zkousky a odpovédi jsou uvedeny pouze v feSeni ¢. 1. Dal$i varianty feSeni jsou
v piiloze 2.

Varianta A:
Piiklad 1 — FeSent:
Ve trech skladistich bylo uloZeno celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo uloZeno o 8,5 t

méné a ve tfetim skladisti o 3,5 t vice nez v prvnim skladisti. Kolik tun obili bylo uloZeno
V jednotlivych skladistich?
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1. zpisob: (pomoci rovnice)

V 1. skladisti ............ x [t,
v 2. skladidti ............. x—8,5[t],
ve 3. skladi$ti ............ x+3,5[1],
X+Xx-85+x+35=70
3X-5=70 |+5
3x=75 |:3
x =25 [t],

potom Vv prvnim skladisti je 25 t, v druhém 25 — 8,5 = 16,5 t a ve tietim 25 + 3,5 = 28,5 t obili.
Zkouska — dosazenim do textu:

Celkem je 25 + 16,5 + 28,5 =70 t obili.

Odpoved.

V jednotlivych skladistich bylo 25 t, 16,5 t a 28,5 t obili.

2. zpusob: (aritmeticky)

Ve vsech skladistich je praimérné 70 : 3 = 23,3 t obili. Za zaklad vezméme, ze v 1. skladisti je
23 t obili, potom ve 2. skladisti musi byt 23 — 8,5 = 14,5 t obili a ve 3. Skladisti 23 + 3,5 =

= 26,5 t obili. Potom je ve vSech tiech celkem 64 t obili.

Muzeme postupné do vSech tfech skladist’ ptidavat po 1 t a hledat, kdy bude soucet 70 t. Po-
stup zapiSeme do tabulky.

Tabulka 4-3:
1. skladisté 23t 24t 25t 26t
2. skladisté 14,5t 15,5t 16,5t 17,5t
3. skladisté 26,5t 27,5t 28,5t 29,5t
celkem 64t 67t 70t 73t

Hledané hodnoty jsou 25 t (1.), 16,5 t (2.) a 28,5 t (3.). Dalsi feSeni jiz neexistuje, protoze
soucty jsou dale jiz vétsi nez 70 t.

Postup mizeme zkratit tim, Ze zjistime rozdil: 70 — 64 = 6 t a ten vydé€lime tiemi: 6 : 3 = 2.
Ke kazdé hodnoté piidame 2 t a dostaneme stejny vysledek jako v tabulce.

Piiklad 2 — FeSeni:
Denni produkce mléka 630 litri byla k odvozu slita do 22 konvi, z nichZ né€které byly po 25
litrech, jiné po 35 litrech. VSechny konve byly plné. Kolik bylo jednotlivych konvi?

1. zptsob: (pomoci soustavy dvou rovnic o dvou neznamych)

Pocet konvipo 251 ............ X [ks],
pocet konvipo 351 ............ y [Ks],
x+y=22 |-x
25-x+35-y =630
y=22-X

25-x +35-(22 —x) = 630
25x +770-35x=630 |-770
~10x=-140 |:(-10)
x=141Tks] ... po251,
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po351: 22 —x=22-14 =8 [ks].
Zkouska — dosazenim do textu:
14.25=3501,
8-35=2801,
Celkem ..... 6301
Odpoved'.
Konvi po 25 | bylo 14, po 351 bylo 8.

2. zpusob: (aritmeticky postup)

Do tabulky zapiSeme pro 25-litrové a 35-litrové konve jejich poCty a objemy tak, aby
Vv sloupci davaly pocet 22 ks. Objem ve sloupci secteme a hledame, kde bude soucet 630 .

Tabulka 4-4:

25|ks| 22|21 |20|19|18 |17 |16 |15|14 |13 12|11 |10| 9 | 8 | 7 | 6 | 5

I | vV |550]|525]|500|475|450|425|400|375|350|325|300|275|250|225|200|175|150|125]...

35|ks| O 1 2 31415 6 | 78] 9101112 |13 |14 |15 | 16| 17

I {V| 0 |35]| 70 |105|140|175|210 245|280 315|350 |385|420|455|490|525|560|595 ...

soucet | 550 | 560 | 570|580 | 590 | 600 | 610 | 620 [ 630 | 640|650 | 660 | 670|680 | 690 | 700 | 710|720 | ...

ProtoZe celkovy objem stale nartsta, je z tabulky 4-4 ziejmé, ze tloha ma jediné feseni:

14 ks 25-litrovych konvi a 8 ks 35-litrovych konvi.

3. zpusob: (tisudkem)

Celkovy objem je 630 I. kdyby vsech 22 konvi bylo 25-litrovych, je objem 22-25 =550 I. Do
630 | zbyva: 630 — 550 = 80 I. Toto mnoZstvi musi pojmout 35-litrové konve. Protoze maji
objem o0 10 | vétsi, je jich 80 : 10 = 8 ks. 25-litrovych konvi je pak 22 — 8 = 14 ks.

4. zpusob: (graficky)

Vsech 22 konvi bude obsahovat alesponi 25 | mléka, celkem je to 5501. Zbytek do 6301 se nali-
je do 35-litrovych konvi. Z grafu je zfejmé, Ze jich bude 8. 25-litrovych konvi je pak 14.

O

O

r.4-1:

nonnnnonnnonnnnnn

)

~C— O ot
C—1 O st

R
550t

5. zpusob: (metoda chybného predpokladu)
Odhadneme ¢isla, ktera by mohla odpovidat vysledku: pocet 25 | konvi — 16, pocet 35 | konvi

— 6 (jejich soucet musi byt 22).
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Potom objem v téchto konvich je 610 I, tudiz rozdil je —20 I. Musime tedy objem zvétsit o 20
| tim, ze dv¢€ 25 | konve pfemistime do 35 I. Pétadvacetilitrovych konvi je 14, pétatficetilitro-
vych konvi je 8.

Tento zpusob feseni zvolil student kvinty viceletého gymnazia (viz obr. 4-2):

Obr. 4-2:
% N= 03,4
Tomvs "(L(L '25* /’5;
lﬂ(«.n'»q sz LL7, Q\"J,‘J(Lu" \7 kY J\Dz‘ N\_L o:)(v"\'(l‘j
b gy o 0L T wher O, Al gesadd
Zon ‘)L;S\l\m&:m g\:cw\\‘x}\'w d["-( )lc\vx ok X\L\L*QW{‘L\‘
i A - L Ay
44 26 ?,:QL&“A\UWL\‘ | - 7 -
g*(y)— ek (UJ\’Q»)G:,»D‘-’I. }bkv.’ '\;713 9.

Dalsi zajimavy zpusob feseni zvolil student kvarty viceletého gymnazia (viz obr. 4-3):

Obr. 4-3:
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Student tesil priklad intuitivné. Pomoci zkousky odhalil chybu ve svém postupu a opravil se.
Teoretické zdlivodnéni spravnosti postupu je v piiloze 2. V ptiloze 3 jsou dalsi zajimava za-
kovska a studentska feSeni testovych uloh i s pfilozenym komentairem.

Piiklad 3 — FeSent:

Kamion jede po délnici z Prahy do Bratislavy primérnou rychlosti 72 km/h. V okamziku, kdy
je kamion od Prahy 54 km, vyjizdi z Prahy osobni auto, které jede rovnéZ do Bratislavy a je-
hoz priimérna rychlost je 90 km/h. Kdy a na kterém kilometru dalnice Praha — Bratislava do-
honi osobni auto kamion.

1. zpusob: (pomoci porovnani drah — uziti rovnice)

Obr. 4-4:
P S
S
B e o i T e e S
So <4
[ I
o k

Ozna¢me si nezndmou dobu jizdy osobniho auta X [h]. Osobni auto jede rychlosti 90 km/h,
proto do mista setkani S (kdy dohoni kamion), ujede 90x [km], kamion ma naskok 54 km a
jede rychlosti 72 km/h, proto do mista setkdni ujede (72X + 54) [km]. Drahy se rovnaji, tedy:
72x +54 =90x |- 72x
18x=54 |:18
x=3[h],
S, =90-3 =270 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

kamion ............... 72-3 + 54 =270 [km],
osobni auto ............. 90-3 =270 [km],
tedy ob¢ auta ujela stejnou drahu.

Odpoved:.

Osobni auto dohoni kamion za 3 hodiny po svém vyjezdu na 270 km délnice (métfeno od Pra-
hy).

2. zpusob: (uziti nekonecné geometrické fady)
Obr. 4-5:

V case, kdy vyjizdi osobni automobil z Prahy (bod P), je kamion v bodé K; a ma naskok 54
km. Automobil ujede drahu s; do K; za ¢as t; =54 : 90 = 0,6 h. Kdyz je automobil v bod¢ Kj,
je kamion jiz v bodé K; a ujede navic drahu s, = 72-0,6 = 43,2 km. Do bodu K; z bodu K; do-
jede automobil za ¢as t, = 43,2 : 90 = 0,48 h. Za tuto dobu dojede kamion do bodu K3 a ujede
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drahu s3 = 72-0,48 = 34,56 km. Do bodu K3 dojede automobil za ¢as t3 = 34,56 : 90 = 0,384 h.
Za tuto dobu dojede kamion do bodu K4 a ujede drahu s4 = 72-0,384 = 27,648 km. Do bodu
K4 dojede automobil za Cas t, = 27,648 : 90 =0,3072 h atd. ...

Nyni staci seCist obé nekonecné fady (jak pro drahu, tak pro cas).

Rada s=S;+Sp+S3+Ss+...=54+432+3456+27,648+. ..

je nekone¢na geometricka fada, nebot’ plati

S, _S3_S,_ 432 3456 27,648 _ _08=q
s, S, S, 54 432 345 = '
Soucet této tady je
s, 54
s= =" =270 [km].
1-q 1-08 —

Rada t=ty+t+t3+t,+...=0,6 +0,48+0,384+0,3072+. ..
je nekonecna geometricka fada, nebot’ plati

t, t, t, 048 0384 03072 g
t t, t 06 048 0384 '
Soucet této tady je
f= o 06 ap
1-q 1-08 =
Poznamka:

Postup byl fesitelem pouze zapocat a nebyl dokoncen. Piesto bylo ziejmé, ze fesitel chtél po-
uzit k feSeni nekone¢nou geometrickou fadu.

Piiklad 4 — FeSeni:

Vodni nadrz by se naplnila jen prvnim pfitokem za 36 minut, jen druhym za 45 minut. Za jak
dlouho se nadrz naplni, pfitékd-li voda nejprve 9 minut jen prvnim pfivodem a pak obéma
soucasng?

1. zptsob: (rovnice — uziti normy za 1 minutu)

1. ptitokem nate€e nadrz .......... za36min ........ za | min nate¢e 5= nadrze,
2. ptitokem nateCe nadrz .......... za45min ........ za | min nate¢e ;= nadrze,
obéma piitoky natece nadrz ....... zaXxmin......... za | min nateCe 1 nadrze;

nejdiive nadrZ natéka prvnim pfitokem 9 min, potom ob&éma X min (aZ do naplnéni):

9.i+x. i_}_i =1
36 36 45

4+ .x=1
4 180
ENE R | -20
4 20
5+x=20 |-5

x =15 [min]
Celkem: 9 + 15 =24 [min].
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Zkouska:
1 24 2

1. pritok: voda natéka 24 min, tj. nateCe: 24-— = — = — nadrze,
36 36 3
" i . . 1 15 1 ,. .
2. ptitok: voda natéka 15 min, tj. natece: 15-— = — = = nadrze,
45 45 3

celkem netece: % + % =1, tedy ptesné celd nadrz.

Odpoved.
Nadrz se naplni od otevieni prvniho pfitoku za 24 minut.

2. zpusob: (Gsudek a pomér)

1. ptitokem se naplni za 36 min .. ... 1 nadrz,
2. ptitokem se naplni za 36 min . . . .. 36 : 48 = 0,8 nadrze,
obéma pfitoky se naplni za 36 min celkem . . ... 1 +0,8=1,8 nadrze.

Za 9 minut nateCe 1. ptitokem 9--% =% nadrze, proto se budou napoustét jen 2 nadrze. Do-

stdvame troj¢lenku (pomér):
36min...... 1.8 nadrze

XxXmin...... 3 nddrze

X 3 . .
Potom —=2% > x= 15 minut. {za 15 min se naplni obéma pfitoky 2 nadrze.}
3

18 18
Cela nadrz se naplni za 9 + 15 = 24 minut.

Varianta B:

Priklad 1 — FeSent:

Pisemnou zkousku z matematiky psalo 37 Zaki, nikdo z nich nemél pétku. Jednicek bylo dva-
krat vic nez ¢tyiek, dvojek bylo o 6 vice nez jednicek, trojek bylo 11. Kolik zakt mélo jed-
nicku, kolik dvojku, trojku a ctytku?

1. zpusob: (pomoci rovnice)

Pocet jednicek .. ... X, . 8 zaku;
pocet dvojek ...... X+6, ... 14 zak;
pocet trojek ....... mn, 11 zak;
pocet Ctyfek ....... T 4 Zaci;
pocet pétek ........ 0, ... 0 zakd.
Potom celkem: x+x+6+11+ % =37

25x+17=37 | -17

25x=20 |:25
X =8 zaki.

Zkouska:

Pomér jednicek a ctyfek: 8 :4 =2 (-krat vice);
rozdil dvojek a jednicek: 14 — 8 = 6;
celkem: 8 + 14 + 11 + 4 = 37 zaka.
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Odpoved.
8 zakl mélo jednicku, 14 dvojku, 11 trojku, 4 ¢tyiku a zadny pétku.

2. zpusob: (Vennovy diagramy)

Danou situaci zobrazime pomoci Vennova diagramu

Obr. 4-6: Obr. 4-7:

o b a(8) | v (19)

¢ d,w e (1) | 4 (a

V obr. 4-6 oznacime:

a — jednicky, b — dvojky, ¢ — trojky, d — ¢tyiky.
ZapiSeme-li vztahy, dostavdme soustavu rovnic:

(1) a+b+c+d=37,

@) a=2d,
(3) a+6=b, ... b=2d+86,
(4) c=11,

odkud: 2d+2d+6+11+d=37 | 17
50=20 |:5
d=4 — a=8 b=14, c=11

Poznamka:
Venniv diagram slouZi pouze jako nézor.

Piiklad 2 — FeSeni:

Pé&t litra bilého vina a Sest litri ¢erveného vina stalo 432 K¢&. Jeden litr cerveného vina je o 6
K¢ drazsi nez 1 litr bilého vina. Kolik korun zaplatime za 2 litry bilého a 2 litry ¢erveného
vina?

1. zpisob: (pomoci soustavy rovnic)

Litr bilého vina stoji .. ... X [K¢],
litr Cerveného vina stoji ... y [KC].
Potom plati: y=X+6
SX + 6y =432
5X+6x+36=432 | —36
11x =36 [Kc].
Litr bilého — 36 K¢, ... .. 2litry ... .. 72 K¢,
litr Cerveného — 42 K¢, ... 2 litry .. . .. 84 K¢,
celkem . . 156 K¢.

Zkouska a odpoved stejné jako v 1.
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2. zpusob: (pomoci priméru — aritmeticky)

Primérna cena jednoho litru vina je 432 : 11 = 39,30 K¢&. Rozdil cen je 6 K¢, proto cenu bi-
1¢ho stanovime na 36 K¢&/I, cenu ¢erveného na 42 K&/l a provedeme zkousku:

51 bilého ....... 5-36 =180 K¢
61 derveného. . ... 6-42 =252 K¢
celkem..... 432 K¢

Pokud by zkouska nevysla, ceny upravime tak, aby jejich rozdil byl vzdy 6 K¢ (az na 10 hal).

Priklad 3 — FeSent:

Panové A a B bydli ve vzdalenosti 224 km. Vyjedou-li v autech soucasné ze svych obydli pro-
ti sob¢, setkaji se po 2 hodinach. Pan A ujede za hodinu o 4 km vice nez pan B. Kolik km ura-
zi kazdy z nich za hodinu?

1. zpusob: (pomoci rovnice)
Obr. 4-8:

$

LY l S
I I |

Pan z A jede 2 h a ujede za tu dobu o 8 km vice. Proto pro drahy plati:

S; =X [km], s;=x-8[km].
Celkova draha je s =s; + Sy, proto plati:

X+x-8=224 | +8

2x=232 |:2
X=116 [km], druhy x—8 =108 [km].

Rychlost pana A je 116 : 2 = 58 km/h, rychlost pana B je 108 : 2 = 54 km/h.
Zkouska:
Rozdil rychlosti je 58 —54 =4 km/h.
Celkova draha je 58-2 +54-2 =224 km.
Odpoved:.
Péan A urazi 58 km/h, pan B urazi 54 km/h.

2. zpusob: (pomoci priimérné rychlosti)

v=%; s=224km, t=2h; v:2—§4 =112 km/h.

Auta se za hodinu pfiblizuji primérnou rychlosti 112 km/h (je to soucet jejich rychlosti). Pla-
v, +v, =112
+

v,-Vv, =4

2v, =116 — v;=58km/h, — v,=54km/h.

ti:
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Piiklad 4 — FeSeni:

DélInik A by sam provedl vykop za 7 hodin, délnik B sdm za 6 hodin. Protoze vykop ma byt
skoncen za 2 hodiny, byl pfibran jesté délnik C. Za jak dlouho by vykop provedl sam délnik
Cc?

1. zpusob: (pomoci rovnice)

1. d€lnik ... udélasam praciza7h ..... zalhudéla ... L prace,
2. délnik ... ud€lasdm praciza6h ..... zal hudéla ... & prace,
3.d€lnik ... udéla sam pracizaxh ..... zalhudéla ... L prace,

D¢élnici pracuji spole¢né 2 h, proto pro spole¢nou praci plati:
2-1+2-l+2-1 =1
7 6 X

“+Z+==1 |- 21x
7 3 X
6x+7x+42=21x | —13x
42=8x | :8
X =5,25=5h 15 min.
Zkouska:
1. délnik za2 hudéla . . ... 2 prace,
2. délnik za2 hudéla .. ... 2 =1 prace,
3.délnik za2 hudéla .. ... 555 = 77 Drace,
v§ichni pak ud¢laji dohromady 2+31+42 =%08=2
Odpoved.
Tteti d€lnik by sam provedl vykop za 5 h 15 min.

=1 (tj. celou) praci.

2. zpisob: (pomoci procent a poméru = troj¢lenky)

A udélaza7h ...100 %, potom ..... za2hudéla ... (100:7) - 2 = 28, 571 %,
B udélaza6h ...100 %, potom ..... za2hudéla ... (100:6) - 2 = 33, 333 %,
C udélazaxh ... 100 %, potom ..... za2hudéla ... zbytek.... = 38, 096 %.
Zbytek: 100 — 28, 571 — 33, 333 = 38, 096.
A 2h......... 38,096 (%)
Xxh... ..... 100 (%)

x_ 10 o, 20 . 5os0h=5h15min.
2~ 38,096 38,096 =L

Varianta C:
Piiklad 1 — ieSenti:

Tt1 sourozenci méli naSetteno celkem 1 274 K¢&. Petr mél nasetfeno o 15 % vice nez Jirka a
Hanka o 10 % méné nez Petr. Kolik korun m¢l naseteno kazdy z nich?
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1. zpisob: (pomoci rovnice)

Jirka ....... 100% ...... X [K¢],
Petr ....... 115% ...... 1,15x [K¢],
Hanka ...... 90% ze 115%...... 1,15x -0,9 = 1,035x [K¢],
X+ 1,15x +1,035x =1274
3,185x=1274 |:3,185
X =400 [K¢],

potom v Jirka mél 400 K¢, Petr 1,15 - 400 =460 K¢ a Hanka 0,9 - 460 =414 K¢.
Zkouska — dosazenim do textu:
Celkem je 400 + 460 + 414 =1 274 K¢.
Odpoved'.
Jirka mél nasetfeno 400 K¢, Petr 460 K¢ a Hanka 414 K¢.

2. zpusob: (pomoci rovnice II — uziti procent)

Celkem ...... 100% .. ... 1274 K¢, z toho
Jirka ......... X %,

Petr ......... 1,15x %,

Hanka ...... 0,9-1,15 = 1,035x %.

Dostavame rovnici
x + 1,15x + 1,035x = 100
3,185x =100 | : 3,185

X = 31,4%,
potom Jirka .. ... 31,4% ..... 400,04 = 400 K¢,
Petr ..... 36,1% ..... 459,91 = 460 K¢,
Hanka.... 325% ..... 414,05 = 414 K¢.

Sectenim zjistime ze hodnoty jsou ptesné, chyby vznikly pii prvnim zaokrouhlovéani a druhym
zaokrouhlenim byly odstranény.

Piiklad 2 — FeSeni:
Ze dvou druhti ¢aje o cené 160 K¢ a 220 K¢ za 1 kilogram se ma pfipravit 20 kg smési v cené
205 K¢ za 1 kilogram. Kolik kilogramti kazdého druhu ¢aje bude tieba smichat?

1. zptsob: (pomoci jedné rovnice o jedné nezndme)

Mnozstvi 1. druhu ¢aje (po 160 K¢) ............ x [kg],
mnozstvi 2. druhu ¢aje (po 220 K¢) ............ 20 — x [ka],
160-x + 220- (20 — x) = 20- 205
160x + 4 400 — 220 x =4 100 |—4400
~60x=-300 |:(-60)
x=5[kg] ... prvniho druhu ¢aje,
druhého druhu ¢aje: 20 — x = 15 [Kg].
Zkouska — dosazenim do textu:
5-160= 800 K¢,

15-220 = 3 300 K¢,
Celkem ...... 4100 K¢.

4100 : 20 =205 K¢.
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Odpoved.
Prvniho druhu ¢aje bylo 5 kg, druhého druhu bylo 15 kg.

2. zpusob: (uziti obecného modelu II — pomoci poméru)
Vyjdeme z vysledkt modelu 1 a vztahti (4-1a) a (4-1b) (viz ptiloha 1). Ze vztaht

c-¢, c-C
m, = ‘m, m, = :
C,—C, C,—C
vyplyva pro pomery mnozstvi mj, ma:
c—C,
m_G-C =(C_C2)'m'(C2_C1)zcz_C
m, C—-C .m (C_Cl)'m'(cl_cz) C_Cl’
C,—C
potom:
M _%=¢ (4-1)
m, c-c,

Plati tedy mj : m, = (220 — 205) : (205 —160) = 1: 3.
Mnozstvi my je + z 20 kg, tj. 5 kg; mnozstvi m, je 2 z 20 kg, tj. 15 kg.

Poznamka:
Postup byl fesitelem dobie zapocat, ale vzhledem k chybé v postupu nebyl uspésné dokoncen.

Piiklad 3 — FeSent:

Auto ujelo vzdalenost mezi mésty A a B za 4 hodiny. Kdyby se primérna rychlost auta zvysila
o 17 km/h, ujelo by auto tuto vzdalenost o hodinu diive. Urcete rychlost auta a vzdalenost
mezi mésty A a B.

1. zpisob: (pomoci porovnani drah — uziti rovnice)

Oznaéme si neznamou rychlost osobniho auta X [km/h]. Osobni auto ujede v prvnim ptipadé
(pti rychlosti x km/h) vzdalenost z A do B za 4 hodiny, proto hledana vzdalenost je 4x [km].
V druhém piipadé (pti rychlosti X + 17 km/h) ujede vzdalenost z A do B za 3 hodiny, proto
hledana vzdalenost je 3-(x + 17) [km]. Vzdalenosti se rovnaji, tedy:

4x=3-(x +17)
4x=3x+51 | —3x
x=51 [km/h],

s=51-4 =204 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

Prvni ptipad ............... 204 [kml],
druhy piipad ............. 68 -3 = 204 [km],
tedy obé& vzdalenosti se rovnaji.

Odpoved.

Osobni auto jelo ptuvodné rychlosti 51 km/h a vzdalenost mezi A, B je 204 km.
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Piiklad 4 — FeSenti:
Vodni nadrz se naplni jen prvnim pfitokem za 10 hodin, jen druhym za 12 hodin a jen tfetim
za 15 hodin. Za jak dlouho se naplni, budou-li otevieny vSechny tfi ptitoky souc¢asné?

1. zpisob: (pomoci rovnice)

1. ptitokem nateCe nadrz .......... zalOh........ za | h nate¢e {5 nadrze,
2. ptitokem nateCe nadrz .......... zal2h....... za | h nate¢e {; nadrze,
3. ptitokem natee nadrz .......... zalSh....... za | h nate¢e % nadrze,
vSemi pfitoky natece celd nadrz ....... za X h, plati tedy
xtixtixtog | - 60
10 12 15
6X + 5x + 4x =60
15x=60 | : 15
x=4 [h].
Zkouska:
1. pfitok: voda natéka 4 h, tj. natece: 4- % = % nadrze,
o s . y 1 1 ..
2. ptitok: voda natéka 4 h, tj. natece: 4- E = 5 nadrze,
o s . y 1 4
3. ptitok: voda natéka 4 h, tj. nateCe: 4-— = — nadrze,
15 15
celkem natece: 2 + 1 + 4 = 6+5+4 _ 1, tedy pfesné cela nadrz.
5 3 15 15

Odpoved.
Nédrz se naplni vSemi pfitoky za 4 hodiny.

2. zpusob: (aritmeticky + usudek a celkovy objem)

Zvolime si objem nadrze (velikost nadrze kupodivu nema vliv na ¢as naplnéni — ¢im je nadrz
vétsi, tim bude vétsi vykon ptitokl, oboji neni pfedmétem feSeni), napi. V = 120 | (objem
volime tak, aby byl délitelny vSemi Casy).

1. ptitok naplniza 1 h 120 : 10 =121,

2. ptitok naplni za 1 h 120 : 12 =10 I,

3. ptitok naplni za 1 h 120 : 15 =8|,

Dohromady natece za 1 h v§emi pfitoky 12 + 10 + 8 =30 I.

Nadrz se vSemi ptitoky naplni za 120 : 30 = 4 hodiny.

Poznamka — obecne.

1. ptitok naplniza 1 h V : 10,
2. pritok naplniza 1 h V:121,
3. ptitok naplniza 1 h V:151,

V_V,
.

Dohromady natece za 1 h v§emi ptitoky v +—+—=
10 12 15

Nadrz se vSemi pfitoky naplni za V : % =4 hodiny.
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Varianta D:

Piiklad 1 — FeSeni:

Zakaznik si koupil tricko, kravatu a kosili. Nejprve si vybral kosili, k ni pak kravatu, ktera
byla ttikrat levnéjsi nez kosSile. Nakonec si koupil tri¢ko, které bylo o 140 K¢ drazsi nez kra-
vata. Celkem zaplatil 940 K¢. Kolik zaplatil za kravatu, kolik za tricko a kolik za kosili?

1. zptisob: (pomoci rovnice)

kravata ............. X [K¢],
kosile ............. 3x [K¢],
{riCko oo X + 140 [K¢],
X+3x +x+140 =940 |-140
5x=800 |:5
x = 160 [K&],

potom kravata stala 160 K¢, kosile 3 - 160 = 480 K¢ a tricko 160 + 140 = 300 K¢.
Zkouska — dosazenim do textu:

Celkem je 160 + 480 + 300 = 940 K¢.

Odpoved:.

Kravata stala 160 K¢, kosile 480 K¢ a tricko 300 K¢.

Priklad 2 — FeSeni:
20 broukii a pavoukid ma dohromady 146 nohou. Kolik je broukti a kolik je pavouki, ma-li
brouk 6 nohou a pavouk 8 nohou?

1. zpisob: (pomoci soustavy dvou rovnic o dvou neznamych)

Pocet pavouku ............ X [Ks],
pocet broukd .............. y [ks],
X+y=20 — y=20-x
8-x+6-y=146
8-x+6-(20—-x) =146
8x+ 120 - 6x =146  |-120
2x=26 |:2

x=13 [ks] ... pavoukd,
brouku je: 20 —x =7 [ks].
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

2. zpusob: (aritmeticky postup)

Brouci maji 6 nohou, pavouci 8. Zvolime si jejich libovolny pocet (celkem jich musi byt 20),
napt. 10 a 10 a vypocteme, kolik je to nohou. ProtoZe vysledek je mensi nez 146, budeme
zvetSovat mnozstvi pavoukil a zmenSovat mnozstvi broukl. Vysledky zapiSeme do tabulky:

Tabulka 4-5:
brouk 10 9 8 7 6
pavouk 10 11 12 13 14
celkem 140 142 144 146 148

Z tabulky je zfejmé, Ze broukt bude 7 a pavoukt 13.
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Priklad 3 — FeSent:
Varianta D:
Po dvojkolejné trati mezi stanicemi K a M jely proti sobé dva vlaky. Prvni vlak projel vzdale-
nost mezi stanicemi za dvé hodiny, druhy, ktery mél primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, ji
projel za 1,5 hodiny. Vypocitejte primérné rychlosti obou vlaki a vzdalenost stanic K a M.
Varianta Dy:
V patek urazil nakladni vlak vzdalenost mezi stanicemi Ka M za 2 hodiny. Dal$i nékladni
vlak z K m¢l v sobotu primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, takze do M piijel uz za 1,5 hod.
Vypocitejte prumérné rychlosti obou vlakl a vzdalenost stanic K a M.

1. zpisob: (pomoci porovnani drah — uziti rovnice)

Ozna¢me si neznamou rychlost pomalejsiho vlaku x [km/h]. Tento vlak ujede vzdalenost
mezi stanicemi K do M za 2 hodiny, proto hledana vzdalenost je 2x [km]. Rychlejsi vlak
ujede vzdalenost mezi K a M za 1,5 hodiny rychlosti x + 15 [km/h], proto hledana vzdalenost
je 1,5-(x + 15) [km]. Vzdalenosti se rovnaji, tedy:
2x=1,5-(x + 15)
2x=15x+22,5 | —15x
05x=22,5 |-2
X =45 [km/h], druhy vlak: x + 15 = 60 [km/h],
s=45-2 =90 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

Pomalejsi vlak ............... S; =45-2 =90 [km],
rychlejsi vlak ................ s, =60-1,5=90 [km],
tedy ob¢ drahy se rovnaji.

Odpoved.

Pomalejsi vlak jel rychlosti 45 km/h, rychlejsi vlak rychlosti 60 km/h a vzdalenost mezi K, L
je 90 km.

2. zpusob: (pomoci nepiimé umeérnosti)

Rychlost prvniho vlaku ozna¢me v [km/h], potom rychlost druhého je v + 15 [km/h]. Prvni
vlak projede trasu za 2 h, druhy za 1,5 h. Jejich rychlosti a ¢asy jsou nepfimo imérné:

Voo 2
v+15...... 15 v
v+15:£ | 15v
v 15

15v+225=2v | 1-15v
225=05v | :0,5v
v =45 km/h, rychlost druhého vlaku v’ =60 km/h.
Vzdalenost stanic K, M je 45-2=60-1,5=90 km.

ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

Piiklad 4 — FeSenti:
Prvnim kombajnem Ize sklidit obili z urc¢itého lanu za 30 hodin, druhym, vykonnéj$im kom-
bajnem za 20 hodin. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklizelo sou-
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¢asn¢ obéma kombajny, ale druhy kombajn se porouchal a prvni jesté pracoval sam 5 hodin,
aby dokoncil sklizen?

1. zptsob: (rovnice — uziti normy za 1 minutu)

1. kombajnem .......... za30h........ za | h se sklidi 35 lanu,
2. kombajnem .......... za20h ........ za | h se sklidi 55 lanu,
obéma kombajny ....... zaXh.......... za 1 hse sklidi % lanu;

. . . L 1 1
navic prvni kombajn dokon¢il praci za 5 hodin, tj. udé€lal 5- 0 = 5 prace, zbyva % prace,

potom plati:

i+i:1.§ | . 60X

30 20 x 6

2X+ 3x =50

5x=50 |:5
x=10 [h].

Celkem sklizeno za 10 + 5 = 15 hodin.
Zkouska:

1. kombajn pracoval 15 hodin, sklidil 15-% :% lanu,
2. kombajn pracoval 10 hodin, sklidil 10-% :% lanu,

spole¢né¢ sklidily: %+% = 1, tedy presné cely lan.

Odpoved.
Obéma kombajny bude lan sklizen za 15 hodin.

2. zpusob: (Gisudek a pomér = algebraicky)
1. kombajnem .......... za30h........ za 1 h se sklidi %

55 lanu,

2. kombajnem .......... za20h........ za | h se sklidi 55 lanu,

oba spole¢né sklidi celé pole za x h, proto plati
X X

—+—=1 |60

30 20

2x + 3x =60
5x=60 | :5
x =12 [h].

Oba spolecné by celé pole sklidili za 12 hodin, ale druhy nepracoval cely Cas a praci dokon¢il
prvni za 5 hodin. Dobu, kterou nepracovali spolecné, vypocteme pomoci piimé imérnosti
(doba odpracovana spole¢né je umérna dob¢ odpracované jednim kombajnem):

y=2;

Z toho plyne, Ze praci, kterou udélaji oba spole¢né za 2 h, zvladne prvni kombajn za 5 h. Tedy
vysledny ¢asje ¢c=x—-2+5=15h.
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3. zpisob: (uzitim tsudku)

1. kombajn ..... za30h ..... sam pracuje Sh ... sklidi ¢ pole,

2. kombajn .. ... za 20 h,

zbyva pro spole¢nou praci ... 1-$ =2 pole;

spole¢né ....... zalh ... &+ =2 pole,potomzal0Oh ... 2 pole, coz je jejich spo-
le¢ny ukol.

Celkem budou sklizet 5+ 10 =15 hodin.

4.3. Vyhodnoceni uzitych postupt
Ptehled uzitych postupt uvadéji nasledujici tabulky:

Tabulka 4-6 — Piehled vSech uZitych postupi ve v§ech skupinach (pro jednodussi
porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech):

V8echny Skoly - sk. A - D:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 81,0 15 0,7 0,4 0 9,7 6,7 100%
pf. 2 53,5 3,3 2,2 1,1 2,6 11,5 25,7 100%
pi. 3 42,4 1,1 10,8 0 11 11,2 33,5 100%
pi. 4 41,3 1,9 9,3 0 0,4 4,5 42,8 100%
celkem 54,6 2,0 5,8 0,4 1,0 9,2 27,1 100%
Zakladni Skoly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specidlni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 76,6 0,8 0,8 0 0 14,5 7,3 100%
pi. 2 57,3 2,4 0,8 1,6 0,8 11,3 25,8 100%
pi. 3 41,1 0,8 5,6 0 0 11,3 41,1 100%
pfi. 4 37,1 0 6,5 0 0 0,8 55,6 100%
celkem 53,0 1,0 3,4 04 0,2 9,5 32,5 100%
Stredni Skoly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specidlni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pri. 1 84,8 2,1 0,7 0,7 0 55 6,2 100%
pi. 2 50,3 4,1 3,4 0,7 4,1 11,7 25,5 100%
pF. 3 43,4 1,4 15,2 0 2,1 11 26,9 100%
pfi. 4 44,8 34 11,7 0 0,7 7,6 31,7 100%
celkem 55,9 2,8 7,8 0,3 1,7 9,0 22,6 100%
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Gymnazia - sk. A - D:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem

pf. 1 85,6 25 0 0,8 0 5,9 51 100%
pf. 2 60,2 51 2,5 1,7 51 10,2 15,3 100%
pF. 42,4 1,7 12,7 0 1,7 11,0 30,5 100%
pi. 4 24,6 4,2 15,3 0 0,8 7,6 47,5 100%
celkem 53,2 34 7,6 0,6 1,9 8,7 24,6 100%

Tabulka 4-6 jasné ukazuje, Ze pii feSeni preferovali zaci a studenti uziti rovnic, celko-
v¢ vice nez polovina. Na dal§im misté ve frekvenci ,,uziti“ bylo, ze uloha nebyla fesena. Ne-
feSenych tuloh piibyvalo s nartistem obtiznosti téchto uloh. Na zvySeném poctu netfeSenych
uloh se ziejmé také podilelo to, ze feSeni tllohy bylo ponechéno az na zavér a pak nezbyl cas.
Proto nejéastéji nefeSenou ulohou byl piiklad ¢. 4, ktery byl v textu uveden jako posledni.
Netesenych uloh byla asi ¢tvrtina. Dale v potadi bylo uziti usudku, jeho zastoupeni bylo ko-
lem 5 procent. Velmi malo byly vyuZzivano aritmetického feSeni, grafické feSeni a nckteré
specialni metody. Témét 10 procent postupti nebylo mozné piesné urcit, proto zistaly nezara-
zeny a jsou uvedeny ve zvlastni kolonce.

Celkovée je mozné fici, ze mezi volenymi postupy nebyl pfi porovnavani vSech variant
A — D vyrazny rozdil mezi jednotlivymi typy Skol. Snad jen zaci zékladnich Skol pouzivali
mén¢ usudku, o to vice pak ptiklady netesili.

Tabulka 4-7 — Piehled vSech uZzitych postupi ve v§ech

A4

skupinach (pro jednodussi porov-

nani jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky di-
vek a chlapcii — v tomto poradi):

VSechny Skoly - sk. A - D: D/H
rovnhice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr.1 |878,738| 0,7/23 | 0,7/08 | 0,7/0 0 72/12,3 | 2,9/10,8 | 100%
pr.2 |576/49,2| 43/23 |22,/23|07/15|29/23| 94/13,8 |23,0/28,5| 100%
pr.3 |46,0/385| 0,7/15 |7,2/14,6 0 0/2,3 |12,2/10,0|33,8/33,1| 100%
pf.4 |43,2,/39,2| 22/15 |58/13,1 0 0,7/0 22/6,9 |46,0/39,2| 100%
celkem | 58,6 /50,2| 2,0/19 | 40/7,7 104/04|09/12 | 7,7/10,8 |26,4/27,9| 100%
Zakladni Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr.1 |859/642| 0/19 0/1,9 0 0 9,9,/20,8 | 42/11,3 | 100%
pr.2 |634/49,1| 1,4/3,8 14,0 (14,19 019 |11,3/11,3|21,1/32,1| 100%
pf.3 |451,358| 0,19 (14,113 0 0 12,7/9,4 |40,8/41,5| 100%
pf.4 |42,3/30,2 0 2,8/11,3 0 0 0/1,9 |54,9/56,6| 100%
celkem|59,2/448| 04,19 | 14/6,1 |04/05| 0/0,5 | 85,/10,8 |30,3/35,4| 100%
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Stfedni Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf.1 |89,7/80,5| 1,5/2,6 15/0 1570 0 44/65 | 1,5/10,4 | 100%
pr.2 |515/494| 7,4/1.3 2,9/39 0/13 |59/26| 7,4/15,6 |25,0/26,0| 100%
pf.3 |47,1,/40,3| 15,/13 |13,2/16,9 0 0/3,9 |11,8/10,4|26,5/27,3| 100%
pr.4 |44,1,/455| 44/26 | 88/14,3 0 15/0 | 44/10,4 |36,8/27,3| 100%
celkem | 58,1 /53,9 | 3,7/1,9 66/88 |04,/03|18/16 | 7,0/10,7 |22,4/22,7| 100%
Gymnazia - sk. A - D: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
pr.1 |915/79,7| 1,7/3,4 0 1,7/0 0 1,7/10,2 | 3,4/6,8 | 100%
pf.2 |62,7/57,6| 68/34 34717 |1,7/17|68/34| 3,4/16,9 |153/153| 100%
pr.3 |42,4/424| 0/3/4 10,2 /15,3 0 0/3,4 | 13,6/8,5 |33,9/27,1| 100%
pr.4 |18,6,/30,5| 51/3,4 |10,2/20,3 0 1,7/0 | 51,/10,2 |59,3/35,6| 100%
celkem |53,8/525| 3,4/3/4 59/93 |08/04|21/1,7|59/11,4 |28,0/21,2| 100%

Porovname-li rozdily mezi divkami a chlapci v pouzivani metod (tabulka 4-7), jsou
zejména pii uziti rovnic a usudkl. Rovnice uzivaji pfi feSeni mnohem castéji divky. Pokud je
tomu né¢kdy naopak, je to vzdy v ptipadech, kdy tuto metodu pouziva méné fesiteld nez jindy.
Naopak tisudek pouzivaji mnohem ¢astéji chlapci. Pokud jej pouzivaji Castéji divky, je to opét
v téch ptipadech, kdy jej pouzivd mén¢ fesiteld. V ostatnich ptipadech je uziti metod rovno-
cenné. Nebylo-li mozné metodu presné urcit, vyskytovalo se to spiSe u chlapct, rozdily vsak
nebyly velké, nejvétsi byly u studentd gymnazii. Stejné tak vice nefeSenych piikladl méli
chlapci, vétsi rozdily byly na zékladnich nez na stfednich Skolach. Naopak na gymnaziich
vice nefeSenych ptikladi vykazovaly divky, rozdil udélal ptiklad €. 4 o spole¢né préci, kde jej
nefesilo téméf 60 procent divek. Jednalo se o nejvyrazngjsi rozdil, a to v obou smérech. Opét
se potvrzuje to, ze nejcastéji pouzivand metoda pii feSeni je pouziti rovnic (pokud je uloha
feSena). Neymén¢ Casto feSenou ulohou byl ptiklad €. 4 o spolecné praci (je také v textu uve-
dena jako posledni).

V jednotlivych variantach A, B, C, D jsou samoziejmé rozdily mezi divkami a chlapci
jeste veétsi. Pokud nebudeme srovnavat ptipady, kdy Zaci a studenti ulohy netesili nebo nebylo
mozno urcit jaké feSeni zvolili, miizeme odpovédné porovnat pouze piipady, kdy byly ulohy
feSeny pomoci rovnic a ¢astecné i ptipady, kdy byly pouzity tsudky. V né€kterych variantach
bylo i stoprocentni pouziti rovnic, a to u 1. ptikladu — divky gymnazii, varianta D a chlapci
gymnazii, varianta A. Se zvySujicim se ¢islem piikladu se maximum snizovalo, u 4. ptikladu
se pohybovalo kolem 60 % (divky SS, skup. B — 52,6 %, chlapci SS, skup. B — 69,6 %). Mi-
nimum pouziti rovnic se pohybovalo od 0 % ve 4. piikladu (divky ZS i chlapci ZS, varianta
D) ke 40 % v 1. ptikladu (chlapci gymnazii, varianta C). Tendence minim byla tedy zcela
logicky opacna nez u maxim. Srovname-li pouziti Gsudkd, v 1. ptikladu se Gsudek témér ne-
vyskytoval (pfevazné 0 %), v 2. ptikladu neptesahl u jednotlivych skupin 10 %, pouze ve 3. a
4. ptikladu se maximalni zastoupeni Gsudku dostalo pfes 30 %, ve vSech ptipadech to byli
chlapci. Ve vsech piikladech se objevily pfipady, kdy fesitelé neuzivali usudek viibec, Castéji
to byly divky.

VEétsi vykyvy ve vSech hodnocenich variant A, B, C, D byly také dany tim, ze jednot-
livé varianty mély mensi Cetnost, coz se také projevilo na vyslednych hodnotach. Tabulky
potvrzujici tyto zavéry jsou uvedeny v piiloze 2.
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Na zavér uvadim jest€¢ souhrnné tabulky, pomoci kterych Ize porovnat jak jednotlivé
skupiny, tak cely soubor testovych uloh.

Tabulka 4-8 — Celkovy piehled v§ech uZitych postupt ve v§ech skupinach (pro jedno-
dussi porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - porovnani skupin:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specidlni | neur€eno | nefeSeno | celkem

sk. A 55,8 1,5 6,1 0,3 1,5 8,8 25,9 100%
sk. B 66,7 1,3 7,0 0,3 0 6,0 18,7 100%
sk.C 45,3 1,3 3,4 0 1,7 11,6 36,6 100%
sk.D 45,8 4,2 6,0 0,9 0,9 11,6 30,6 100%
sk.A-D 54,6 2,0 5,8 0,4 1 9,2 27,1 100%

Tabulka 4-9 — Piehled vSech uZitych postupi v jednotlivych skupinach (pro jednodussi
porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky
divek a chlapcii — v tomto poradi):

VSechny Skoly - porovnani skupin: D/H
rovnhice | aritmeticky | usudek | graficky |specialni| neureno | nefeSeno |celkem
sk. A |622/471| 21,07 | 53/71 | 0/0,7 |1,1/21| 6,9/11,4 |22,3/30,7 | 100%
sk.B |66,7/653| 13/14 |32,/111| 06/0 |06/0,7| 45/7,6 |23,1/13,9 | 100%
sk.C |51,8/39,2| 1,8/0,8 | 2,7/4,2 0 1,8/1,7|10,7/12,5 | 31,3/41,7 | 100%
sk.D |46,0/45,7| 30/52 | 40,78 | 1,0/0,9 |1,0/0,9| 11,0/12,1 | 34,0/27,6 | 100%
sk.A-D| 586,502 | 20/19 | 40/7,7 | 04,04 |/09/1,2| 7,7/10,8 | 26,4/27,9 | 100%

Z celkového piehledu i z piehledu pro divky a chlapce je evidentni, Ze zcela jedno-
znacn¢ byly pro feSeni tloh nejCastéji uzivany rovnice, ¢asto vice nez v 50 % piipadil. Jiné
uzité metody jim nemohou konkurovat, nebot’ jejich uZiti je aZ na jednu vyjimku do 8 %, cas-
to je uziti mensi nez 3 %. A tak na druhém a tfetim misté jsou ptipady, kdy ulohy nejsou fese-
ny (az 40 %) nebo zpisob feseni nelze urcit (kolem 10 %). Druhou nejuzivanéjsi metodou je
tedy feSeni ulohy usudkem (kolem 6 %). Cast&ji (az dvojnasobn&) uzivaji usudek chlapci.
Dalsi v poradi je uziti aritmetickych vypocti (kolem 2 %), vyrazné nejcastéji bylo aritmetické
feSeni pouzito ve varianté D. UZitd specialni feSeni byla riznoroda, celkové se pohybovala
kolem 1 % uziti. Nejméné Casto bylo k feSeni pouZito grafii. Bylo to jen vyjimecné, ani
V jednom ptipadé nepiesahla Cetnost uziti 1 %.

Porovname-li frekvenci pouzitych metod a celkovy dosazeny vysledek, zjistime, Ze
neni diilezité jakou metodu fesitel pouzil, ale to jak dobte tuto metodu zna. Jevi se to zejména
pfi porovnani divek a chlapch. I kdyZ divky preferovaly jiné metody nez chlapci a byly
uspésné v jinych typech tuloh, celkovy vysledek divek a chlapci byl srovnatelny (téméf stej-

vvvvv

zvladnuta.
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4.4. Dotaznik a jeho vyhodnoceni

4.4.1. Dotaznik

V ramci prazkumu feSeni slovnich uloh na zékladnich a stfednich Skolach
Vv JihocCeském kraji byl zadan zaktim a studentim dotaznik, ve kterém vyjadrili sviij postoj ke
slovnim tlohdm. Dotazniky byly zaddny na $kolach v Ceskych Budg&jovicich, Prachaticich,
Vodnanech a ve Volyni. Vzhledem k tomu, ze predmétem testovani byly slovni ulohy o celku
a Castech, o pohybu, o smésich a o spolecné praci, i otazky v dotazniku se zaméfily na tyto
slovni tlohy. Ostatni slovni Glohy byly zafazeny do skupiny jiné. Na otazky odpovidalo cel-
kem 238 74kt a studentt.

Obr. 4-9 — Text dotazniku:

DOTAZNIK

Svou odpovéd’ vyznac kiizkem. Pokud se moZnosti nevylucuji, je mozné u jedné otazky
pouzit i vice kiizki. MiiZeS pripsat i sviij komentar. Pi§ ¢itelné. Dékuji.

U
~
=
]
N
U
192}
Ep(
2
=
=
&
N
E .
=

1) Slovni ulohy FeSim: rad(a) ..............
JE11q 10 | 2
nerad(a) .....c......

2) Zdivodnéte své vyjadieni v piredchozi otazce [pro¢ FeSim slovni ulohy (ne)rad(a),
co mé vede k tomu, Ze nékdy reSim slovni ulohy rad(a), nékdy nerad(a)]:

3) Které slovni ulohy mam nejradéji: o pohybu ...............ooeeeet
osmésich ........ccceeenennen.

o spolecné praci .........cceuneene.

0 celku a ¢astech .......c.ccueeen.

JINE i
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4) Pral(a) bych si, aby slovnich tloh bylo: vice .........ccceevinunnnn
stejné ....ociiiiiiiinnnn
méné ......ceeviviinennnn.

nebyly Zadné .............

5) Slovni tlohy slouzi k tomu, ...
abychom si bystrili mysl  ....ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiennn
abychom se seznamili s ulohami z praxe a uméli je FeSit ....
abychom se naudili né€emu novému  .......cooeiiiiiinnnn
abychom se mohli doma chlubit jak jsme chytfi ..............
aby nas jimi ve Skole uditelé trapili =~ .......ccoeiiiiiinni
k uplné jinému tucelu, a to ..........

6) Pro¢ byly slovni ilohy vymysleny?

Dotaznik (obr. 4-9) se skladal ze Sesti otdzek, z nichz Ctyfi byly uzaviené (€. 1, 3,4 a
5) a dvé oteviené (€. 2 a 6). Oteviené otazky dopliiovaly a uptesiiovaly predchozi otdzky uza-
viené. V prvni otdzce odpovidali respondenti na to, jak maji slovni ulohy oblibené, v druhé
otazce to zdivodiovali. Ve tfeti otazce respondenti vybirali svoje nejoblibenéjsi slovni ulohy,
ve Ctvrté se vyjadiovali k tomu, zda by chtéli slovnich tloh fesit vice ¢i méné. V paté a Sesté
otazce se respondenti vyjadfovali k tomu, pro¢ slovni ulohy vznikly a k ¢emu slouzi.

4.4.2. Obliba reSeni slovnich uloh a nejoblibenéjsi ulohy

Odpovédi na otazku €. 1 ,,Slovni Glohy fe$im . . .“ jsou uvedeny v tabulkach 4-10. Pro
snadné&j§i porovnani jsou pocty studenti uvedeny v procentech. Je to z divodu nestejného
poctu zaki a studentil v jednotlivych typech Skol a nestejného poctu chlapcti a divek v téchto
skupinach. Celkem nejvice respondentti pristupuje k feSeni slovnich uloh diferencované, né-
kdy je tesi radi jindy neradi. V dopliwjici otazce €. 2 to zdivodiuji tim, Ze slovni tlohy, kte-
rym rozumi a které jim jdou, fe$i radi, naopak slovni tlohy, kterym nerozumi a nejdou jim,
fesi neradi. Déle pak existuje vice téch, ktetfi slovni tlohy fesi neradi nez téch, kteti fesi slovni
ulohy radi. Celkové obé¢ tyto skupiny dohromady jsou mensi neZ skupina prostiedni (jak kdy).
Srovnatelny vysledek byl zjistén v praci [88]. Dale jsou v tabulce patrné rozdily mezi ptistu-
pem Kk oblibé slovnich uloh u chlapcti a u divek. Porovnavame-li jednotlivé hodnoty vucéi cel-
ku, potom chlapci fesi slovni ulohy radéji nez divky, rozdil vSak neni velky (asi 4 %), naopak
divky fesi slovni tlohy spiSe nerady, rozdil opét neni velky (asi 3 %). U téch, kteti fesi slovni
ulohy jednou radi, jednou neradi, se rozdily mezi chlapci a divkami téméf neobjevuji (do 1
%).

Porovname-li hodnoty vyjadiujici postoje chlapcti a divek navzdjem (tj. ,,fadkove®),
zvetsi se nam rozdily zejména v ptipadech, kdy soucet bude mensi Cislo. Je to v ptipade, kdy
respondenti fesi ulohy radi (je jich jen 11 %). Tam je potom rozdil mezi chlapci a divkami
vétsi nez podle skupin (4. ,,sloupcoveé®) a €ini 18 %.
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Celkové lze fici, ze respondenti nejcastéji, a to vice nez polovina, fesi slovni ulohy
diferencovan¢ podle toho jak jim ,,jdou®. Asi tietina respondent fesi ulohy nerada, mirné
prevazuji divky. Pouze desetina respondentil fesi ulohy rada, mezi nimi pievazuji chlapci.

Tabulka 4-10 — Obliba feSeni slovnich uloh:

Slovni dlohy mam: chlapec | divka | celkem
rad (a) 13 9 11

jak kdy 56 57 56

nerad (a) 31 34 32

celkem 100% 100% 100%
Slovni ulohy mam: chlapec | divka | celkem
rad (a) 59 41 100%
jak kdy 50 50 100%
nerad (a) 48 52 100%
celkem 50 50 100%

Odpovédi na otazku ¢. 3 ,Které slovni Ulohy mam nejradéji . . .“ jsou uvedeny

v tabulkach 4-11a, 4-11b. Stejné jako v pfedchozim ptipad¢ jsou i tyto udaje pro lepsi porov-
nani uvedeny v procentech. V tabulce 4-11a je zakladem celkovy pocet vSech respondenti
v daném sloupecku, v tabulce 4-11b je zakladem celkovy pocet respondentti v daném fadku.
Zvlast’ jsou hodnoceni Zaci zakladnich $kol a studenti stiednich $kol. Potom jsou hodnoceni
spole¢né a na zavér jsou vyclenéni studenti gymnazii (studenti nizSich gymnazii patii vékove
mezi zaky zakladnich Skol, studenti vysSich gymnazii se fadi vékoveé mezi studenty sttednich
Skol). Navic jsou v kazdé skupin€ oddélen¢ hodnoceni chlapci a divky.

V predepsanych odpovédich jsou uvedeny slovni tllohy o ¢astech a celku, o pohybu, o
smésich a o spole¢né praci. Ostatni tlohy jsou fazeny pod symbol jiné a posledni moznost
z4dné nebo neuvedeno shrnuje pfipady, kdy respondenti uvedli, ze nemaji Zadné oblibené
slovni tlohy nebo v odpovédi neuvedli nic.

Z celkového porovnani (tabulka 4-11a; posledni sloupec ,,celkem®) plyne, Ze nejobli-
celkové nejoblibenéjsi byly z uvedenych ¢tyf typt ve vsech sledovanych skupinach. Navic ve
vSech ptipadech byly vzdy oblibenéjsi mezi divkami (celkové o 10 % vice nez u chlapcit).
Vezmeme-li v tivahu, Ze tento typ tloh je nejjednodussi a postup pti jeho feSeni je nejvice
mechanicky, pak nam z toho plyne, Ze je nejjednodussi se tento typ uloh ,,nasprtat”. Proto asi
nikoho nepiekvapi, ze nejoblibengjsi jsou tlohy o celku a ¢astech mezi dév¢aty gymnazii (az
41 %). Naopak chlapci ve vSech typech $kol vykazuji oblibenost téchto uloh prakticky stejnou
(vétsinou kolem 20 %) a navic srovnatelnou s oblibenosti jinych typt slovnich uloh.

,Opakem* v oblibenosti jsou slovni ulohy o pohybu. Celkové je ma radéji o 8 % vice
chlapcti nez divek. U divek patii mezi nejméné oblibené, neni to vSak vzdy jednoznacné. Pro
chlapce jsou tyto ulohy ve vSech skupindch nejoblibenéjsi. Nejvice oblibené jsou pro chlapce
na stfednich Skolach a na gymnéziich (23 %).
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Tabulka 4-11a — Porovnani oblibenosti slovnich viloh:

ZAKLADNI SKOLY A NIZSi GYMNAZIA

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 33 31 13 35 24 19 30 25 16 33 25
0 pohybu 14 17 15 21 13 16 13 10 11 18 12 15
0 smésich 29 50 38 23 18 20 18 17 17
0 spole¢né praci 14 0 8 21 8 14 16 6 11
jiné 14 0 8 21 25 23 50 50 50 27 30 29
Z2&dné nebo neuved. 0 0 0 3 3 3 13 0 6 5 2 3
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% | 100%
STREDNI SKOLY
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 38 31 26 20 24 8 36 22 22 27 25
0 pohybu 19 13 17 28 20 25 17 10 23 14 19
0 smésich 10 13 10 13 5 10 4 8 6 10 7 9
0 spole¢né praci 19 13 17 11 33 20 17 16 16 14 25 19
jiné 24 13 21 21 20 20 38 28 33 26 22 24
Z2&dné nebo neuved. 0 13 3 0 3 1 17 8 12 4 5 5
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% [ 100% | 100%
ZAKLADNiI A STREDNi SKOLY
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ v8ich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 36 31 21 28 24 13 33 24 20 30 25
0 pohybu 18 14 17 25 16 21 15 7 11 21 13 17
0 smésich 14 29 19 17 11 15 3 7 5 13 12 12
0 spolecné praci 18 7 14 15 20 17 13 11 12 15 16 15
jiné 21 7 17 21 23 22 43 38 40 26 26 26
zadné nebo neuved. 0 7 2 1 3 2 15 4 9 4 4 4
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100%
GYMNAZIA
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 23 40 28 22 39 30 14 47 28 20 41 29
0 pohybu 18 10 16 26 9 18 23 13 23 7 16
0 smésich 18 30 22 17 15 16 13 14 13
0 spole€né praci 14 10 13 11 15 13 10 12 11
jiné 27 10 22 22 20 21 36 47 41 27 25 26
Zadné nebo neuved. 0 0 0 2 2 2 23 0 13 6 1 4
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100%
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Tabulka 4-11b — Porovnani oblibenosti slovnich wuloh:

ZAKLADNI SKOLY A NIZSi GYMNAZIA

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 6 6 13 16 44 59 9 19 28 31 69 | 100%
0 pohybu 5 5 11 42 26 68 11 11 21 58 42 100%
0 smésich 9 14 23 41 32 73 5 50 50 100%
0 spole¢né praci 7 0 57 21 79 14 71 29 100%
jiné 3 0 22 27 49 22 27 49 46 54 | 100%
zadné nebo neuved. 0 0 25 25 50 50 0 50 75 25 100%
celkem 5 5 10 30 31 62 13 16 28 48 52 | 100%

STREDNI SKOLY

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni tlohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 14 7 21 33 19 52 5 21 26 52 48 | 100%
0 pohybu 12 3 15 45 24 70 12 3 15 70 30 100%
0 smésich 13 7 20 47 13 60 7 13 20 67 33 | 100%
0 spole¢né praci 13 3 16 19 41 59 13 13 25 44 56 100%
jiné 12 2 15 27 20 46 22 17 39 61 39 | 100%
Z2&dné nebo neuved. 0 13 13 0 13 13 50 25 75 50 50 100%
celkem 12 5 17 31 23 54 14 15 29 57 43 100%

ZAKLADNiI A STREDNi SKOLY

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ v8ich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 11 7 18 26 30 55 7 20 27 43 57 | 100%
0 pohybu 10 4 13 44 25 69 12 17 65 35 | 100%
0 smésich 11 11 22 43 24 68 3 11 57 43 | 100%
0 spolecné praci 11 2 13 30 35 65 11 11 22 52 48 100%
jiné 1 24 23 47 22 22 44 54 46 100%
Z24&dné nebo neuved. 0 8 8 17 25 50 17 67 58 42 100%
celkem 5 14 31 27 58 13 15 28 54 46 100%

GYMNAZIA

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 10 8 18 24 36 60 6 16 22 40 60 | 100%
0 pohybu 14 4 18 50 14 64 18 18 82 18 [ 100%
0 smésich 17 13 30 39 30 70 0 57 43 | 100%
0 spole€né praci 16 5 21 32 37 68 11 53 47 100%
jiné 14 2 16 27 20 48 18 18 36 59 41 100%
za&dné nebo neuved. 0 0 0 14 14 29 71 0 71 86 14 100%
celkem 13 6 19 32 27 58 13 10 23 57 43 100%
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Zbyvajici dva typy tloh celkové jiz nepatii v zddné skupiné k nejoblibenéjsSim ulohdm,
pouze Vv jednotlivych srovnanich se dostavaji mezi nejvice ¢i nejméné oblibené — u chlapcii na
zékladnich skolach slovni ulohy o smésich (nejoblibenéjsi mezi chlapci spolecné s illohami o
pohybu) a u divek slovni tlohy o spole¢né praci (nejméné oblibené mezi divkami na za-
kladnich skolach) ¢i slovni ulohy o smésich (nejméné oblibené mezi divkami na stfednich
Skolach).

Piejdeme-li k porovnani vysledka v jednotlivych ¢astech (sloupce ,,rad*, ,,jak kdy* a
,herad®), jsou hodnoty vice rozdilné. Jednim z diivodii je mensi pocet respondentti, ktefi tvori
zéklad, a proto i mens$i odchylka (co do poctu) se, vyjadiena v procentech, vice zvyrazni. Ve
slovnich tlohach o celku a ¢astech témét vzdy tesi radéji tyto tlohy divky (v 11 ze 12 sledo-
vanych ptipadi), nejvetsi rozdil je 28 % (= 36 — 8) na stiednich Skolach v ¢asti ,,nerad*. Toto
zcela koresponduje se zjisténim v celkovém piehledu.

Celkovému piehledu zcela odpovida 1 vysledek ve slovnich ulohach o pohybu, kdy
naopak tyto tlohy Casto radéji fesi chlapci (v 11 ze 12 ptipadh), nejvetsi rozdil je 23 % (= 23
— 0) na gymnaziich v ¢asti ,,nerad”. Tyto ¢aste¢né vysledky tak jen potvrzuji celkova zjisténi.

Ve slovnich ulohdch o smésich a ilohach o spole¢né praci jsou celkové rozdily malé, a
proto v dil¢ich srovnanich se vysledky chlapci a divek méni. Shrneme-li vysledky
Vv jednotlivych ¢astech, jsou celkem vyrovnané. Je-li v nékteré ¢asti vysledek ptihodnéjsi pro
divky, je hned v dalsi ¢asti situace opacna.

Ve vSech sledovanych skupinach asi 30 % respondentd uvedlo jako oblibené jiné
slovni tlohy nebo uvedli, Ze nemaji oblibené zadné slovni ulohy ¢i neuvedli nic (do 5 %).
Tyto posledni dvé moznosti nebudeme porovnavat. Jednak nejsou predmétem naseho zajmu,
jednak v nékterych ptipadech velmi malé zéklady (z celku maximalné 5 %, mnohdy méng)
zkresluji vysledné hodnoty. Ne ojedinéle se pak tyto hodnoty blizi 75 %.

Vezmeme-li jako zaklad celkové hodnoty v jednotlivych fadcich (tabulka 4-11b) a
provedeme-li srovnani v téchto fadcich (ozna¢me jej nové), vidime, ze hodnoty pro vSechny
(tj. chlapce i divky) koresponduji s vysledky z pfedchoziho srovnani (tabulka 4-11a; ozna¢me
jej puvodni). V novém zpisobu srovnani jsou rozdily vétsi, v nékterych piipadech, kdy za-

.....

Nejvyraznéji se to projevuje na stiednich Skolach ve slovnich tlohach o celku a ¢astech, kde
Vv piivodnim hodnoceni je jako oblibengjsi tlohy uvadi vice procent divek, kdeZto v hodnoceni
novém je jako oblibenéjsi uvadi vice chlapcii. Samoziejmé, ze ,,pravdivéji* vypovida o vztahu
hodnoceni ptivodni. Nové hodnoceni ndm zase 1épe vyjadiuje vazbu mezi tidaji pro chlapce,
pro divky 1 pro vS§echny mezi jednotlivymi sloupci ,,rad®, ,,jak kdy* a ,,nerad*.

U sledovanych typu slovnich uloh o celku a ¢astech, o pohybu, o smésich a o spole¢né
praci je rozvrstveni jednotlivych hodnot klasické, odpovidajici Gaussove kiivce rozdéleni
hodnot. Jinak je tomu vSak u hodnot slovnich tloh typu ,,jiné* a ,,7z4dné¢ nebo neuvedeno®.
Zde jsou zcela srovnatelné hodnoty ve sloupcich ,,jak kdy* a ,,nerad“. Z toho lze usuzovat, ze
ti, ktefi fesi slovni Glohy neradi, nechtéji fesit ulohy Zadné (toto zjiSténi ostatné odpovida 1
vysledkiim v otdzce €. 4) nebo nevi, které ulohy by fesili, protoze jim pravdépodobné nejdou
resSit zadné.
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4.4.3. Vice ¢i méné slovnich uloh

V otazce ¢. 4 méli zéci a studenti odpoveédét, zda si preji fesit slovnich uloh vice nebo
mén¢. Nejdiive porovnejme respondenty podle toho co si pieji. Ti, ktefi si preji aby slovnich
uloh bylo vice, fesi tyto tlohy radi. Ti, ktefi si pfeji, aby tloh bylo stejné nebo méné nékdy
esi slovni ulohy radi, jindy neradi. Ti, ktefi si nepfeji slovni lohy zadné, je fesi neradi. Je
mozné fici, Ze vztah mezi tim zda respondenti fesi tllohy radi ¢i neradi a zda si pieji aby jich
bylo vice ¢i méné, je posunut mirné¢ do zapornych hodnot, tj. ¢im nejradéji fesi slovni ulohy,
tim vice si pfeji, aby zadné nebyly. Vztahy uvadi prvni tabulka 4-12.

Tabulka 4-12 — Vztahy mezi pitanim a skute¢nosti:

Pfeji si, aby slov. ul. bylo: vice stejné méné | zadné | nevim* | celkem
rad (a) 63 15 3 0 0 12
jak kdy 31 77 62 18 67 59
nerad (a) 6 8 35 82 33 29
celkem 100% 100% 100% 100% 100% 100%

nevim* = v€etné neuvedenych odpovédi

Preji si, aby slov. ul. bylo: vice stejné méné | zadné | nevim* | celkem
rad (a) 37 56 7 0 0 100%
jak kdy 4 58 29 7 2 100%
nerad (a) 1 10 29 58 1 100%
celkem 7 42 26 23 1 100%

nevim* = v€etné neuvedenych odpovédi

A N 24

Nyni porovnejme respondenty podle toho, jak radi fesi slovni ulohy. Ti, kteti fesi slovni Gllohy
radi, si spiSe pteji, aby slovnich uloh bylo stejné¢, mnohem méné si pieji, aby jich bylo vice.
Ti, ktefi fesi slovni tlohy nékdy radi, n€kdy neradi, si také nejcastéji pieji, aby slovnich tloh
bylo stejné, vétSina ostatnich si pieje, aby slovnich uloh bylo méné. Ti, ktefi fesi slovni ulohy
neradi, si pieji, aby slovnich uloh bylo méné, mnohem castéji, aby nebyly Zadné.

4.44. K ¢emu jsou slovni tlohy

V otazkach €. 5 a €. 6 méli respondenti odpovédét, k cemu slouzi slovni tlohy, a pro¢
byly vymysleny. Vysledky jsou v tabulce 4-13.

Tabulka 4-13 — K ¢emu slouZi slovni tilohy:

Slovni ulohy slouzi k tomu, abychom ... celkem
si bystfili mysl| 24
se seznamili s tlohami z praxe a uméli je fesit 46
se naucili né¢emu novému 11
se doma mohli chlubit jak jsme chytfi 6
aby nas jimi ugitelé ve Skole trapili 12
k UplIné jinému ucelu 1
celkem 100%
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Nejcasteji respondenti odpovidali, Ze slovni ulohy slouzi k tomu aby se seznamili
s ulohami z praxe a naucili se je feSit. Odpovédéla tak téméi polovina zakl a studentti. V dalsi
otazce (€. 6) pak dopliovali, Ze ulohy nebyly vymysleny, ale pfimo vyplynuly z praxe. Témét
ctvrtina respondentii uvedla, Ze jim ulohy slouzi k tomu, aby si bystfili mysl. Odpovéd’ vlast-
n¢ umociuje predchozi odpovéd’ — umeéni tesit slovni ulohy umoziuje bystfit si mysl. Na tre-
tim misté se umistila odpovéd’ ,,slovni tlohy slouzi k tomu, aby nas jimi ucitelé ve Skole trapi-
li. Dvanact procent odpovedi (témét kazda sedma) by nas mélo nutit k zamySleni. Navic tuto
odpoveéd’ Castéji uvadeéli ti, ktefi maji ke slovnim tloham zaporny postoj a ti, ktefi v testech
dosahovali podpramérnych vysledki.

Na ¢tvrtém misté se (t€sn€ o 1 %) umistila odpovéd’ ,,abychom se naucili né¢emu no-
vému*. Takeé tato odpoveéd doplnuje prvni dvé, kdy jde o to naucit se fesit slovni tlohy a zlep-
Sit se. Dalsi odpovédi jiz nebyly vyraznéji zastoupeny.

Celkov¢ lze ftici, Ze z dotazniku jednoznaéné nevyplyva, ze by slovni lohy byly neob-
libené. Neoblibené jsou pouze pro ty, kteti je nechdpou a neuméji fesit at’ uz stabiln€ nebo jen
nékdy. Ukazuje se, ze je rozdil v oblibenosti slovnich uloh mezi chlapci a divkami. Nejvyraz-
néji se to projevuje ve slovnich tlohach o celku a ¢astech a slovnich tilohach o pohybu. Divky
vyrazné rad&ji fesi slovni ulohy o celku a ¢astech. Tyto Glohy byvaji ¢asto jednodussi a pii

vvvvvv

wewvr

casti. Dalsi typy slovnich tloh jsou v oblibé mezi chlapci a divkami srovnatelné, odchylky
jsou vétsinou statisticky nevyznamné.

Jesté bych chtél upozornit na velké procento zaki a studenti, ktefi uvadéli, ze slovni
ulohy slouzi uéitelim k tomu, aby je s nimi trapili. Pro tyto zaky a studenty by bylo dobré
feseni slovnich tloh zjednodusit uzitim modeld, usnadnit jim zatazeni slovnich tloh do jed-
notlivych skupin podle typii a pomoci jim v feSeni vétsi aplikaci vzorcli. Navodem by nam
mohlo byt pouziti vzorci k feseni uloh slovniho charakteru jiz ve starovéké Cing.

Z celkového pohledu neni potésitelné, ze vétSina zakl a studentli ma pii vybéru zpl-
sobu feSeni slovni tlohy velmi omezeny rejstiik metod. Drtivé pfevazuje pouzivani rovnic.
Jiné zplsoby jsou spiSe vyjimkou. Bylo by vhodné, aby vyucujici vice zafazovali do vyuky i
Jiné postupy pii feSeni slovnich uloh. Je vSak otdzkou nakolik budou limitovéani ¢asem a po-
zadavkem na Uspéch svého zédka ¢i studenta pii zkouSkach.

Pokud srovname vysledky chlapct a divek, je potésitelné, ze pouzitim riznych metod
nedochazi k velkym rozdilim v celkové klasifikaci. Jsem pro to, aby byla podporovana, jak
kreativita jednéch, tak peclivost druhych. Stirani rozdilu mezi obéma skupinami by nebylo ku
prospéchu.
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Z.aveér

Disertacni prace zacina kratkym osvétlenim, co je to matematickd loha a jak je z ni
odvozena slovni uloha. V této prvni kapitole je vlastn¢ pfipravena ptida pro vlastni klasifikace
slovnich tloh a ptehled metod, které se pouzivaji pii jejich feseni.

Zamérem disertacni prace bylo podat piehled nejbéznéjsich feseni slovnich tloh, které
se pouzivaji ve vybranych typech slovnich tloh (nebyly zde napiiklad zatazeny slovni tlohy
kombinatorické, o pravdépodobnosti, z finan¢ni matematiky apod.), které jsem nazval spolec¢-
n¢ ,klasické”. Dale byla provedena klasifikace vybranych Sesti typt slovnich uloh. Nakonec
byl vyhodnocen test a dotaznik, ktery byl zadan zaktim zakladnich skol a studentim stiednich
Skol.

V piehledu postupti, které je mozné pouzit pti feSeni vybranych slovnich tloh, jsem se

ty ani jiné, dnes mén¢ uzivané metody.

V klasifikaci slovnich uloh jsem se zaméfil na Sest typt, které jsem oznacil jako ,.kla-
sické®. Jsou to typy uloh, které jiz byly feSeny Casto pied mnoha tisici let. Jedna se o slovni
ulohy o celku a ¢astech, o ¢islech, o pohybu, o smésich, o spole¢né praci a o v€ku a letopoctu.
Kazdy z typt byl klasifikovan samostatné s pfihlédnutim k jiz uvedenym postupim feSeni
slovnich tloh. V kazdé skupiné, na které jsem clenil typy slovnich tloh, jsem vybral pro ilu-
straci dva priklady. Pocet dvou ptikladi povazuji za dostacujici, vétsi pocet piikladi nebylo
mozné zafadit vzhledem k rozsahlosti tématu. Pocéet uvedenych feseni v danych piikladech se
riznil, podle toho, zda jsem povazoval za vhodné uvést vice variant feseni, ¢i jen jednu. Pred-
nost jsem daval feSeni pomoci rovnic, tsudku nebo obecného modelu, ale snazil jsem se neo-
pomijet ani jina feseni.

V kapitole ¢tvrté jsem vyhodnotil zadané testové ulohy a pfidany dotaznik, které byly
zadané zakiim a studentim zékladnich a stfednich Skol. Ukézalo se, Ze pfi feSeni tloh davaji
Vv drtivé vétSin€ prednost feSeni pomoci rovnic, jiné metody jsou uZivané jiZ mnohem méné.
Z dotazniku vyplyva, ze zaci a studenti fesi slovni tlohy radi, pokud jim jdou. Ted je tifeba
jesté zjistit, jak to zafidit, aby jim slovni ulohy ,,Sly*.

V ptilohach jsou doplnény néckteré kapitoly. V piiloze 1 jsou do souborné sbirky
shromazdény nékteré feSené priklady, které se vyskytuji v disertacni praci i dalsi priklady,
které ilustruji jednotlivé typy ,.klasickych® slovnich tloh. Tato sbirka mize byt inspirujici
zejména pro vyucujici. V priloze 2 jsou podrobné zpracovany testové ulohy a dotaznik, které
byly zadany zaktim zakladnich a stfednich §kol. Jsou porovnany vysledky celkové i vysledky
jednotlivych typt skol. Jsou doplnény dalSimi zpisoby feseni a ve vétsSin€ piipadi jsou prida-
na feSeni pomoci obecnych modeld. Jsou zpracovany vSechny postupy, které fesitelé pouziva-
li. Postupy jsou piehledné klasifikovany pomoci tabulek a navzijem porovnany. Zcela jedno-
zna¢né je nejcastéjsi uziti rovnic a jejich soustav. S velkym odstupem jsou na druhém misté
feSeni pomoci tsudku. UzZiti dalSich metod je uz velmi fidké a vyskytuje se spiSe narazove.
Z toho plyne, Ze pro vyucujici i pro zaky a studenty je nejjednodussi fesit slovni ilohu pomoci
rovnice nebo soustavy rovnic. Nakonec je vyhodnocen dotaznik, kde se Zaci a studenti vyja-
diuji k tomu Vv jaké oblibé maji ¢i nemaji slovni ulohy. V pfiloze 3 jsou uvedena naskenovana
zajimava zakovska a studentské feSeni slovnich uloh, které byly zadany v testech. V ptiloze 4
je rejstiik, kde je mozné zjistit uvedené vzorce, obrazky a tabulky.
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I kdyz nékteré metody se mohou jevit jako neobratné ¢i slozité, snazil jsem se uvést i
tyto metody. Vychazim z toho, Ze v praxi mize byt nékdy jednodussi ziskat podklady (hodno-
ty) pro matematicky méné¢ vhodnou metodu. Naptiklad ptfi vypocétu obsahu trojuhelnika (v
praxi napt. vymeéra trojuhelnikového pole) je snadnéjsi zmétit vSechny tii strany nez konstru-
ovat vysku v trojuhelniku, a pak tuto vySku a zékladnu na kterou je kolmd zmétit. Vypocet
obsahu pomoci Heronova vzorce je potom slozitéjsi, ale pro dobrého matematika to neni pro-
blém. Proto je tieba pii volbé zplisobu feseni ptihlédnout nejenom k tomu, zda je postup nej-
jednodussi, ale také k tomu, kde a jak budeme feseni pouzivat. Tato disertacni prace by méla
prispét k tomu, aby ti, kteti chtéji fesit slovni ulohy danych kategorii méli dostate¢ny vybér
metod a zptsobti feSeni téchto tloh.

Vzhledem Kk velkému rozsahu tématu jsem nemohl v nékterych ptipadech zachazet do
podrobnosti. Proto jsou pouze naznaceny napf. moznosti vyuziti pocitacli ve vyuce (pouziti
GeoGebry, Cabri geometrie apod.). Nezabyvam se také sestavovanim pocitacovych progra-
mil, které by bylo mozné vytvofit K feseni slovnich uloh. Uziti pocitactii ve vyuce nebylo ani
namétem mé disertacni prace.

Nakonec chei uvést, ze diky svym studiim a analyzadm tématiky mé disertacni prace se
mi oteviel mnohem hlubsi pohled na problematiku matematizace realnych situaci a slovnich
uloh 1 na praci v didaktice matematiky obecné. Pfiucil jsem se téZ mnohému pfi studiu fese-
nych slovnich uloh nejen v literatufe od autort feSeni, ale i od studentti pii opravé zadanych
testovych tloh. Doufam, Ze moje diserta¢ni prace bude stejné inspirativni pro pedagogy i stu-

denty ucitelstvi pro jejich zasvécengjsi piipravu na hodiny matematiky respektive na budouci
povolani.
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Anotace:

Disertacni prace se zabyva problémem slovnich tloh, formulaci tohoto pojmu, jejich
klasifikaci, matematickym modelovanim a feSenim. Také je zde vyhodnocen test a dotaznik,
ktery byl zadan zakiim zakladnich Skol a studentim stfednich skol.

Prace je rozdelena do Ctyt kapitol. V prvni kapitole je popsdna matematizace redlné
situace a tvorba slovni tlohy, dale je provedena klasifikace slovnich uloh z hlediska typologie
a je vyhodnoceno zastoupeni (Cetnost) jednotlivych typa slovnich uloh ve vybranych soubo-
rech (sbirkach) slovnich uloh. Na konci kapitoly je ukazka zapojeni matematiky do feseni
realnych situaci.

Ve druh¢ kapitole jsou nastinény metody feSeni slovnich uloh a ukazany jednotlivé
matematické modely, které jsou pouzivany pfi feSeni téchto uloh. Najdeme zde modely arit-
metické, algebraické, geometrické a usudky, které pti feSeni vedou na rtizné rovnice, soustavy
rovnic, posloupnosti, fady a také derivace. Postupuje se od jednodussich metod ke slozit&j$im.

Ve tieti kapitole je provedena klasifikace vybranych Sesti typt slovnich tloh, a to uloh
o celku a ¢astech, o Cislech, o pohybu, o smésich, o spole¢né praci a o véku a letopoctu. Jed-
notlivé typy jsou déle ¢lenény na skupiny a po charakterizaci kazdé skupiny nasleduji vzdy
dva fesené ukazkové priklady.

Ve ¢tvrté kapitole se pojednava o testech, které byly zadavany zakiim zakladnich Skol
a studentim stfednich $kol. Po jejich celkovém vyhodnoceni nasleduje porovnani vysledkii
jednotlivych typu $kol a také vysledka divek a chlapcti. Rovnéz se sledovalo, jaké metody
pouzivali Zaci a studenti pii feSeni tloh a jaky byl rozdil v pouziti téchto metod na jednotli-
vych typech Skol a také mezi divkami a chlapci. Nakonec byl vyhodnocen dotaznik, ve kte-
rém z4ci a studenti vyjadiovali sviij vztah ke slovnim loham.

Disertacni prace obsahuje mnoho zajimavych informaci z oblasti matematizace realné
situace a teSeni slovnich tloh. Kromé teoretickych poznatkil je jejim praktickym piinosem
zejména mnozstvi feSenych slovnich tloh vybranych typl. Stejné tak jsou pro praxi cenné
také informace o pfistupu zaki a studentl k feSeni slovnich tloh. PredloZena prace tak muliZze
slouzit pedagogiim a studentim ucitelstvi jako zdroj informaci pro jejich zasvécenéjsi ptipra-
vu na hodiny matematiky respektive na budouci povoléni.
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Abstrakt

The thesis deals with the theme of verbal exercises, with the formulation of this term
and the classification, mathematical modelling and solution of verbal exercises. The tests and
questionnaires which were assigned to pupils (primary school) and students (secondary
school) are also assessed.

The text is divided into four chapters. The first chapter deals with the mathematisation
of realistic situations and the creation of a verbal exercise. Moreover, the classification of
verbal exercises from the point of typology makes part of this chapter. The number (fre-
quency) of different types of verbal exercises in chosen verbal exercise collections is also
assessed. The chapter is concluded by an example of mathematics used when solving realistic
situations.

The second chapter is dedicated to the methods of verbal exercise solutions and to dif-
ferent mathematical models used for solving these exercises. Furthermore, it deals with the
arithmetic, algebraic and geometric models and judgement-based models which lead to differ-
ent equations, equation systems, progressions and derivations. Simple methods are followed
by more complicated ones.

The third chapter classifies six chosen types of verbal exercises — i.e. verbal exercises
about the whole and parts, about numbers, movement, mixtures, common work, age and year.
Each type of verbal exercises is further divided into groups. The characteristic of each group
is followed by two sample solved examples.

The fourth chapter deals with the tests assigned to pupils (primary school) and stu-
dents (secondary school). The assessment of these tests is followed by the comparison of the
results at different types of schools and the comparison of results of girl and boys. Further-
more, the methods used by pupils and students when solving the verbal exercises were ob-
served, as well as the differences in using these methods at particular types of schools and
also between girls and boys. Finally, the questionnaire in which the pupils and students ex-
pressed their attitude towards verbal exercises was evaluated.

The thesis deals with a lot of interesting information in the field of the mathematisa-
tion of a realistic situation and the solution of verbal exercises. Besides the theoretical find-
ings, its practical contribution lies mainly in the amount of solved verbal exercises of different
types. The information about the attitude of pupils and students towards the solving of verbal
exercises has also a big value in practice. Therefore, the thesis is a valuable source of infor-
mation for pedagogues and students of pedagogical faculties — it can help them to prepare
better for the lessons of mathematics or for their future profession.
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Annotation

La thése s’occupe des problémes mathématiques, de la formulation de ce terme, de la
classification des problémes mathématiques, de leur modulation mathématique et leur
solution. L"évaluation des tests et des questionnaires qui ont été soumis aux ¢éleéves (des écoles
primaires) et étudiants (des écoles secondaires) fait aussi partie de cette these.

La these est divisée en 4 chapitres. Le premier s occupe de la mathématisation d une
situation réelle et de la création d'un probléme mathématique. Ensuite, la classification des
problémes mathématiques du point de vue de typologie fait partie de cette chapitre suivie par
I’évaluation de la quantit¢ de différents types des problémes mathématiques dans les
collections des problémes mathématiques choisisses. Ensuite, 1'utilisation de mathématique
dans la solution des situations réelles est montrée.

Le second chapitre décrit les méthodes de la solution des problémes mathématiques,
montre les modeles mathématiques particuliers qui sont utilisés pour une solution de ces
modeles mathématiques. Il s’agit des modeles arithmétiques, algébriques, géométriques et
jugements qui pendant la solution meénent aux équations différentes, aux systémes
d’équations, aux progressions et aux dérivations. Les méthodes plus difficiles suivent celles
plus faciles.

La classification de six types choisis des problémes mathématiques fait partie du
troisieme chapitre. Il s’agit des problémes mathématiques concernant l’ensemble et les
parties, les numéros, le mouvement, les mélanges, le travail commun, 1"4ge et la date. Chaque
type et encore sectionné¢ en groupes et caractérisé. Deux exemples modeles résolus sont
mentionnés pour chaque groupe.

Le quatriéme chapitre traite les tests, qui ont été soumis aux éléves et étudiants.
L’évaluation de ces tests est suivie par la comparaison des résultats selon différents types
d’écoles et des résultats des filles et des gar¢ons. On a aussi suivi quelles étaient les méthodes
utilisées selon les différents types d’écoles et quelles étaient les différences entre les garcons
et les filles en ce qui concerne les méthodes utilisées. Le questionnaire sur l’attitude des
éleves et étudiants concernant les problémes mathématiques est aussi évalué dans ce chapitre.

La these contient beaucoup d’informations sur la mathématisation de la situation réelle
et sur la solution des problemes mathématiques. Outre les connaissances théoriques, sa
contribution pratique consiste avant tout a la quantit¢é des problémes mathématiques de
différents types résolus. En pratique, on apprécie aussi les informations sur lattitude des
¢leves et étudiants concernant la solution des problemes mathématiques. Cette theése peut en
conséquence aider aux pédagogues et les ¢tudiants des facultés pédagogiques a pouvoir se
mieux préparer aux legons de mathématique ou bien a leur profession future.
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Uvod:

Sbirka feSenych slovnich uloh vznikla jako reakce na pozadavek vyucujicich, aby méli
moznost vybirat si z ur¢itého souboru feSenych slovnich tloh. Tento soubor by jim tak usnad-
nil vybér slovnich uloh pfi pfipravé na vyucovani i k sestavovani riznych pisemnych praci.

Slovni ulohy jsou rozdéleny do skupin (typit) podle klasifikace v kapitole III disertacni
prace. Ve skupiné jsou nejdiive nékteré ulohy, které jsou jiz feSené v disertacni praci. Tyto
ulohy jsou doplnény dal§imi zplisoby feSeni. Nasleduji ulohy, které jsou feSeny pomoci obec-
né¢ho modelu. Tyto obecné metody vedou na vzorec, ktery je casto pouzivan pii feseni dalSich
uloh. Na zavér se objevuji specifické nebo zajimavé piiklady, casto jsou to piiklady rekreacni
matematiky.

Vzorce, které jsou odvozené, a pak se dale pouzivaji, jsou oznaceny dvojslozkove,
napt. (4-2). Prvni slozka je ¢islo kapitoly, ve které se vzorec nachazi (v nasem ptipad¢ se jed-
na o kapitolu 4, slovni tlohy o smésich), druha slozka je potadi vzorce v kapitole (je-li to 2,
potom vzorec je druhy v kapitole). Na zavér sbirky je v rejsttiku prehled uvedenych vzorci.

Ptiklady jsou znaceny nasledovné:
Priklad 1.1.1: = Priklad 1.1.2: - »rozsiteni poctu feSeni«.
Prvni ¢ast (podtrZzeno) je oznaceni piikladu ve Sbirce slovnich tloh. Prvni &islo je ¢islo kapi-
toly, druh¢ ¢islo je €islo skupiny v této kapitole a tteti ¢islo je potadi piikladu v dané skupiné.
Druha c¢ast (siln¢€ kurzivou — pokud existuje) je oznaceni piikladu v disertacni praci. Treti Cast
(pokud existuje) je poznamka upiesnujici informace o tloze nebo o jejim feSeni (v tomto pii-
padé¢ se jedna o priklad, ktery je jiz feSen v disertacni praci, je vSak doplnén dalSimi feSenimi).

Pocty prikladt v jednotlivych skupinach se navzéajem dost lisi. Divodem je velmi roz-
dilné mnozstvi jednotlivych prikladt, které se ve sbirkdch v riznych typech vyskytuji.
V nékterych skupinach bylo mozné tento rozdil trochu zmensit, v jinych to byl problém, pro-
toze nové vykonstruované ulohy by vypadaly uméle. Ulohy jsou uvedeny véetné feseni (né-
kterd jednodussi feSeni jsou kracena), zkousky (ve vétsing ptipadll) a odpoveédi.

Moji snahou bylo zafadit co nejvice variant zptisobu feSeni, aby byla vidét co nejvétsi
variabilita moznych feSeni. V disertacni praci toto mozné z prostorovych diivoda nebylo. Vy-
ucujici tak maji moZnost vybirat Glohy podle metod feSeni a zafazovat je do vyuky nebo do
testu.

Sbirka tloh by méla byt inspirujici nejen pro vybér slovnich uloh, ale také pro tvorbu
dal$ich, podobnych uloh, tj. pro vytvofeni tzv. hroznu tloh. Doufam, Ze sbirka k vyslovenym
cilim povede a pedagogové a studenti pedagogickych smérti zde ziskaji inspiraci pro svoji
nelehkou préci pti feseni slovnich uloh.



1. Slovni alohy o celku a ¢astech

Slovni ulohy o celku a ¢astech jsou dale ¢lenény podle toho co je pfedmétem vypoctu
(zda celek nebo c¢ast) a podle toho jakym zplsobem jsou jednotlivé kategorie zadany (napf.
Vv jediné nebo ve dvou situacich).

1.1. Skupina l: ,,Hledani celku*

Mame mnozinu objektit (nebo téz »celek«), které jsou jednoho druhu. Mnozina (celek)
Jje rozdélena na alespon dvé casti. Je dan pocet prvkii jedné nebo vice casti (alespon jedna
podminka absolutni), pocty prvkii ostatnich casti jsou dany podminkami relativnimi (zlomky
nebo procenta) nebo mohou byt ddny i vazby mezi témito pocty. Ukolem je urcit pocet prvkii
celku. Modelem je zpravidla jen jedna linedrni rovnice o jedné nezndmé, i kdyz nékdy
z didaktickych ditvodii je vhodné pouZit soustavu n rovnic o n neznamych.

Priklad 1.1.1: = Priklad 1.1.2: - »rozsifeni poctu feSeni«

Zlod¢j vlezl do sadu a natrhal si jablka. Cestou ze sadu narazil postupné na tfi hlidace. Kaz-
dého podplatil polovinou jablek, které mél pravé v tasce. Protoze jich ale byl vzdy lichy po-
cet, musil se vykoupit ,,vétsi polovickou®, tj. po¢tem zaokrouhlenym nahoru na cela jablka.
Kolik jablek si natrhal, jestlize vyvazl ze sadu s jednim jablkem?

Reseni &, 1

Jako nezndmou X si ozna¢me pocet ks jablek na pocatku. Matematizujeme-li redlnou situaci,
dostavame:

Prvnimu strazci dal XTH jablek, zbylo mu x —XTH = XT_l jablek,
141 . - -3 .
druhému strazei dal 2= = XL iablek, zbylo mu X=1 - X1 X=3 japiek.
2 4 4 4
| _ — -7 .

tretimu strizci dal = = XTH jablek, zbylo mu X=3— Xgl _X - 7 jablek,
soucasn¢ vime, ze mu zbylo 1 jablko, proto plati

X—7

2T =1,

8

odkud vychazi x =15 jablek.

Zkouska:

KdyzZ narazil na 1. hlidace, mél zlod¢€j 15 jablek, strazci dal ,,vétsi* polovinu, tj. 8 jablek a
zbylo mu 7 jablek. Kdyz narazil na 2. hlidace, dal mu opét ,,vétsi“ polovinu, tentokrat ze 7
jablek, tj. 4 jablka a zbyla mu 3 jablka. Nakonec 3. hlidaci dal ,,vétSi“ polovinu ze 3 jablek, t;.
2 jablka a zbylo mu 1 jablko.

Odpoved:.

Zlodg¢j si natrhal 15 jablek.

Pti feSeni ulohy budeme ,,postupovat od konce. Kdyz zlod¢j narazil na posledniho, tietiho
hlidace dal mu ,,vétsi polovinu® jablek. Protoze mu zbylo 1 jablko, teti hlida¢ dostal 2 jablka.
Po vykoupeni u druhého hlidac¢e m¢l zlod¢j tedy 3 jablka. Druhému hlidaci dal proto 4 jablka
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a po vykoupeni u prvniho hlidace mél zlodgj 7 jablek. Prvnimu hlidaci dal 8 jablek, a kdyz
narazil na prvniho hlidace, mél zlodégj 15 jablek.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Priklad 1.1.2:

Povida skladnik: ,,Odeslal jsem polovinu z4soby a jeden kus navic; vyfradil jsem 10 zmetkl a
zbyva mi tam tfetina ptivodniho poctu a 7 celych kusii a dvé tretiny kusu.* Kolik kusti mé¢l na
zacatku?

Jako neznamou X si oznacme pocet ks na pocatku; potom redlna situace je matematizovana
rovnici:

§+1+10+§+7+E: X,

2 3
jejimz feSenim je X = 112 Kks.
Zkouska:
Polovina zasoby a jeden kus navic je 112 : 2 + 1 = 57 kusi, potom 10 zmetkd a nakonec tieti-
na pivodniho poétu a 7 celych kusii a dvé tietinu kusu je 112 : 3 +7 + 2 je 45 kust; celkem
57 + 10 + 45 =112 kusi.
Odpoved:.
Skladnik mél na zacatku 112 kust

Poznamka:
Prestoze v textu Ulohy jsou uvedeny tfetiny kusu (je jimi popisovana skladnikova ,,operace™
se zasobami), vychazi feSeni v celych kusech.

Priklad 1.1.3:
Kul je zarazen do + své délky v zemi, % je ve vod¢ a 5 m vy¢niva nad vodou. Jak dlouhy je
cely kal?

Reseni C. 1;

Oznacéme si délku celého kilu x [m], potom mtizeme danou ulohu matematizovat takto:
Lyeixisox |- 12
4 3

3x +4x + 60 = 12x |- 7x
60=5x |:5
x=12 [m].

Zkouska:
Ctvrtina kilu v zemi ma délku + - 12 =3 m, tietina kilu ve vodé¢ ma délku - 12=4mab
m kilu vy€niva nad vodou. Celkova délka ktluje 3 +4 +5=12 m.
Odpoved:.
Cely kil je dlouhy 12 metrti.



Reseni &.2;
Oznac¢me si délku celého kilu X [m]. Pomérnou ¢ast kiillu v zemi oznaéme a, potom je v zemi
a-X [m] kdlu. Pomérnou ¢ast ktilu ve vodé oznaéme b, potom je ve vodé b-x [m] kdlu. Nako-
nec Cast ktlu, ktera vy¢niva nad vodu ozna¢me k. Pak plati

a-x+b-x+k=x.
Z rovnice vyjadiime X. Dostdvame

K
X = . 1-1a
l1-a-b (I-12)
V nasem pfipadé je a= §,b =}, k=5.Z toho vypocCteme X:
X = K = D = E =12m.
l1-a-b 1_%_% 152 o

Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 1.1.4:

Muz zanechal zeng a tfem syniim jméni nasledovné: Manzelce odkazal 5 celého jméni, 1. sy-
novi Y5 zbytku a 2 600 K&, z nynéjSiho zbytku, 2. synovi zase 5 a 2 200 K¢, 3. synovi pfi-
padl konecny zbytek, obnasejici 5 400 K&. Jaké jméni otec zanechal?

Jako nezndmou X si ozna¢me celkové jméni muze. Potom pomoci nezndmé zapiSeme vztahy
Vv uloze a dostavame rovnici:

1xjtl(x—lx}LZ 600+1{X—FX+1[X—1XJ+2 600}}+2 200+5 400 = x,
3 3 3 3 3 3 3

jejimz feSenim je X = 31 500 K¢.

Zkouska:

Manzelce odkézal '3 celého jméni, tj 31 500 : 3 = 10 500 K&, zbyva 21 000 K¢.

1. synovi odkazal %5 zbytku a 2 600 K¢, tj. 21 000 : 3 + 2 600 = 9 600 K¢, zbyva 11 400 K&.
2. synovi odkazal zase /5 nynéjSiho zbytku a 2 200 K¢, tj. 11400 : 3 + 2 200 = 6000 K¢ a na
3. syna zbyva 5 400 K¢.

Odpoved:.

Otec zanechal 31 500 K¢.

Priklad 1.1.5:
Ryba vazi ¥, své vahy a desetinu své vahy a jesté 3 kg. Jak je t€zka?

Neznama X = vaha ryby; potom dostdvame rovnici:
3 1

—X+-—X+3=X,

4 10

jejimz feSenim je x = 20 kg.

Odpoved.

Hmotnost ryby je 20 kg.



Priklad 1.1.6:

Vime, Ze Ctvrtina stada velbloudu se pase v kiovi, 15 je jich na biehu feky a zbytek, tj. dvoj-
nasobek druhé odmocniny z celkového poctu velbloudu, je na tGpati pahorku. Kolik velbloudt
je ve stadu?

Neznama X = pocet velbloudii; potom dostadvame rovnici:
1
—X+15+2VX =X,

ktera vede na kvadratickou rovnici
9x* — 424x + 3 600 = 0
jejimz fesenim jsou X; = 36, X = 12¢; vyhovujici feSeni je pouze Xi;
tedy pocet velbloudt je 36.
Odpoved'.
Ve stadu je 36 velbloudd.

Priklad 1.1.7:
Montblanc je hora tak vysoka, ze i a 3> jeji vysSky davaji dohromady 3 km. Vypocitejte tuto
vysku.

Oznaéme X [m] vysku hory Montblanc, potom plati

Lx+Lx=500 |- 13.37

50x = 240 500 |: 50
X =4 810 [m]

Zkouska:
15 vySky hory je §5-4 810 =370 m a 45 hory je 35-4 810 = 130 m, dohromady 370 + 130 =
500 m =0,5 km.
Odpoved:.
Montblanc je hora vysoka 4 810 m (platilo v dobg, kdy byl ptiklad v u¢ebnicich).

Priklad 1.1.8:
Hra¢ ztratil pfi prvni hie ¢ svych penéz, pti druhé

sumy); pocitaje potom penize shledal, ze vyziskal 3 K¢&. Kolik penéz s sebou piinesl?

&, pii teti vyhral £ (pokazdé z pivodni

Neznama X = plivodni pocet penéz; potom dostdvame rovnici:
1 1 1
X—=X——X+=X=X+3,
6 10 3
jejimz feSenim je X =45 K¢.
Odpoved:.
Hrac s sebou pftinesl 45 K&.



Priklad 1.1.9:

Utednik nevysta¢i se svym sluznym; potieboval by sluzné o + veétsi. I najde si vedlejsi za-
meéstnani, jimz vydéla roéné 7 000 K¢&; s timto uhrnnym piijmem nejen ze vystaci, nybrz miize
za rok jesté ulozit & veskerého pfijmu. Jaké je jeho sluzné?

Neznama X = ptivodni pocet penéz; potom dostavame rovnici:
X+ ix=x+7 000—i(x+7 000),
5 16
jejimz feSenim je x =25 000 K¢.
Odpoved'.
Utednikovo roéni sluzné je 25 000 K&.

Priklad 1.1.10:

Obchodnik mél jistou ¢astku penéz. Za prvni rok utratil 100 liber. Ke zbyvajici ¢astce pridal
jednu jeji tietinu. Béhem dalsiho roku utratil 100 liber. Potom ke zbytku pfidal jednu jeho
tietinu. Béhem tfetiho roku opét utratil 100 liber. Potom ke zbytku ptidal jednu jeho tfetinu.
Nyni m¢l obchodnik dvakrat vice pen¢z nez na zacatku. Kolik penéz mél nyni?

Resent.
Neznama X = piivodni ¢astka penéz, nova ¢astka je 2x; potom feseni vede na rovnici:

64 14 800

—X———X=2X,

27 27
kde x = 1 480 liber; tedy nyni m¢l 2 960 liber.
Zkouska:
1480 - 100 = 1380 1840-100=1 740 2320-100=2 200
1380:3 =460 1740:3 =580 2200:3=740
1380 +460 =1 840 1740 + 580 =2 320 2 200 + 740 =2 960
Odpoved:.

Nyni mél 2 960 liber.

Priklad 1.1.11:

Kdosi vyda 1 svého pifjmu na byt, tfikrat tolik na stravu, 5 na obsluhu, $ na Satstvo a p. Na

ostatni potieby vyda 2 zbytku a ostatek, totiz 1 200 K¢, ulozi. Jaky je jeho piijem?

Neznama X = piijem; potom dostavame rovnici:
1x+§x+ix+1x+§- 1- 1+§+i+1 x+1200 =X,
8 8 10 5 6 8 8 10 5

kde x = 36 000 K¢.

Odpoved.

Jeho ptijem je 36 000 K¢.



Priklad 1.1.12:
Pokladnik hokejového klubu hlésil trzbu za posledni 4 utkéni: V 1. utkéni jsme ziskali % této

Castky, za 2. utkani %, za 3. pak % a kone¢né za ¢tvrté 24 000 K¢. Jaka byla celkova trzba?

Neznédma X = celkovéa trzba; potom dostavame rovnici:
X X X
—+—+—+24 000 = x,
6 4 3

kde x =96 000 K&.

Celkova trzba byla 96 000 K¢.

Piiklad 1.1.13:

Pan feditel ZS je matematik, ale zapomnél, kolik ma ve §kole zakd. Vi viak, Ze 53 % z nich je
ve tiidach 1. — 5., 14 % je v 6. tiid¢€, 13 % je v 7. tfid¢, v 8. tiidé jeo 3 ménénezv 7.a Vv 9. je
0 24 méné nez v 8. TakZe neni problém pocet zaki jeho ZS zjistit.

Neznama X = podet zakii ZS; potom dostavame rovnici:
x-0,53+x-014+ x-013+(x-0,13-3)+(x-0,13—-3—-24)=x,

kde x = 500 zaka.

Odpoved.

Pocet zaki ZS je 500.

Priklad 1.1.14:

Dva pratelé potkali konate, ktery mel pé¢kného koné. Chtéli ho koupit a proto s konarem do-
mluvili cenu. Zjistili, Ze jeden mé u sebe ¢ ceny koné a druhy < ceny koné. Dohromady tedy
zaplatili zalohu 72 zlatych. Jaka byla cena koné?

Oznaéme celkovou cenu koné X [zlatych], potom mizeme vyjadrit

Ix+1ix=92 | 35

12x = 2520
x = 210 [zlatych]

Zkouska:
1 ceny koné je 1-210 =42 zlatych, + ceny koné je 1-210 = 30 zlatych; celkem 42 + 30 =
72 zlatych.
Odpoved:.
Cena kon¢ byla 210 zlatych.

Priklad 1.1.15:

Obchodnik nakoupil vino v cené€ 30 franki za hektolitr a prodal polovinu po 35 francich za
hektolitr, tfetinu po 29 francich za hektolitr a zbytek po 32 francich za hektolitr. Vydélal 1815
frankti. Kolik hektolitri vina koupil?
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Ozna¢me si celkové mnozstvi vina x [hl]. zbytek vina ¢inil 1 — £ -2 =1

s celkového mnozstvi

vina. Mizeme zapsat
35.-%429.24+32.X-30.x+1815 |- 6
2 736

105x + 58x + 32x = 180x + 10 890 |- 180x
15x=10890 |: 15
x = 726 [hl]
Zkouska:
Obchodnik utrzil celkem 35-3-726+29-3-726+32-%-726 =23 595 fr. Za vino zaplatil

obchodnik 30-726 =21 780 fr. Jeho zisk byl 23 595 — 21 780 = 1 815 fr.
Odpoved'.
Obchodnik nakoupil celkem 726 hl vina.

Priklad 1.1.16:
Kolik stromt je v ovocné zahradé€, v niz pétina stromt jsou jabloné, tietina hrusky; Svestek je
trikrat tolik oc je vice hrusek nez jabloni a mimo to jsou v zahrad¢ 3 ofechy.

Ozna¢me pocet vech stroml v ovocné zahradé X, potom jabloni je £ X, hrusni 1 X a Svestek

3-(3—1%)-x=£x apro celkovy pocet stromi plati

x:1x+%x+gx+3 |- 15

5
15x = 3x + 5x + 6x + 45 |- 14x
X=45.
Zkouska:

Jabloni je 45 : 5 =09, hrusni je 45 : 3 = 15, Svestek je 3 - (15— 9) = 18 a ofechy jsou 3. Cel-
kem je v ovocném sad€ 9 + 15 + 18 + 3 =45 stromtl.

Odpoved:.

V ovocném sadé¢ je celkem 45 stromd.

Priklad 1.1.17:
Z planované odmeény dostal feditel Skoly polovinu, zastupce feditele ¢tvrtinu, Skolnik osminu
a na dva vyucujici zbylo 2 125 K¢&. Kolik byla planovana odména.

Oznac¢me si planovanou odmeénu X [K¢], potom
feditel dostal a celkového mnozstvi,
zastupce feditele dostal b celkového mnozstvi,
Skolnik dostal ¢ celkového mnozstvi,
na dva vyucujici zbylo d K¢.
Vyjadienim vztahli dostavdme rovnici
x=ax+bx+cx+d | —ax—bx—cx
X—ax—bx—cx=d
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(l-a-b-c)-x=d |:(1-a-b-c)
d
X=—
l1-a—-b-c
Konkrétni hodnoty jsoua = ,b=1,c= %, d=2 125 K¢, potom
= d _ 2125 =2125=2125~8 — 17 000 K&
l-a-b-¢c 1-i{-1-1 &a42d 1 -

Zkouska:
Odména je $-17 000+ -17 000+ 4 -17 000+ 2 125=8 500 + 4 250 + 2 125 + 2 125 =
=17 000 K¢.
Odpoved'.
Planovana odmeéna byla 17 000 K¢&.

(1-1b)

Priklad 1.1.18:
Zena piinesla jablka na trh a prodala nejprve polovic viech a jeste

1 jablka; ze zbytku proda-
la opét polovic a + jablka a z nasledujiciho zbytku opét polovic a % jablka. Kolik jablek pfi-
nesla na trh, jestlize ji nakonec zbylo 24 jablek?

Resent:
Oznaéme si X poCet v§ech jablek, které pfinesla Zena na trh. Potom
1) nejprve prodala §+% = x7+1 jablek a v kosiku ji zbylo X — XTH = XT_l jablek;
x-1 _ —
2) potom prodala % +% = XTH jablek a v kosiku ji zbylo x-1_x+1 _X 3 jablek;
x3 _ _
3) nakonec prodala % +% = XTH jablek a v kosiku ji zbylo X=3_ Xgl _ X7 jablek.

ProtoZe ji v koSiku zbylo 24 jablek, plati

X=T _ oy |- 8

8
Xx-7=192 |+7
x =199 jablek.

Zkouska:
1) Zena nejprve prodala 199 : 2 + 1 =100 jablek, zbylo ji 99 jablek;
2) potom prodala 99 : 2 + 1 =50 jablek, zbylo ji 49 jablek;
3) nakonec prodala 49 : 2 + £ =25 jablek, zbylo ji 24 jablek.
Odpoved:.
Zena pfinesla na trh 199 jablek.

Priklad 1.1.19:
Selka nesla na trh koSik vajec a chtéla jedno prodavat po 2 kr. Na cesté jich z neopatrnosti 6
rozbila. Aby $kodu nahradila prodavala ostatni po 2+ kr. Kolik vajec nesla na trh?
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Oznac¢me si pavodni pocet vajec X, potom plati
2:x=21.(x-6) |-2

4x=5x—-30 |+30—4x

30=x.
Zkouska:
Za vSechna vejce by selka utrzila 30 -2 = 60 kr. Na trh donesla selka 30 — 6 = 24 vajec. Utrzila
zan€ 24-2% =60 kr.
Odpoved.
Selka nesla na trh 30 vajec.

Priklad 1.1.20:
Cena pracky byla dvakrat snizena. Nejprve o 12 %, pozdéji jesté o 5 % z nové ceny. Po dvo-
jim snizeni cen se pracka prodavala za 10 032 K¢&. Jaké byla ptivodni cena?

Oznaéme si puvodni cenu X [K¢], potom cena po prvnim snizeni je (1 —0,12)-x = 0,88x. Cena
po druhém snizeni je (1 — 0,05)-0,88x = 0,95-0,88x = 0,836x, coz je stavajici cena. Protoze
soucasna cena je 10 032 K¢, plati

0,836x =10032 |:0,836

x =12 000 [K¢]

Zkouska:
Cena po prvnim snizeni: 12 000-0,88 = 10 560 K.
Cena po druhém snizeni: 10 560-0,95 = 10 032 K¢.
Odpoved.
Piivodni cena pracky byla 12 000 K¢&.

Priklad 1.1.21:

Béje vypravuje, ze dala knéZzna LibuSe tfem uchazeciim o triin, aby se presvédcila, ktery
Z nich je nejmoudie;jsi, tuto tlohu: ,,Kazdému z vas ustédiim darek z tohoto koSiku se slivami,
které jsem natrhala ve své zahrad€. Jeden z vas obdrzi polovicku vSech sliv a jesté jednu slivu,
druhy polovicku zbytku a 2 slivy a tfeti polovi¢ku ostatku a 3 slivy. Budete-li takto obdarova-
ni, nezbude mi v kosiku ani jedna sliva. Kolik sliv jsem natrhala?*

Reseni C. 1;

sliv a zbylo

x-2
Druhy obdrzel % +2= 0 sliv a zbylo
X—2 X+6 x-10 |,
— = liv.
2 4
x-10

Tteti obdrzel ? +3= _;14 a nezbyla zadna sliva.
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Pocet sliv, které obdrzeli jednotlivi uchazeci je roven X, proto plati
X+2 X+6 x+14
+ + =x |-8
2 4 8
AX+8+2x+12+x+14=8x |-7x
x=34.

Zkouska:

Prvni obdrzel polovinu a jednu slivu, tj. 34 : 2 + 1 = 18 sliv a zbylo 34 — 18 = 16 sliv.

Druhy obdrzel polovinu zbytku a 2 slivy, tj. 16 : 2 +2 =10 sliv a zbylo 16 — 10 = 6 sliv.

Tteti obdrzel polovinu ostatku a 3 slivy, tj. 6 : 2 + 3 = 6 sliv a zbylo 6 — 6 = 0 sliv.

Odpoved.

Knézna LibuSe natrhala do kosiku 34 sliv.

Reseni ¢. 2:

Pouzijeme obraceny postup, budeme ulohu fesit od konce.

Po tietim obdarovani (polovina ostatku a 3 slivy) nezbyla v koSiku zadna sliva, proto polovina
ostatku je rovna tfem slivam, cely ostatek je pak dvojnasobny, tedy 6 sliv.

Po druhém obdarovéni (polovina zbytku a 2 slivy) zbylo v koSiku 6 sliv, proto polovina zbyt-
ku je 6 + 2, tedy 8 sliv; cely zbytek je pak dvojnasobny, tedy 16 sliv.

Po prvnim obdarovani (polovina ptivodniho poctu a 1 sliva) zbylo v ko$iku 16 sliv, proto po-
lovina ptivodniho poctu je 16 + 1, tedy 17 sliv; cely pocet je pak dvojnasobny, tedy 34 sliv.
Zkouska a odpoved’ viz feseni €. 1.
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1.2. Skupina 2: ,,Hleddni cdasti“

Mame stejnou mnozinu jako ve skupiné 1. Je dan pocet prvkii celku (podminka absolut-
ni) a pocty nebo relativni pocty prvkii vSech casti s vyjimkou jedné nebo vazby mezi jednotli-
vymi ¢astmi. Ma se urcit pocet prvkii této vybrané casti, resp. vSech casti. Modelem je jedna
linearni rovnice o jedné neznamé nebo soustava n rovnic pro n nezndamych.

Priklad 1.2.1: = Priklad 0.2.1: - »roz§ifeni poctu feSeni«
V ovocném sadu je celkem 87 ovocnych stromt a to hrusni, jabloni a tieSni. Tresni je o 11
mén¢ nez jabloni a o 5 vice nez hrusni. Kolik je kterych?
Reseni&. 1;
Oznacme si pocet hrusni h, pocet jabloni j a pocet tiesni t. Potom plati
h+j+t=87
t+11=]j
t—5=h
t—5+t+|11+t =87 | 16
:3

= 11 = 38 [jabloni],
h=t-5=22 [hrusni].
Zkouska:
Staci ovétit: 22 + 38 + 27 = 87 ks. Spravnost ostatnich hodnot je zfejmé z postupu feseni.
Odpoved:.
V ovocném sadé je 22 hrusni, 38 jabloni a 27 tfeSni.

Oznaéme si pocet hrusni h, pocet jabloni j a pocet téesni t ; rozdil mezi po¢tem tfesni a jablo-
ni a, rozdil mezi poétem tie$ni a hrusni b, celkovy pocet ovocnych stromt m.
Potom je pocet hrusni (t + &) a pocet hrusni (t — b) a plati

t+t+a+t—-b=m

dt+a-b=m | -a+b
3t=m-a+b |:3
t=m—:+b’ (1-2a)
potom j=t+ :m——a-l-b_'_a:%a-l-b, (1-2b)
h=t_b= m‘;“b— =m‘2‘2b. (1-2¢)

V nasem piikladé je a = 11, b =5, m = 87 a uzitim vzorct dostavame
_m-a+b _ 87-11+5
3 3

j=t+a=27+11=38 nebo j=

t = 27 [tfesni],

m+2a+b_ 87+2-11+5 — 38 [jabloni],

3 3 =
h=t—b=27-5=22nebo h=””_2_2b = 87_1:13_2'5=2=2 [hrusni].
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Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 1.2.2:
Na udrzbu silnic bylo zajisténo 21 t posypového materialu. Do konce roku bylo spotiebovano
¥ zasoby, v lednu %, v inoru ¥ aVv bieznu 3 t. Kolik materialu jesté zbylo?

Oznac¢me si zbytek materidlu jako neznamou X, potom matematizaci dostdvame rovnici:

21~1+21~£+21-1+3+x=21.
3 4 5

Tato linearni rovnice ma feSeni
Xx=155t.
Zkouska:
Do konce roku spotiebovano % -21 =7 t, v lednu spotiebovano ¥ -21 = 5,25 t, v tinoru spo-
ttebovano % -21 = 4,2 t, v bfeznu spotiebovano 3 t a zbylo 1,55t. Celkem bylo posypového
materialu 7 +5,25+42 +3+1,55=211.
Odpoved:.
Zbylo jesté 1,55 t posypového materilu.

Priklad 1.2.3:
Rozdélte 130 ofechil na dvé ¢asti tak, aby mensi ¢ast zvétSend Ctyfikrat byla rovna veEtsi ¢asti
zmensené trikrat.

Neznamé jsou: X = mensi ¢ast, y = vEtsi cast, potom matematizaci dostavame soustavu rovnic:
X +y =130,

4x:l
3

jejimz fesenim je [X; y] = [10; 120].

Zkouska:

Mensi ¢ast zveétSena Ctytikrat je 10-4 = 40,

veétsi ¢asti zmenSené tiikrat je 120 : 3 = 40, a obé hodnoty se rovnaji.
Odpoved:.

Mensi ¢ast je 10 ofechtl, vétsi ¢ast je 120 ofechtl.

Priklad 1.2.4:

Za tfi dny prodali v obchodé 1400 kg brambor. Prvni den prodali o 100 kg brambor méné
nez druhy den, tfeti den tfi pétiny toho, co prodali prvni den. Kolik kg brambor prodali
V jednotlivych dnech?

Neznamé jsou: X = mnozstvi kg, které prodali 1. den,
y = mnoZstvi kg, které prodali 2. den,
z = mnozstvi kg, které prodali 3. den;
potom dostdvame soustavu rovnic:
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X+y+z=1400,

x+100 =y,
z = 3x;
jejimz feSenim je [X; y; z] = [500; 600; 300].

Odpoved'.
Prvni den prodali 500 kg brambor, druhy den 600 kg brambor, tfeti den 300 kg brambor.

Priklad 1.2.5: (Starorimska tiloha)

Jeden umirajici Clovek fekl: ,Jestlize se mé zen€ narodi syn, at’ mu patii dvé tietiny jméni a
zbytek zen€. Jestlize se narodi dcera, at’ ji patii tietina a Zen¢ dv¢ tietiny*. Narodila se dvojca-
ta — syn a dcera. Jak se ma rozdé¢lit jméni, aby se splnila zavét neboztika?

Reseni C. 1:

Celkové jméni si oznacime nejprve ..... X [K¢], potom

syn dostane ..... 2x [Ke],

zena dostane ... X [K¢].
Pro druhy ptipad si celkové jméni oznacme ..... y [K¢&] (jméni je stejné, ale déli se mezi jiné
0soby), potom

Zena dostane ..... 2y [K¢],

dcera dostane ... y [K¢].
Protoze ¢ast jméni, které dostane zena bude nakonec jednotné, musi platit:

ly_—-2 y.
3 3
Z toho plyne: x =2y, coz dosadime za X do prvni ¢asti a dostavame:
syn dostane ... Zx=2.2y=3y [K¢],
zena dostane ... $X = 1-2y =2y [K(],

dceradostane ..........cccceeeenenne 1y [Ke].

Dostavame rovnici:
$y+3y+iy=1]3

4y +2y+y=3
7y =3
y =2 [jméni]
Potom syn dostane ......... 3y = 3-2=2 [jmeni], (asi 57,14 %),
Zena dostane ....... 2y = 2.3 =2 [jmeni] , (asi 28,57 %),
dcera dostane ..... 1y = 1.3 =1 [jméni], (asi 14,29 %).

Zkouska:
Secteme-li velikosti, které dostanou jednotlivi ¢lenové rodiny, dostdvame:
57,14 + 28,57 + 14,29 = 100,00 %.
Odpoved:.
Syn, matka a dcera si rozd¢lili jméni v poméru 4 :2: 1.
Reseni &.2;
Pouzijeme metodu feSeni, kterou jiz znali staii Egyptané, a ktera byla téméf zapomenuta.
Princip spociva v tom, ze si vysledek odhadneme. S timto odhadem provedeme zkousku a
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zjistime »kolikrat« (o kolik procent) jsme se spletli a odhadnuté Cislo touto hodnotou »opra-
vime« (zkorigujeme).

Upozorneni: Tato metoda neni vhodna pro vSechny typy uloh.

Ptedpokladejme, ze syn dostane 60 % jméni, potom matka musi dostat 30 % (podle zavéti
polovinu toho, co syn) a dcera 15 % (polovinu toho, co matka). Se¢teme-li tyto hodnoty

(60 + 30+ 15 = 105), dostdvame 105 % jmeéni. Tuto hodnotu musime upravit na 100 %, tj.

vSechny odhadnuté hodnoty nasobime ¢islem 132 =29,
syn dostane ......... 60-2 =400 =5714 % [jméni] ,
zena dostane ....... 30-22 =200= 28,57 % [jméni] ,
100 -

dcera dostane ..... 15-20 = 14,29 % [jméni] .

0
Secteme-li tyto hodnoty, dostaneme 100
10

Pomér syn — matka — dcera je 490:200:100 =4:2 1,

Odpoved.
Syn, matka a dcera si rozd¢lili jméni v poméru 4:2: 1.

° X

Priklad 1.2.6:
Na hfisti je 52 déti. 2/7 poctu chlapcti a 2/3 poétu divek se rovna poétu divek. Kolik je

na hfisti chlapct a kolik divek?

Resent.
Oznaéme pocet chlapcii X, pocet divek y, potom dostavame soustavu rovnic
2x+2y=y |-21
X+y=252
6x + 14y =21y | — 14y
X+y=52 — y=52-Xx
6x =7y
6x =364 —7x | +7x
13x=364 | :13
X=28 — y=52-x — y=24

Zkouska:

2/7 poctu chlapci je 2-28 =8, 2/3 poctu divek je 2-24 =16, dohromady 8 + 16 = 24, coz
je pocet divek.

Odpoved:.

Na hfisti je 28 chlapcii a 24 divek.

Priklad 1.2.7:
Na besedu o volb¢ povolani pro rodice a zaky ptislo 48 osob. Maminek bylo o 4 vice nez ta-
tinki a zakt 9. tfid o 6 méné nez polovina dospélych. Kolik bylo kterych?

Resenl

Neznamé budou: m = pocet maminek, t = pocet tatink?, z = pocet zak.
Potom dostavame soustavu rovnic: m+1t+z =48
m=t+4
Z+6=1(m+t),
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jejimz feSenim je [m; t; z] = [20; 16; 12], tj. maminek bylo 20, tatinkd 16 a zakh 12.
Odpoved'.
Na besedu o volbe povolani ptislo 20 maminek, 16 tatinkii a 12 zakda.

Priklad 1.2.8:

Najemce dvora, jehoz vSechny pozemky maji vyméru 107 ha, plati z nich ro¢né 1630 zlatych
najemného, za kazdy ha orné pudy 20 zlatych, za kazdy ha pastviny 11 zlatych. Kolik bylo u
dvora orné pudy a kolik pastvin?

Ozna¢me pocet ha orné ptudy X, pocCet ha pastvin y, potom mtizeme zapsat
x+y=107 |- (-11)
20x + 11y =1 630
9x=453 |:9
x=50% [ha] — y=562% [ha]

Zkouska:

Najem z 501 ha orné plidy je 15!-20=2%°=1 0062 zlatych, najem z 562 ha pastvin je
170.11 = 2% = 6231 zlatych, celkem je ndjem 1 0062 + 6231 = 1 630 zlatych.
Odpoved.

U dvora bylo 501 ha orné pidy a 56 % ha pastvin.
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1.3. Skupina 3: ,,Dalsi hleddni‘

Mame stejnou mnozZinu jako ve skupiné 1. Jsou ddany pocty prvki cdsti nebo vice casti
a néekteré vazby mezi jednotlivymi c¢astmi nebo vazby mezi c¢astmi a celkem. Ma se urcit pocet
prvkii této vybrané Cdasti, resp. vSech cdsti, resp. pocet prvkii celku. Modelem je zpravidla opét
jen jedna linedrni rovnice o jedné neznamé, nékdy to miize byt soustava n rovnic pro n neznd-
mych.

Priklad 1.3.1: = Piiklad 0.0.2:
Cerstvé houby obsahuji 90 % vody své celkové vahy, susené houby jen 12 %. Kolik kg suse-
nych hub dostaneme z 10 kg ¢erstvych hub?

Pti suseni hub ubyva jen voda, mnozstvi suSiny se pfitom neméni. Protoze vdhové mnozstvi
vody Vv houbach se pifi vysychani méni, bude pfedmétem naSich Gvah vahové mnozstvi té
slozky, ktera zistava beze zmény, tj. vahové mnozstvi susiny.
Vahové mnozstvi susenych hub oznac¢ime X (v kg). Potom neznamé mnozstvi susenych hub
obsahuje podle predpokladu 88% susiny, tj. 0,88 - X kg susiny. Toto mnozstvi vzniklo usu-
Senim 10 kg hub, které podle zadani obsahuji 10% susiny, tj. 0,10 - 10 kg susiny.
Protoze vahové mnozstvi susiny se pii suseni neméni, plati:

0,88 - x=0,1 - 10,
z éehoz plyne, ze x= 22= 1136 =1,14 kg susiny.
Zkouska:
1136 kg susenych hub obsahuje 1,136 -0,12 = 0,136 kg vody. Potom obsahuje 1,136 — 0,136
=1 kg sus$iny. 10 kg Cerstvych hub obsahuje 10-0.9 = 9 kg vody a 10 — 9 = 1 kg suSiny.
Odpoved.
Z 10 kg Cerstvych hub dostaneme asi 1,14 kg susenych hub.

Priklad 1.3.2:
Zemeédelci sklidili ze svych poli 120 tun pSenice, coz je bez 9 tun desetkrat tolik, co zaseli.
Kolik tun zaseli?

Reseni:

Neznama X = mnoZstvi osevu; potom dostdvame rovnici:
10x — 9 =120,

kdex =12,9t.

Odpoved:.

Zemédelci zaseli 12,9 t pSenice.

Priklad 1.3.3:
V prvni a ve druhé nadobé bylo celkem 25 | kapaliny, v prvni a ve treti dohromady 30 | kapa-
liny, ve ¢tvrting tieti nadoby jen 5 | kapaliny. Kolik kapaliny bylo v kazdé nadobg?

Oznacme si mnozstvi kapaliny v prvni nadobé€ X, v druhé nadobé¢ y, ve treti nadobé z, potom
modelem situace je soustava rovnic
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X+y=25
Xx+2z=230
1z=5 — 72=20 — x+20=30
x=10 — 10+y=25
y=15.

Zkouska:

Mnozstvi kapaliny v prvni a druhé nadobé: 10 + 15 =251,

mnozstvi kapaliny v prvni a tfeti nadobé: 10 + 20 =30 |,

¢tvrtina tfeti nadoby: +-20=51.

Odpoved.

V prvni nadob¢ bylo 10 | kapaliny, v druhé 151 kapaliny a tieti byla na 20 | kapaliny.

Priklad 1.3.4:
Poutnik jde z Prahy. Té4zén, kolik hodin bilo na Prazském hradé, kdyz vysSel, odpovidal:

»Kdyby bylo bilo hodin jesté jednou tolik a polovinu tolik a jesté sedm ran k tomu uderilo,
tehdy by bylo 12 hodin®. V kolik hodin vysel poutnik z Prahy?

Oznacéme si pocet hodin, které bilo na prazském hrad¢ x, potom dostavame
X+x+1x+7=12 |-2
5x+14=24 |- 14

5x=10 |:5
X=2
Zkouska:.
2+2+1+7=12 hodin.
Odpoved:.

Poutnik vysel z Prahy ve dvé hodiny.

Priklad 1.3.5:
Tti tucty Sroubt stoji tolik korun, kolik je Sroubti za 16 korun. Co stoji jeden Sroub?

Oznaéme si cenu jednoho Sroubu x K&, potom tfi tucty stoji m K& a m Sroubt stoji 16 K¢&.
Z toho plyne soustava rovnic

3-12-x=m
m-x=16 — m:E
X
3ex= 22 |- x
X
36x2=16 |
6x=4 |:6
X =2 [K¢]

Zkouska:
Tucet Sroubu stoji 12- 2 =8 K¢, tii tucty stoji 24 K¢, potom 24 Sroubi stoji 24- 2 =16 K¢.
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Odpoved.
Jeden Sroub stoji 2 K¢, tucet Sroubt stoji 8 K¢.

Priklad 1.3.6:
9 muzl vydéla za 15 dni 324 K; kolik vydé€la 7 Zen za 18 dni, je-1i denni mzda Zenina k denni
mzd¢€ muzoveé v poméru 5 : 8?

1 muz vydéla za 1 den ;2145 :% = 2,4 K. Protoze pomér mzdy zeny a muze je 5 : 8, vydéla

1 Zena za 1 den 2,4% =1,5 K. Potom 7 Zen vydéla za 18 dni 1,5-7-18 = 189 K.

Zkouska:

Pomér vydélka je 1,5:2,4=5: 8.

7 Zzen vydéla za 18 dni 189 K, potom 1 Zena vydéla za 1 den 189 :(7-18) =15 K.
1 muz vydéla za 1 den 2,4 K, potom 9 muzi vydéla za 15 dni 2,4-9-15 =324 K.
Odpoved.

7 zen vydéla za 18 dni 189 K.

Priklad 1.3.7:
Pro 20 koni vystac¢i 105 q sena na 36 dni; jak dlouho vystaci 16 koni se 70 q sena?
Resent:
g y . Yy oy 105 7 ,
Nejdiive vypocteme kolik sena potiebuje 1 kiini na 1 den. Je to 20.36 = T q. Potom 16 koni

potiebuje 16 - % = % q sena. Potom doba na kterou vydrZi pro 16 koni zasoba 70 q sena je

7O:Z:70-E =30 dni.
3 7

Zkouska:
Je-li spotieba 1 koné na 1 den % q sena, potom 16 koni za 30 dni spotiebuje é -16-30 =

70 g sena.
Odpoved:.
Zasoba 70 q sena vystaci pro 16 koni na 30 dni.

Priklad 1.3.8:
Zveétsi-li objem né&jaké knihy pii 2. vydani o &, bude mit kniha pravé tolik stran pies 500,
kolik ji prve do 500 schézelo. Kolik stran mé tato kniha?

x=500-y
X+Lx=500+y |- 12
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x=500-y
13x = 6 000 + 12y
6500 — 13y =6 000 + 12y |- 12y - 6500
—25y=-500 |:(-25)
y=20 — x=480.

Zkouska:

Dvanéactina objemu knihy je ;5 - 480 = 40stran. Pii 2. vydani ma kniha 480 + 40 = 520 stran.
Rozdily jsou 520 — 500 = 500 — 480 = 20.

Odpoved'.

Tato kniha ma (pfi 1. vydani) 480 stran.

Priklad 1.3.9:

Pén najal sluhu a slibil mu ro¢né 120 K mzdy a novy oblek. Po 7 mésicich opustil sluha sluz-
bu a ponévadz novy oblek jiz m¢l, bylo mu vyplaceno 40 K mzdy. Jak draze byl oblek poci-
tan?

Resent.
Vy8§i mésiéni odmény oznaéme X [K], cenu obleku y [K]. Potom dostavame
12x=120+y
7x=40+y |- (-1
5x=80 |:5
x=16[K] — y=72]K].
Zkouska:

Odmeéna za 12 mé&sict je 12- 16 = 192 K. Sluha mél za rok dostat odménu a novy oblek, coz je
120 + 72 = 192 K. Odm¢éna za 7 mésict je 7-16 = 112 K. Sluha dostal za 7 mésicu ¢ast od-
meény a novy oblek, coz je 40 + 72 =112 K.

Odpoved:.

Oblek stal 72 K.

Priklad 1.3.10:

Gymnasium Megarské svétilo dovednému sochafi zhotoveni 9 muz ve stejné cené za odménu
36 min a zlatého poharu. Kdyz byly dvé sochy zhotoveny, odst¢hoval se feCeny sochat do
Aeolie a obdrzel za odménu slibeny pohar s podminkou, aby vratil 6 min. Za¢ byl pohar poci-
tan?

Oznacéme si cenu za jednu sochu X [min] a cenu zlatého poharu y [min]. Potom dostavame
9-x=36+y
2:-X=y—-6 — y=2x+6
9x=36+2x+6 |-2x
Tx=42 |:7
X=6[min] — y=18][min].
Zkouska:
9 soch je v cené 9-6 = 54 min. Zlaty pohar a odména davaji 18 + 36 = 54 min.
Za dvé€ sochy je odména 2-6 = 12 min, neboli zlaty pohar bez 6 min.
Odpoved:.
Pohar byl pocitan za 18 min.
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1. 4. Skupina4: ,,Porovndni po zméndch*

Mame dvé nebo vice mnoZin objektii. Porovndvame jejich stavy v riznych Situacich a
zjistujeme pocty prvkii téchto mnozin pred zménami a po zméndach. Modelem je jedna linedarni
rovnice nebo soustava dvou nebo vice linedrnich rovnic (podle poctu objektit). Miizeme téz
zjistovat velikost zmény. Potom byva modelem zpravidla jedna linedrni rovnice.

Priklad 1.4.1: = P¥iklad 0.2.3:
Hospodyné ma slepice a kachny, celkem 60 kust. Ponévadz nechce kachny jiz vice chovat,
vymeéni je za slepice a obdrzi za 3 kachny 4 slepice. Po vyméné méla 68 slepic. Kolik méla
puvodné slepic a kolik kachen?
Reseni &. 1;
Oznacéme si ptivodni pocet kachen X a ptiivodni pocet slepic y, potom plati

X +y = 60.
Vyméni-li hospodyné 3 kachny za 4 slepice, bude mit misto x kachen % x slepic a plati

3X+y=68.
Dostavame soustavu rovnic

x+y=60 |- (-1)
$X+Yy=068
ix=8 |-3
x=24 — y=36.

Zkouska:
Za 24 kachen obdrzi hospodyné 24 : 3 - 4 = 32 slepic. Pak ma celkem 36 + 32 = 68 slepic.
Odpoved.
Hospodyné méla ptivodné 24 kachen a 36 slepic.
Reeni &.2:
Pti vyméné ziskéd hospodyné za kazdé tii kachny o jednu slepici navic. Protoze ma navic
68 — 60 = 8 slepic, vymenila 8 trojic kachen, tedy 24 kachen. Protoze ptivodn¢ bylo 60 kust,
je slepic 36.
Zkouska a odpoved’ viz feseni €. 1.

Priklad 1.4.2:
V jedné nadobé je 23 litrti vody, ve druhé 7 litrd. KdyZ se do obou nadob pfilil stejny objem
vody, bylo v prvni nadobé¢ dvakrat vice vody nez ve druhé nadobé. Uréete objem pfilité vody.

Ozna¢me objem pfrilité vody X, potom dostavame rovnici:
23 +x=2-(7 +x),
jejimz feSenim je x =9 .
Zkouska:
V prvni nadobé¢ bude po pfiliti 23 + 9 = 32 | vody, v druhé nadob¢ bude po priliti 7 + 9 =16 |
vody. Pomér mnozstvi je 32 : 16 =2 : 1.
Odpoved:.
Objem pfilité vody je 9 litru.
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Priklad 1.4.3:
Eva ma Sestkrat vic korun nez Jana. Kdyby dala Eva Jan¢ 84,- K¢, méla by potad ttikrat vic.
Kolik korun dévcata maji?

Neznama X = pocet K¢ Jany; potom Eva méla 6X K¢ a dostavame rovnici:
6x —84 =3-(x + 84),

kde tfeseni X = 112; tedy Jana méla 112,- K¢, Eva 672,- K¢.

Odpoved.

Evama 672,- K¢, Jana ma 112,- K¢.

Priklad 1.4.4:
V tanecnich bylo chlapct o 2 méné nez divek. Kdyz vsak pfislo jesté 6 chlapct a pocet divek
se zvetsil o jednu tietinu, bylo obojich stejné. Kolik parti potom vytvofili?

Neznamé budou: X = pocet chlapcti ptivodné, y = pocet divek piivodné.
Potom dostavame soustavu rovnic: X+ 2 =Yy
X+6= 1Y,
jejimz feSenim je [X; Y] =[10; 12], tj, vytvofili by 16 part.
Odpoved:.
Potom vytvofili 16 para.

Priklad 1.4.5:

Ve dvou nadobach je voda. Pielijeme-li z prvni nadoby do druhé 6 litri, bude v obou stejné.
Pielijeme-li z druhé do prvni 4 litry, bude v prvni dvakrat tolik jako v druhé. Kolik vody je
Vv kazdé nadob¢?

Neznamé budou: X = mnozstvi vody v 1. nadobé¢ v litrech,
y = mnoZzstvi vody v 2. nadobé v litrech.
Potom dostavame soustavu rovnic: X—6 =Yy + 6,
X+4=2-(y-4),
jejimz feSenim je [X; y] = [36; 24], tj, v 1. nadobé je 36 I, v 2. nadobé je 24 |.
Odpoved:.
V prvni nadobe¢ je 36 litrd, v druhé 24 litra vody.

Priklad 1.4.6:
Babicka méla v kosicku jablicka. Kdyz jich sedm dala dédovi, méli oba stejné. Kdyz dal déda
pét jablek babicce, méla jich pak tfikrat vic nez déda. Kolik jablek mél kazdy ptivodné?

ovve

Potom dostavame soustavu rovnic: X+ 7=y -7,
3-(x-5)=y+5;
jejimz fesenim je [X; Y] =[17; 31], tj, babicka méla 31 jabli¢ek, déda 17 jablicek.
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Odpoved.
Babicka méla v kosicku 31 jablicek, déda mél 17 jablicek.

Priklad 1.4.7: (Kin a mezek)
Kiin a mezek, oba té€zce nalozeni, §li jeden vedle druhého. Kun si stézoval na sviij tézky na-
klad. ,,Na co si sté¢zujes?* zeptal se ho mezek. ,,Vzdyt' kdybych si vzal jeden z tvych pytla,
byl by mtj naklad dvakrat tak t€zky jako tviij. Ale kdybys ty vzal jeden pytel z mych zad,
méli bychom oba stejné tézké naklady*. Kolik pytlt nesl kiini a kolik mezek?
Reseni&. 1;
Oznacéme si:
m — pocet pytld, které nese mezek,
k — pocet pytld, které nese kan.
Potom muazeme vyjadrit:
Ptibere-li si mezek jeden pytel (bude jich mit m + 1) a kin bude mit o jeden méné (tj. k — 1),
potom bude naklad mezka dvojnasobny, bude tedy platit

m+1=2-(k-1).
Ptibere-li si kin jeden pytel (bude jich mit k + 1) a mezek bude mit o jeden méné (tj. m — 1),
potom budou naklady kon¢ a mezka stejné, bude tedy platit

k+1=m-1.
Dostavame tak soustavu rovnic
m+1=2-(k-1)
m-1=k+1
jejimz feSenim jsou ¢isla k=5, m=7.
Zkouska:

Preda-li kin jeden pytel mezkovi, bude jich mit 4, mezek 8, tj. dvojnasobek.

Ptedé-li mezek jeden pytel kotiovi, bude jich mit 6, ki také 6.

Odpoved':

K nesl 5 pytli, mezek 7pytla.

Reseni ¢. 2:

Uvazujme: Kdyby mezek ptrevzal od koné& jeden pytel, méli by oba stejné. Z toho plyne, Ze

mezek mél ptivodné o 2 pytle vice. Mizeme si tedy oznacit

X = pocet pytll, které nesl kan,

X +2 = pocet pytld, které nesl mezek.

Vzal-li mezek od koné jeden pytel, m¢l dvakrat vice, tedy plati
X+3=2-(x-1).

Resenim této rovnice je ¢islo x = 5.

Kun tedy nesl 5 pytld, mezek 7 pytla.

Priklad 1.4.8:.

Hospodar ma stddo hus a ovcei, dohromady 432 kusii. Rozhodne se, Ze nebude jiz chovat husy,
a proto je vymeéni za ovce. Dostane za 32 husy 3 ovce, takze ma po vyméné dohromady 200
ovci. Kolik hus vyménil?

Reseni C. 1;

Oznac¢me si pivodni pocet husi X a ptivodni pocet ovci y, potom plati
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X+y =432
Vyméni-li hospodat 32 husy za 3 ovce, bude mit misto X husi 35 X ovci a plati

Zx+y=200.
Dostavame soustavu rovnic
X+y =432
3x+y=200 |- (-1)
2x=232 |- &

x=256 — y=176.
Zkouska:
Za 256 hus obdrzi hospodar 256 : 32 - 3 =24 ovci. Pak ma celkem 176 + 24 = 200 ovci.
Odpoved'.
Hospodat vymeénil 256 hus.
Reseni &.2;
Pfi vyméné obdrzi hospodat za kazdé 32 husy 3 ovce, zmensi se vyménou jedné ,,skupiny*
pocet kusti o 29. Protoze se celkem zmensi pocet kusii 0 432 — 200 = 232 kust, vyménil hos-
podaf celkem 232 : 29 = 8 , skupin‘ husi, tedy 8- 32 = 256 hus.
Zkouska a odpoved’ viz teseni €. 1.
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1. 5. Skupina5: ,,Porovndni riizného uspoidadani

Mame ddanu mnoZinu objektii. Porovnavame jeji stavy Vv riznych Situacich a zjistujeme
pocty prvki této mnoziny pomoci jejiho riizného usporadani. Modelem je jedna linearni rov-
nice nebo soustava dvou nebo vice linedrnich rovnic (podle poctu objektit).

Priklad 1.5.1: = Priklad 0.1.11: - »rozsifeni poctu feseni«

Ze tii snopt dobré trody, dvou snopl primérné urody a jednoho snopu Spatné urody ziskali
39 mér zrna. Ze dvou snopu dobré urody, tfi snopi primérné trody a jednoho snopu Spatné
urody dostali 34 mér zrna. Z jednoho snopu dobré urody, dvou snopti primérné urody a tii
snopt Spatné urody ziskali 26 mér zrna. Kolik mér zrna dostali z kazdého snopu dobré, pri-
mérné a Spatné urody?

Pocet mér zrna z jednoho snopu dobré urody . ....... d,
pocet mér zrna z jednoho snopu prumérné trody . .. .. p,
pocet mér zrna z jednoho snopu Spatné trody . . . . .. .. S.
Potom vyjadiime udaje v zadani a dostavame soustavu:
3d+2p+s=39
20 +3p+s=34
d+2p+3s=26
kterou mizeme vyftesit riznymi zptsoby.

1. zpusob — dosazovaci metoda:
3d+2p+s=39
2d+3p+s=34
d+2p+35=26 — d=26-2p-—3s
718—6p—9s+2p+s=39 ([-78
52-4p—-65s+3p+s=34 |-52
—4p—-8s=-39
—p—-5=-18 —» p=18-5s
12s-72=-39 — 12s=33 —» s=1i;

p=18-5 — p
d=26-2p-3s — g:1°*j4—33:i

2. zpUsob — scitaci metoda:
d+2p+3s=26 |-(-2) | (-3)

2d+3p+s=34
3d+2p+s=239
d+2p+3s=26
—p-5s=-18 |- (-4)
—4p—8s=-39
d+2p+3s=26
p+5s=18

12s=33 —» s=%, —» p=i, > d=3.
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3. zplsob — pomoci matice:
3 2 1]39 {12326 1 2 3| 26 1 2 31|26

2 3 1,34 2 3 1|34|~/0 -1 -5|-18|~(0 1 5 18|~
1 2 3|26 3 2 1|39 0 -4 -8|-39 0 0 12|33

1 2 0[17,75) (1 0 0]925
~01o425] 010425}

0 0 1|275 0 0 1/275
ReSeni: d=9,25=3", p=4,2 , §=275=1,

4. zpusob — pomoci determinantii (Cramerovo pravidlo):

321
A=12 3 1J=27+2+4-3-6-12=12.
123
39 21
|A|=[34 3 1 =351+52+68-78-78-204=111.
26 2 3
339 1
|A|=[2 34 1] =306+39+52-34-78-234=51.
1 26 3
3 2 39
|A;|=]2 3 34/ =234+68+156 117 — 204 — 104 = 33.
12 26
Potom: d = |Al| 111 37, p:M:E:E, szwzﬁzl_ll
A 12 4 Al 12 4 A 12 4

5. zpusob — pomoci inverzni matice:

3 21 39 d
Je-li A=|2 3 1|, b=|34| a x=| p|, pakplati A*x=Db a pro feSeni plati:
1 2 3 26 S
x=A"1xb.
Nejprve ur¢ime Al
321|100 1 2 3|0 01 1 2 3|00 1
2 3101 0}~|2 3101 0|~0 -1 -5(0 1 -2~
12 3001 321|100 0 -4 -8|1 0 -3
12 3|0 0 1 4 8 0]-1 4 -1 12 0 0|7 -4
~/0 1 5|0 -1 2 [0 12 0|-5 8 -1|~|0 12 0|-5 8
0 0 12|1 -4 5 0 0 12| 1 -4 5 0 0 12| 1 -4 5
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Al = é -5 8 -1| avypolteme X.
1 -4 5

7 -4 -1 39 111 i

X:A—l*b:i._S 8 —1|*|34 :i. 512177’
12 12

1 -4 5 26 33 i
feseni tedy je: d =31, p=1i, s=1.
Zkouska:

3 snopy dobr¢ trody + 2 snopy prumérné urody + 1 snop Spatné urody:
33 +2- 3 +1. 3 =14 =39 mér;
2 snopy dobré urody + 3 snopy primérné urody + 1 snop Spatné trody:
2.5 +3- 4 +1. 4 = 1451 = 34 mér,
1 snop dobré tirody + 2 snopy primérné trody + 3 snopy Spatné urody:
1.304+2.10 4 3. 11 — 313433 = 26 mér.
Odpoved:.
Ze snopu dobré urody bylo 9,25 miry zrna, ze snopu primérné tirody bylo 4,25 miry zrna, ze
snopu Spatné urody bylo 2,75 miry zrna.

Priklad 1.5.2:

Na prvni zahradé bylo pétkrat vic ketii rybizu nez na druhé zahrad¢. Kdyz presadime 22 keit
Z prvni zahrady do druhé, bude v obou zahradach stejny pocet ketii. Kolik keit rybizu je na
kazdé zahradg&?

Neznama X = pocet ket v 2. zahradg, potom pocet ket v 1. zahrad¢ je 5x
a dostavame rovnici:

OX—-22=x+22,
afeSenim je Xx=11; 55 a 11 kefa.
Odpoved:.

Na prvni zahradé je 5 kett rybizu, na druhé zahradé 11 keft.

Priklad 1.5.3:
Vojaci méli pii ndstupu vytvoftit ¢tverec, ale nedafilo se. Poprvé jich zbylo 89. KdyZ se pocet
v fad¢ zvétsil o jednoho, zase jich k sestaveni ctverce 50 chybélo. Kolik vojakl nastupovalo?

Neznama je: X = pocet vojakl v fad¢ (€1 zastupu), potom dostavame rovnici:
X% +89 = (x + 1) — 50,

jejimz feSenim je X = 69, potom pocet vojakt je 4 850.

Odpoved.

Nastupovalo 4 850 vojakd.
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Priklad 1.5.4:
Kazdy ucastnik banketu ma zaplatit podil 60 K¢. Avsak tfi z ucastniki zapomnéli zaplatit a
odesli, i musel kazdy z ptitomnych zaplatit 75 K¢. Kolik bylo ucastniki?

Neznama X = pocet ucastnikli banketu a dostdvame rovnici:
60x = (x — 3)- 75,
kde feSeni X = 15 castnik.

Odpoved.
Ucastnikt banketu bylo 15.

Priklad 1.5.5:. (Eulerova uloha)
Dv¢ vesnicanky prinesly na trh dohromady 100 vajec, jedna vice nez druha. Ob¢ utrzily stej-
né. Prvni Zena fekla druhé: ,,Kdybych méla tvoje vejce, vydélala bych 15 krejcara®. Na to ji
druha odpovédéla: ,,Kdybych ja méla tvoje vejce, vydélala bych 6 2 krejcaru®. Kolik vajec
méla kazda vesnicanka na zacatku?
Reseni&. 1;
Oznacéme si:
a — cena jednoho vejce, které ptinesla na trh prvni vesniCanka,
X — pocet vajec, které pfinesla na trh prvni vesnicanka,
b — cena jednoho vejce, které piinesla na trh druha vesnicanka,
y — pocet vajec, které ptinesla na trh druha vesnicanka.
Potom muazeme vyjadfit:
a) Obé utrzily stejné

a-x=b-y.
b) Kdyby prvni méla vejce druhé, vydeélala by 15 krejcarti

a-y=15.
c¢) Kdyby druha méla vejce prvni, vydélala by 62 krejcaru

b-x=6%.
d) Dohromady mély 100 vajec

x+y=100.
Dostavame soustavu Ctyf rovnic pro Ctyfi neznamé

a-x=b-y

a-y=15

b-x=2

X+y =100
kterou vyieSime. Nejdiive dosadime ze 2. a 3. rovnice do prvni a dostavame

DX_20Y  pepoli 45¢ = 202

y 3X

Potom ze 4. rovnice vyjadiime X, X =100 —y a dosadime do prvni rovnice (jiZz upravené)a
dostavame kvadratickou rovnici

y2 —360y +18 000 = 0.
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Resenim rovnice jsou hodnoty y; = 60, Yy, = 300. Druh4 hodnota neni mozna, protoze obé&
vesni¢anky mély dohromady jen 100 vajec.

Druhé vesnicanka pfinesla na trh 60 vajec.

Dosazenim do 2. — 4. rovnice zjistime zbyvajici hodnoty.

Prvni vesni¢anka pfinesla na trh 40 vajec a prodavala je za § krejcaru za kus.

Druha vesnic¢anka prodavala vejce za ¢ krejcaru za Kus.

ZkousSka:

Prvni vesni¢anka utrzila: 40-1 =10 krejcart.

Druha vesnic¢anka utrzila: ~ 60-% = 10 krejcart (tedy stejng).

Prvni vesniCanka by utrzila za vejce druhé: 60-+ =15 krejcaru.
Druhd vesnic¢anka by utrzila za vejce prvni: 40-% =63 krejcaru.
Odpoved':

Prvni vesniCanka pfinesla na trh 40 vajec, druha 60 vajec.

Reseni &.2;
Oznacime-li pocet vajec, které ptinesla na trh prvni vesni¢anka p, potom druhd pfinesla
100 — p. Kdyby prvni méla 100 — p vajec, utrzila by 15 krejcarti. To znamena4, Ze prvni ves-

ni¢anka prodavala vejce po

krejcarech za kus.
100-p

Stejné zjistime, Ze druha vesni¢anka prodavala vejce po
62:p= 20 krejcarech za kus.
3p

Nyni ur¢ime vydélky kazdé z vesnicanek:
Prvni vydélala

L p= 15p krejcart,
100-p 100-p
druha vydé¢lala
20

)= 20-100-p) (1300 -p) krejcart.

T (100-p
Protoze vydélky obou Zen byly stejné, plati
15p  20-(100- p)

100—-p 3p
Po upravach dostavame:

p? +160p — 8 000 =0,
odkud p; =40, p, =-200.
Zaporny kofen nemé v naSem piipad¢ smysl, uloha mé pouze jedin¢ feseni:
Prvni vesni¢anka pfinesla 40 vajec a druha 60 vajec.

Reseni &, 3:;

Uvazujme takto:

Predpokladejme, ze druha vesnicanka méla k-krat vice vajec nez prvni vesnicanka (ze zadani
ulohy vyplyva, ze druha méla vajec vice, proto je k> 1, kdyby to neplatilo bude 0< k <1).

Za vejce utrzily ob¢ stejné mnozstvi penéz. To znamena, ze prvni vesniCanka prodala sva vej-
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ce k-krat draz nez druha. Kdyby si vejce vymeénily pied prodejem, pak by prvni vesni¢anka
prodala k-krat vice vajec nez druha a prodala by je také k-krat draz. To znamena, Ze by strzi-
la k*-krat vice penéz nez druha vesni¢anka. Odtud mame

k? :15:6§:£=g ;
20 4
coz dava
k=2
3

Zbyva rozdelit 100 vajec v poméru 2 : 3. Snadno spocitdme, ze prvni vesni¢anka méla 40
vajec a druhd 60 vajec.
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1.6. Skupina 6: ,,Rovnomérné rozdéleni*

Madme danu mnozinu Subjektii. Kazdy subjekt viastni urcité mnozstvi majetku a dochazi
K jeho rovnomernému rozdéleni. Zjistujeme, jak se jednotlivé subjekty mezi sebou vyrovnaly,
tj. kdo kolik ostatnim zaplatil. Ulohu miizeme resit tisudkem nebo jednou jednoduchou linedr-
ni rovnici nebo pomoci modelu.

Priklad 1.6.1:

Dva Arabové chtéli vecefet. Prvni mél 5 jidel, druhy 3 jidla, vSechna jidla méla stejnou cenu.
Tteti Arab je pozadal aby mohl vecetet s nimi. VSech 8 jidel bylo déno na stll a kazdy se za-
vazal, ze zaplati druhym co snédl. Kazdy snédl stejné a tieti Arab zaplatil 8 zlatych. Jak se
rozdéli o penize prvni dva Arabové?

Reseni:

Vsichni tfi snédli 5 + 3 = 8 jidel stejné ceny, na jednoho pfipada & jidel.
Prvni snédl £ jidel, dostal zaplaceno za 5 — & = 58 = £ jidel.

Druhy snédl £ jidel, dostal zaplaceno za 3 — § = %28 =1 jidel.

Tteti plati celé jidlo, tj £. Za toto jidlo zaplati 8 zlatych. O penize se podéli prvni a druhy
v poméru £:+ =7: 1. Dostane tedy prvni 7 zlatych, druhy 1 zlaty.

Zkouska:

Tteti zaplatil za ¢ jidel 8 zlatych, jedno jidlo tedy stalo 3 zlaté.

Prvni dal na stil 5 jidel za 15 zlatych, za 8 zlatych snédl (stejné jako tieti), zbyva 15 -8 =7
zlatych.

Druhy dal na stil 3 jidla za 9 zlatych, za 8 zlatych snédl (stejné jako tteti), zbyva 9 — 8 = 1
zlaty.

Odpoved:.

Prvni obdrzel 7 zlatych, druhy 1 zlaty.

Priklad 1.6.2:

Prvni zahradnik pfinesl 20 kg jablek, 1 kg za 16 K¢&; druhy zahradnik 8 kg Svestek, 1 kg za 12
K¢, treti zahradnik prinesl 4 kg hrusek, 1 kg za 24 K¢, ¢tvrty zahradnik nepfinesl nic. Rozdéli-
li se rovnym dilem (tj. kazdy si vzal 5 kg jablek, 2 kg Svestek a 1 kg hruSek). Kolik kazdy
Z nich dostal eventuelné doplatil K¢?

Kazdy si odnesl ovoce za 5-16 +2-12 + 1-24 = 128 K¢.

Prvni ptinesl 20 kg jablek celkem za 20- 16 = 320 K¢; obdrzel 320 — 128 = 192 K&.
Druhy pfinesl 8 kg Svestek celkem za 8- 12 = 96 K¢; zaplatil 128 — 96 =32 K¢.
Treti pfinesl 4 kg hrusek celkem za 4-24 = 96 K¢; zaplatil 128 — 96 = 32 K&.
Ctvrty nepftinesl nic, zaplatil 128 K&.

Zkouska:

Zaplaceno dostal pouze prvni zahradnik, a to 192 K¢.

Ostatni zaplatili celkem 32 + 32 + 128 = 192 K¢.

Odpoved:.

Prvni zahradnik obdrzel 192 K¢, druhy a tfeti zaplatili 32 K¢&, ¢tvrty 128 K¢.
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Priklad 1.6.3:

Ke spolecné hostin¢ dal Cajus 7, Sempronius 8 mis, vSechny stejné ceny. K tomu piisel Titus
a vSichni tfi jedli spole¢né. Titus podle poctu mis zaplatil Cajovi 14 a Semproniovi 16 stiibr-
nych. M¢l Sempronius pravo byt nespokojen?

Vyjdeme ze vztaha (3-2b) a (3-2¢), (viz disertaéni prace), kde a =7 mis, b =8 mis, e = 14 +
16 = 30 stiibrnych, potom:
‘= 2ae—be 2-7-30-8-30

12 [sttibrnych],

a+b 7+8
_2be—ae _ 2-8-30-7-30 = 18 [stifbrnych].
a+b 7+8

Sempronius tak dostal o 2 stfibrné méné¢, protoze dostal pouze 16 stiibrnych.
Zkouska:
Kazdy z ucastnikti hostiny snédl (7 + 8) : 3 =5 mis.
Jedna misa stéla:
Z= 3 = 3-30 =6 [stiibrnych];
a+b 7+8
potom Cajus ma dostat zaplaceno za (7 — 5) = 2 misy, tj. 2-6 = 12 stéibrnych a Sempronius
ma dostat zaplaceno za (8 — 5) = 3 misy, tj. 3- 6 = 18 stiibrnych.
Odpoved.
Sempronius mél pravo byt nespokojen, protoze dostal o 2 stfibrné méné.
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1.7. Skupina 7: ,,Neuplné jednoduché urceni“

Zname celkovy pocet prvku skupiny a neuplné udaje pro jejich pocet. Urcujeme pocty
Jjednotlivych prvki. Modelem je soustava m rovnic o n neznamych (M <n), kterd vede na dio-
fantovskou rovnici, v tomto pripadeé je to linedrni diofantovska rovnice o dvou nezndamych.

Piiklad 1.7.1: = P¥iklad 0.3.1: (iiloha pochdzi z Ciny) - »rozsiteni poétu feseni«

Pén dal sluhovi tficet penizi, aby za n¢ zakoupil 30 ptaki, a to pavy po 3, bazanty po 2 a ho-
luby po } penize. Kolik kterych koupi? (Prredpokladdme, Ze je ke koupi dostatecné mnoZstvi
ptakit a sluha koupil od kazdého druhu alesporn jeden kus.)

Reseni ¢. 1.
Pti analyze problémové situace zjistime, ze cilem feSeni je urcit jednotlivé poCty ptaku, které
postupné oznacime: X — pocet pavil, Y — pocet bazanti, z — pocet holubti, kde X, Y, Z jsou pfiro-
zena Cisla (vyjadiuji pocty ptaki; z textu plyne, ze od kazdého druhu se ma koupit alespon
jeden kus).
Protoze soucet poctu vSech ptaki je 30, prvni rovnice ma tvar

X+ y+ z=30.
Jeden pav stoji 3 penize, potom X pavu stoji 3X penizl; jeden bazant stoji 2 penize, potom Y
bazanti stoji 2y penizl a kone¢né jeden holub stoji § penize, potom z holubt stoji  z penizd.
Druhé rovnice ma tvar

3x+2y+$z=30 — o6x+4y+z=060.

Uloha vede k feseni soustavy diofantovskych rovnic:
X+ y+2z2=30

6x + 4y +z = 60.
Po vylouceni z dospéjeme k diofantovské rovnici

5x +3y =30,ztoho y=10- 2X;
X musi byt nasobkem tf, proto X = 3 je jedinou moznou hodnotou X (pfi X = 6 by byloy =0,
coz neni mozné, dale jsou hodnoty y zaporné).
Protox=3,y=5,2=22.
Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1 pav stoji ........... 3 penize .......... 3 pavi .......... 9 penizi,
1 bazant stoji ....... 2 penize ........ 5 bazantt ....... 10 peniza,
1 holub stoji ....... 1 penize ...... 22 holubt ....... 11 penizg,

celkem: 9 + 10 + 11 = 30 penizd.
Odpoved’: Sluha koupil 3 pavy, 5 bazantti a 22 holubd.
Reseni &, 2;
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznafime nezndmé X, Yy, Z po fad¢ pocty pavil, baZantl a
holubi a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 3y = 30.

Nyni fesime rovnici 5x + 3y = 1. Reseni ur¢ime rozvojem cisla 3 Vv fetézovy zlomek.

Rozvoj ¢isla % ziskame pomoci Eukleidova algoritmu:
5=1.3+2
3=1.2+1
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2=2-1+0.

‘ -

Hledany fetézovy zlomek je g =1+
1+

N |-

a sblizené zlomky jsou:
1; 1+}:3:2; E
1 1 3
Predposledni sblizeny zlomek ma Citatele 2 =+ v a jmenovatele 1 =+ u. Je nutno volit
=—-1,v=2, nebot’
5.--1)+3-2=1.
Reseni je potom nasledujici:
X=cu+bt=30-(-1) + 3t =-30 + 3t,
y=cv—at=30-2-5t=60-5t.
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t =10 — x=0,y=10,z=20,
t =11 — x=3,y=52=22,
t =12 X=6,y=0,z=24,

Protoze hledame feseni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je x =3,y =5,z = 22.

Reseni &. 3;
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime nezndmé X, Yy, Z po fad€é pocty pavi, bazantl a
holubti a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 3y = 30.
Tuto rovnici fe§ime pomoci kongruenci:
5X =30 mod 3 |:5
Xx= 6mod3 |-6
X= 0mod 3
ztoho plynepro x: x=3t — 5-3t+3y=30
15t + 3y =30 | — 15t
3y =30-15t |:3
y=10-5t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hleddme ptipustné hodnoty X, Y, z:

t=20 x=0,y=10,z=20,
t=1 — x=3,y=52=22,
t=2 X=6,y=0,z=24,

Protoze hledame feseni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je x =3,y =5,z = 22.

Reseni &. 4;
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznaime nezndmé X, Yy, Z po fad¢é pocty pavl, bazantl a
holubti a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 3y = 30.
Tuto rovnici fesime pomoci vzorcu:

a) protoze v rovnici ax + by =c plati: a|c, feSeni vypocteme podle vzorci:
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x=S"PC py, y=c-—at.
a
30-3-30
X=———
5

=-12+3t.
Potompro t=5 je x=3,y=5,z=22.

b) protoze v rovnici ax + by =c plati: b |c, feSeni vypocteme podle vzorcu:

c—ac

+3t, y=30-5t

X=c+bt, y= —at.

cwea, y 050 gy g g

Potompro t=-9 je x=3,y=5,z=22.

Reseni ¢. 5:
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime nezndmé X, Yy, Z po fad¢ pocty pavi, bazanti a
holubti a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 3y = 30.
Tuto rovnici fe§Sime pomoci Bachetovy metody:
Od rovnice ax + by =c odecteme a)rovnici ax + (b—1)y=at (plati a|c);
b) nebo rovnici (a—1) + by =bt (plati b]|c).
a) 5x+3y =30
— (5x + 2y = 5t)
y =305t - 5x+3(30-5t) =30
5x +90 - 15t=30 | + 15t—90
5x=—60+15t |:5
XxX=-—12+3t
Potom dostavame feSeni pro t=5: x=3,y=5,z=22.
b) 5x + 3y =30
— (4x + 3y = 3t)
x=30-3t — 5(30-3t)+3y=30
150 - 15t + 3y =30 | + 15t 150
3y=-120+15t |:3
y=—40+ 5t
Potom dostavame feSeni pro t=9: x=3,y=5,z=22.

Reseni &. 6;
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznaime nezndmé X, Yy, Z po fad¢é pocty pavil, baZantl a
holubtl a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

5x + 3y = 30.
Tuto rovnici feSime pomoci partikularniho feseni:
Reseni [Xo; Yo] nalezneme tak, Ze do rovnice jednu neznamou dosadime a druhou vypodteme,
nalezené feSeni musi byt celo¢iselné. Napt. zvolime X = —3, potom vypocteme Yo = 15
ateSeni je: x =-3+ 3k, y=15-5k.
Pro k=2 dostavame vysledné feSeni x =3,y =5,z = 22,

Poznamka:
V feseni €. 2 — €. 6 jsou zkouska a odpovéd’ stejné jako v feseni €. 1, proto je neuvadim.
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Priklad 1.7.2. (Pisanova uloha)
Kdosi koupil 30 ptakti za 30 penizl. Za tfi vrabce platil jeden peniz, za dvé hrdlicky téz jeden
peniz, za jednoho holuba dva penize. Kolik ptakt kazdého druhu koupil? (Predpokladame, zZe
Jje ke koupi dostatecné mnozstvi ptakii a sluha koupil od kazdého druhu alespon jeden kus.)
ReSeni ¢. 1
Provedeme analyzu problémové situace a zjistime, ze cilem feSeni je urcit jednotlivé pocty
ptakl. Nezndmé hodnoty poctu postupné oznacime X — pocet vrabcei, Y — pocet hrdlicek,
Z — pocet holubt, kde X, Y, zZ jsou pfirozena Cisla (vyjadiuji pocty ptaki; z textu plyne, ze od
kazdého druhu mame alesponi jeden kus).
Protoze soucet poctu vSech ptaki je 30, prvni rovnice ma tvar

X+ y+ z=30.
Jeden vrabec stoji § penize, potom X vrabcti stoji 1 X penizi; jedna hrdlicka stoji $ penize,
potom y hrdlicek stoji Yy penizii a kone¢né jeden holub stoji 2 penize, potom z holubi stoji

27 penizl. Druhd rovnice ma tvar

ix+ 1y+2z=30.
Uloha vede k feseni soustavy rovnic:

X+ y+ z=30

ix+ 1y+2z=30.
Po vylouceni z dospéjeme k diofantovské rovnici

10x + 9y = 180, z toho y =20 — Lx;
X musi byt nasobkem deviti, proto X =9 je jedinou moznou hodnotou X (pfi X = 18 by bylo
y =0, coz neni mozné, dale jsou hodnoty y zaporné).
Protox =9,y =10,z =11.
Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1 vrabec stoji .......... % penize .......... 9 vrabcl ....... 3 penize,

1 hrdlicka stoji ....... 2 penize ........ 10 hrdlicek ....... 5 penizi,

1 holub stoji ............ 2 penize ........ 11 holubn ....... 22 penizt,
celkem: 3 + 5 + 22 = 30 penizi.
Odpoved: Neznamy koupil 9 vrabet, 10 hrdlicek a 11 holubd.
Reseni &.2:
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime neznamé X, Y, z po fad€ pocty vrabct, hrdlicek a
holubil a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

10x + 9y = 180.

Nyni fesime rovnici 10X + 9y = 1. ReSeni ur¢ime rozvojem ¢isla ry v fetézovy zlomek.

Rozvoj Cisla % ziskame pomoci Eukleidova algoritmu:
10=1-9+1
9=9-1+0.
Cy o, .10 1
Hledany fetézovy zlomek je ry =1+ 3
10
.
Piedposledni sblizeny zlomek ma Citatele 1 ==+ v a jmenovatele 1 == u. Je nutno volit

a sblizené zlomky jsou: 1= % ;
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u=1,v=-1, nebot
10 -1+9-(-1)=1.
Reseni je potom nasledujici:
X=cu+Dbt=180-1+9t =180+ 9,
y =cv—at=180-(-1) — 10t =-180 — 10t.
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame piipustné hodnoty X, Y, z:

t =-18 — x=18,y=0,z=12,
t =-19 — x=9,y=10,z=11,
t =-20 — x=0,y=20,z=10,

Protoze hledame feSeni z oboru ptirozenych c¢isel, jedinym fesenim je X =9,y =10,z = 11.

Reseni ¢. 3:
Stejné€ jako v predchozim feSeni oznacime neznamé X, Y, Z po fad¢ pocty vrabcet, hrdlicek

a holubu a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

10x + 9y = 180.
Tuto rovnici fe§Sime pomoci kongruenci:

10x =180 mod 9 |: 10

X= 18 mod9
z toho plyne pro x: x=18+9t — 10 (18 + 9t) + 9y = 180
180 + 90t + 9y = 180 | — 180 — 90t

9y=-90t |:9
y=—10t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t=1 — Xx=27,y=-10,z =13,

t=0 — x=18,y=0,z=12,

t=-1 — x=9,y=10,z=11,

t=-2 — x=0,y=20,z=10,

t=-3 — x=-9,y=30,z=09,

Protoze hledame feseni z oboru pfirozenych c¢isel, jedinym feSenim je x =9,y =10,z = 11.

Reeni &. 4:
Stejné€ jako v pfedchozim feSeni oznacime neznamé X, Y, Z po fad€ pocty vrabcet, hrdlicek
a holubt a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
10x + 9y = 180.
Tuto rovnici fe§ime pomoci vzorcu:
a) protoze v rovnici ax + by =c plati: « + b =1mod b isoucasné b|c, feSeni vypocteme
c—ac

podle vzorci: x=c+bt, y= —at.
x =180 + 9t , yzw—mt,
y=-180-10t.

Potompro t=-19 je x=9,y=10,z=11.
b) protoze v rovnici ax + by = c plati: a|c, feSeni vypocteme podle vzorci:
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x:C_bC+bt, y=c—at.
a

180-9-180
X=——+
10
=-144+09t.
Potompro t=17 je x=9,y=10,z=11.

ot, y=180-10t,

Reseni &. 5;
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime neznamé X, Y, Z po fadé pocty vrabeu, hrdlicek
a holubti a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
10x + 9y = 180.
Tuto rovnici feSime pomoci Bachetovy metody:
Od rovnice ax + by =c¢ odeCteme a) rovnici ax + (b —1) y = at,
b) nebo rovnici (a—1) + by = bt.
a) 10x + 9y = 180
— (10x + 8y = 10t)
y=180— 10t — 10x + 9 (180 — 10t) = 180
10x + 1620 — 90t = 180 | + 90t — 1620
10x = — 1440 + 90t |: 10

x=-144 + 9t
Potom dostavame feseni pro t=17: x=9,y=10,z=11.
b) 10x + 9y = 180
—(9x + 9y = 9t)
x =180 -9t — 10 (180 —9t) + 9y = 180

1800 — 90t + 9y = 180 | + 90t — 1800
9y =—1620 +90t |: 10
=180 + 10t

Potom dostavame feSeni pro t=19: x=9,y=10,z=11.

Reseni &. 6
Stejné€ jako v pfedchozim feSeni oznac¢ime neznamé X, Y, Z po fad€ pocty vrabcet, hrdlicek

a holubt a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

10x + 9y = 180.
Tuto rovnici feSime pomoci partikularniho feSeni:

nalezneme-li jedno feseni [Xo; Yo], potom rovnice ma feSeni: X = Xo + bk

y=yo—ak.

Partikulérni feSeni [Xo; Yo] nalezneme tak, Ze do rovnice jednu nezndmou dosadime a druhou
vypocteme, nalezené feSeni musi byt celo¢iselné. Napt. zvolime Xp =9, potom vypocteme
Yo=10 afeSenije: x =9+ 9k, y=10-10k.
Pro k=0 dostavame vysledné feSeni x =9,y =10,z =11.

Poznamka:
V feseni €. 2 — €. 6 jsou zkouska a odpovéd’ stejné jako v feseni €. 1, proto nejsou uvadény.

Priklad 1.7.3: (z Ciny — Cang Cchiou-tien)
Kohout stoji pét penizil, slepice tfi penize a tfi kutata jeden peniz. Celkem za 100 penizl kou-
pili 100 ptakt. Kolik koupili kohoutt, slepic a kutat? (Predpokldddme, Ze je ke koupi dosta-
tecné mnozstvi ptakii a sluha koupil od kazdého druhu alespon jeden kus.)
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OznaCme po fadé X, Y, Z poCty kohoutt, slepic a kurat, potom cena za vSechny kohouty je 5X,
vSechny slepice 3y a vSechny kufata %z. PfepiSeme-li zadani do jazyka matematiky, dosta-
vame soustavu rovnic

5x+3y+ 1z=100

X +y + z=100,

ktera je ekvivalentni s diofantovskou rovnici 7x + 4y = 100.
Tudiz y=25-1Ix, z=75+3x. Hodnoty y, z budou celé¢ kladné, kdyz bude x = 4Kk,
k=1,2,3, atedy x=4k,y=25-7k, z=75 + 3k.
Resenim jsou trojice [4; 18; 78], [8; 11; 81], [12; 4; 84] .
Zkouska:
Zkousku provedeme pro trojici [4; 18; 78] dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1 kohout stoji ....... 5 penizi ....... 4 kohouti ...... 20 penizi,

1 slepice stoji ....... 3 penize ........ 18 slepic ........ 54 peniza,

1 kufe stoji .......... % penize ....... 78 kurat ......... 26 penizu,

celkem: 20 + 54 + 26 = 100 penizu.

Stejn¢ mizeme provést zkousku pro trojice [8; 11; 81], [12; 4; 84] .

Odpoved':

Koupili 4 kohouty, 18 slepic, 78 kutat nebo 8 kohoutt, 11 slepic, 81 kufat nebo 12 kohoutd,
4 slepice a 84 kurat. (aloha ma tfi feSeni)

Priklad 1.7.4: = Ptiklad 4.1.3
Za 250 K¢ jsme koupili 100 kusit ovoce. Melouny byly po 25 K¢, jablka po 5 K¢ a hrusky po
50 hal. Kolik kust kazdého druhu bylo? (Predpokladame, ze od kazdého druhu koupili ale-
spon jeden kus.)
Reseni ¢. 1
Pti analyze ulohy zjistime, Ze mame urcit pocty kusi jednotlivych druht ovoce. Ty postupné
oznacime: X — pocet melounti, Yy — pocet jablek, z — pocet hrusek; X, Yy, z jsou opét pfirozena
¢isla. Protoze pocet vSech kusti ovoce je 100, prvni rovnice ma tvar

X +y + z=100.
Jeden meloun stoji 25 K&, potom X melounti 25x K¢, jedno jablko stoji 5 K&, potom y jablek
5y K¢, jedna hruska stoji 50 hal., potom z hrusek stoji 0,5z K&. Druha rovnice ma tvar

25x + 5y + 0,5z = 250.
Uloha vede k feseni soustavy rovnic:

X +y+ z=100

25x + 5y + 0,5z = 250.

Po vylouceni z dosp&jeme k diofantovské rovnici

49x + 9y = 400, z toho y = M;

400 — 49x musi byt nasobkem deviti a také X € {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}, nebot’ y je kladné. Po-
tom jedinou moznou hodnotou X = 1 (pro jiné hodnoty X neni y pfirozené ¢islo).
Protox=1,y =239, z=60.

Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1 meloun stoji ...... 25 K¢ ....... I meloun ........ 25 K¢,
1 jablko stoji .......... SK¢ ... 39 jablek ........ 195 K¢,
1 hruska stoji ....... 0,5K¢ ...... 60 hrusek ......... 30 K¢,
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celkem: 25 + 195 + 30 = 250 K¢.
Odpoved: Byl 1 meloun, 39 jablek a 60 hrusek.
Reseni ¢. 2:
Stejné jako v predchozim feSeni oznacime nezndmé X, Y, z po fadé pocty melount, jablek a
hrusek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
49x + 9y = 400.

. ORI oo 49
Nyni fe$ime rovnici 49X + 9y = 1. ReSeni uréime rozvojem ¢isla ry Vv fetézovy zlomek.

: 49 : :
Rozvoj ¢isla ry ziskame pomoci Eukleidova algoritmu:

49=5.9+4
9=2.4+1
4=4.1+0.
1

2+1
4

Hledany fetézovy zlomek je %9 =5+

a sblizené zlomky jsou:
5; 5+ 1 = 1 ; 49 .
2 2 9
Ptedposledni sblizeny zlomek ma Citatele 11 =+ v a jmenovatele 2 =+ u. Je nutno volit
=-2,v=11, nebot
49 -(-2)+9-11=1.
Reseni je potom nésledujici:
X =cu + bt =400-(-2) + 9t = -800 + 9t,
y =cv—at=400-11—49t =4 400 — 49t.
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t =88 — x=-8,y=188,z=20,
t =89 — x=1y=39, z=60,
t =90 — x =10,y =-10, z = 100,

Protoze hledame feSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je x =1,y =39, z = 60.

Reseni &, 3:;
Stejné jako v predchozim feSeni oznacime neznamé X, y, Z po fadé pocty melouni, jablek a
hrusek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

49x + 9y = 400.
Tuto rovnici feSime pomoci kongruenci:

49x =400 mod 9 |- 351

49x=49mod 9 |:49

x= 1mod9
ztoho plynepro x: x=1+09t —  49. (1 +9t) + 9y =400
49 + 441t + 9y =400 | —49 - 441t
9y =351 441t |:9
y =39 —49t

Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:
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— x=-8,y =88, z=20,
— x=1,y=39,z=060,
— x =10,y =-10, z =100,

Protoze hledame fesSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je X =1,y =39, z = 60.

Reseni ¢. 4;
Stejné jako v predchozim feSeni oznacime nezndmé X, Yy, z po fad€é pocty melound, jablek a
hrusek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
49x + 9y = 400.
Tuto rovnici feSime pomoci partikularniho feseni:
Reseni [Xo; Yo] nalezneme tak, e do rovnice jednu nezndmou dosadime a druhou vypoéteme,
nalezené feSeni musi byt celociselné. Napft. zvolime Xo = 10, potom vypocteme Yo =10
a feSeni je: x =10+ 9k, y=-10—49k.
Pro k=-1 dostavame vysledné feseni x =1,y =39, z = 60.

Pozndamky:

1) V feseni ¢. 2, 3, 4 jsou zkouska a odpoveéd’ stejné jako v feseni €. 1, proto nejsou uvadény.

2) Reseni pomoci vzorcii a Bachetovy metody v tomto piikladé neni mozné, protoZe neni spl-
néna ani jedna z podminek (a+b=1 moda; a+b=1 modb; a|c;b]|c).

Priklad 1.7.5:
Pokladnik koupil za 100 K¢ 20 znamek po 8 K¢, 5 K¢ a 1 K¢. Kolik bylo kazdych? (Predpo-
kladame, ze od kazdého druhu koupil pokladnik alespon jeden kus.)

Pfi rozboru tlohy zjistime, ze mame urcit pocty jednotlivych druhd znamek. Ty postupné
oznacime: X — pocet znamek za 8 K¢, y — pocet znamek za 5 K¢, z — pocet zndmek za 1 K¢;
X, Y, Z jsou opét pfirozena Cisla.
ProtoZe pocet vSech znamek je 20, prvni rovnice ma tvar

X+y+2=20.
Znamky za 8 K¢ stoji celkem 8x K¢, znamky za 5 K¢ stoji celkem 5y K¢, znamky za 1 K¢
stoji celkem z K¢&. Druha rovnice ma tvar

8x + 5y +z =100.
Uloha vede k feseni soustavy diofantovskych rovnic:

X+ y+z=100

8x + 5y +z = 100.
Po vylouceni z dospéjeme k diofantovské rovnici

7x +4y =80, ztoho y=20— Ix;
X musi byt nasobkem Ctyf, proto X € {4, 8, 12, 16}. Protoze Yy je pfirozené, je X rovno 4 a 8.
Proto feseni jsou: 1) x =4,y =13,z2=3,

2)x=8,y=6,2=6.

Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

1) 4 osmikorunové znamky stoji celkem ........... 32 K¢,
13 pétikorunovych znamek stoji celkem .......... 65 K¢,
3 korunové znamky stoji celkem ............ccccu.e.. 3 K¢,

celkem: 32 + 65+ 3 =100 K¢.



2) 8 osmikorunovych znamek stoji celkem ........ 64 K¢,
6 petikorunovych znamek stoji celkem ............ 30 K¢,
6 korunovych znamek stoji celkem .................... 6 K¢,
celkem: 64 +30 + 6 =100 K¢.
Odpoved’: Pokladnik koupil 4 osmikorunové, 13 pétikorunovych a 3 korunové znamky nebo
8 osmikorunovych, 6 pétikorunovych a 6 korunovych znamek.
Reseni ¢. 2:
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznacime neznamé X, Yy, Z po fadé pocty osmikorunovych,
pétikorunovych a korunovych zndmek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rov-
nici 7x + 4y = 80.

Nyni feSime rovnici 7X + 4y = 1. ReSeni ur¢ime rozvojem cisla 1 Vv fetézovy zlomek.

Rozvoj ¢isla % ziskame pomoci Eukleidova algoritmu:
7=1.-4+3

4=1.3+1
3=3-1+0,

-

Hledany fetézovy zlomek je % =1+
1+

Wk

a sblizené zlomky jsou:
1; 1+}:3:2; Z
1 1 4
Predposledni sblizeny zlomek ma Citatele 2 = + v a jmenovatele 1 = + u. Je nutno volit
=-1,v=2, nebot
7-(-1)+4-2=1.
Reseni je potom nésledujici:
X=cu+bt=80-(-1) + 4t =-80 + 4t,
y=cv—at=80-2-7t=160 - 7t.
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hleddme ptipustné hodnoty X, Y, z:

t =20 — x=0,y=20,z=0,
t =21 — x=4,y=13,z2=3,
t =22 — X=8,y=6,2=6,

t =23 — x=12,y=-1,2=09,

Protoze hledame feSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jsou feSenim trojice [4; 13; 3], [8; 6; 6].

Reseni €. 3:
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznacime neznamé X, Yy, Z po fadé pocty osmikorunovych,
petikorunovych a korunovych zndmek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rov-
nici 7x + 4y = 80.
Tuto rovnici feSime pomoci kongruenci:
7x =80 mod 4 | - 80
7X=0mod 4 | 7
X=0mod 4
X = 4t — 7-4t+4y=80 | —28t
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4y=80-28t |:4

y=20-T7t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t=0 — x=0,y=20,z=0,
t=1 — x=4,y=13,z2=3,
t =2 — X=8,y=6,z2=6,

t =4 — x=12,y=-1,2=9,

Protoze hleddme feseni z oboru pfirozenych ¢isel, jsou feSenim trojice [4; 13; 3], [8; 6; 6].

Reseni ¢. 4;
Stejné jako v predchozim feSeni oznacime neznamé X, Y, Z po fadé pocty osmikorunovych,
pétikorunovych a korunovych zndmek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rov-
nici 7x + 4y = 80.
Tuto rovnici feSime pomoci vzorcu:
protoze v rovnici ax + by = ¢ plati: b|c, feSeni vypoéteme podle vzorcu:

c—ac

Xx=c+bt, y= —at.
X =80 + 4t , y:w—ﬁ,
y=-120-7t.

Potompro: t=-19 je x=4,y=13,z=3,
t=-18 je x=8,y=6,z=6.
Reseni &. 5;
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznacime neznamé X, y, z po fad¢é pocty osmikorunovych,
péetikorunovych a korunovych zndmek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rov-
nici 7x + 4y = 80.
Tuto rovnici feSime pomoci Bachetovy metody:
Od rovnice ax + by =c odecteme rovnici (a—1) + by =bt (plati b|c):

7x+4y =80
— (6x + 4y = 4t)
x =80 — 4t — 7 (80—4t) +4y =80

560 — 28t + 4y =80 | +28t— 560
4y =—480+28t |:4
y=-120+7t

13,2 =3,

Potom dostavame feSeni pro t =19 je x=4,y =
6,z =6.

t=18 je x=8,y

Reseni ¢. 6
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznacime neznamé X, Yy, Z po fadé pocty osmikorunovych,
petikorunovych a korunovych zndmek a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rov-
nici 7x + 4y = 80.
Tuto rovnici feSime pomoci partikuldrniho feseni:
Reseni [Xo; Yo] nalezneme tak, e do rovnice jednu neznamou dosadime a druhou vypoéteme,
nalezené feSeni musi byt celo¢iselné. Napt. zvolime Xg =4, potom vypocteme Yo = 13
afeSenije: x =4 +4k, y=13-7k.
Potom dostavame feSeni pro k=0 je x=4,y=13,z=3,
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k=1je x=8,y=6,z=6.

Poznamka:
V feSeni €. 2 — €. 6 jsou zkouska a odpovéd’ stejné jako v feSeni €. 1, proto nejsou uvadeny.

Priklad 1.7.6:

Pti vyplaté doplatku se pokladnik zmylil a misto haléft dal stejny pocet korun, misto korun
pak halére. Kdyz se z vyplacené sumy ubral pétihalét, zbylo ptesné dvakrat vic, nez mélo byt
spravné vyplaceno. Kolik byl doplatek?

Oznac¢me si X pocet haléfi, y pocet korun, které mél pokladnik vyplatit. Doplatek byl potom
100y + x.
Pokladnik se zmylil a zaménil pocet korun a halétii, vyplatil tedy
100x +y.
Dale vime, ze ubranim 5 haléfi z druhé (nespravné) sumy dostavame dvojnasobek ptivodni
(spravné) sumy, plati tedy
100x +y—5=2-(100y + x)
a dostdvame diofantovskou rovnici
98x — 199y =5,
kterou vyfeSime pomoci kongruenci:
~199y=5mod 98 |- (1)
199y =-5mod 98 | — 196y + 98
3y=93mod 98 |:3
y=3Imod98 — y=31+98t,
98x —199-(31 +98t) =5
98x — 6 169 - 19502t =5 |+ 6 169 + 19 502t
98x = 6174 + 19502t |: 98

X =63+ 199t.
Nyni volime celé t a hledame odpovidajici feSeni X, V.
t: X: y:
0 63 31
1 262 129 L. neni feSeni, protoze X > 100 (toto

plati pro kazdé dalsi x). Jedinym feSenim je dvojice X = 63 haléit, y = 31 korun.

Zkouska:

Pokladnik mél vyplatit doplatek 31 K¢ 63 halétti. Po zdméné korun a haléit ma vyplatit 63
korun 31 halét. Ubereme-li 5 haléit, ¢astka ¢ini 63 korun 26 haléfi a jeji polovina je 31 ko-
run 63 haléft.

Odpoved:.

Doplatek byl 31 K¢ 63 haléit.

Priklad 1.7.7:
Je moZné naplnit jednim hektolitrem oleje 15 nadob o objemu 5, 6, 8 litrG?

Pocet pétilitrovych nadob ozna¢me X, pocet Sestilitrovych y, osmilitrovych z, potom plati
X+y+z=15 — z=15-x-y
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S5x + 6y + 8z =100
5x + 6y + 120 — 8x — 8y = 100
—3X-2y=-20 |-(-1)
a dostavame linearni diofantovskou rovnici
3x + 2y = 20.
2y=20mod3 |:2
y=10mod3 — y=10+3t
3x+20+6t=20 |-20-6t

3x=-6t |:3
=-2t
~2t+10+3t+z=15 |-10-t
z=5-t.

Hodnoty X, y, z dostaneme dosazenim celych ¢isel za t:
t: X: y: z
0 0 10 5

-1 2 7 6
-2 4 4 7
-3 6 1 8
-4 8 -2 9 ... neni fesSeni, protoze y <0.

Ptipustime-li, Ze néktery typ konvi nemusime vyuzit (zadani ulohy nepozaduje vyuZiti vSech
typtl), mame potom 4 feseni (pfi pozadavku vyuziti vSech typt, by byla 3 feSeni). Jsou to tyto
moznosti:
a) zadna pétilitrova, 10 Sestilitrovych, 5 osmilitrovych;
b) 2 pétilitrové, 7 Sestilitrovych, 6 osmilitrovych;
c) 4 pétilitrové, 4 Sestilitrové, 7 osmilitrovych;
d) 6 pétilitrovych, 1 Sestilitrova, 8 osmilitrovych.
Zkouska:
Ve vsech ptipadech je ziejmé, ze pocet nadob je 15, ovéfime pouze objem.
a) 10-6+5-8=1001=1hl,
b)2-5+7-6+6-8=1001=1hl,
C)4-5+4-6+7-8=1001=1hl,
d)6-5+1-6+8-8=1001=1hl.
Odpoved:.
Hektolitrem oleje mizeme naplnit 15 ur¢enych nadob ¢tyimi zpusoby:
a) Zadnou pétilitrovou, 10 Sestilitrovych, 5 osmilitrovych;
b) 2 pétilitrové, 7 Sestilitrovych, 6 osmilitrovych;
c) 4 pétilitrove, 4 Sestilitrove, 7 osmilitrovych;
d) 6 pétilitrovych, 1 Sestilitrova, 8 osmilitrovych.

Priklad 1.7.8:

Snémovna ciziho statu méa 253 poslance, ktefi nalezeji ttem stranam: vladni, neutrdlni a opo-
sici. V1adni strana je nejvetsi, ale nema absolutni vétSinu: k jejimu dosazeni potfebuje prave
28% hlast strany neutralni. Ob¢ neoposi¢ni strany maji dohromady vic nez dvoutfetinovou
vétsinu. Kolik poslancti maji jednotlivé strany?

Oznac¢me si pocet poslanct vladni strany Vv, pocet poslanct neutralni strany n, pocet poslanci
oposic¢ni strany 0. Vyjadiime-li udaje v zadani pomoci matematickych vztaha, plati v > n,
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V>0,V+n>169 ataké
v +0,28n = 127.

Tuto rovnici upravime vyndsobenim 25 na tvar
25v + 7n = 3175.

Dostavame linearni diofantovskou rovnici, kterou vyiesime pomoci kongruence
n=3175mod 75 | —3175
=0 mod75 |:7

nN=0 mod75 — n=75bt,

a dosazenim do ptivodni rovnice dostaneme V:

25v +7-75t=3175 |- 525t
25v=3175-525t |:25

v =127 —21t.
Hodnoty v, n dostaneme dosazenim celych ¢isel za t, 0 dopocitame (0 = 253 — v —n):
t: V: n: 0:
1 106 75 72
2 85 150 18 ... toto jiz neni feSeni, protoze
poslanci vladni strany nemaji vétSinu. Proto je jediné feseni.

Zkouska:

Ovéteni podminek:

1)106 >75 = v>n,

2) 106 >72 = v>o,

3) 106 + 75=181>169 = v+ n>169;

4) 28% poslanct neutralni strany je 0,28 - 75 = 21, s poslanci vladni strany je jich
106 + 21 = 127, coz je absolutni vétSina.

Odpoved:.

Poslanct vladni strany je 106, neutrdlni strany 75 a opozicni strany 72.

Priklad 1.7.9:
Sto méfic pSenice rozdélte stu lidi tak, aby kazdy muz ziskal tfi, kazda Zena dvé€ a kazdé dité
pul méfice. Kolik je muzt, kolik zen a kolik déti? (Pocty muzii, Zen i déti jsou nenulové.)

Oznac¢me si poc¢et muzl X, pocet Zen Yy, pocet déti z. Potom dostavame:
X+y+z=100 | -(-1)
3x+2y+1z=100 |2

5x + 3y =100
a dostdvame diofantovskou rovnici, kterou budeme fesit pomoci kongruenci.
5x=100mod 3 |- 90
5X =10 mod 3 |:5
X=2mod3 — x=2+3t
5.-(2+3t)+3y=100 |-10-15t
3y=90-15t |:3

y =30 -5t
Dostavame feSeni:
t: 0O 1 2 3 4 5 6
X=2+3t: 2 5 8 11 14 17 20

y=30-5t: 30 25 20 15 10 5 O
z=100-x-y: 68 70 72 74 76 78 80
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Uloha ma $est feseni, sedmy vysledek pro t = 6 nepovaZzujeme za feseni, protoze y = 0 (pocet
zen by byl roven nule).

Zkouska:

Provedeme pouze pro prvni feseni, tj. X =2,y = 30, z = 68.

2 muzi dostanou 2- 3 = 6 méfic, 30 zen dostane 30-2 = 60 méfic, 68 déti dostane 68 - 1 = 34,

celkem 6 + 60 + 34 = 100 méfic.

Stejné provedeme dalsi zkousky.

Odpoved.

Pocet muzl, Zen a déti je [2; 30; 68] nebo [5; 25; 70] nebo [8; 20; 72] nebo [11; 15; 74] nebo
[17;5; 78] (v tomto potadi).

Priklad 1.7.10: (Koupé znamek)

Mame 1 rubl a nasim tkolem je koupit 40 zndmek — jednokopéjkovych, ¢tyrkopéjkovych a
dvanactikopé&jkovych. Kolik bude znamek jednotlivych hodnot, médme-li za né utratit cely
rubl? (Od kazdé hodnoty opét koupime alespon jednu znamku.)

Oznacme pocet jednokopéjkovych znamek X, ctytkopéjkovych znamek y a dvanactikopéjko-
vych znamek z, potom
X+ 4y + 12z =100
x+y+z=40 |- (-1
3y +11z2=60
a dostavame linearni diofantovskou rovnici, kterou vyieSime pomoci kongruenci:
11z=60mod 3 |-3-k
22=0 mod3 |:2
z=0 mod3 — z=3t
3y +33t=60 |- 33t
3y=60-33t |:3

y=20-11t
Xx=40-y-z — x=40-20+11t-3t
x=20+8t.
Nyni volime t a hledame X, Yy, z:
t: 0 1 2

X: 20 28 36
y: 20 9 -2

z: 0 3 6
feSenim je pouze trojice X =28,y =9,z = 3.
Zkouska:

Pocet znamek: 28 +9 + 3 =40 ks. Cena: 28-1+9-4 + 3-12 = 100 kopé&jek = 1 rubl.
Odpoved:.

Za 1 rubl bude 28 jednokopé&jkovych znamek, 9 étytkopéjkovych znamek a 3 dvanactikopéj-
kové znamky.

Priklad 1.7.11:
Po otci zlstalo dédictvi 34 000 zl., o n€Z se maji pozustali rozd¢lit tak, aby kazdy syn obdrzel
7 500 zl., kazda dcera 9 500 zl. Kolik bylo synti a kolik bylo dcer?
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OznaCme si pocet synu X a pocet dcer y, potom plati
7 500x + 9 500y = 34 000 | : 500
15x + 19y = 68.
Tuto diofantovskou rovnici vyieSime pomoci kongruenci:
19y =68 mod 15 [-30
19y =38 mod 15 [:19

y=2mod15 — y=2+15t
15x + 38 + 285t = 68 |38 — 285t

15x = 30 — 285t
x=2-19t.

Nyni volime t a hledame X, y:

t: 0 1

X: 2 -17

y: 2 17
a feSenim je dvojice X =2,y = 2.
Zkouska:
Dédictvi je 2-7 500 + 2-9 500 = 34 000 zl.
Odpoved:.

O dédictvi se podélili 2 synové a 2 dcery.

Priklad 1.7.12:

Knihkupec prodal za 77 zI. 50 vytiskli nové vydanych tfi druhti spisti. Vytisk prvniho stal 2,5
zl., druhého 1,8 zl. a tfetiho 1 zI. Kolik kust kazdého spisu prodal? (Opét od kazdého druhu
prodal alespori jeden kus.)

Oznac¢me si X pocet vytiskl za 2,5 zI., y pocet vytiski za 1,8 zl., z pocet vytiskt za 1 zI. Pak
dostavame
X+y+z=50 |- (-10)
25x+18y+2z=77 |-10
—10x — 10y — 10z = - 500
25x + 18y + 10z = 770
15x + 8y = 270 .
Tuto diofantovskou rovnici vyfesime pomoci kongruenci:
15x=270mod 8 |: 15
x=18 mod 8 |-16
X=2 mod8§ — x=2+8t
30 + 120t + 8y =270 |-30- 120t
8y =240 120t |:8
y=30-15t
z=50-x-y
z=50-2-8t-30+15t — z=18+Tt.
Dosadime za t a vypocteme X, Y, Z:
t: 0 1 2
X: 2 10 18
y: 30 15 0
z: 18 25 32
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a feSenim jsou trojice [2; 30; 18] a[10; 15; 25].
Zkouska:
1) pro trojici x=2,y =30, z=18.
Pocet vytisk je 2 + 30 + 18 = 50 ks.
Cenaje2-25+30-1,8+18-1=77 zl.
2) pro trojici x =10,y =15,z = 25.
Pocet vytiski je 10 + 15 + 25 =50 ks.
Cenaje10-25+15-1,8+25-1=77 zl.
Odpoved.
Knihkupec prodal 2 vytisky po 2,5 zI., 30 vytiskti po 1,8 zl. a 18 vytiski po 1 zl. nebo 10 vy-
tiskl po 2,5 zl., 15 vytiskti po 1,8 zl. a 25 vytiski po 1 zI.

Priklad 1.7.13:

Selka nesla do mésta na trh v koS$i 20 vajec, velka husi po 3 grosich, stiedni kachni po 2 gro-
Sich a mala slepici po pil grosi. Kolik bylo kterych, prodala-li je za 20 grosu? (Selka prodala
od kazdého druhu alespor jedno vejce.)

Oznaéme si X pocet husich vajec za 3 groSe, y pocet kachnich vajec za 2 groSe, zZ pocet vajec
za pul groSe. Pak dostavame
X+y+z=20 |- (-1)
3Xx+2y+052=20 -2
5x + 3y =20
a tuto diofantskou rovnici vyfeSime pomoci kongruenci:
5X =20 mod 3 |:5
Xx=4 mod3 |-3
X=1 mod3 — x=1+3t
5+ 15t+3y=20 |-5- 15t
3y=15-15t |:3

y=5-"5t
z2=20-x-y
z=20-1-3t—-5+5t
z=14+2t.
Dosadime za t a vypocteme X, Y, Z:

t: 0 1

X: 1 4

y: 5 0

z: 14 16
a feSenim je trojice x =1,y =5,z = 14.
Zkouska:
Pocet vajecje 1 +5 + 14 =20 ks.
Cenavajecjel-3+5-2+14-0,5=20 grosu.
Odpoved.
Selka nesla v kosi 1 husi vejce, 5 vajec kachnich a 14 vajec slepicich.
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Priklad 1.7.14:
Ve spolecnosti dvaceti osob sebralo se na chudé 20 zI. Muzové piispéli po 2 zl., Zeny po 1 zl.
a déti po £+ zl. Kolik muzi, zen a déti bylo v této spolecnosti? (Predpokladame, Ze kazdy pri-

spel.)

Resent.
Pocet muzi ozna¢me X, pocet zen Yy, pocet déti z, potom plati
X+y+z=20 |- (-1)
2x+y+0,252=20 |- 4
7x+ 3y =60

a tuto diofantskou rovnici vyfesime pomoci kongruenci:
7x=60mod3 |-3-k
X=0 mod3 — x=3t
21t + 3y = 60 ’—21t

3y=60-21t |:3
y=20-T7t
z2=20—-x-y
z=20-3t—20+ 7t
z=14t.
Dosadime za t a vypocteme X, Y, Z:
t: 0 1 2 3

X: 0 3 6 9
y: 20 13 6 -1
z: 0 4 8 12
a feSenim jsou trojice [3; 13;4]a[6; 8; 8].

Zkouska:
1) Pocet osob je 3 + 13 + 4 = 20.
Vybrana ¢astkaje 3-2+13-1+4-1 =202zl
2) Pocet osob je 6 + 6 + 8 = 20.
Vybrana ¢astkaje 6-2+6-1+8-+ =20zl
Odpoved:.
Ve spole¢nosti byli 3 muzi, 13 Zen a 4 déti nebo 6 muzii, 6 Zen a 8 déti.

Priklad 1.7.15:

Hostinsky koupil na trhu zvéfinu trojiho druhu a to: zajice, baZanty a koroptve, celkem 50
kust a platil za vSechno 35 zI. Zajice platil po 1 zI., baZanty po 2 zl. a dvé koroptve po 75 kr.
Kolik nakoupil zajicl, bazantl a koroptvi? (Predpoklddame, Ze hostinsky koupil od kazdého
druhu alespor jeden kus.)

Pocet zajicti ozname X, pocet bazantil y, pocet koroptvi z, potom plati
X+y+z=50 |- (-3)
X+2y+3z=35 |.8
5x + 13y =130
a tuto diofantskou rovnici vyfesime pomoci kongruenci:
13y=130mod 5 |: 13
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y=10 mod 5 |-10
y=0 mod5 — y=5t
5x + 65t =130 |- 65t
5x =130 -65t |:5
x = 26 — 13t
z=50-x-y
z=50-26+ 13t - 5t
2=24+8t.
Dosadime za t a vypocteme X, Y, Z:
t: 0 1 2

X: 26 13 0

y: 0 5 10

z 24 32 40
a feSenim je trojice X =13,y =5, z = 32.
Zkouska:
Pocet kusti zvetiny: 13 + 5 + 32 =50 ks.
Cena za zvéfinu 13-1+5-2+32- 2 =352zI.
Odpoved:.
Hostinsky koupil 13 zajicl, 5 baZanti a 32 koroptvi.

Priklad 1.7.16:

Pti stfelbé do terce jsou rany hodnoceny takto: réna do nejmensiho kruhu odméni se 10 zI.,
rana do nejvétsiho kruhu odméni se 6 zl., rana mimo kruh trestd se pokutou 15 zl. Kolik ja-
kych ran dal stfelec, vystielil-li 20-krat a vyhral 7 z1.?

Pocet ran do nejmensiho terée oznacime X, pocet ran do nejvétsiho terce Yy, pocet ran mimo
ter¢ z, potom dostavame:
X+y+z=20 |-15
10x+6y—152=7
25x + 21y = 307
a tuto diofantskou rovnici vyfeSime pomoci kongruenci:
25x =307 mod 21 |-21-K
4x =— 8 mod 21 | 14
X=-2mod2l — x=-2+21t
—50 + 525t + 21y =307 |+ 50— 525t
21y =357 525t |:21

y=17-25t

2=20-x-y
2=20+2-21t-17 + 25t
z2=5+4t.

Dosadime za t a vypocteme X, Y, Z:
t: 0 1 2
X: -2 19 40
y: 17 -8 -33
z 5 9 13

Z tabuky je jasné, ze loha nema feseni.

-54-



Priklad 1.7.17: (Historicka uloha)
Dvanact lidi nese dvanact chlebli. Kazdy muz nese dva chleby, kazda zena polovinu chleba a
kazdé dité ¢tvrtinu chleba. Kolik bylo muzi, Zen a déti?

Oznacme si pocet muzu X, pocet Zen Yy, pocet déti z. Provedeme-1li matematizaci realné situace,
dostavame:
X+y+z=12
1 15 _
2x+1y+1z=12 |.4

7x+y =236
y=36-7x
X=t y=36-7t, > t+36-7t+z=12

z=-24t+ 6t
Nyni si vysledné hodnoty zapisme do tabulky:
tt 0 1 2 3 4 5 6
xx 0 1 29 3 4 5 6
y: 36 29 22 15 8 1 -6
z: -24-18 -12-6 0 6 12
Z tabulky je jasné, ze existuje jediné feSeni: 5 muzl, 1 zena, 6 déti. Pripustime-li, ze néktera
skupina nebude zastoupena, dostdvame jesté jedno feSeni: 4 muzi, 8 Zen.
Zkouska:
Celkovy pocet: 5+ 1+ 6 =12. Pocet chlebu: 5-2+1-3+6-1 =12.
Odpoved.
Bylo 5 muzt, 1 zena, 6 déti.

Priklad 1.7.18:
Petr dluzi Pavlovi 17 K¢. Petr ma jen pétikorunové, Pavel jen dvoukorunové mince. Jak se
vyrovnaji?

Oznacme si pocet pétikorunovych (Petrovych) minci X, pocet dvoukorunovych (Pavlovych)
minci Y, potom mizeme zapsat
5x -2y =17,
z toho plyne
5x 17
5
Z vysledku je zfejmé, ze X musi byt liché ¢islo. Polozme x =1+ 2t, t € Z, potom dostdvame
_5-(1+2t)-17
y 2
Nyni volime t a pocitame X,y a vysledky zapiSeme do tabulky:
t: 0 1 2 3 4 5 6
x 1 3 5 7 9 11 13
y: -6 -1 4 9 14 19 24
Uloha ma nekone¢né mnoho feseni. Chceme-li, aby Petr a Pavel pouZili co nejmensi podet
minci, je potom feSeni jedno: Petr zaplati péti pétikorunami a Pavel mu vrati ¢tyii dvoukoru-

ny.

y=-06+5t.
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Zkouska:

Provedeme ji pro nejmensi ¢isla, pro dalsi ¢isla by se zkouSka délala stejné. Petr zaplati péti
petikorunami, tj. 5-5 = 25 K¢&. Pavel vrati ¢tyti dvoukoruny, tj. 4-2 = 8 K¢ a obdrzi tak 25 —
8 =17 K¢, coz je velikost dluhu.

Odpoved.

Petr zaplati dluh péti pétikorunami, Pavel mu vrati ¢tyii dvoukoruny. V ptipad¢€, ze nechtéji
pouzit nejmensi pocet minci, pouziji jiny zpusob placeni uvedeny v tabulce (moznosti je ne-
kone¢n¢é mnoho).
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1.8. Skupina 8: ,,Neupliné sloZité urceni“

Zname celkovy pocet prvku skupiny a neuplné udaje pro jejich pocet. Urcujeme pocty
Jednotlivych prvkii. Modelem je soustava m rovnic o n neznamych (m < n), ktera vede na dio-
fantovskou rovnici, v tomto pripadé je to linedrni diofantovskad rovnice o trech a vice neznd-
mych nebo diofantovska rovnice vyssiho stupné.

Priklad 1.8.1: = Priklad 0.2.3: - »rozsifeni poctu feSeni«
Bylo vystieleno nékolik ran do terCe s tiemi soustfednymi kruhy, ozna¢enymi Cisly 8, 12, 20.
Kazda réna byla zasahem a celkovy pocet bodi byl 168. Ve stfednim kruhu bylo tolik zasahti
jako v obou ostatnich dohromady. Kolik bylo zasaht v jednotlivych kruzich?
Reseni ¢. 1
Pti analyze ulohy zjistime, ze mame urcit pocty zasaht v jednotlivych kruzich. Ty postupné
ozna¢ime: X — pocet zasahu €. 8, y — pocCet zasahu ¢. 12, z — pocet zasahu ¢. 20; X, Y, Z jsou
pfirozena Cisla.
Z toho plyne rovnice

8x + 12y + 20z = 168.
Protoze zasahi €. 12 je stejné jako ostatnich, dostavdme druhou rovnici

y=X+z.
Uloha vede k feseni soustavy diofantovskych rovnic:

8x +12y + 20z = 168

y=X+12.
Po vylouceni y a upravé dospé&jeme k diofantovské rovnici

5X + 8z =42, ztoho z= 42;5)(;

42 — 5X musi byt ndasobkem osmi a také x € {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}, nebot’ z je kladné. Potom
jedinou moznou hodnotou X = 2 (pro jiné hodnoty X neni z prirozené ¢islo) a z = 4.
Protox=2,y=6,z=4.

Zkousku provedeme dosazenim vypoctenych hodnot do textu:

8 ...... 2-krat ..... celkem 16,

12 ..... 6-krat ..... celkem 72,

.20 ..... 4-krat ..... celkem 80,

celkem vSech bodt: 16 + 72 + 80 = 168 a ve sttedovém kruhu je stejn¢ zasaht (6) jako
V ostatnich (také 6).

Odpoved':

V kruhu €. 8 byly 2 zasahy, v kruhu €. 12 bylo 6 zasaht, v kruhu €. 20 byly 4 zasahy.

Cx

Q¢ O

ReSeni ¢. 2.
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznafime nezndmé X, Yy, Zz po fadé pocty zdsahi
Vv jednotlivych kruzich a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

5x + 8z =42.

o - VI 8
Nyni feSime rovnici 5X + 8z = 1. ReSeni ur¢ime rozvojem c¢isla 5 Vv fetézovy zlomek.

Rozvoj ¢isla % ziskame pomoci Eukleidova algoritmu:

8=1.5+3
5=1.3+2
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3=1.2+1
2=2-1+0.

Hledany fetézovy zlomek je % =1+

a sblizené zlomky jsou:
1, 1+-=2; 1+—:§; §
1 2 5

1+-
1

Piedposledni sblizeny zlomek ma Citatele 2 = + v a jmenovatele 3 =+ u. Je nutno volit
u =-3,v=2, nebot
5.(-3)+8-2=1.
Reseni je potom nasledujici:
X=cu+bt=42-(-3) + 8t =-126 + 8t,
z=cv—at=42-2-5t =84 -5t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:

t =15 — X=-6,y=3,2=9,
t =16 — X=2,y=6,z2=4,
t =17 x=10,y=9,z=-1,

Protoze hledame feSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je X =2,y =6,z = 4.

Reseni ¢. 3
Stejné jako v pfedchozim feSeni oznafime nezndmé X, Yy, Zz po fadé pocty zdsahi
v jednotlivych kruzich a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici
5x + 8z = 42.
Tuto rovnici feSime pomoci kongruenci:
5x=42mod 8 |-32
5Xx=10mod 8 |:5
X= 2mod 8
ztoho plyne pro x: x=2+8t — 5. (2+8t)+82=42
10 +40t+82=42 | —10 - 40t
82=32-40t |:8
z=4-5t
Nyni pro jednotlivé hodnoty t hledame ptipustné hodnoty X, Y, z:
t = — X=-6,y=3,2=9,
t=0 — X=2,y=6,z=4,
t=1 — x=10,y=9,z=-1,

ProtoZe hledame feSeni z oboru pfirozenych ¢isel, jedinym feSenim je X =2,y =6,z =4.

ReSeni ¢. 4:
Stejné jako v pfedchozim feSeni ozna¢ime nezndmé X, Yy, Z po fad€ pocty zasahl
Vv jednotlivych kruzich a sestavime soustavu rovnic, kterou upravime na rovnici

5x + 8z = 42.
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Tuto rovnici fe§ime pomoci partikularniho feseni:

Partikularni feSeni [Xo; Yo] nalezneme tak, Ze do rovnice jednu neznamou dosadime a druhou
vypocteme, nalezené feSeni musi byt celoCiselné. Napft. zvolime Xo = 10, potom vypocteme
Zo=—-1 afteSenije: x=10+ 8k, z=-1-5k.

Pro k=—-1 dostavame vysledné feseni x =2,y =6,z =4.

Poznamky:

1) V feseni ¢. 2, 3, 6 jsou zkouska a odpovéd’ stejné jako v feSeni €. 1, proto je neuvadim.

2) Reseni pomoci vzorcii a Bachetovy metody v tomto piikladé neni mozné, protoZe neni
splnéna ani jedna z podminek (a+b=1 moda; a+b=1 modb; a|c;b|c).

Priklad 1.8.2:

Dvojiho vina, miru lepSiho za osm, miru horsiho za pét drachem, smisil chytry pan. Co za oba
druhy zaplatil, bylo ¢tvercové Cislo. Ptidej k tomuto Ctverci dané ¢islo 60, pak ziskas jiny
¢tverec a jeho strana ti fekne mnozstvi vina, které vSechno smichal. Nyni mi, chlapce, urci,
kolik bylo smiseno vina lepsiho a kolik horsiho druhu.

Resent:

Ozna¢me miru lep$iho vina . . . .. m [drachem],
miru hor§ithovina ............ n [drachem],
mnozstvi lepSihovina......... X,

mnozstvi horStho vina . . ....... Y,

¢islo pridané ke ¢tverci ........ a,

prvni ¢tvercové ¢islo ....... ... z

potom druhé ¢tvercové ¢isloje .. X+,
a realna situace je popsana touto soustavou rovnic:
mx + ny = 22
ZZ+a=(x+y)
V naSem pfipad€ je m=8,n=5,a =60 adostdvdme soustavu
8x + 5y = 72
22+ 60 = (x +y)>. (1-3)
Z prvni rovnice dosadime do druhé a dostdvame kvadratickou diofantovskou rovnici
8X + 5y = (X +y)°.
Zavedeme substituci u=x+y, potom y=u-—X adostaivame
8X + 5(U — X) + 60 = u?
8X + 5u — 5x + 60 = u?
3x+5u+60=u’ |-5u—-60
u?— 5u— 60 = 3x (1-3a)
Kvadratickou diofantovskou rovnici (1-3) budeme fesit pomoci kongruence. Plati
u? = 5u—60 =0 (mod 3)
Za u budeme postupné dosazovat 0, 1,2 a budeme zkoumat, zda plati dana kongruence:
u=20, potom —60 =0 (mod 3);
u=1, potom —64 # 0 (mod 3);
u=2, potom — 66 =0 (mod 3).
Mame tedy dvé hodnoty u, které jsou fesSenim dané kongruence.
1) u=0+3t — u=3t adosadime za u do rovnice (1-3).
(3)°-5-3t=3x+60 | —60
9"~ 15t-60=3x |:3
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x = 3t*— 5t — 20
y = 3t— (3t? — 5t — 20) = 20 + 8t — 3t*
Nyni dosadime do soustavy (3-1). Z prvni rovnice dostavame:
8- (3t — 5t—20) + 5- (20 + 8t — 3t%) = 72
24t* — 40t — 160 + 100 + 40t — 15t° = 72
9t — 60 = 7%

Z druhé rovnice dostavame:
72 + 60 = (3t> — 5t — 20 + 20 + 8t — 3t%)?
2" +60=(3t)° |-60
7 =9t - 60;
tedy stejny vysledek jako z prvni rovnice (je to vlastné kontrola spravnosti).
Z posledni kvadratické diofantovské rovnice 22 =9t — 60 ur¢ime hodnotu t a nasledng
hledané hodnoty X, Y.
ot* — 2> = 60
(3t—2)(3t + z) = 60;
kde 60=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10.
Z toho plyne:
a) t—z=1
3t+z=60
6t=61 — t=2=5.
b) 3t—z=2
3t+z=30
6t=32 — t=1,
c) 3t—-z=3
3t+z=20
6t=23 — t=2,
d 3t-z=4
3t+z=15
6t=19 — t=2,
e) 3t—z=5
t+z=12
6t=17 — t=1ir,
f) 3t-z=6
3t+z=10
6t=16 —> t=3.

Hodnoty t a nasledné hodnoty X, y, x = 3t> — 5t — 20, y=20+38t- 3t zapiSeme do
tabulky.

Tab. 1-1:
61 16 23 19 17 8
t 6 3 6 6 6 3
x §ea = 1 — 1 - | 12
y — 2% - T & 2 20

2) u=2+3t adosadime za u do rovnice (1-3a).
(2+3t)°-5-2+3t)=3x+60 | —60
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4 + 12t + 9t> — 10 — 15t

—60 = 3x

3x =9t — 3t— 66
Xx=3t>-t-22

|:3

y=2+3t—(3t°—t—22) =24 +4t— 3t

Nyni dosadime do soustavy
8-(3tP—t—22)+5-(24

(3-1). Zzp

)=1

+4t -3t

2

24t — 8t — 176 + 120 + 20t — 15t° = 7°
ot’ + 12t — 56 = 7°.

Z druhé rovnice dostavame:

72+ 60 = (3t° —t — 22 + 24 + 4t — 3t?)?
7" +60=(3t+2)> |-60

2?2 = (3t+2)*-60
=9t + 12t — 56

tedy stejny vysledek jako z prvni rovnice (je to opet kontrola spravnosti).

rvni rovnice dostavame:

Z kvadratické diofantovské rovnice z2 = (3t + 2)°— 60 ur¢ime hodnotu t a naslednd

hledané hodnoty X, .

(3t+2)2-2*=60
(3t+2-2)(3t+2+2z)=60;

kde 60=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10.

Z toho plyne:
a) 3t+2—-z=1
3t+2+2=60

6t+4=61 —

b) 3t+2-z=2
3t+2+2=30

6t+4=32 —

c) 3t+2—-z=3
gt+2+z2=20

6t+4=23 —

d) 3t+2-z=4
gt+2+2z=15

6t+4=19 —

e) 3t+2-z=5
gt+2+z2=12

6t+4=17 —>

f) 3t+2-2=6
t+2+z2=10

6t+4=16 — 6t=12 —
Hodnoty t a nasledné hodnoty X, y, x = 3t?— 5t— 20, y = 20 + 8t — 3t?

6t = 57

6t =28

6t =19

6t =15

6t =13

t=2.

zapiSeme do

tabulky.
Tab. 1-2:
t g 4 g & i 2
x §ea = 1 — 1 —% ~12
y -5 -2 g g = 20

-61-



Z obou piipadu (viz tabulky) vyplyva, zZe existuje pouze jedno feSeni X, y a to
X=1, ¥Y=1;-

Zkouska:

Suma, kterou zaplatil chytry pan je

59 79 _ 867 _ 289 _ (17 v : X ST A 17
8- 5+5- L === (7) , vysledek je tedy Ctverec racionalniho Cisla 2.

Secteme-li ob€ mnozstvi vina a umocnime na druhou, dostavame
59 , 792 _ (138)2 _ (23)2 _ 529 X 13 LA 529 _ 289 _ (17)?
(E + E) = (H) = (7) =1 Odecteme-li 60, dostavame T 60 = 7= (?) .
Odpoved'.
59

W r 4 r 4 r 79 4
Lepsiho vina bylo 27 miry, horSiho vina pak £ miry.

Priklad 1.8.3:

Na dvofte je 17 slepic, Cerné a bilé. Kazda Cernd slepice snese za 14 dni stejny pocet vajec;
kazda bila snese za tuto dobu o 2 vejce méné nez cernd. Celkem snesou 97 vajec. Kolik je
kterych slepic a kolik vajec snesou kazdé za 14 dni?

Oznacime si:

X — pocet vajec, které snese Cernd slepice za 14 dni,
y — pocet vajec, které snese bila slepice za 14 dni,
m — pocet Cernych slepic,

n — pocet bilych slepic.

Plati podminky: x>0,y>0,m>0,n>0,x>Yy.
Ze zadani vyplyvaji vztahy:

a) Cerné slepice snesou o 2 vejce vice, tj. X—y =2 1)
b) vSech slepic je 17,tj. m+n=17 (@)
¢) celkova snuska vajec je 97, tj. mx + ny =97 (3)

Dostavame tedy soustavu tii rovnic o ¢tyfech neznamych, ¢tvrtou rovnici ziskame vydélenim
vztahu (3) vztahem (2).
A) (mx+ny):(m+n)=97:17
X + zbytek (ny — nx) =5 + zbytek 12

x>0 (ny—-nx)<0 5>0 12>0
ProtoZe zbytek na levé strané je zaporny a na pravé kladny, tento vysledek vylou¢ime a déle
Vv déleni nepokracujeme.
B) (ny+mx):(n+m)=97:17

y + zbytek (mx — my) =5 + zbytek 12

y>0 (mx-my)>0 5>0 12>0
Nyni jsou oba zbytky kladné a plati jednak : mx —my =12 a jednak: y = 5.
Do prvni rovnice dosadime za y =5 a vypocteme X; X =7.
Potom za x a y dosadime do tieti rovnice a s druhou rovnici dostavame:

m+n=17
m + 5n =97,
vyfeSenim této soustavy dostavame: m =6; n =11.
V déleni na levé stran€ miZeme jeSté pokraCovat, ale to uz nam Zadny dalsi vysledek neptine-
Se.
(ny+mx):(n+m)=97:17
(y + x) + zbytek (—my —mx) =5 + zbytek 12
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y+x>0 -my-mx<0 5>0 12>0
Protoze zbytek na levé stran¢ je zaporny a na pravé kladny, tento vysledek vylou¢ime a dale
Vv déleni nepokracujeme.
Jedinym feSenim je tedy Ctvefice: X =7,y =5, m=6,n=11.
Zkouska:
Cerné slepice snesou za 14 dni 7 vajec, bilé 5, rozdil je 7—5 = 2.
Pocet vajec celkem je 7-6 + 5-11 = 97.
Odpoved'.
Cernych slepic je 6 a snesou za 14 dni 7 vajec, bilych slepic je 11 a snesou za 14 dni 6 vajec.

Priklad 1.8.4:
Tti sestry pfisly na trh prodévat slepice. Prvni pfinesla na trh 10 slepic, druha 16, tieti 26. Do-
poledne prodaly ¢ast slepic, vSechny za stejnou cenu. Po poledni, protoze se obavaly, Ze by
neprodaly vSechny slepice, snizili cenu a znovu slepice prodavaly za stejnou cenu. Domil se
vSechny tii vratily se stejnou Castkou penéz; kazda sestra prodala slepice za 35 rubll. Za ja-
kou cenu prodavaly slepice pted polednem a za jakou po poledni?
Reseni&. 1;
Oznaéme si a [rubli] cenu za jednu slepici prodanou dopoledne, b [rubli] cenu za jednu sle-
pici prodanou odpoledne, a < b. Potom si oznac¢ime X [ks] pocCet slepic, které prodala prvni
sestra dopoledne, odpoledne prodala (10 — x) [ks] slepic; x € (0; 10); dale y [ks] je pocet sle-
pic, které prodala dopoledne druha sestra, odpoledne prodala (16 —y) [Kks] slepic; y € (0; 16);
a nakonec z [ks] je pocet slepic, které prodala dopoledne tieti sestra, odpoledne prodala (26 —
X) [ks] slepic; z € (0; 26).
Dopoledne prodala prvni sestra slepice za a- X rubli, odpoledne za b- (10 — X) rubld, celkem za
35 rublu a proto plati

ax + b(10 — x) = 35.
Dopoledne prodala druha sestra slepice za a-y rubli, odpoledne za y- (16 — X) rubla, celkem
za 35 rublt a proto plati

ay + b(16 —y) = 35.
Dopoledne prodala tieti sestra slepice za a-z rublu, odpoledne za b- (26 — z) rubld, celkem za
35 rubli a proto plati

az +b(26 —z) = 35.
Celkem dostavame tfi rovnice pro pét neznamych

ax +b(10 -x) =35

ay +b(16 —y) =35

az+hb(26-2)=35.

35-b(10-x)
X

Vyjadiime a z prvni rovnice, a = , a dosadime do druhé tteti rovnice

w.y+b(l6_y)=35 | X

w.z+b(26_z):35 | -

35y — by(10 — x) + bx(16 —y) = 35x |- 35y

35z — bz(10 — x) + bx(26 —7) =35x |- 35z
b-[x(16 —y) — y(10 — x)] = 35x — 35y
b-[x(26 —7) —7(10 — x)] = 35x — 35z
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_ 35x — 35y
[x(16-y)-y(@0-x)]
_ 35x — 357
[x(26-2)-z(10-x)]
35x — 35y B 35X —352
[x@6-y)-y@o-x] [x(26-2)-2(10-x)]’
(X —y)-(26x —xz — 10z — xz) = (X — 2) - (16X — xy — 10y — xy)
26x” — 10xz — 26xy + 10yz = 16x° — 10xy — 16xz + 10yz | - 16x* + 10xy + 16xz — 10yz
10x° — 16xy + 6x2=0 | :2x
5x -8y +3z=0
dostavame linedrni diofantovskou rovnici pro tii neznamé. Zvolime
z=1t,

potom
5x—8y=-3t mod5 |-5x+ 10y +5t
2y =2t mod 5 | 02
y=tmod5 — y=t+5s
a nakonec
5x—8-(t+5s)+3t=0
5x—8t—40s+3t=0 |+ 5t+40s
5x=5t+40s |:5
X=t+8s.
Obecné feseni diofantovské rovnice 5x — 8y + 3z =0 je [t + 8s; t + 5s; t].
Nyni volime t, S a po€itame X, Y, z (je ziejmé, zet >0, s > 0).

X: y: Z:
t=0 s=0 0 0 0

s=1 8 5 0

s=2 16 10 0 ... x>10,
t=1 s=0 1 1 1

s=1 9 6 1

s=2 17 11 0 ... x>10,
t=2 s=0 2 2 2

s=1 10 7 2

s=2 18 12 2 ... x>10,

Hodnoty x nemohou byt stejné (sestry by neutrzily stejn€) a predpokladame-li, ze x < 10, z >
0, potom dostavame jediné feSeni X = 9,y = 6, Z = 1 a vypocteme ceny slepic dopoledne a

odpoledne. Cena odpoledne je
B 35x — 35y _35-9-35-6 105
[x@6-y)-y@10-x)] 9-10-6-1 84

a cena dopoledne je
- 35-b(10-x) _ 35-1,25-1 3375
X 9 9

=1,25,

=3,75.

Zkouska:
Prvni sestra utrzila: 9-3,75+ 1-1,25 = 35 rublu,
druha sestra utrzila: 6-3,75 + 10-1,25 =35 rubluy,
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tfeti sestra utrzila: 1-3,75 + 25-1,25 = 35 rubli.

Odpoved:.

Sestry prodavaly slepice pied polednem za 3 ruble 75 kopéjek, odpoledne za 1 rubl 25 kopé-
jek.

Poznamka 1.
Pokud ptipustime, Ze hodnoty X, Z mohou byt také nulové, dostavame dalsi dvé feseni:
a)x=8,y=5,z=0aceny jsou

35x —35y _35-8-35-5_105_35
[x@6-y)-y@10-x)] 8-11-5.2 78 26°

—b(10- 35-3.2
dopoledni: a— 35-PU0-X) _ $-%-2_ 420 105
X 8 104 26

odpoledni: b=

Zkouska:
Prvni sestra utrzila: 8-1%2+42.3% =20 =35 rublu,

druhd sestra utrzila: 5-42 41132 =220 =35 rubla,

tfeti sestra utrzila: 26-32 =92 =35 rubli.

Odpoved.

Sestry prodévaly slepice pted polednem asi za 4 ruble 4 kop¢jky, odpoledne asi za 1 rubl 35
kopé¢jek.

a)x=10,y=7,z=2aceny jsou

, 35x — 35y _35-10-35-7 105 7

odpoledni: b= = = =—
[x@6-y)-y@10-x)] 10.9-7-0 90 6

35-b(10-x) _35-¢-0

X 10

Prvni sestra utrzila: 10-3,5 = 35 rubla,

druhd sestra utrzila: 7-35+9-& =35 rublu,

tfeti sestra utrzila: 2-3,5+24-% =35 rubli.

Sestry prodavaly slepice pfed polednem za 3 ruble 50 kopé&jek, odpoledne asi za 1 rubl 17
kopéjek.

dopoledni: a= =35

Poznamka 2:
Zvolime-li pii feseni diofantovské rovnice 5x — 8y + 3z = 0 parametr t jinak, napt. y =
dostavame jiny obecny zapis feSeni [t — 3s; t; t + 55], ale ¢iselné feSeni bude stejné (pro t =
6;7;s=-1).

t,
5;

Oznacme po fad¢€ X, y a zZ pocet slepic, které dopoledne prodala po fad€ prvni, druhé a treti
sestra. Odpoledne pak sestry prodaly 10 — x, 16 —y, 26 — z. Cenu jedné slepice pted polednem
ozna¢ime M rubli, po poledni n rublii. K objasnéni situace sestavime tabulku

Pocet prodanych slepic: Cena:
dopoledne: X y z m rubli
odpoledne: 10-x 16-y 26-z n rubld

Prvni sestra utrzila
[mx + n(10 — x)] rubld, tudiz mx + n(10 —x) = 35;
druha
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[my + n(16 —y)] rubld, tudiz my + n(16 —y) = 35;
treti

[mz + n(26 — 2)] rubld, tudiz mz + n(26 —z) = 35.
Upravime tyto tfi rovnice:

(m—n)x + 10n = 35,

(m—n)y + 16n = 35,

(m—n)z + 26n = 35.

Odecteme od tfeti rovnice nejprve prvni a pak druhou rovnici. Tim dostaneme
(m-n)-(z—x) +16n =0,
(m-n)-(z-y)+10n=0

neboli
(m-n)-(x—2z)=16n,

(m-n)-(y—2z)=10n.

Vyd¢lime prvni rovnici druhou rovnici:

X—-z 8 X—2 Yy-12

——=—,tedy —="——.
y—-z 5 y 8 5

Protoze Cisla X, y a z jsou cela cisla, také rozdily X —z ay — z jsou cela ¢isla. Navic musi byt
X — Z délitelné Cislem 5 a y — z ¢islem 8. Ozna¢me

t—X_Z y-12
8 5 '
odkud
X =1z + 8t
y =z + 5t.

Cislo t neni pouze celé, ale je i kladné, nebot’ X > z (v opa¢ném piipadé by prvni sestra ne-
mohla pfi prodeji ziskat stejné mnozstvi penéz jako tieti sestra).
Protoze x < 10, plati

z+ 8t<10.
Pro kladna cela ¢isla z a t mlize posledni nerovnost nastat pouze v tom pfipadé, kdyz=1at=
1. Dosadime-li tyto hodnoty do rovnic

X=z+8t ay=z+H5t,
dostaneme

X=9,y=6.
Vrat'me se nyni k pivodnim rovnicim

mx + n(10 — x) = 35,

my + n(16 —y) = 35,

mz + n(26 —z) =35
a dosad'me do nich nalezené hodnoty neznamych X, y a z. Tim dostaneme hodnoty m, n:

3 1
m=3—, n=1-.
4 4

Odpoved:.
Sestry prodavaly slepice dopoledne po 3 rublech 75 kopejkach, odpoledne po 1 rublu 25 ko-
pejkach.

Poznamka:

Kdybychom pftipustili, Ze prvni sestra prodala vSechny své slepice jiz dopoledne (v zadani
ulohy to neni vyslovné vylouceno), mohlo by byt také X = 10. Pak by tloha méla jesté jedno
spravné feseni (tedy celkem dv¢). Ziskali bychom je stejnym postupem:
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Dostali bychom nerovnost z + 8t < 10, ktera ma dalsi feSeni z =2 at = 1. Potom x =10,y =7,
z=2,m=31,n=1¢%.

Priklad 1.8.5:

Mame dva druhy konzerv rtizné vahy a jedno kilogramové zavazi. Zjistili jsme, Ze mensi kon-
zerva vazi méné nez kilogram, véEtsi vice nez kilogram, dvé mensi konzervy spolu
s kilogramovym zévazim vazi vice nez dvé vétsi konzervy. Déle se podafilo vyvazit 11 men-
Sich konzerv 6 vétSimi a kilogramovym zavazim. Vyjadiete vahu obou druhi konzerv
v dekagramech celymi ¢isly.

Oznacime X vahu mensi konzervy, y vahu vétsi konzervy, obé vyjadieni v dekagramech;
podle textu tlohy jsou X, y cela kladna ¢isla. Z textu ulohy dostaneme tyto podminky:

X <100,
y >100,
2x +100 > 2y,
11x = 6y + 100.
Po malé upraveé dostdvame:
11x — 6y = 100,
X+50 >y,

X < 100, y > 100,
X,y jsou celd kladna ¢isla.
Jestlize cela ¢isla X,y vyhovuji rovnici 11X — 6y =100, pak plati
6y = 11x — 100,
tj. ¢islo 11x— 100 je délitelné Sesti. Pfi¢teme-li kK nému libovolny nasobek Sesti, napf.
102 — 12x, dostaneme opét Cislo délitelné Sesti. Existuje tedy celé Cislo z tak, Ze plati
6z = (11x —100) + (102 — 12x) = 2 — x.
Odtud plyne, ze X =2 —6z.
Dosadime-li do ptivodni rovnice za X, dostaneme po Upravé Y:
y=-13-11z.
Kazdé celociselné feseni ptivodni rovnice je [2 —6z; — 13 — 11z7], kde z je celé ¢islo.
Nyni musime vybrat takova cela z, aby byly splnény vSechny nerovnosti.
Z podminek x>0, y>0 vyplyva z< %, z< —2; jejich shrnutim dostaneme (protoze z je
celé ¢islo) z<-2.
Z podminky x <100 vyplyva z> -2 tj. z>-16.
Z podminky y > 100 dostaneme z< - tj. z<-11.
Z podminky X + 50 >y dostaneme po upravé z >-13.
Vsechny ptedchozi nerovnosti splilyji ¢isla z =—12, — 11.
Dostavame tabulku:

z X y y + 50
-11 68 108 118
-12 74 119 124

Z tabulky je zfejmé, Ze obé& dvojice Cisel [68; 108], [74; 119] spliuji nasi soustavu a jsou
tedy hledanymi vahami obou druhii konzerv.
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Matematicky problém ma tedy dvé feSeni. Pro danou slovni tlohu je vSak tento vysle-
dek neuspokojivy; vahu konzervy chceme urcit jednoznacné. K tomuto ucelu je vSak tfeba
doplnit podminky soustavy dalsi podminkou, kterou lze zjistit vhodnym vazenim.

Priklad 1.8.6:

Vnuk pfi navstéve deédy zjistil, ze déda ma sto minci v celkové hodnoté tehdejsich tolart. Do-
hromady mince vazi 76 dekagrami, a kdyz vSechny ponofil do sklenéné nadoby tvaru valce o
praméru 54,7 mm s roztokem, stoupla hladina kapaliny o 4 cm. Vedle lezela tato tabulka:

Hodnota Primér Tloustka Hmotnost
1 tol. 24,28 mm 1,08 mm 45¢g
2 tol. 27,14 mm 1,21 mm 6,58
5 tol. 28,51 mm 1,40 mm 70¢g
10 tol. 28,29 mm 1,75 mm 92¢g
20 tol. 32,13 mm 1,85 mm 110g

Vnuk chtél védét, kolik minei kazdé hodnoty déda ma. Pomozte mu to urdit.

Objemy jednotlivych minci jsou:

Hodnota Hmotnost Objem
1 tol. 4,5¢g 0,5 cm?
2 tol. 6,5¢ 0,7 cm?
5 tol. 70g 0,9cm?
10 tol. 9,2g 1,1cm3
20 tol. 110g 1,5 cm3

Celkovy objem minci je objem vytlacené vody. Je to valec s polomérem r = 27,35 mm a vys-
kou v =4 cm. Jeho objem je
V=m? =r-2735-4" = 94 cm’.
Pocty minci oznacme postupné X, Y, z, V, W, potom pro celkovy poc€et minci plati
X+y+z+v+w=100.
Pro hodnoty minci plati
X+ 2y + 5z + 10v + 20w = 760.
Pro objem minci ptiblizné plati
0,5x+ 0,7y + 0,9z + 1,1v + 1,5w = 94,
Pro celkovou hmotnost minci plati pfiblizné
4,5x + 6,5y + 72 + 9v + 11w = 760.
Dostavame tak soustavu ¢tyf neurcitych rovnic pro pét neznamych
X+y+z+v+w=100
X+ 2y +5z+10v + 20w =760
05x+0,7y +0,9z+1,1v+ 15w =94
4,5x + 6,5y + 7z + 9v + 11w = 760,
kterou vyieSime pomoci znamych metod.
X+y+z+v+w=100 |- (-1 |-(5) | (9
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X+ 2y + 5z + 10v + 20w = 760
5x+ 7y + 9z + 11v + 15w = 940
Ox + 13y + 14z + 18v + 22w = 1520,
X+y+z+v+w=100
y+4z+9v+10w=660 |- (-2) |- (~4)
2y +4z + 6v + 10 w = 440
4y + 5z + 9v + 13w = 620
X+y+z+v+w=100
y+4z+9v+10w=660 |- (-2) |- (~4)
~47-12v-28w=-880 |:(-4) | 11
—117 -27v—-63w =-2 020
X+y+z+v+w=100
y+4z+9v+ 19w =660
z+3v+7w=220
6v + 14w =400 |:2
Dostavame linearni diofantovskou rovnici
3v + 7w = 200.
Rovnici vyfeSime pomoci kongruenci
7w =200 mod3 | —186 (=62-3)
7w =14 mod 3 |:7
W=2 mod3
z toho plyne
wW=2+3t te Z
Dosazenim do ptedchozich rovnic vypocteme postupné v, z, y, X.
3v=200-7-(2+3t)
3v=186-21t |:3
v=62-T7t,te Z,
z=200-3v—-"7w
z=200-3-(62—-7t)—7-(2 + 3t)
z =20,
y =660 —4z—9v — 19w
y=660-4-20-9-(62—-7t)—19-(2 + 3t)
y=-16+6t t e Z,
Xx=100+16-6t—20-62+7t—2 -3t
X=32-2t, te Z
Nyni zjistime, které celo¢iselné hodnoty vyhovuji naSemu feSeni a zapiSeme je do tabulky:

t: 2 3 4 5 6 7 8 9
X =322t 28 26 24 22 20 18 16 14

=-16 + 6t: -2 2 8 14 20 26 32 38
z2=20: 20 20 20 20 20 20 20 20
V=627t 48 41 34 27 20 13 6 -1
w =2+ 3t: 8 11 14 17 20 23 26 29

Nezapornych hodnot nabyvaji X, y, z, v, w pro hodnoty parametru t od 3 do 8. Uloha ma tak
Sest feSeni. Pouze hodnota Z je jednoznacna. Pokud bychom trvali na tom, ze tloha musi byt
fesitelna jednoznacné (neni v textu vyslovné uvedeno), potom musime konstatovat, Ze uloha
nema feseni.
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Zkouska:

Zkouska je (pokud chceme ovéfit vSechna feSeni) dlouhd, proto ji neuvedu. Je celkem jedno-
ducha. Staci ovéfit, ze minci je 100 a jejich hodnota 760. Splnéni dalSich podminek zarucuje
spravny vypocet objemu minci podle vzorce (toto bychom museli znovu piepocitat).
Odpoved.

Déda ma tento pocet minci

26 nebo 24 nebo 22 nebo 20 nebo 18 nebo 16 jednotolarovych,

2 nebo 8 nebo 14 nebo 20 nebo 26 nebo 32 dvoutolarovych,

20 pétitolarovych,

41 nebo 34 nebo 27 nebo 20 nebo 13 nebo 6 desetitolarovych

a 11 nebo 14 nebo 17 nebo 20 nebo 23 nebo 26 dvacetitolarovych.
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1.9. Skupina9: ,,Specidlni ulohy*

Posledni skupina obsahuje ty ulohy, které nelze zaradit mezi ostatni. Nelze pro né vy-
tvorit jednotny model, u kazdé ulohy jej musime hledat zvlast. Jsou zde téz zarazeny ulohy,
kdy je pouZita délitelnost.

Priklad 1.9.1:

Pan Voracek ma moznost nakoupit u zndmého z Pelhfimova brambory na zimni uskladnéni
V cen¢ 6 K¢ za kilogram. Jeho rodina spotiebuje 150 kg brambor. Cesta do Pelhiimova a zpét
ho bude stat 525 K¢. Vyplati se panu Vorackovi tento nakup, nebo je pro n¢ho vyhodnéjsi
nakupovat brambory priubézné v prodejné za primérnou cenu 13 K¢ za kilogram? Pfi jakém
poctu kilogramli brambor se takovy nakup vyplati?

Ozna¢me si hrani¢ni mnozstvi brambor X [kg]. Chceme-li, aby byla vyhodné&jsi cesta do
Pelhfimova, plati

6x +525 < 13x |- 6x

525<7x |:7
x> 75 [kg]

Zkouska:
Pti ndkupu 75 kg plati:

- pti cesté do Pelhfimova: 75-6 + 525 = 975 K¢&;

- pfi ndkupu v prodejné: 75-13 = 975 K¢.
Pti nakupu 80 kg (vyhodny nakup) plati:

- pii cesté do Pelhfimova: 80-6 + 525 =1 005 K¢;

- pti ndkupu v prodejné: 80- 13 =1 040 K¢.
Z vysledku je jasné, Ze pti nakupu nad 75 kg je vyhodné&jsi si pro brambory do Pelhiimova
zajet.
Odpoved:.
Pan Voracek nakoupil 150 kg brambor a je pro n¢ho vyhodngjsi pro brambory dojet do
Pelhfimova. Nakupovat pribézné v prodejné se vyplati panu Vorackovi, nakoupi-li méné nez
75 kg brambor za zimu.

Priklad 1.9.2:

Jeden cloveék oCekavaje smrt rozdé€lil dédictvi svym détem takovym zpiisobem, Ze prvni obdr-
zel 1 tolar a sedminu zbytku, druhy obdrzel dva tolary a sedminu zbytku, tieti tfi tolary a
sedminu zbytku a tak dale dalsim. KdyzZ timto zplisobem rozdé€lil jméni, zjistil, Ze kazdé z déti
obdrzelo stejnou ¢astku. Ptame se kolik je déti a kolik tolarti rozdélil?

Oznac¢me celkové jméni m.
Potom prvni dostal 1 tolar a sedminu zbytku, tj.:
m-1 m+6
1+—=
7 7

druhy dostal 2 tolary a sedminu zbytku, tj.:
m—m _2 -
94 7 :2+6m 2026m+78
49 49
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ProtoZe oba dostali stejn¢, musi byt hodnoty (vyrazy) stejné, tedy plati
m+6 6m+78 | .49
7 49
Tm+42=6m+78 | -6m-42
m = 36 [tolard]

Zkouska:

Prvni: 1 + (36 — 1) : 7 = 6 tolart, zbyva 30 tolart.
Druhy: 2 + (30 —2) : 7 = 6 tolard, zbyva 24 tolart.
Tteti: 3 + (24 —3) : 7 = 6 tolarti, zbyva 18 tolart.
Ctvrty: 4 + (18 —4) : 7 = 6 tolart, zbyva 12 tolard.
Paty: 5+ (12 —5) : 7= 6 tolara, zbyva 6 tolart.
Sesty: 6 + (6 —6) : 7= 6 tolartl, zbyva 0 tolartL.
Odpoved'.

Sest déti si rozdélilo 36 tolart.

Priklad 1.9.3:

V kosiku byla jablka. Prvni dit¢ si vzalo jedno jablko a 10% jablek, kterd zbyla v kosiku.
Druhé dité€ si vzalo 2 jablka a 10% jablek, ktera zbyla v koSiku, tfeti dité si vzalo 3 jablka a
10% jablek, ktera zbyla v kosiku a tak dale az posledni si vzalo zbytek. VSechny déti si vzaly
z kosiku stejny pocet jablek. Kolik déti si bralo z kosiku jablka a kolik jablek bylo v kosiku?

Oznaéme celkovy pocet jablek v kosiku p.
Potom prvni dité si vzalo jedno jablko a 10% jablek, ktera zbyla v koSiku, tj.:
1+(p-1)-01=01p+0,9.
Druhé dité si vzalo 2 jablka a 10% jablek, ktera zbyla v koSiku, tj.:
2+(p-0,1p-09-2)-0,1=0,09p + 1,71.
Protoze vSechny déti si vzaly stejny pocet jablek, musi platit
0,1p+0,9=0,09p+1,71 |- 100
10p+90=9p+171 |-9p-90
p=281
Zkouska:
Prvni dité: 1+ (81 —1) - 0,1 =9 jablek, zbytek 72 jablek.
Druhé dité: 2 + (72 —-2) - 0,1 =9 jablek, zbytek 63 jablek.
Treti dité: 3 + (63 —3) - 0,1 = 9 jablek, zbytek 54 jablek.
Ctvrté dité: 4+ (54 —4) . 0,1 = 9 jablek, zbytek 45 jablek.
Paté dité: 5+ (45-5) - 0,1 =9 jablek, zbytek 36 jablek.
Sesté dité: 6+ (36 —6) - 0,1 =9 jablek, zbytek 27 jablek.
Sedmé dité: 7+ (27 —7) - 0,1 =9 jablek, zbytek 18 jablek.
Osmé dité: 8 + (18 —8) - 0,1 =9 jablek, zbytek 9 jablek.
Devaté dité: zbytek 9 jablek.
Odpoved:.
Devét déti si rozdelilo 81 jablek.

Priklad 1.9.4.
Tti lidé si chtéji rozdélit 21 vinnych sudl, z nichz 7 je plnych, 7 je poloprazdnych a 7 je
prazdnych. Jak to maji ud€lat, aby kazdy obdrzel stejny pocet sudil a stejné mnozstvi vina?
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Kazdy obdrzi tfetinu sudd, tj. sedm a tietinu mnozstvi vina, tj.:

1-(7-1+7-05+7-0)=35,
tedy celkem tfi plné a jeden poloprazdny nebo jejich ekvivalenty.
Protoze mnozstvi je 3,5 plného sudu (mnozstvi obsahuje jednu polovinu plného sudu), musi
kazdy obdrzet lichy pocet poloprazdnych sudl. Z toho plyne, Ze jsou pouze tyto moznosti pro
pocet poloprazdnych sudu:

a) 1+1+5,

b) 1+3+3.
V ptipadé a) dostane jeden 5 poloprazdnych sudt, jeden plny a jeden prazdny sud, celkem 7
sudii a 3,5 plného sudu vina; ostatni dva dostanou jeden poloprazdny sud a 3 pIné a 3 prazdné
sudy, celkem 7 sudt a 3,5 plného sudu vina.
V piipadé¢ b) dostane prvni jeden poloprazdny sud, 3 pIné a 3 prazdné sudy, celkem 7 sudii a
3,5 plného sudu vina; ostatni dva dostanou 3 poloprazdné sudy a 2 plné a 2 prazdné sudy,
celkem 7 sudu a 3,5 plného sudu vina.
Uloha ma tedy dvé feseni, zkouska je jednoducha.

Priklad 1.9.5:

Velbloudat zanechal v zavéti svym tfem synim 17 velbloudl, prvnimu polovinu, druhému
tietinu a tfetimu devitinu velbloudd. Synové nevédéli jak se rozdélit, 17 neni délitelné ani 2,
ani 3 ani 9. Sli tedy za mistnim mudrcem, aby jim s délenim pomohl. Ten k 17 velbloudéim
ptidal svého jediného a zacal délit. Prvni syn dostal polovinu, tedy 9 velbloudt; druhy syn
dostal tfetinu, tedy 6 velbloudil a tieti syn dostal devitinu, tedy 2 velbloudy. Synové si tak
odvedli celkem 17 velbloudii a mudrc si ponechal svého. Jak je to mozné?

Reseni:

Hacek spociva v tom, ze soucet podili neni 100%. Totiz
1 1 1 17
—+=+=—=—,
2 3 9 18

coz je asi 94,4%. Proto, kdyz vzal mudrc osmnactého velblouda, podé€lil syny sedmnécti osm-
nactinami a posledni osmndctinu (svého jediného velblouda) si ponechal.

Priklad 1.9.6: (Presouvani penéz)

Ur¢ity obnos mensi nez 1 000 K¢ je rozdélen do deseti ¢islovanych hromadek (v celych koru-

nach), pticemz plati:

- KdyZ z 1. hromadky odebereme desetinu piislusné ¢astky a ptidame ji ke 2. hromadce,

- pak ze druhé takto zvétSené hromadky odebereme desetinu ptislusné castky a pridame ji ke
3. hroméadce

- pak z 9. takto zvétsené hromadky odebereme desetinu piislusné ¢astky a ptidame ji k
10. hromadce,

- az nakonec z takto zvétSené 10. hromadky odebereme desetinu piislusné ¢astky a ptidame
ji k 1. hromadce,

pak bude ve vSech hroméadkach stejny obnos.

Kolik K¢ bylo v jednotlivych hromadkéach na zacatku?
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Reseni C. 1;

Oznacme X1, Xo, ... , X130 puvodni ¢astky v jednotlivych hromadkach a y Castku, ktera zlstane
v kazd¢ hromadce nakonec. Potom plati

X1+ Xo+ ...+ X10= 10y
Protoze celkova ¢astka je mensi nez 1 000 K¢, musi platit

10y <1 000 [K¢], neboli y <100 [K¢] .
Oznac¢me p castku, kterou presuneme z druhé hromadky na tieti. Potom ve druhé hromédce
byla po prvnim kroku ¢astka 10p, zbyla ¢astka 9p =y, tedy p = §y. Ve teti hromadce pak
po piidani ¢astky ve druhém kroku bude x3 + §y, po odebrani ¢astky ve tfetim kroku tam
zbude Castka

y= g(x + 1 yj :
1007 9

Z toho X3 =Y a ve tfetim kroku pfesouvame na ¢tvrtou hroméadku opét ¢astku p = 1.
Tyto ivahy zopakujeme pro ¢tvrtou az desatou hroméadku a dostaneme

X3=X4=..=X10 =Y
a v poslednim kroku pfesouvame na prvni hromadku ¢astku p = ty. V prvni hromadce bude
potom c¢astka

S X, + 1 y=y.

1079
Odtud: x; = 8y.
V prvnim kroku jsme z prvni hromadky ptfesunuli na druhou ¢astku

Ly =8 y
10 1 817!
na druhé hromadce pak byla ¢astka
X, + 8 y=10p = 10 y
> 81 9
Odtud: x, = %
Na jednotlivych hromadkach tedy byly ¢astky
X, =2y, X, =8y, x;=X,=...=X,=Y.

ProtoZe podle zadani jsou tyto ¢astky celoCiselné a y < 100 [K¢], musi platit y = 81 [KC].
Musime jesté ovéfit, zda miZeme ptfesouvané sumy vyjadfit pomoci dostupnych minci ¢i
bankovek. V prvnim kroku se piesouva ¢astka 8K¢, ve druhém 10 K¢, v dalsich pak ¢astky 9
K¢, coz lze.
Piivodné byly v jednotlivych hromadkach ¢astky
X1:80Ké, X2:82Ké, X3 =X4=...=X10= 81 K¢

a na konci byla na kazdé hromadce castka 81 K¢&.
Jako zkousku mizeme pouzit feseni €. 2.
Reseni ¢. 2:
Na vSech hroméadkach musi byt ¢astky mensi nez 100 (tj. desetina ¢astky, kterou soucet nesmi
dosahnout). ProtoZe z prvni hromadky odebereme desetinu, musi ¢astka na prvni hromadce
byt délitelna deseti, tedy pfipadaji v iivahu jen tyto hodnoty: 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10
K¢.
Pro tyto pfipady ovéfime pokusem, je-li mozné, aby né€kterd z t€chto moznosti nastala.
1) h; =90 [K¢] -

Odebereme desetinu, tj. 9 K¢, ziistava 81 K¢&. Na druhé a dalSich hromadkach vzdy musi
byt »piiblizné« o 9 K& mén¢ nebo stejné. Zvolme nejdiive variantu a) ,,méne*, tj. 81 K¢.
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Ke druhé hromadce (81 K¢) pfidame desetinu prvni hromadky, dostdvame 90 K¢ (tato castka
opét musi byt délitelné deseti); na prvni hromadce zatim ztstava 81 K¢.
Z druhé hromadky odebereme desetinu, tj. 9 K¢ a pfidame ke tieti hromadce (opét 81 K<) a
dostavame opét 90 K¢. Na druhé hromadce zistava 81 K¢.
Z treti hromadky odebereme desetinu, tj. 9 K¢ a pridame ke ¢tvrté hromadce (opét 81 K¢) a
dostavame opét 90 K¢. Na tieti hromadce zlstava 81 K¢.
A tak pokracujeme az k desaté hromadce ze které¢ odebereme desetinu, tj. 9 K¢ a zlistane na ni
81 K¢. Téchto 9 K¢. pridame k prvni hromédce (je na ni zatim 81 K¢&), a tak na ni zlistane
90 K¢. Na prvni hromadce tedy zUstane jina ¢astka nez na ostatnich; tyto hodnoty nejsou fe-
Senim ulohy.
Budeme-li brat dal$i hodnoty pro variantu a) ,,mén¢“, vzdy na prvni hromadce zlstane vice
nez na ostatnich. Je tedy logické, ze k feSeni mtize vést pouze varianta b) ,,stejné*
Z hodnoty 90 K¢ odebereme desetinu, tj. 9 K¢ a ptidame k ¢astce 91 K¢ (aby soucet byl déli-
telny deseti). Na prvni hromadce zastane 81 K¢, na druhé 100 K¢.
Z druhé hromadky odebereme desetinu, tj. 10 K¢; na této hromadce zbude 90 K¢, ¢astku pfi-
dame ke tieti hromadce (90 K¢) a dostavame 100 K¢.
Z tteti hromadky odebereme desetinu, tj. 10 K¢&; na této hroméadce zbude opét 90 K¢&, ¢astku
pridame ke tieti hromadce (90 K<) a dostavame 100 K¢.
Pokracujeme tak az k desaté hroméadce.
Z deséaté hromadky odebereme desetinu, tj. 10 K¢; na této hromadce zbude 90 K&, ¢astku
pfidame ke prvni hromadce (81 K¢) a dostavame 91 K¢.
Na prvni hromadce je nyni 91 K¢, na ostatnich 90 K¢; tedy neni splnéna podminka tlohy a
dana ¢isla nejsou tedy feSenim.
2) hy, =80 [K¢]:

Zuvah v 1) je jasné, ze uvazujeme pouze variantu b) ,,stejné*.
Z prvé hromadky (80 K¢) odebereme desetinu, tj. 8 K¢ a ptiddme ke druhé hromadce (Castka
na této hromadce musi byt 82 K¢, aby soucet byl délitelny deseti). Na prvni hromédce ziistane
72 K&, na druhé bude nove 90 K¢.
Z druhé hromadky odebereme desetinu, tj. 9 K¢; na této hromadce zbude 81 K¢&, ¢astku pii-
dame ke tfeti hromadce (81 K¢) a dostavame 90 K¢.
Z tieti hromadky odebereme desetinu, tj. 9 K¢; na této hromadce zbude opét 81 K¢, ¢astku
ptidame ke tfeti hromadce (81 K¢) a dostdvame 90 K¢.
Pokracujeme tak az k desaté hromadce.
Z desaté hromadky odebereme desetinu, tj. 9 K¢&; na této hromadce zbude 81 K¢&, ¢astku pfi-
dame ke prvni hromédce (72 K¢) a dostavame 81 K¢.
Na vSech hromadkach je nyni 81 K¢ a hodnoty 80 K¢ (prvni hromédka), 82 K¢ (druha hro-
madka) a 81 K¢ (vSechny ostatni hromadky) jsou feSenim nasi ulohy.
3) h3=70 [K¢] :

Opc¢t uvazujeme pouze variantu b) ,,stejné®.
Z prvé hromadky (70 K¢) odebereme desetinu, tj. 7 K& a pfidime ke druhé hromadce (¢astka
na této hromadce musi byt 73 K¢, aby soucet byl délitelny deseti). Na prvni hromadce zlstane
63 K¢, na druhé bude nové 80 K¢.
Z druhé hromadky odebereme desetinu, tj. 8 K¢; na této hromadce zbude 72 K¢, ¢astku pii-
dame ke tfeti hromadce (72 K¢) a dostavame 80 K¢.
Z tieti hromadky odebereme desetinu, tj. 8 K¢; na této hromadce zbude opét 72 K&, castku
pfidame ke tfeti hromadce (72 K¢) a dostavame 80 K¢.
Pokracujeme tak az k desaté hromadce.
Z desaté hromadky odebereme desetinu, tj. 8 K¢&; na této hromadce zbude 72 K¢, ¢astku pii-
dame k prvni hromédce (63 K¢) a dostavame 71 K¢, tj. o 1 KE méné neZ na ostatnich.
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Na prvni hromédce je nyni 71 K¢&, na ostatnich 72 K¢&; tedy neni splnéna podminka tlohy a
dané ¢isla nejsou tedy fesenim.

4) Pro hy =60 K¢ az hg = 10 K¢ stejnym zptuisobem zjistime, Ze tato ¢isla nevyhovuji.
Resenim tlohy je tedy pouze ptipad 2) h, = 80 K&.

Odpoved.

V prvni hromadce bylo na zacatku 80 K¢, v druhé hromadce 82 K¢, v ostatnich hromadkéach
bylo 81 K¢.
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2. Slovni ulohy o Cislech

Slovni tlohy o ¢islech jsou velmi blizké matematickym tlohdm. Hledame-li neznama
Cisla, pouzivame zakladni matematické dovednosti jako jsou operace s Cisly, feSeni rovnic a
nerovnic apod. Proto metody, které pouzivame pii feSeni téchto slovnich uloh, jsou velmi
rozmanité. Slovni tlohy jsou ¢lenény podle toho, jak jsou jednotliva ¢isla charakterizovana.

2.1. Skupina l: ,,Myslim si Cislo*

Moyslim si cislo (nebo vice cisel), které je (JSOU) resiteli neznamé, provedu s nim (S ni-
mi) konecny pocet operaci a vysledek resiteli oznamim. Ten hleda cislo, které jsem si myslel.
Jindy je treba vysveétlit postup, kterym jsem k cislu nebo k zajimavému vysledku dosel.

Priklad 2.1.1:

Napiste libovolné trojciferné ¢islo a pak jej k nému pfipisSte jesté jednou, dostanete Sesticifer-
né Cislo. Pak toto Cislo vyd¢lte 7. Vysledek vyjde beze zbytku. Novy vysledek vydélte 11.
Déleni opét vyjde beze zbytku. Nakonec vysledek vydélte ¢islem 13. Vysledek vyjde opét
beze zbytku a je roven pivodnimu trojcifernému ¢islu. Vysvétlete.

To znamena, ze kazdé takto zapsané Sesticiferné ¢islo je délitelné 1 001. Plati:
1001=7-11-13.

Proto pii postupném déleni Sesticiferného ¢isla ¢isly 7, 11, 13 dostdvame trojciferné Cislo,

které jej tvori.

Priklad 2.1.2:

Myslim si dvé ¢isla. Kdyz k dvojnasobku prvniho pfictu jednu, od trojnasobku druhého ode-
Ctu tfi a oba vysledky sectu, dostanu 25. KdyzZ od trojndsobku prvniho odectu jednu, od dvoj-
nasobku druhého odectu dvé a oba vysledky sectu, pak dostanu také 25. Ktera ¢isla si mys-
lim?

Prvni myslené ¢islo oznac¢ime X, druhé y.

ZapiSeme-li Gdaje v textu pomoci X, Yy, dostdvame:
2X+1+3y—-3=25|+2
3x-1+2y—-2=25|+3

2x+3y=27 | -3

3x+2y=28|-(-2)
S5y=25 2x+15=27 |-15
y=5 2x=12 |:2

X=06
Zkouska:
2-6+1=13; 3-5-3=12;13+12=25
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3:6-1=17;2-5-2=8;18+7=25
Odpoved.
Hledana cisla jsou: prvni 6, druhé 5.

Priklad 2.1.3:

Myslite si Ctyfi jednociferna cisla. Vynéasobte prvni myslené ¢islo dvéma, potom piipoctéte 5
a nasobte vSe 5-ti; K tomu pfipoctéte 10, potom k tomu ptipoctéte druhé myslené ¢islo a na-
sobte v§e 10-ti; k tomu potom piipoététe tieti myslené Cislo, vSe vynasobte 10-ti a piipoctéte
posledni myslené ¢islo. Od vysledku odectéte 3500 a zbytek dava cislo, které vyjadiuje po
fad¢ Ctyii myslena Cisla.

Resent:
Myslime si cifrya=7,b=5,¢c=2,d=4.
Konkrétne:
Prvni myslené ¢islo ndsobime dvéma ..., 7-2=14,
pifipo¢teme 5 L 14+5=19,
v§e nasobime 5-ti L. 19.5 =95,
k tomu pfipo¢teme 10 ... 95 + 10 = 105,
potom pfipoéteme druhé myslené ¢islo ... 105 + 5 =110,
v§e nasobime 10-ti .. 110-10 =1 100,
k tomu pfipocteme tieti myslené ¢islo ..., 1100+2=1102,
v§e nasobime 10-ti .. 1102-10 =11 020,
k tomu pfipocteme posledni myslené ¢islo ..., 11 020 + 4 =11 024,
nyni ode¢teme 3500 ... 11 024 —3 500 = 7 524,
a dostavame ¢islo s ciframi v daném poradi 7, 5, 2, 4.
Obecne:
Prvni myslené ¢islo ndsobime dvéma .. ... a-2=2a,
piipo¢teme 5 ... 2a+5,
v§e nasobime 5-tt ... (2a+5)-5=10a + 25,
k tomu pfipoteme 10 ..., 10a + 25 + 10 = 10a + 35,
potom piipocteme druhé myslené ¢islo .. ... 10a + b + 35,
v§e nasobime 10-ti ... (10a + b + 35)-10 = 100a + 10b + 350,
k tomu pfipocteme tieti myslené ¢islo .. ... 100a + 10b + ¢ + 350,
v§e nasobime 10-ti ... (100a + 10b + ¢ + 350)-10 =
=1 000a + 100b + 10c + 3 500,
k tomu pfipocteme posledni myslené Cislo ... .. 1 000a + 100b + 10c + d + 3 500,
nyni ode¢teme 3500 ... 1 000a + 100b + 10c +d + 3 500 — 3 500 =

=1000a + 100b + 10c + d,
a dostavame ¢islo s ciframi v daném poradi a, b, c, d.

Priklad 2.1.4:
Néasobime-li urc€ité ¢islo 5-ti, odecteme od soucinu 24, délime zbytek 6-ti a pficteme pak 13,
obdrzime ptivodni ¢islo. Které je to ¢islo?

Oznacme si myslené ¢islo X, potom provedené operace mizeme zapsat
x=(5-x-24):6+13 |- 6
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6x =5x—24+78 |-5x
X=54.
Zkouska:
54.5=270, 270-24=246, 246:6=41, 41+13=54.
Odpoved.
Myslené cislo je 54.
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2.2. Skupina 2: ,,Cislo a jeho vlastnosti“

Hledana cisla ci cislo jsou urceny pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
nasobku, apod.). Hledané cislo ¢i cisla nemaji jiz jiny vztah. Z téchto vlastnosti je nutné hle-
dané cislo ¢i cisla urcit.

Priklad 2.2.1: = P¥iklad 0.0.1:
Urcete takové Cislo X, jehoz trojndsobek zvétseny o jednu da 73.

Resent.

Hledané cislo je jiz znaceno X, vyjadiime-li udaje v zadani, dostavame rovnici
3:x+1=73

jejimz feSenim je Cislo,
X =24.

Zkouska:

3:24=72, 712+1=73.

Odpoved.

Hledané ¢islo x je 24.

Priklad 2.2.2:
Zvétsime-li Cislo o 2, zvétsi se jeho druhd mocnina o 100. Které je to ¢islo?

OznaCme si hledané Cislo X, potom plati
(x +2)? = x* + 100

XA +4=x+100 |-x*—4
4x = 96
X=24
Zkouska:

Ovétime vztahy v zadani:
24? =576, 26° =676, 676 — 576 = 100.

Odpoved:.
Hledané cislo je 24.

Priklad 2.2.3:
Soucet dvou Cisel je 25, rozdil jejich druhych mocnin je 75. Najdéte tato Cisla.

Vétsi Cislo oznacme X, mensi Cislo y, potom plati
X+y=25 — y=25-x

X —y*=75
X* —625+50x —x* =75 |+625
50x =700 |: 50
x=14 — y=11
Zkouska:

Soudet: 14 + 11 = 25, rozdil druhych mocnin: 14% — 11% = 75,
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Odpoved.
Hledana cisla jsou 14, 11.

Priklad 2.2.4.
Zvetsi-li se kazdé ze dvou Cisel o tii, jsou pak v poméru 3 : 4. Zvétsi-li se vSak kazdé o devét,
jsou v poméru 5 : 6. UrcCete tato Cisla.

ReSeni:

Prvni ¢islo ozna¢me X, druhé ¢islo y, potom plati
x+3):(y+3)=3:4 |-4-(y+3)
(X+9):(y+9)=5:6 |-6-(y+9)

4x+12=3y+9 |-3y-12
6x +54=5y+45 |-5y-54
4x-3y=-3 |5
6x-5y=-9 |-(-3)
2x=12 |:2
Xx=6 — 24-3y=-3 — y=9

Zkouska:
(6+3):(9+3)=9:12=3:4,
6+9):(9+9)=15:18=5:6.
Odpoved.

Prvni ¢islo je 6, druhé je 9.

Priklad 2.2.5:
Kter¢ ¢islo je 0 420 vétsi nez jeho druhd odmocnina?
Resent.
Oznac¢me si hledané ¢islo X, potom dostavame
X = 420++~/x
x—420=+/x |?
x> —840x + 176 400 =x | -x
x? — 841x + 176 400 = 0 D=(-841)>-4.176400=1681 — JD=41
841+41 [441
Xp = =
2 400
Zkouska:

1) x4 =441 L =441

P =420+ V441 =441.
2) X =400 L =400

P =420 + /400 = 420 + 20 = 440 = 400,

ale vezmeme-li odmocninu zaporné, dostavame

P’ =420+ /400 = 420 + (- 20) = 420 — 20 = 400.
Odpoved:.
Hledané ¢islo je 441 a pokud vezmeme, Ze odmocnina z kladného ¢isla je ¢islo zaporné, pak
hledané ¢islo je 1 400.
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Priklad 2.2.6:
Kterého ¢isla devitina je o 6 mensi nez jeho sedmina?

Resent:
Oznac¢me si hledané ¢islo X, potom miizeme vyjadrtit dany vztah
X_Xi6 |63
7 9
Ox = 7x+378 |-7x
2x=378 |:2
x=189.
Zkouska:
189:7=27, 189:9=21, 27-21=6.
Odpoved'.

Hledané cislo je 189.
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2.3. Skupina 3: ,,Po sobé jdouci Cisla a jejich vlastnosti*

Hledana cisla jsou urcena pomoci svych viastnosti (souctu, rozdilu, mocniny, nasobku,
apod.). Hledana cisla jsou navic po sobé jdouci. Z teéchto vlastnosti je nutné hledand cisla
urcit.

Priklad 2.3.1: = Priklad 0.3.4: - »rozsiteni o dodatky«
Najdéte tii za sebou nasledujici ptirozena Cisla takova, Ze tfeti mocnina nejvétsiho se rovna
trojnasobku souctu tietich mocnin zbyvajicich dvou.

Nejmensi pfirozené Cislo z hledanych oznacme n, potom dalsi jsou n +1 an + 2 a plati
(n+2)°*=3-[(n+1)>%+n.

Tuto kubickou rovnici pro neznamou n vytesime a ziskame hledana ¢isla:
n®+6n*+12n+8=3-[n®+3n*+3n+1+n
n*+6n°+12n+8=6n"+9n°+9n+3 |-n*-6n°-12n-8
5n° +3n*-3n-5=0.

Reseni kubické rovnice:
Kubickou rovnici an® + bn? + cn +d = 0 o nezndmé n normujeme (d&lime koeficientem a) a
dostavame normovanou kubickou rovnici

n®+fn®+gn+h=0.

L , : f , .
Rovnici prevedeme pomoci substituce n = X — 3 na redukovany tvar (bez kvadratického
¢lenu)

XC+px+q=0
a vypocteme diskriminant

2 3
2 3
1) Je-li p = g = 0, pak ma rovnice jeden trojnasobny koten rovny nule.

2) Je-li D=0, pq #0, pak ma rovnice dva realné kofeny X, =—-2- S\/g, Xyg = \/g, Z nichz

druhy je dvojnasobny.
3) Je-li D > 0, pak existuje jedno realné feSeni X, které vypocéteme pomoci Cardanovych
vzorcu: x:u+v,u:3\/—%+\/5,v:?&/—%—\/5. (2-1a)

Dalsi dvé feSeni jsou komplexni.
4) Je-1i D <0, pak existuji tfi realna feseni X, tato feSeni nejde vypocitat pomoci Cardanovych
vzorcl,, musime je vypocitat goniometrickym feSenim:

x1=2-\/@'cosg L X, =—2- M—cos(p_”, X, =—2- M—cosm,
3 3 3 3 3 3

kde ¢ lze vypocitat z rovnice CoS¢ = (2-1b)




Vzhledem k charakteru ulohy uvadim jen realna feseni, komplexni feSeni vynechavam.

Reseni rovnice 5n° +3n?—3n—5=0:
Tuto kubickou rovnici normujeme (d€lime Cislem 5) a dostdvame

n® +gn2 —gn—lzo.

o 1 .,
meabmeﬂmﬂmmln:x—gzubﬁmmme

(A 3y 3

7 3, 3 1 .3, 6 3 3 3

X ==X+ —X——— ——X+——=X+—-1=0
5° "25° 125 5 25" 125 5 25
, 18 108 18 108
Koo 20— p=——o g=——n
25" 125 25 125

o_(a) ,(PY _(_54) ,(_6) _2916-216 2700
|2 3 125 25 15 625 15625
D>0 — jedno realné feseni X, feSeni vypocteme pomoci Cardanovych vzorct:

3
ool 9. D _,|54, [2700 1/54+30\/§=\/54+3o\/§’
2 125 ' 15 625

125 125 5

3
sl 9D =54 _ [2700 :3\/54 30V3 _¥/54-3043 |
2 125 \15625 V125 125 5

3/54+304/3 +3\/54—30J§ _6.

X=U+V=
5 5 5
1 6 1
nN=X——=——— =
y 5 5 5
Resenim jsou hodnoty n=1,n+1=2,n+2=3.
Zkouska:

Tteti mocnina nejvétsiho Cisla: 33=27.

Trojnasobek soudtu tfetich mocnin zbyvajicich dvou &isel: 3- (2% + 1%) = 27.
Odpoved:.

Hledana tii za sebou nasledujici ¢isla jsou 1; 2; 3.

Poznamka:

Je ztejmé, Ze jednim feSenim rovnice 5n°*+3n°—3n-5=0 je ¢islo n =1 (toto ¢islo mizeme

urcit napft. tak, Ze volime vhodn4 ¢isla a dosazujeme je do polynomu na levé strané€ rovnice;

je-li vysledek roven 0, je dosazené ¢islo feSenim rovnice). Potom je polynom

5n®+3n*-3n-5 délitelny vyrazem n — 1 beze zbytku a dostavame:
(65n°*+3n°-3n-5):(n—1)=5n*+8n+5

— (5n° — 5n?)
8n°—3n
— (8n*—8n)
5n-5
—(bn-5)
0
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Z toho Vy}s)lyva
5n®+3n*-3n—5=(5n°+8n+5)-(n—1)
a rovnici mizeme fesit rozkladem:
5n°+3n°—3n-5=0
(5n+8n+5)-(n—1)=0
1)5n°+8n+5=0, D=-36 — rovnice nema realné feseni;
2)n-1=0 — n=1

Dodatek 1:

Text prikladu 2.3.2 upravme takto:

Najdéte tii za sebou nasledujici ptfirozena Cisla takova, ze tfeti mocnina nejvétsiho se rovna
souctu tretich mocnin zbyvajicich dvou.

Resent:
Nejmensi pfirozené Cislo z hledanych ozna¢me n, potom dalsi jsou n +1 an + 2 a plati
(h+27°=(n+1)>+n
Tuto kubickou rovnici pro nezndmou n vyiesime a ziskdme hledana ¢isla:
n*+6n°+12n+8=n*+3n*+3n+1+n°
n*+6n°+12n+8=2n*+3n’+3n+1 |-n*-6n"-12n-8
n®-3n*-9n-7=0.
Dostavame jiz normovanou kubickou rovnici a provedeme substituci n = x + 1:
(x+1°%-3-(x+1)*-9-(x+1)-7=0
X +3x*+3x+1-3x-6x-3-9x-9-7=0
X°—12x-15=0 — p=-12, q=-15,

2 3
D:[ﬂj +(£j :( 15) +(~4)? _%_64__31:_8%,
2 3 2 4 4

D <0 — tfirealna feSeni X, tato feSeni nejde vypocitat pomoci Cardanovych vzorci,
musime je vypocitat goniometrickym feSenim:

_g "
oS = = —2_=09375 — ¢=20364°
Y V4
3
X, =2 M-cos£=2-\/z-cos%i 3,972,
3 3 3
X, =—2- L c0s P 5. [4.cos 202047180 L s,
3 3
wo= 2 Pl o4 _ 5 4022644180 4 o

Vsechna feSeni X3, X2, X3 jsou redlna Cisla, proto také feSeni n, n + 1, n + 2 budou Cisla redlna
a ne pfirozena a podminkam nasi lohy nevyhovuji. Uloha tak nema feSeni v oboru pfiroze-
nych cisel..

Dodatek 2:
Text prikladu 2.3.2 jesté upravme takto:
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Najdéte tii prirozena Cisla takova, Ze tfeti mocnina nejvétsiho se rovna souctu tietich mocnin
zbyvajicich dvou.

(Jedna se o specidlni piipad Velké Fermatovy véty , X" +y" =z

pro n=3.)

Nejmensi piirozené ¢islo z hledanych ozna¢me n, potom dals$i pfirozena ¢isla zvolme (n +b),
beN, a (n+a), ae N apiedpokladame-li a > b, pak plati:

(n+a)*=(n+b)*+n.
Tuto kubickou rovnici pro neznamou n fes§ime a hledame ,,podminky* pro parametry a, b. Na
zakladé téchto podminek budeme hledat a, b:

n®+3an’+3a’n+a’=n’+3bn’ + 3b’n + b* +n® | -n®-3bn* - 3b’n - b’
3n*.(@a-b)+3n-(@*-b)+(@-b)=n" |:(@@-b)
3
3n2+3n.(a+b)+ (@ +ab+b?) = ”b
a_

3
na pravé strané rovnice vyplyva, Ze (a — b) | n°, potom plati:

Z vyrazu

a-b=kn — a=b+kn; ke Q k>0,
a dostavame:

3n2+3n-(2b +kn) + (b + kn)? + (b + kn) -b + b? = E_
n
2
3n% + 6n-b + 3kn? + b? + 2kn-b + k?n? + b? + kn-b + b = n? |- k

3k-b*+ 3k’n-b + 6kn-b + k’n® + 3k’n* + 3kn’ =n® |- n?
3k-b? + (3k?n + 6kn) - b + k®n? + 3k’n? + 3kn® — n® = 0.

Jedna se o kvadratickou rovnici pro parametr b € N . Pro dalsi vypocet uréime diskriminant
rovnice:

D = (3k?n + 6kn) — 4- 3k ( k®n? + 3k’n® + 3kn®* — n?) =

= 9k*n® + 36k’n’ +36k°n” — 12k*n® — 36k°n® — 36k*n” + 12kn* =

= 3k’n? + 12kn® = 3kn?- (- k® + 4)
a parametr b se rovna:

b _ —3k’n—6knx,/3kn* - (4—k°) kn Ln [3k - (4 k?)
12 — -

6k 2 6k
Aby bylo mozné vypocitat b, musi byt vyraz pod odmocninou roven druhé mocning. Proto 3k
i 4—k> musi byt druha mocnina. A to je pouze v piipadé k = 1 (viz poznamka). Potom

. . p— _n
b, = n_..n V33 _ 3n+ﬂ:{

2 6 2 2
Protoze pocate¢ni podminkou je b > 0, n > 0, vychazi hodnoty b1, b, zaporné a nejsou tedy
feSenim.

2 —on’

Poznamka:
Pii hledani k vychazime z toho, Ze:
1) vyraz 3k- (4 — k%) musi byt druha mocnina. Proto plati nap.
3k=4-K |+K -4
kK +3k-4=0.
Tuto rovnici vyfesSime jiz zndmym postupem:

p=3’q=_4
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() L (P) _ (s
D_[zj +[3j (-2)°+1°=5

D>0 — jedno realné feseni k, feSeni vypocteme pomoci Cardanovych vzorcu:

u=3 —%+\/B =3/2+45,

V=95 =425
k=u+v=3§/2+\/§ +3§/2—\/§ =1.

2) vyraz 3k bude druha mocnina a soudasné i vyraz 4 — k> byla druha mocnina. Protoze

oba vyrazy musi byt kladné, je k < (0; 3{/2) . Soucasné K je nasobek 3. Takové k neexis-
tuje.

Priklad 2.3.2:

Soucin dvou za sebou jdoucich ptirozenych Cisel, ktera v ¢iselné fadé bezprostiedné nasleduji
za neznamym Cislem, je o 11 vétsi neZ druhd mocnina neznamého &isla. Urcete nezndmé ¢is-
lo.

Oznacéme si hledané ptirozené Cislo n, potom pro n¢j plati
n“+11=(n+1)-(n+?2)

n“+11=n+3n+2 | —n’-2
9=3n |:3
n=3.
Zkouska:

Druha mocnina ¢isla je 32=9,

Soucin nasledujicich dvou ¢isel je 4-5 = 20.
Rozdil vysledki je 20 — 9 = 11.

Odpoved:.

Hledané ¢&islo je 3.

Priklad 2.3.3:
Je dano pét po sobé nasledujicich pfirozenych cisel. Jestlize prostfedni ¢islo odectu od souctu
Ctyf ostatnich, dostanu 21. Urcete tato ¢isla.

Prvni ptirozené ¢islo oznac¢me n, potom plati
n+(n+1)-(n+2)+(n+3)+(n+4)=21
3n+6=21 |-6

3n=15 |:3
n=>5
Zkouska:
5+6-7+8+9=21
Odpoved.

Hledana ¢isla jsou 5; 6; 7; 8; 9.
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Priklad 2.3.4:
Urcete ti1 po sobé jdouci cela ¢isla, jejichz soucet druhych mocnin je roven souctu druhych
mocnin dvou po nich bezprostiedné néasledujicich celych ¢isel.

Prvni ptirozené ¢islo oznac¢me n, potom plati
n“+ (n+1)%+ (n+2)%=(n+3)%+ (n+4)>
n“+n®+2n+1+n’+4n+4=n>+6n+9+n’+8n+16
3n*+6n+5=2n"+14n+25 |-2n*—14n—-25

n>-8n-20=0
(n—-10)-(n+2)=0
nl=10, nZ:—Z

Zkouska:

1) ny =10, potom hledana ¢isla jsou 10; 11; 12 a plati
10° + 117 + 12° = 365; 13° + 14° = 365.

2) n, =—2, potom hledana éislaéjsou —2;—1; 0 aplati
— 2%+ (-1)2+0°=5; 1°+2°=5,

Odpoved.

Hledana trojice cisel je 10; 11; 12 nebo — 2; — 1, 0.
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2.4. Skupina 4: ,,Cislo a jeho ciferny soucet*

Hledané cislo je urceno pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny, ndasobku,
apod.). Hledané cislo je navic charakterizovana svym cifernym zapisem. Z téchto vlastnosti je
nutné hledané cislo urcit.

Priklad 2.4.1:
Ctyfciferné ¢islo ma ciferny soucet 22. Ob¢ krajni ¢islice jsou stejné, rovnéz obé vnitini ¢isli-
ce. Vyménime-li krajni ¢islice s vnitinimi, zvétsi se ¢islo o 891. Najdéte toto Cislo.

Oznacme si krajni cifry X a vnitini y, potom plati
2x+2y=22 | :2
1 000y + 100x + 10x +y — (1 000x + 100y + 10y + x) = 891

x+y=11
891y — 891x =891 | : 891
Xx+y=11
y—x=1
2y=12 | :2
y=6 — x=5

a hledané cislo je 5 665.
Zkouska:
6 556 — 5 665 = 891.
Odpoved:.

Cislo je 5 665.

Priklad 2.4.2:
Sesticiferné Cislo, majici na prvnim misté Cislici 2, proméni se ve své trojndsobné, piestavi-
me-1i onu ¢islici na posledni misto. Které ¢islo je to?

Oznacme si poslednich pét ¢isel X, potom plati
3-(200 000 +x) =10x + 2
600 000 + 3x = 10x + 2 |—3x—2
599998 =7x |:7

x=85714
Zkouska:
Cislo 285 714 zménime na 857 142, potom 857 142 : 285 714 =3.
Odpoved:.

Hledané cislo je 285 714.

Priklad 2.4.3:
Které trojciferné ¢islo, majici na poslednim misté Cislici 8, ma tu vlastnost, ze postavime-li
tuto Cislici na prvni misto, obdrzime ¢islo o 14 mensi nez je dvojnasobek ¢isla ptivodniho?

Oznacéme si prvni dvojcisli X, potom plati
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(10x +8)-2=800 +x + 14
20x+16=x+814 |-x-16
19x =798 |:19
Xx=42.

Zkouska:

428-2 = 856, 856 — 842 =14,

Odpoved.

Hledané cislo je 428.
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2.5. Skupina 5: ,,Nejvétsi a nejmensi Cislo*

Hledana cisla ci cislo jsou urceny pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
nasobku, apod.). Hledané cislo ci ¢isla nemaji jiz jiny vztah. Mdme urcit nejvetsi ¢i nejmensi
c¢islo (hledame extrém), které spliuje dané pozadavky.

Priklad 2.5.1:
Cislo 64 napiste jako soucin dvou kladnych cinitelt tak, aby jejich soucet byl co nejmensi.

Oznacme si Cinitele X, Yy, pak plati

Xy =64 — y= 4
X
S=x+y ...minimalni.
Potom
64 x°>+64
S=Xx+—= .
X X

. y . y . 64 x°+64
Stejné jako v predchozi uloze (ve zkousce) funkci S = X+—=

X X
derivaci polozime rovnu 0 a pro X dostdvame hodnotu extrému. Abychom zjistili, jaky je to
extrém, musime zjistit hodnotu druhé derivace v bod€ x. Pro minimum musi tato hodnota byt

kladna.

derivujeme, prvni

s=1 6‘21, 1—6—‘: =0 |-%
X X
X -64=0 |+64
x*=64 — x=8 (Cinitelé maji byt kladni)
S = g S(Xp=8)= 182—38=% >0 ...jedna se o minimum.
Zkouska:.

Zkouska plyne z vlastnosti diferencialniho poctu.

Miuzeme samoziejmé ud¢lat také neuplnou zkousSku dosazenim (stejné jako v jinych ptikla-
dech).

Odpoved:.

Kladni ¢initelé soucinu jsou oba 8.

Priklad 2.5.2:
Najdéte kladné redlné Cislo, pro které plati, ze soucet tohoto ¢isla a ¢isla k nému pievracen¢ho
je co nejmensi.

Oznacéme si hledané ¢islo X, potom vyraz

1 . .
V =x+ — musi byt minimalni, tedy hleddme jeho extrém.
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X¥*=1 — x=4#1,protoze x>0 — x=1.
2 V') = %=2 >0 — x=1 jeminimum.
1
Odpoved.
Hledan¢ kladné realné Cislo je 1.

Priklad 2.5.3:
Urcete rozméry obdélniku tak aby pii daném obvodu 8m mél maximalni obsah.

Oznacime-li si ¢isla, ktera jsou rozméry obdélnika a, b mizeme vyjadiit obvod 0 takto:
O=2a+2b=8 — a+b=4
ProtoZe obsah musi byt maximalni, musi byt maximalni i vyraz
S = a-b; hledame jeho extrém.
Protoze b=4-4a, je
S=za-(4-a) — S=4da-a’
S=4-2a=0 |+2a
4=2a |:2
=2 — b=2

N

a
a jedna se o Ctverec.
Odpoved:.
Hledané rozméry jsou 2m a 2 m, tedy ¢tverec o hrané 2m.

A jesté jedna uloha, ktera je zajimavou aplikaci hledani extrému:

Priklad 2.5.4: - Didonina uloha

Jak vypravéji povésti, Dido (zemfela kolem r. 890 pf. n. 1.), dcera tyrského kréle, utekla od
otce a vzala s sebou skiinlku s cennostmi. Na severnim pobiezi Afriky chtéla koupit pozemky;
numidsky kral Hiarba souhlasil s prodejem ¢ésti izemi na moi'ském pobieZi, ale ,,ne vétsi, nez
jakou Ize ohranicit volskou ktuzi“. Dido roziezala kiizi na tenké prouzky, navazala je do pro-
vazku o délce | a ohrani€ila jimi pozemek s maximalni vymérou. Tak bylo zalozeno Kartago,
jehoZ prvni legendarni kradlovnou byla Dido. Jaky obrazec Dido ohranicila provazkem?

Pokud ohrani¢ujeme pozemek kiivou ¢arou, pak feSenim bude pllkruh se sttedem na biehu
mote. (Predpoklada se, Ze linie pobieZi je pfimd.) V pfipad¢ pravothelnikového pozemku
ozna¢me pismenem X délku jeho strany kolmé k pobteZzi, délka strany rovnob&ézné s pobiezim
pak bude |- 2x. Uloha vede k vypoétu maxima funkce

2 2 2 2
f(x):x-(l—2x):—2x2+Ix:—2(x2—lx): P NP VLI I——Z(x—lj .
2 4 16 8 8 4

Ziskany rozdil bude nejvétsi, kdyz se menSitel 2 (x - Zj bude rovnat nule. Proto se nejvetsi

hodnota funkce rovna 12:8, atopro x=1:4.
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Reseni €. 2:
Opét budeme hledat maximum funkce f (x) = — 2x° + Ix. K vypoétu pouZijeme infinitezimal-
niho poctu (derivace).
Extrém funkce nastane, je-li f "(x) = O:
f'(X)=—4x+1,
potom

—4x+1=0 - x:I—.
4

Maximum v ur¢eném bodé nastane, je-li f"’(x) <O0.

f"(x)=-4<0.
Nase funkce f (x) =—2%° + IX ma maximum pro x =1 : 4.
Odpoved'.

Chtela-1i kralovna Dido ohrani¢it co nejvétsi obdélnikovy pozemek (toto se predpokladd),
potom rozmér rovnobezny s pobiezim byl polovina délky provazku a rozméry kolmé na po-
btezi byly ¢tvrtina délky provazku.
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2.6. Skupina 6: ,,Nedostatecny pocet urcujicich prvkii*

Hledana cisla ci cislo jsou urceny pomoci svych vlastnosti (souctu, rozdilu, mocniny,
nasobku, apod.). V ulohdach neni dostatecny pocet urcujicich prvkii, proto vedou na diofantov-
ské rovnice.

Priklad 2.6.1:
Najdéte Cislo, které pii déleni ttemi da zbytek 2, pfi déleni péti zbytek 3, pti déleni sedmi zby-
tek 2.

Ozna¢me si hledané ¢islo x, podil v prvnim ptipadé k, v druhém ptipadé I, v tretim piipadé m.
Vyjadiime-li nyni vztahy ze zadani (tj. matematizujeme-li danou realnou situaci), dostavame
soustavu rovnic:

X — 2

3=K+3

X — 3

g=1+3

X—m+2

7 7"

Upravime-li (vynasobime ptisluSnymi jmenovateli), dostdvame

x=3k+2

x=5I+3

X=7m+ 2.

Pravé strany prvni a druhé rovnice se rovnaji, nebot’ se rovnaji levé strany
3k+2=51+3 |-2
3k=5l+1 |:3
k= 21+,
Nyni dosazujeme za | a hledame k tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:
=1 - k=2,
=4 - k=7,
=7 — k=12,
=10 — k=17
=13 — k=22,
=16 — k=27,
=19 —- k=32,
=22 — k=37,
=25 — k=42, atd. ... dostavame oo feSeni.
Dale vezmeme, Ze se rovnaji pravé strany druhé a tfeti rovnice
51+3=7Tm+2 |-2

m=5+1
m=21+1.
Nyni dosazujeme za | a hledame m tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:
=4 - m=3,
I=11 > m=8
=18 —- m=13,
=25 - m=18, atd. ... dostdvime oo feSeni.

Porovnanim vysledkl poslednich dvou rovnic dostavame, ze kK =42, 1 =25, m=18a
Xx=3k+2=5l+3=7Tm+2=23;
nebo k=7,1=4,m=3 a x=3k+2=51+3=7m+2=23; atd. ...
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Zkouska:
23:3=7,2zb.2,23:5=5,2zh.3,23:7=3,zb. 2,;atd. ...
Odpoved.

Hledana cisla jsou 23, 128, 233, ...

Priklad 2.6.2:
Najdéte celociselné velikosti stran ¢tverca, jejichz rozdil obsaht je 15.

Oznaéimze-li ;/elikost strany prvniho ¢tverce X a druhého y, 1ze danou ulohu vyjadfit rovnici
X-—y =15.

Rovnice x*—y”=c je fesitelna celymi &isly tehdy a jen tehdy, je-li ¢ &islo liché nebo délitel-

né Ctyfmi.

V rovnici x* —y*=15 nejprve rozlozime levou stranu
(x+y)-(x-y) =15

a potom pravou: 15 =1-15 = 3.5 a pak polozime:

1) x+y=15x-y=1,z ¢chozplynex=8,y=7;

2) Xx+y=5x-y=3,zc¢chozplynex=4,y=1.

Zkouska:

1) 82— 7?=64—49 = 15;

2) 42-1°=16-1=15.

Odpoved:.

Strany ¢tvercil jsou 8 a 7 nebo 4 a 1.

Priklad 2.6.3:
Dvé cela cisla jsme secetli, odecetli, vyndsobili a vydélili. Kdyz jsme secetli Ctyfi ziskané
vysledky, dostali jsme Cislo 243. Jaka jsou to ¢isla?

Hledana cela ¢isla ozna¢me X, y, potom plati

X+ y+x—y+x-y+§:243
y

2X+xy+> =243 | -y
y

2xy +xy? + x = 243y
X-(2y +y*+1) =243y |:(y+1)
243y 3y

X= X=——"—.
(y+1° (y+1)°
Protoze X je Cislo celé, musi byt (y + 1) mocnina 3. V naSem piipadé vyhovuji ¢isla 3 a 9.
1) y+1=3 — y=2, potom

5
x:3—22=33-2=54 — x=54.
(2+1)
2) y+1=9 — y=8, potom
5
=3B 380 L =
(8+1)
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Zkouska:

1) x=54,y=2:
54+2+54-2+54-2+54:2=243.
2) x=24,y=8:

24 +8+24-8+24-8+24:8=243.
Hledana cisla jsou 54; 2 a 24; 8.

Priklad 2.6.4:
Najdéte Cislo mensi nez 70, které pti déleni péti da zbytek 4, pii déleni Sesti zbytek 2, pfi dé-
leni sedmi zbytek 2.

Oznac¢me si hledané ¢islo X, podil v prvnim piipadé k, v druhém piipadé I, v tietim ptipadé
m. Vyjadiime-li nyni vztahy ze zadani (tj. matematizujeme-li danou redlnou situaci), dostava-
me soustavu rovnic:

X — 4

s=k+3

X — 2

g=1+%

X — 2

7= m+ 7.

Upravime-li (vynasobime ptislusnymi jmenovateli), dostavame

X=5k+4

x=06l+2

X=7m+2.

Pravé strany prvni a druhé rovnice se rovnaji, nebot’ se rovnaji levé strany
5k+4=61+2 |4

5k=61-2 |:5
k= 2I-2.
Nyni dosazujeme za | a hledame k tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:

I1=2 - k=2,
=7 —- k=8,
=12 — k=14,
=17 — k=20,
=22 — k=26,
=27 — k=32,
=32 — k=38, atd. ... dostavame oo FeSeni.

Dale vezmeme, Ze se rovnaji pravé strany druhé a tfeti rovnice
6l+2=7Tm+2 |-2

m=6l |:7
m=$l.
Nyni dosazujeme za | a hledame m tak, aby bylo celé ¢islo. Dostavame:
=7 - m=6,
=14 > m=12
I1=21 —- m=18,
=28 — m=24, atd. ... dostdvame oo feSeni.

Porovnanim vysledkl poslednich dvou rovnic dostavame, zek =8, =7, m=6a
X=5k+4=61+2=7m+ 2 =44;
dalsi feSeni jsou vétsi nez 70.
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Zkouska:

44 :5=8,zb.4,44:6=7,2zb. 2,44 .7 =6, zb. 2.
Odpoved.

Hledané cislo je 44.

Priklad 2.6.5:

Zlomek 338 rozlozte na dva zlomky se jmenovateli 7, 17.

Reseni:

Hledané ¢Citatele ozna¢me postupné a, b. Potom pro rozklad plati
338 _a + b | . 119
119 7 17
338 =17a+ 7h.

Dostali jsme linearni diofantovskou rovnici, kterou vyfesime pomoci kongruenci.
17a=338mod 7 |- 287
17a=51 mod7 |:17
a=3 mod7 — a=3+Tt
338=17-(3+7t) +7b
338=51+119t+7b |— 51119t
287 -119t=7b |:7

b=41-17t
Potom dostavame:
t: . -1 0 1 2 3
a: . -4 3 10 17 24
) b: . 58 41 24 7 -10
Resenim jsou tii dvojice Citateltt [3; 41], [10; 24], [17; 7].
ZkousSka:
3 41 3-17+41-7 338
a) —+-—= = ;
7 17 119 119
b) E+ﬁ_ 10-17+24-7 338 .
7 17 119 119°
17 7 17*+7% 338
C) —+—= = :
7 17 119 119
Odpoved:.

Hledané rozklady jsou 2+ 4

170_'_24 17, 7 _ 338

Priklad 2.6.6:

Zlomek 122 rozlozte na soucet zlomkil s prvo¢iselnymi jmenovateli.

Reseni &. 1

Nejdiive zjistime jmenovatele zlomkd. Jsou to prvocisla na které mizeme rozlozit ¢islo 105.
Protoze 105 = 3-5-7, budou jmenovateli tato Cisla. Citatele zZlomkl oznacme po tadé€ ¢isla X,
Y, Z. Potom pro rozklad plati

g:§+l+i |105
105 3 5 7
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122 = 35x + 21y + 15z.
Dostali jsme linearni diofantovskou rovnici, kterou vyfesSime pomoci kongruenci.
35x + 21y + 152 =122 mod 7 |-7-k
Zz=3 mod7 — z=3+7s
5x + 21y + 45 + 105s = 122 |- 45— 105s
35x + 21y =77 — 105s
35x =77 -105s mod 21 |-21-k
14x=14-84s mod 21 |: 14
X=1-6s mod2l — x=1-6s+ 21t
35-(1 - 65 + 21t) + 21y + 15- (3 + 7s) = 122
35—210s + 735t + 21y + 45 + 1055 = 122 | — 80 + 105s — 735t
21y =42 +105s - 735t |:21

y=2+5s—35t
Vychazi pouze jedno feSeni pros=0,t=0.Jejimx=1,y=2,z=3.
Zkouska:
1 2 3 157+2-3-7+3-3-5 122
3 5 7 105 105
Odpoved:.

Hledany rozklad je £+ 2+ 3 =12,

Reeni &.2:
Jmenovatele zlomku rozloZime na soucin dvou ¢isel, napt. 105 = 7-15. Prvni ¢islo je jiz prvo-
Cislo, druhé je jesté Cislo slozené (zde pak musime jesté pokracovat). Citatele zlomkt oznac-

me po fadé ¢isla a, b. Potom pro rozklad plati

g:§+£ |.105
105 7 15
122 =15a+7b

a linedrni diofantovskou rovnici vyfeSime pomoci kongruence.
15a=122mod 7 |-7-k
a=3 mod7 — a=3+7t
122 =45+ 105t + 7b |45 — 105t
77-105t=7b |:7

b=11-15t
Dostavame jediné feSeni prot=0:a =3, b =11 arozklad je
122_3 11
105 7 15

ProtoZe jmenovatel druhého zlomku je €islo slozené, musime v tomto piipad¢ jesté pokraco-
vat v rozkladu zlomku . Jmenovatele zlomku rozlozime na sou¢in dvou &isel 3; 5. Citatele

zlomki ozna¢me po fad¢ ¢isla ¢, d. Potom pro rozklad zlomku plati

H_c 9| 105
15 3 5
11=5d+ 3c

a linedrni diofantovskou rovnici vyfeSime pomoci kongruence.
5d=11mod3 |-3-k
2d=2 mod3 |:2
d=1mod3 — d=1+3s
11=5+15s+3c |-5-15s
6-15s=3c |:3
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c=2-5t
Dostavame jediné feSeni prot =0: ¢ =1, d =2 arozklad je

11 1 2
—_ 4
15 3 5

a cely rozklad je
122 _1.2.3
105 3 5 7°

Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 2.6.7:
Najdéte cela nezaporna &isla x a y s vlastnosti x* — 6y% = 1.

Nejdiive vytvofime hypotézu pomoci hledani takovychto feseni. Je zifejmé, ze plati:
1> -6-0=1, tedy x =1, y = 0 je jedno Feseni.

Prox=2plati: 4—6y°=1 — 2(2-3y")=1,
tedy leva strana rovnosti je suda a prava lichd. Z toho plyne, ze ¢isla X nemohou byt suda.
Proto za x budeme dosazovat jen licha ¢isla a budeme hledat y tak, aby platila dana rovnost.

Vysledky zapiSeme do tabulky:

2 2

X y X~ — 6y
1 0 1
5 2 1
49 20 1
485 198 1
4801 1960 1
47525 19402 1
Z danych vysledkil je mozno vytvofit hypotézu:
Definujeme-li posloupnosti {x, }, {y, }, tak, ze
Xnp2 = 10Xn+1 — X X = 1’ X, = 5’ ’ (2_2)
Yorz =10¥0 = Yo, V1 =0,y, =2
Pak pro kazdé ptirozené n plati
x> -6y’ =1.
Duikaz:
Sta&i dokazat: Existuje-li posloupnost {a, } s vlastnosti
a,,=10a,,,-a,, neN, (2-3)

potom pro {Xn}[resp. {yn }] posloupnost spliujici vlastnost (2-3) pro niz X, =1, X, =5[resp.
y, =0, y, = 2] plati pro kazdé ne N: x’ -6y’ =1,
Rovnice A*> —~101+1=0 je charakteristickou rovnici pro rovnici
A2 = loan+1 —a,.

+ +
10496 1046 ., .

2-1 2
2, =5+26, 1,=5-26.

Kofeny jsou 4,, =
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Posloupnost {an} spliuje vztah (2-3), jestlize existuji konstanty Kj, Ko R tak, ze
a, =K, -(5+26)"* +K, - (5-2/6)"".
Pieme specialné pro {x,}, {y, }:
X =A-(5+2v6)" +B-(5—216)""
=C-(5+2v6)"* +D-(5-2V6)"*

a dosadime za n postupné 1 a 2. Potom
1=A+B

5= A-(5+2v6) +B-(5-26)

A=1-B

5=5+26-5B-2B6 +5B-2B6 |-5-2V6
~26=-4BJ6 | : (-46)

=1 _, a1l
2 2
0=C+D
2=C-(5+26)+D-(5-26)
C=-D

2= _5D-2D+/6+5D-2D/6
2=-4D6 | : (-4V6)

b L _ N8 o 8
2.6 12 T 12
atedy: A= B_1 C=—D:@.
2 12
Proto x, = ; (5 +26 )H + %(5 -2./6 )H

Y {X52J71’f@ 2J6)".
Pak vypoéteme [uplatnime vzorec a’ +b* =(a+b)-(a—b)]:

x2—6yn2:(x +\/_yn)-( —\/_yn)=

{ B+2v6)" + @ 246) 7 + @+2Jﬁ ——@ 216" ]
{@ N @ &F)——@ 246) " + @ &Fyﬂ-
:@+2J§Y~@—2J€y'=cs—4ﬁr‘=f*=;.

Tim je dokazéano, Ze hledana feseni jsou dvojice [Xn; A ], které jsou uréeny vztahem (2-2).
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3. Slovni ulohy o pohybu

Slovni tlohy o pohybu patii neodmyslitelné do kazdé sbirky slovnich uloh. Jsou cle-
nény podle toho kolik subjekti se pohybuje, po jakych drahéch se pohybuji a jakym zpiso-
bem se pohybuji (o jaky pohyb jde).

3.1. Skupina 1: ,,Jeden subjekt a stdla rychlost*

Po draze se pohybuje pouze jeden subjekt. Draha byvd neuzaviena, miize vsak byt i
uzaviend (tj. vetsSinou kruhovd). Subjekt se miize i nemusi vracet do vychoziho bodu. Subjekt
se celou cestu pohybuje stdalou rychlosti. Pokud se vraci do vychozi bodu, muze se rychlost
Subjektu zmenit (ale po celou dobu navratu musi byt rychlost stald). Pocitame rychlost subjek-
tu, cas, ktery potrebuje na cestu nebo velikost drahy, kterou urazi.

Priklad 3.1.1:
Cyklista vyjel ve 4 hodiny 30 minut a dojel do ur¢eného mista v 7 hodin 50 minut. Jel stale

touz pramérnou rychlosti. Kdyby byl ujel za 1 hodinu o { km méné, pfijel by do vesnice za

322 hodiny. Jakou jel rychlosti?

K feseni pouzijeme vztahu S =V-t pro rovnomérny pohyb.
Priimérnou rychlost cyklisty ozna¢me x [km/h], doba jeho jizdy je 3;h a drdha s=31-x.
Kdyby jel o & km/h pomaleji, trvala by mu cesta 32 h a ujel by stejnou drdhu, potom je
s=32.(x-2) aplati

3ix=3L-(x-3)

Px=%x-5 |24
80x =85x — 51 |- 80x +51
5x=51 | :5

x = 10,2 [km/h]
Zkouska:

Jede-li 33 h rychlosti 101 km/h, ujede dréahus = 10%-33 = 34 km.

Jede-1i 322 hrychlosti 10% -2 =92 km/h, ujede drahus = 92-3%3 =34 km.
Odpoved:.

Cyklista jel rychlosti 10,2 km/h.

Priklad 3.1.2:
Bezpecnostni referent vyrobny se ma dostavit co nejrychleji na generalni feditelstvi, které je
vzdaleno 12 km od vyrobny. Za jak dlouho se mize dostavit, trva-li pfistaveni auta 10 minut a

je-li primérna rychlost jizdy po mésté nejvyse 35 kmh ™ ?

S
Doba cesty se vypocte podle vzorce t = —. Potom
v
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t:%i 0,34286 = 20 min 34 s.

Ptipocteme-li 10 min na pfistaveni auta, dostavame 30 min 34 s.

Zkouska:

Za 20 min 34 s ujede auto priimérnou rychlosti 35 kmh™ dréhu s,
s=v-t=235-0,3428 = 11,997 = 20 km.

Odpoved'.

Referent se na generalni feditelstvi miize dostavit nejdiive za 30 min 34 s.

Priklad 3.1.3:

Konaji se zavody v béhu na lyzich. Pokud zavodnik béZi celou trat’ rychlosti 10 km/hod, pii-
béhne do cile ve 13 hodin. Pokud bézi rychlosti 15 km/hod, dobéhne v 11 hodin. Jakou rych-
losti musi bézet, aby dob¢hl ve 12 hodin?

Oznacime si ¢as pfi rychlej§im behu X [h], potom Cas pti pomalej$im béhu je o 2 hodiny vétsi,
tedy (x + 2) [h]. Vyjdeme ze vztahu s =v-t, potom
V prvnim piipadé

s=10-(x + 2);
V druhém ptipadé

s=15-x.
Z toho plyne

10-(x +2) =15-x

10x +20=15x |- 10x
20=5x |:5
x=4[h]

Zavody v béhu na lyzich zacaly v 11 — 4 = 7 hodin; jejich délka je s=v-t=15-4 =60 km.
Aby zavodnik dobéhl ve 12 hodin (doba na trati je 5 h), musi bézet rychlosti

v=§=@=ﬁkm/hod.

t 5

Zkouska:
1) Zavodnik pobézi 6 hodin rychlosti 10 km/hod a ubéhne 6-10 = 60 km.
2) Zavodnik pobézi 4 hodiny rychlosti 15 km/hod a ub&éhne 4-15 =60 km.
3) Zavodnik pobézi 5 hodin rychlosti 12 km/hod a ub&éhne 5-12 =60 km.
Odpoved:.
Aby zavodnik dobéhl ve 12 hodin, musi béZet rychlosti 12 km/hod.

Priklad 3.1.4.

Turista vystoupil z udoli na horu a opét sestoupil; cely vylet trval 6 hod. 20 min.. Jak vysoko
lezi vrchol hory nad udolim, jestlize za 1 hod. se vystoupi o 300 m anebo sestoupi o 500 m, a
jestlize si turista cestou popial oddechu 1 hod.?

Cela doba pohybu (vystup a sestup) turisty trval 5 hod 20 min. Ozna¢me vySku hory nad udo-
lim h, dobu vystupu X, dobu sestupu y. Potom dostavame
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h =x-300

h=1y-500
Protoze doba sestupu a vystupu je 5% h, dostdvame

x+y=5L |.3

300x =500y |:100

} —> 300x =500y .

3x+3y=16
3x =5y
8y=16 |:8

y=2[h] — 3x=10 — x=33[h].

Zkouska:

Vystup: 33-300 =1 000 m.

Sestup: 2-500 =1 000 m.

Odpoved'.

Vrchol hory lezi 1 000 m nad udolim.

Priklad 3.1.5:
Kdosi si vyjde na prochazku po stoupajici silnici a chee byt za 13 hod. zase doma. Jak daleko
mize jit, ujde-li pii cesté do vrchu 60 m, pfi cesté s vrchu 75 m za minutu?

Resent:
Cestadovrchu. . ... 60m/min = 3,6 km/h; cestasvrchu . .. ... 75 m/min = 4,5 km/h. Ozna-
¢ime-li si dobu vystupu x [h] a dobu sestupu y [h], potom pro pievyseni h plati

h=x-3,6

— 3,6x=45y.

h=y-45

Dostavame soustavu rovnic
3,6x = 4,5y

x+y=15 — x=15-y
3,6-(1,5-y) =45y
54-36y=45y |+3,6y
54=81ly |:8,1
y=%4[h] — x=3-% — x=¢[h]

Zkouska:

Stoupani: 60-50 =3 000 m, klesani: 75-40 = 3 000 m.
Odpoved:.

Kdosi miiZe jit do vzdalenosti 3 km, pak se musi vratit.

Priklad 3.1.6:

PIn¢ nalozeny néakladni automobil s vlekem jede urcitou trat’ primérnou rychlosti o 6 km/h
mensi, neZ je obvykla priimérna rychlost naloZzené¢ho automobilu bez vleku. Do cile jede proto
o hodinu déle nez obvykle. Na zpatecni cesté jede automobil prazdny a bez vleku, takZe jeho
priamérnd rychlost je o 8 km/h vétsi nez priimérna rychlost naloZzeného automobilu bez vleku.
Tim dohoni hodinu ztraceného casu. Vypoctéme, jaka je obvykla primérna rychlost naloZené-
ho automobilu (bez vleku), jak dlouh4 je trat’ a jak dlouhd je normalni doba jizdy.
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Rychlost nalozeného automobilu bez vleku si oznac¢ime Vi, jeho dobu jizdy t;, rychlost nalo-
zeného automobilu s vlekem si oznacime vy, jeho dobu jizdy t; a rychlost prazdného automo-
bilu bez vleku si oznacime Vs, jeho dobu jizdy t3, potom plati:
Vo= Vi—6, b=t;+1; v3=v;+8, 3=t 1.
Z toho pro urcitou trat’ plyne
S=vi-t1
s=(vi—6)-(tg +1)
S=(vi—6)-(t; +1)
s=vi-ty |(—1)
S=vi-t1 -6t +vi—6
S=vi-f1 + 8tl—Vl—8
0= -6t +v,—6
0=8—v1-8
0=24-14 — t,=7[h]
vi = 8t; —8 =56 — 8 = 48 [km/h]
S=Vvi-ty = 7-48 = ﬁ [km]
Zkouska:
1) s=vq-t, =7-48 =336 km,
2)s=vp-1; =8-42 =336 km;
3)s=vi-t; =6-56 = 336 km.
Odpoved.
Obvykld primérna rychlost nalozeného automobilu (bez vleku) je 48 km/h, normalni doba
jizdy je 7 hodin a trat’ je dlouh4 336 km.
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3.2. Skupina 2: ,,Jeden subjekt a riiznd rychlost*

Po draze se pohybuje pouze jeden subjekt. Draha byvd neuzaviena, miize vsak byt i
uzaviend (tj. vétsinou kruhova). Objekt se miize i nemusi vracet do vychoziho bodu. Rychlost
subjektu se behem jedné cesty alespon jednou zméni. Pocitame rychlosti subjektu nebo cas,
ktery potrebuje na prekonani jednotlivych uisekit nebo vzdalenosti téchto usekai.

Priklad 3.2.1.
Z mista A do mista B je 180 km, coz se da ujet za 5 hodin. Jezdec byl na cesté zdrzen jednu
hodinu. Poté zvysil rychlost o 12 km/h a jel po svém zdrZeni jesté 3 hodiny. Kde byl zdrzen?

nu a po zdrzeni jel jest¢ 3 hodiny, proto pted zdrzenim jel 1 hodinu. Za 1 hodinu ujel 36 km,
byl tedy zdrzen 36 km od A.

Zkouska:

Jezdec jel pted zdrZzenim 1 hodinu rychlosti 36 km/h, po zdrZeni 3 hodiny rychlosti 36 + 12 =
48 km/h, celkem ujel 36 + 3-48 = 180 km. Doba zdrZeni se neprojevi, pouze muize pii vy-
poctu plést.

Odpoved:.

Jezdec byl zdrzen 36 km od A.

Priklad 3.2.2.

Dva turisté si vyrazili na prochazku. Z chaty se vydali ve tfi odpoledne a prvni tsek $li po
roving rychlosti 4 km/h. Po n&jakém case dorazili k upati kopce a zacali stoupat nahoru rych-
losti 3 km/h. Kdyz se dostali az nahoru, zjistili, ze uz je pozd¢ a bez otaleni se vydali stejnou
cestou zpét. Z kopce §li rychlosti 6 km/h a pak po roving (stejn¢ jako prvné) 4 km/h. Na chatu
se vratili v devét vecer. Kolik za sviij vylet usli kilometrti?

Oznac¢me si velikost drahy po roviné sy, €as, za ktery ji usli ty; velikost drahy nahoru ozna¢me
S, Cas potiebny na vystup tp; velikost dréhy z kopce sz = S, a Cas potiebny na sestup t3 = 3 t,
(protoze rychlost je sestupu je dvojndsobna, musi byt ¢as poloviéni). Konec cesty je stejny
jako zacatek (velikost, rychlost i ¢as). Celkovou drahu (tam i zpét) oznacme S. Celkovy cas je
rozdil doby ptichodu a odchodu, tedy 9 — 3 = 6 hodin. Ze zadani plyne:
2+t +13=6
25, +S,+S, =S

Protoze S1=4ty, S, = 3ty, S3 = 6t3 = 3ty, dostavame:
2t1+%t2:6 — t2:4—%t1

8t, +6t, =s
8ty +24 —-8t; =5
24 =5

ProtoZe cas t; pfi feSeni rovnice vyrusil, vysledek nezéavisi na tom jak dlouho §li po roving a
jak dlouho stoupali ¢i klesali (samoziejmé ¢as musi vyhovovat zadani).
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Zkouska:

Vyjdeme z ptedchozi poznamky a jednotlivé ¢asy si zvolime napf. takto: doba stoupani 2 h,
doba klesani 1 h (musi byt poloviéni), doba cesty po roviné (dohromady tam i zpét) 3 h. Po-
tom celkova trasa je 3-4 + 2-3 + 1-6 = 24 km. Zménime-li ¢asy na jednotlivych tsecich, vy-
jde ndm opét celd trasa 24 km.

Odpoved'.

Turisté usli za svtij vylet 24 kilometri.

Poznamka:
Pokud budou rychlosti zadany jinak a hodnota t; se pii vypoctu nevyrusi, vede feSeni tlohy na
diofantovskou rovnici.

Priklad 3.2.3:

Vlak jede rychlosti 60 km po roving, 70 km s vrchu a 56 km do vrchu. Kolik roviny, stoupani
a klesani obsahuje trat’ dlouha 69 km, jestlize ji vlak ujede za 65 min v jednom, za 69,5 min.
ve druhém sméru? [délky trati s vrchu a do vrchu mohou byt v obou jizdach rtizné !!]

Prvni usek tam: ¢as ty, rychlost vy = 60 km/h, draha s; = v; - t; = 60t;.
Druhy tsek tam: ¢as ty, rychlost v, = 56 km/h, draha s, = v, - t, = 56t,.
Treti Gsek tam: ¢as t3, rychlost vz = 70 km/h, draha s3 = v3 - t3 = 70ts.
Prvni asek zpét: Cas ts, rychlost v4 = 56 km/h, draha s, = v, - t4 = 56t,.
Druhy tsek zpét: Cas ts, rychlost vs = 70 km/h, draha Ss = vs - t5 = 70ts.
Tteti Gsek zpét: Cas ty, rychlost v; = 60 km/h, draha s; = vy - t; = 60t;.
Protoze drdha tam i zpét je 69 km a ¢as tam 65 min, ¢as zpét 69,5 min, plati:
60t, + 56t, + 70t3 = 69
60t, + 56t, + 70ts = 69

t1+t2+t3:%

Lttty +ts= % .

Dostavame tedy soustavu Ctyf linedrnich rovnic pro pét neznamych, kterd pljde upravit na
jednu linearni rovnici pro dvé nezndmé, tedy neurcitou rovnici.
Vyjadiime

3= % -1

= % -t 15
a dosadime do zbylych dvou rovnic

60t; + 56t, + 70(% -t - tg) =69

60t, +56(% —t, —t;) +70t; =69
60t; + 56t, + 22° —70t; — 70, =69 | -30
60t, +*55° —56t, —56t, +70t, =69 | -30

1800t; + 1 680t, + 2 275 -2 100t; — 2 100t, =2 070 |-2 070
1800t, +1 946 —1 680t, —1 680t + 2 100t =2 070 |-2070

300t, + 420t, = 205
120t, +420t, =124

Nyni provedeme substituce:
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=X, t=y, t=F -x-y,

ts=z, ty= 2-x-z

a dostavame: 300x +420y =205 |:5

120x+420z =124 |:2
60X+84y:41}

60x + 210z =62
84y —210z=-21 |:(-21)
10z -4y =1 tato diofantovska rovnice nema celociselné fesenti;
nas vsak zajimaji 1 necelocCiselnd feseni, rovnici budeme fesit jako neurcitou. Neznamé budou
zlomky mensi nez 1, napt.:y < &
Zvolme:
a)y=4,potom 10z-1=1 — z=1,
60x +84-+ =41 — x=1.
Dostavame: t; =x= ¢ h=20min, ,t=y=1 h=15min, t3= & —x-y=8 -1 — 1 =
1
3

60 3 4

35 h=375min, ts=z= % h =12 min.

69,5

_69 —
=1 h=30min, ts= > —x-z= 22—

b)y = &, potom 10z—g—1 — z=
60x +84-1 =41 — x=2

Dostavame: ty=x= 2% h=27min, tb=y=1 h=10min, t3= & —x-y=% _ 2 1 =

L h=28min ty= 52 —x—z=22— & _1==32h=325min, ts=z= % h=10 min.

gl

Atd. ... nekone¢né mnoho feSeni.
Zkouska:

a) Cas tam: t; + t + t3 = 20 + 15 + 30 = 65 min = % h.
Caszpdt: t; + 14+ t5 =20 + 37,5+ 12 =67,5min = & h,
Draha tam: S; +S, +S3=60- 1 +56-  +70- 3 =20 + 14 + 35 =69 km.

4

Draha zpét: Sy + S4 + S5 = 60- £ +56- 32 +70- 1 =20+ 35 + 14 = 69 km.

60
b) Cas tam: t1+t2+t3—27+10+28 65 min= £ h.
Caszpet t1+t4+t5—27+325+10 67,5 min = 695
Draha tam: S; + S, +S3=60- 55 +56- 1+ +70- & 27+9§ +322 =69 km.
Draha zpét: Sy + S4 + S5 = 60- % + 56- 32—5 +7O =27+30% +11% =69 km.

60
Atd. ... nekonecné mnoho feSeni.
Odpoved:.
V prvém piipad¢ je vodorovny usek dlouhy 20 km, Gsek do vrchu 14 km a tsek s vrchu 35
km, v druhém pfipadé¢ je vodorovny tisek 27 km, tisek do vrchu tam 9% km, tsek s vrchu tam

32% km, tsek do vrchu zpét 303 km, usek s vrchu zpét 11% km (tedy useky nejsou stejné,

vlak jel zpét jinou cestou).
Atd. ... nekone¢né mnoho feSeni.
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3.3. Skupina 3: ,,Dva subjekty proti sobé&*

Po neuzavrené drdze se pohybuji proti sobé dva subjekty. Zacatek pohybu obou sub-
Jjektii miize byt ve stejnou nebo i v riiznou dobu. Pocitame rychlosti subjektit a cas, ktery na
prekonani svych useku potiebuji. Miizeme také pocitat vzdalenost bodu, ve kterych subjekty
zacinaji pohyb.

Priklad 3.3.1:

Z Prahy do Olomouce je piiblizn¢ 250 km. V 6 hodin vyjel z Prahy do Olomouce rychlik
pramérnou rychlosti 85 km/h. Ve stejném okamziku vyjel z Olomouce do Prahy osobni vlak
prumérnou rychlosti 40 km/h. V kolik hodin a v jaké vzdalenosti od Prahy se setkaji?

stejny) oznac¢me X. Potom miizeme vyjadrit drahy vlakda.
Rychlik z Prahy ujel drahu s; = v; -t = 85X, osobni vlak z Olomouce ujel drahu S; = v, -t =
=40x, a protoze plati S =s; + Sy (vlaky jedou proti sobg), dostdvame rovnici
250 = 85x + 40x
250 =125x | : 125
x=2[h]
Zkouska:
Za 2 hodiny ujede rychlik 2 -85 = 170 km, osobni vlak 2-40 = 80 km;
celkem ujedou 170 + 80 = 250 km.
Odpoved:.
Vlaky se setkaji v 8 hodin 170 km od Prahy.

Priklad 3.3.2:
hodiny, listono§ B 8 mil za 3 hodiny, pfitom B vyjizdi na cestu o hodinu pozdgji nez A. Kolik
mil ujede A do setkani s B?
Resent.
Listono§ A ujde za 1 hodinu 7 : 2 = 3,5 mile, listono$ B ujde za 1 hodinu 8 : 3 = 2% mile, lis-
tonos A je na cesté X hodin, listono§ B je na cesté (X — 1) hodin. ProtoZe listonosi jedou proti
sobg, drahy se scitaji a plati
35-x+ 8. (x-1)=59 |-6
21x +16x— 16 =354 | + 16
37x=370 | :37
x=10[h] — x=1=9[h].
Zkouska:
Listono$ A ujde za 2 hodiny 7 mil, za 10 hodin ujde 5-7 = 35 mil, listono$ B ujde za 3 hodiny
8 mil, za 9 hodin ujde 3-8 = 24 mil; oba dohromady ujdou 35 + 24 = 59 mil.
Odpoved.
Listono$ A ujde do setkani s B 35 mil.
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Priklad 3.3.3:

Dva pfatelé, Dzin a Cin, bydli v jedné ulici. Jednou v nedéli o devaté hoding se nahodou oba
rozhodli, ze se navstivi. Oba si zavolali riksu a vyjeli souc¢asné na ulici. Na ulici se minuli, ale
nevidéli se. V tom okamziku DZin pravé ujel o 1,5 km vétsi vzdalenost nez Cin. Dzin pfijel
k ptitelovu domu za dal§ich 6 minut 45 sekund. Cinovi trvalo je§té 12 minut od stietnuti, nez
piijel k cili. Oba rikSové jeli riiznou, ale stalou rychlosti, kterou udrzovali celou cestu. Jak
daleko od sebe bydli pratelé?

Resent &, 1;

Obr. 3-1
v
D . : i
. Y g .
1
£ ' £

Oznatme si drahu DZina do setkani s;, drahu Cina do setkéni s, potom s; =S, + 1,5. Do se-
tkani jeli oba stejnou dobu, proto t; =t = t.

Po setkani ujel Dzin drahu s, za 6 minut 45 sekund — ozna¢me t;"; drahu s; ujel Cin za 12 mi-
nut — oznaCme t,’.

Do setkani: Po setkani:

S1+ S =5,

S1 =V, S1=Vo.ty — 51 =12v,,
Sy = Vo1, S,=Vvi-ty” — S, =6,75v.
Potom plati:

S1—S= 1,5 —  12v,—-6,75v; = 1,5.
Porovname-li drahy pied setkdnim a po setkani, dostavame:

vit =12v,
Vot = 6,75V,
v t
v, =+
212
2
iz6,75vl | - 12
12 A
2 =6,75-12
t=+81=9]s],
V.t v, -9
otomv, =+ =1 Vo = 0,75v;.
P 2790 T 1y .

Dosadime-li do vztahu s; — S, = 1,5, dostdvame:
12v,-6,75v; =15
9v; —6,75v; = 1,5
2,25v1=1,5 | :2,25
vi = 2 [km/min] — v, =0,5[km/min]
Pro celkovou drahu s plati:
S=s+s=vit+wt=(% +0,5) -9=10,5km.
Zkouska:.
Po setkani ujel Dzin S, = vy-t;" = £ -6,75=4,5km.
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Po setkani ujel Cins; =Vo-t,'=0,5-12 =6 km.

Celkem ujeli oba 4,5 + 6 = 10,5 km., coz je celkova vzdalenost.
Odpoved:.

Dzin a Cin bydli 10,5 km od sebe.

Reseni &. 2;
Opét uvazujeme, ze do setkani jeli oba stejnou dobu, proto t; = t, = t. Ozna¢me si drahu Dzina
do setkani s;, drahu Cina do setkani S,, a rozdil drah d, potom s; =5, + d.

Po setkani ujel drahu S, Dzin za €as t;”; drahu S; ujel Cin ¢as ty’.

Do setkani: Po setkani:
S1+S> =5,

S1=Vi-t, S1=Va.1,
Sy = Vo 1, So=vi-ty'.
Potom plati:

81—82:d — V2t2'—V1t1'=d.
Porovname-li drahy pied setkanim a po setkéni, dostdvame:

v,t
vit=wt,” — V, = l,
tZ
vt =vt,
v,t , t,
1, t = Vltl | . L
t2 Vl
rr=t"-t
t=t"t, (3-1)
Potom:
Y tt) t,”
vV, = - } 2 - V, =V 1,
t, t,
1’2'
V, =V
1 2 tl,
Dale plati: s; —S, =d, z ¢eho plyne:
a) Vot — ity = d
to ,
v, - |2t vt =d
t2
vt —vt =d
d d
VWwe—TF———"7 — V= ; (3-1a)
Jut -t t—t,
b) Vot —wvity" = d
, t,” ..
vt —v, - [-= -t =d
t1
V,t, v, -yt t, =d
d d
V, = — — —  V,=— (3-1b)
t,—Jtt, t,—t




Pro celkovou drahu s potom plati:

dt dt dt dt
S=Ss1+Sy=vit+ vt = +

ot -t ot -ttt
Pro konkrétni hodnoty t;'= 6,75, t,’= 12 dostavame
t=Jt't, =/6,75-12 =9
a potom:

(3-2)

t-t” t/~t 9-675 12-9 o

Zkouska:

v, = d - = L5 2 [km/min]; v, = d -
t—-t° 9-6,75 t, -t 12-9

S=vity" + oty = %-6,75 +05-12=45+6=10,5km.

Odpoveéd".

Dzin a Cin bydli 10,5 km od sebe.

= 0,5 [km/min], potom

Priklad 3.3.4:
Z mist A, B vyjeli soucasné proti sobé dva cyklisté. Setkali se a pokracovali v jizdé€; za dalsi
hodinu dojel prvy do mista C polozen¢ho 63 km za B, druhy do mista D polozené¢ho 9% km

za A. Jaké byly jejich rychlosti? Jaka vzdalenost AB?

1
p ke A & p S kw .
s=v-t =1
Vyjadiime-li vztahy pomoci zndmych symbolt, dostavame:
S1=So+65=v-t1=1,5v;
S$5=S+95=v,-t,=15v,
Ze vztaht dostdvame dvé rovnice pro tfi neznamé, které vedou na neurcitou rovnici:
So+6,5=15v; |-(-1)

S, +9,5=15v,
3=15(v2-v1) |:1,5
Vo — vy =2 ... dostavame neurcitou rovnici, ktera ma nekone¢né mnoho feSeni.

Dostaneme je tak, ze volime v; a pocitame Vo (V1 > 4%, v, > 61, protoze prvni cyklista musi
dojet do C, druhy do D).

Priklady:

V1! 5 8 11 15 21

V! 7 10 13 17 23

So: 1 55 10 16 25

Zkouska:
1) Prvni cyklistaujel 5 - 1,5=7,5km, cozjeSp+65=1+6,5=7,5.
Druhy cyklista ujel 7 - 1,5=10,5 km, cozje Sp +9,5=1+ 9,5 =10,5.
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4) Prvni cyklista ujel 15 - 1,5=22,5 km, cozje Sp + 6,5=16 + 6,5 = 22,5.
Druhy cyklista ujel 17 - 1,5=25,5 km, cozje Sp+9,5=16 + 9,5 =25,5.
atd...
Odpoved'.
1) Prvni jel rychlosti 5 km/h, druhy 7 km/h. Mista A,B jsou od sebe vzdalena 1 km.
4) Prvni jel rychlosti 15 km/h, druhy 17 km/h. Mista A,B jsou od sebe vzdalena 16 km.
atd...

Poznamka:
Prestoze jsme hledali pouze celociselna feSeni (neurcitou rovnici jsme povazovali za diofatov-
skou), illoha mize mit i jind, kladna redlna feSeni, vyhovujici dané podmince.

Priklad 3.3.5:

Dva chodci A, B jsou od sebe vzdaleni 57,2 km a vyjdou si soucasné vstiic. Kdyz se sejdou,
shledaji, Ze A usel o 4,4 km vice, coz je zpusobeno tim, Ze ujde za hodinu o 0,8 km vice. Po
jaké dob¢ se setkali? Jak rychle za hodinu jde ktery?

Chodec z A ujde kazdou hodinu o 0,8 km vice nez chodec z B, celkem ujde o 4,4 km vice,
z toho plyne, ze chodec z A $el (stejné jako chodec z B) 4,4 : 0,8 =5,5 h.

Chodec z B usel celkem (57,2 — 4,4) : 2 =26,4 km, tj. Sel rychlosti 26,4 : 5,5 = 4,8 km/h.
Chodec z A usel celkem 57,2 — 26,4 = 30,8 km, tj. Sel rychlosti 30,8 : 5,5 = 5,6 km/h.
Zkouska:.

Celkem oba chodci usli 5,6-5,5+4,8-5,5=57,2 km.

Odpoved.

Chodci se potkali po 5,5 hodinéch, prvni $el rychlosti 5,6 km/h, druhy rychlosti 4,8 km/h.

Priklad 3.3.6:

Dva cyklisté vyjeli proti sobé soucasné z mist A a B. Kdyz se setkali, mél prvy ujeto o 20 km
vice nez druhy a potieboval jesté¢ 3 hod., aby dojel do B; druhy jel jeste¢ 5 hod. 20 min. nez
dojel do A. Jak daleko je z A do B?

Vyjdeme ze vztahu s = v-t. Prvni cyklista (z A) jede rychlosti v, druhy cyklista (z B) jede
rychlosti v,. Do setkani ujede prvni cyklista drahu S, druhy cyklista drahu s; a plati:
S1— S, =20.
Po setkani plati pro prvniho cyklistu:
3Vi =S, =V,
pro druhého cyklistu plati:
5%V2 =5, =vVv;-L
Z toho dostavame soustavu rovnic:

Vi-t—vo-1=20
vi-t= 5%V2
Vo-t=3vy

A
Yy
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3
vlt—%-t:20
Vt—E-% V.t 16v, |l
1t 1=
3 t t v,
t?=16 — t=4Th] (zaporné t nelze).

Do rovnice soustavy vt — % -t=20 dosadime t =4 a dostdvame
4v, —3v1=20 — Vi = 20 [km/h]
Potom v, = % — Vo =15 [km/h].

Celkova drahaje sy +Sp;=Vvy-t+vp-t=20-4 + 15-4 = 140 km.

Zkouska:

Prvni cyklista ujel drahu s; = 20-4 = 80 km, druhy cyklista ujel po setkani 5% - 15 = 80 km,
coz je stejna draha.

Druhy cyklista ujel drahu s, = 15-4 = 60 km, prvni cyklista ujel po setkani 3-20 = 60 km, coz
je stejna draha.

Odpoved:.

Z A do B je 140 km.

Priklad 3.3.7:

Ze dvou 30 km od sebe vzdalenych stanic A, B jedou vlaky proti sob¢, vlak z B vyjede v§ak o
% hod. pozdé&ji; 10 min. po odjezdu vlaku z B jsou vlaky jesté 7 km od sebe vzdaleny, za dal-
Sich 10 min. jsou po setkani zase jiz 2’2 km od sebe vzdaleny. Stanovte rychlosti vlakl za
minutu.

Vlak z A jede rychlosti x km/min, doba jizdy je o 30 min del$i nez vlaku z B. Vlak z B jede
rychlosti y km/min. Potom dostavame
40-x+10-y=23
10-x+10-y=9,5 |-(-1)
30x=13,5 |:30
x = 0,45 km/min = 27 km/h;
45+10y=9,5 |-45
10y=5 |:10
y = 0,5 km/min = 30 km/h.

Zkouska:.

1) Vlak z A: 40-0,45 = 18 km, vlak z B: 10-0,5 = 5 km. Celkem ujedou 18 + 5 =23, zbyva do
setkani 30 — 23 =7 km.

2) Vlak z A: 10-0,45 = 4,5 km, vlak z B: 10- 0,5 = 5 km. Celkem ujedou 4,5 + 5=9,5, zbyva
do setkani 7 — 9,5 =— 2,5 km, jsou tedy po setkani vzdaleny 2,5 km.

Odpoved.

Vlak z A jede primérnou rychlosti 450 m/min, vlak z B jede primérnou rychlosti 500 m/min.
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Priklad 3.3.8:

Mésta A a B jsou vzdalena 400 km. Z mésta A vyjizdi ndkladni auto primérnou rychlosti 50
km/h, 0 2 hodiny pozd¢ji z mésta B osobni auto rychlosti 70 km/h. Mezi obéma mésty je mo-
torest, kam ob¢ auta ptijedou soucasné. Jak daleko je motorest od mésta A?

Z mésta A vyjizdi nakl. automobil rychlosti vi = 50 km/h, jeho doba jizdy je (t + 2) hod.
Z mésta B vyjizdi osob. automobil rychlosti v, = 70 km/h, jeho doba jizdy je t hod. Pro jejich
drahy plati:

$;=50-(t+2)
S, =70-t
S1 + 5 =400

50t + 100 + 70t =400 |[-100
120t =300 |:120
t=2,5 hod.

Zkouska:.
Nakladni automobil ujede drahu s; = 50-4,5 = 225 km, osobni automobil ujede drdhu s; =
=70-2,5 =175 km. Dohromady ujedou 225 + 175 = 400 km.
Odpoved:.
Motorest je 225 km od mésta A.

Priklad 3.3.9:

Dve¢ letadla leti z letist’ A a B, vzdalenych 420 km, navzajem proti sob¢. Letadlo z A odstarto-
valo o 15 min pozdéji a leti primérnou rychlosti o 40 km/h vétsi nez letadlo z B. Urcete pri-
meérné rychlosti obou letadel, vite-li, Ze se setkaji 30 minut po startu letadla z A.

B leti letadlo primérnou rychlosti v, = x km/h, jeho doba letu je (t + %) hod. Je-lit= 1 hod.,
plati pro jejich drahy:
S1 = (X + 40) %
So = % -X
S1+ 5, =420
(x+40)- 1 +2.t=420 |- 4
2x +80 +3x=1680 |-80
5x=1600]:5
x =320 km/hod.
Potom vy = (x + 40) = 360 km/hod, v, = x = 320 km/hod.
Zkouska:
Letadlo z mista A uleti drahu s; = 360- = 180 km, letadlo z mista B uleti drahu s, = 320- 2 =
= 240 km. Celkem uleti ob¢ letadla drahu 180 + 240 = 420 km.
Odpoved.
Letadlo z A leti primérnou rychlosti 360 km/hod, letadlo z B leti primérnou rychlosti 320
km/hod.
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Priklad 3.3.10:

Dva cestujici vyrazili ve stejny okamzik z Pafize a ze Chateau-Thierry. V momenté, kdy se
potkali, prvni urazil o 12 km vice nez druhy. Oba pokracovali nezménénou rychlosti. Prvni
dorazil do Chateau-Thierry 42 h po setkani, druhy do Pafize 72 h po setkani. Jaka je vzdale-
nost mezi obéma mesty?

Do setkani se prvni cestujici pohyboval rychlosti v; po dobu t a urazil vzdalenost S;, druhy se
do setkani pohyboval rychlosti v, po dobu t a urazil drahu s,, s; =S, + 12. Z toho plyne

Sp) =Vt

So+12=v;-t.
Po setkani se prvni cestujici pohyboval rychlosti vi po dobu 4 h a urazil vzdalenost s, druhy

se po setkani pohyboval rychlosti v, po dobu 73 h a urazil dréhu s; = s, + 12. Z toho plyne

S2= V1 — 1= 38

S,+12 = %Vz — szﬁ-(82+12).

Z obou soustav rovnic miizeme vyjadtit pomér rychlosti vi, Vv, a dostavame:

1) Vi S +121
V2 SZ
T
Vy é'(sz +12)
Z toho plyne
s,+12 &S,
S, B 5 (8, +12)

s, +12 815,
S, 49.(s, +12)
49-(s;+12)%=81-(s)° |

7-(52+12)=9-s,
75, +84=09s, |-Ts;

84 =2s, | 12
Sp = 42 [km]
Celkova vzdalenost je S=5; +S,=2S, +12 =96 km.

Zkouska:

Rychlost prvniho cestujiciho je vi = & -5, = 2-42 =9 km/h, rychlost prvniho cestujiciho je
Vo = & - (S2 +12) = & -54 =7 km/h. Prvni sek z Pafize do mista setkani je dlouhy 42 + 12 =
54 km a prvni cestujici jej urazi za 54 : 9 = 6 hodin, druhy Gsek ze Chateau-Thierry do mista
setkani je dlouhy 42 km a druhy cestujici jej urazi za 42 : 7 = 6 hodin. Prvni cestujici dojde po
setkani do Chateau-Thierry za 42 : 9 = 42 hodiny, druhy cestujici dojde po setkani do Pafize
za54:7 = 73 hodiny.

Odpoved:.

Vzdalenost mezi Pafizi a Chateau-Thierry je 96 km.
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3.4. Skupina 4: ,,Dva subjekty za sebou*

Po neuzaviené drdze se pohybuji za sebou dva subjekty. Subjekty zacinaji pohyb ze
stejnych mist v riznou dobu a jeden subjekt dohoni druhy nebo dojedou do cile ve stejnou
dobu. Subjekty téz mohou vyjet ve stejnou dobu, ale do cile dojedou v riiznych casech. Nebo
téz subjekty zacinaji pohyb z riznych mist ve stejnou dobu a jeden dohoni druhy. Muzeme
pocitat rychlosti subjektu, cas, ktery potiebuji na zdolani jednotlivych usekii a velikosti téchto
usekui.

Priklad 3.4.1:

V 8%h vyjela skupina déti z tabora na celodenni cyklisticky vylet. Po devaté se prudce zhot-
Silo pocasi a vedouci tabora se rozhodl poslat za détmi po stejné trase autobus, ktery vyjel v

10°°h. Za jak dlouho a v jaké vzdalenosti od tabora dojede autobus déti, jestlize déti ujedou za
1 hodinu primérné 15 km a autobus jede rychlosti 75 km/h?

K feSeni pouZijeme vztahu s = V-t pro rovhomérny pohyb. Ozna¢me neznamou dobu jizdy
déti X, potom doba jizdy autobusu je (X — 2). Pro jednotlivé drahy plati:
déti: s =vq-t; =15:x,
autobus:  S;=Vvy-t; =75-(x—2).
Protoze S; = S,, dostavame

15x=75-(x—2)

15x = 75x — 150 | + 150 — 15x

150=60x | : 60

x=25[h]

Zkouska:
Déti jedou 2,5 hodiny rychlosti 15 km/h a ujedou 2,5-15 = 37,5 km,
autobus jede 0,5 hodiny rychlosti 75 km/h a ujede 0,5-75 = 37,5 km.
Odpoved:.
Autobus dojede déti v 11 hodin (za ptl hodiny) 37,5 km od tabora.

Priklad 3.4.2:
Pes se Zene za kralikem, ktery je 150 stop pfed nim. Pes urazi kazdym skokem 9 stop, zatimco
kralik urazi 7 stop. Kolik skok® musi ud¢lat pes, aby dohonil kralika?

Reseni &. 1; - usudkem.
Pes kazdym skokem zkrati naskok kralika o 2 stopy. Protoze kralik ma naskok 150 stop, do-
honi jej pes Za
150 : 2 = 75 skokd.
Zkouska:
Draha kralika je 150 stop plus 75 skoki po 7 stopach, tj. 150 + 75-7 = 675 stop.
Dréha psa je 75 skoki po 9 stopach, tj. 75-9 =675 stop.
Obé¢ drahy jsou stejné dlouhé.
Odpoved.
Pes dohoni krélika po 75 skocich.
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Kralik mé naskok sy = 150 stop; dale do doby nez jej dohoni pes ubéhne drahu s;, na které
udéla p; skoki o délce dy, tedy plati S; = d;-p1. Protoze di = 7 a pocet p1 nezname, oznac¢ime
jej x. Potom s; =7-X.

Pes ub&hne drahu s,, na které udéla p, skokt o délce dy, tedy plati S, = d- p,. Protoze d, =9 a
P2=P1,j€ P2=X a $2=9-X.

Protoze pes kralika dohoni, plati:

Sp =81 +Sp

9x = 7x + 150 |-7x
2x=150 | :2

X =75 skokd.

Zkouska a odpoved’ - viz feSeni 1.

Kralik ma naskok 150 stop. Aby se pes dostal na misto kralika, musi udélat 150 : 9 =

= 32 skoku.

Mezi tim kralik urazi 7- 3 = ¢ stop.
Nyni ma kralik naskok 22 stop. Aby se pes opét dostal na misto kralika, musi udélat
330:9 =30 skokd.

350 — 2 450

Mezi tim kralik urazi 7- 5% = === stop.

Nyni ma kralik naskok 222 stop. Aby se pes opét dostal na misto kralika, musi ud¢lat

2450, _ 2450 o
7.9 =" skoki; atd.

Pocet skoki psa tvoii nekonecnou fadu
2 450

— 50 , 350
S= ?+F+W+... y

jejiz kvocient je

350 2450 7
q= 2= - =—,
Soucet fady vypocteme podle vzorce:
a Q04
S:—lz 37=%=i0:é Skokﬁ.
1-q 1-§ 3§ 6

Zkouska a odpoved - viz feSeni 1.

Priklad 3.4.3:
Dvé lodi, vzdalené 2 340 m, pluji stejnym smérem. Prvni urazi za 1 min 56 m, druh4 74 m. Za
jak dlouho dostihne druha lod’ prvni?

Rozdil v rychlosti lodi je 74 — 56 = 18 m za min. Tedy druha lod’ kaZdou minutu sniZi ztratu
na prvni o 18 m. Vzdalenost zlikviduje za 2 340 : 18 = 130 min = 2 h 10 min.

Zkouska:

Za 2 h 10 min ujede prvni (pomalejsi) lod’ 130-56 = 7280 m, za 2 h 10 min ujede druha
(rychlejsi) lod’ 130-74 =9 620 m, rozdil drah je 9 620 — 7 280 = 2 340 m.

Odpoved.

Druha lod’ dostihne prvni za 2 h 10 min.
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Priklad 3.4.4:

Lehkonohym ujetou dupotem tepe ostruha piidu, kdyz Achilles zavodi se Zelvou v béhu a da ji
naskok 100 loktii. Achilles ubéhne 10 loktd za vtefinu, Zelva jen jeden loket. 100 lokti ubéh-
ne Achilles za 10 vtefin, zatim vSak zelva ubéhla o 10 lokti dal. Achilles potiebuje vtefinu,
aby ub¢hl téch 10 loktd, jenze zatim zelva ub&hne jeden loket. Ten ubéhne Achilles za deseti-
nu vtefiny, ale Zelva je opét o desetinu lokte ped nim. Za ¥, vtefiny ubéhne Achilles i tuto
vzdalenost, jenZe Zelva je zatim opét o %,, lokte vptedu. Tak to pokracuje dal. Vzdalenosti se
sice zmenSuji, ale Achilles nikdy zelvu nedohoni. Je to pravda? {Zenoniv paradox; 5. stol. pt.
nl.}

Postup teseni volen tak, aby se blizil principu Zenonovu paradoxu.
Prvni tsek pobézi Achilles (i zelva) 10 s, druhy 1 s, tieti 35 s, atd. Jedna se o nekone¢nou
geometrickou fadu, jejiz prvni ¢len je a; = 10 a kvocient g = . Jeji soucet je

. a _ 10 _ 100

1-g 1-45 9

Zkouska:
Za 11% sub¢hne Achilles £°-10 =192 =111 loktd.
Za 11 sub¢hne zelva £0-1=130 =112 loktd.
Rozdil drah je 1113 -111 =100 loktd.
Odpoved.
Neni to pravda, Achilles dohoni Zelvu za 1 min 51§ s.

=11¢ s.

Priklad 3.4.5:

Z kasaren vyjela kolona vojenskych aut rychlosti 40 km/h. Za 1 h 30 min byla za kolonou
vyslana motospojka jedouci primérnou rychlosti 70 km/h. Za jak dlouho a v jaké vzdalenosti
od kasaren dohoni motospojka kolonu?

Za 1 h 30 min ujela kolona 1,5-40 = 60 km, coZ je jeji naskok pied motospojkou v dobé, kdy
motospojka vyjizdi. Motospojka kazdou hodinu snizi naskok kolony o 70 — 40 = 30 km.
Naskok bude motospojka dohanét 60 : 30 =2 h.

Zkouska:

Kolona pojede 3 h 30 min a ujede 3,5-40 = 140 km, motospojka pojede 2 h a ujede 2-70 =
=140 km.

Odpoved:.

Motospojka dohoni kolonu za 2 hodiny ve vzdalenosti 140 km od kasaren.

Priklad 3.4.6:
V 5 hodin vysel turista z nocleharny na delsi cestu. Za hodinu usel 5 km. Souc¢asné€ s nim vy-

jel z nocleharny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho budou od sebe
vzdaleni 20 km?
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Oba se budou pohybovat stejnou dobu, kterou si oznacime t. Potom turista ujde drahu s; = 5t,
cyklista ujede drahu s, = 17t. Protoze rozdil drah je 20 km, plati

17t -5t=20
12t=20 |:12
= 2 h=1h40 min.
Zkouska:
Turista ujde za 1 h 40 min: £ .5= 2 =81 km.
Cyklista ujede za 1 h 40 min: £ .17 = £ =281 km.

Rozdil jejich drah je 28 3 —8% =20 km.
Odpoved.
Cyklista a turista budou od sebe vzdaleni 20 km za 1 h 40 min.

Priklad 3.4.7:

Z Brna vyjede v 7 hod. 15 min. nakladni vlak rychlosti 20 km za hodinu smérem Kk Bfeclavi;
v 8 hod. 21 min. rychlik rychlosti 65 km tymz smérem. Kdy a kde dostihne rychlik prvni vlak,
jestlize nakladni vlak stoji na pfislusné stanici 12 min., nezli rychlik dojede?

[h]. Draha rychliku je s; = 20- (t + 0,9), draha nakladniho vlaku je s; = 65-t. Protoze oba vla-
ky ujedou stejnou drahu, plati s; =S, a dostavame
20-(t+0,9) =65-t
20t +18 =65t |- 20t
18 =45t |:45
t=2 h=24min.
Rychlik dostihne prvni vlak v 8 h 21 min + 24 min = 8 h 45 min a ujede 65- 2 = 26 km.
Zkouska:
Nakladni vlak jede 66 + 24 — 12 = 78 min a ujede £2-20 =26 km, rychlik ujede téz 26 km.
Odpoved:.
Rychlik dostihne prvni vlak v 8 h 45 min 26 km od Brna.

Priklad 3.4.8:

Megésta A, B a C lezi v tomto potadi na jedné silnici. Vzdalenost mést A a B je 30 km. Z mésta
A vyjede do C osobni auto (pram. rychlost 60 km/h) a zaroven z mésta B do C nakladni auto
(40 km/h). Za jak dlouho dojede osobni auto nakladni?

Osobni auto kazdou hodinu snizi naskok nakladniho o 60 — 40 = 20 km/h. Protoze nakladni
auto ma naskok 30 km, bude to osobnimu trvat 30 : 20 = 1,5 h.
Zkouska:.
Osobni auto ujede za 1,5 hod trasu 60-1,5 = 90 km, nakladni auto ujede za 1,5 hod trasu
40-1,5 =60 km.
Odpoved:.
Osobni auto dojede nakladni za 1,5 hodiny.
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Priklad 3.4.9:

Pti cyklistickych zavodech jede peloton primérnou rychlosti 36 km/h. Opravou defektu se
jeden zévodnik zdrzel 5 minut. O kolik km/h byla pak jeho rychlost vétsi nez rychlost pele-
tonu, kdyz ho dostihl za 20 minut? Jak dlouho by mu to trvalo, kdyby peloton okamzité po
defektu zvysil rychlost na 40 km/h?

Zdrzi-li se zavodnik 5 minut, ujede peloton 36- % = 3 km. Protoze zavodnik musi peloton
dostihnout za 20 minut, musi jet za hodinu trojnasobnou rychlosti, tj 3-3 =9 km/h.
Pokud pojede peloton rychlosti 40 km/h, ujede za 5 minut 40- 5 = 3% km. Zavodnik dohani
peloton rychlosti 45 km/h, tedy rozdil je 5 km/h. Zavodnik dohoni peloton za 12:5=2 h =40
min.
Zkouska:
1) Rychlost pelotonu je vi = 36 km/h, doba jizdy je t; = 25 min = 3 h a draha, kterou peloton
ujede jes; =36- & =15 km.

Rychlost zavodnika je v, = 45 km/h, doba jizdy je t; = 20 min =  h a draha, kterou peloton
ujede je s =45- & =15 km.
2) Rychlost pelotonu je vi = 40 km/h, doba jizdy je t1 = 45 min = 2 h a draha, kterou peloton
ujede je s; = 40- 2 =30 km.

Rychlost zadvodnika je v, = 45 km/h, doba jizdy je t; = 40 min = £ h a draha, kterou peloton
ujede je s, =45- 2 =30 km.
Odpoved:.
Rychlost zdvodnika proti pelotonu byla o 9 km/h vétsi, kdyby peloton zvétsil rychlost na 40
km/h, musel by jej zavodnik dohanét 40 minut.

Priklad 3.4.10:

Gepard vyvine na kratkou vzdalenost rychlost kolem 100 km - h™. Pokud v3ak kofist nedohoni
po 400 m sprintu, musi zpomalit a pfed dalSim lovem si odpocinout. Z jaké minimalni vzdale-
nosti mu mize uniknout klokan, ktery na kratkou vzdalenost dosahuje rychlost asi 55 km-h™?
Co vas na této tloze zarazi?

Reseni:
Obr. 3-3
> S
So
2 K
klokan: s, =vjt,+s, .... s, =55t+s5,
gepard: s, =V,t, ...... s, =100t

s,=04 — 04=100t — t=0004h=144s
0,4=55.0004+s, — s,=018km=180m
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Zkouska:
gepard: rychlost: 100 km-h™ = 20m.s7;
draha: s=vt= 23.14,4=400 m.
klokan: rychlost: 55 km-h™ = 2m.s™;
draha: s=vt= 220.14,4=220 m.
Rozdil drah: 400 —220 = 180 m.
Odpoved'.
Klokan musi mit naskok pied gepardem minimalné vétsi nez 180 m.

Poznamka:
Gepard a klokan ziji na riznych kontinentech.
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3.5. Skupina 5: ,,Dva subjekty proti sobé i za sebou*

Po neuzaviené draze se pohybuji dva subjekty. Subjekty zacinaji pohyb ze stejnych ne-
bo riznych mist a ¢ast doby se pohybuji za sebou a cast doby proti sobé. Pohyb casto ukonci
ve stejnou dobu na stejném miste. Pocitame drahy subjektu, jejich rychlosti i cas trdaveny na
ceste.

Priklad 3.5.1:
Dva povozy vyjely soucasné ze dvou mist 3 km vzdalenych. Jedou-li proti sob¢, setkaji se za
15 minut; jedou-li za sebou, dohoni jeden druhy za 1 hodinu. Jaka je rychlost kazdého z nich?

Reseni &, 1
a) Nejprve jedou proti sob¢, pro prvniho plati s, =V, -t,, pro druhého plati s, =v, -t, apro
jejich drahy plati s, +s, =3, dale plati t, =t, =%, z ¢ehoz plyne
Vi +V, =3.
b) Potom jedou za sebou, pro prvniho plati s,’=v, - t,”, pro druhého plati s,’=v, -t,” apro
jejich drahy plati s,"—s,’=3, dale plati t,"=t,"=1(tj. méni se drahy a ¢asy obou, jejich
rychlosti ztstavaji; predpokladame, ze prvni je rychlejsi), z ¢ehoz plyne

vV, -V, =3.
Dostavame soustavu rovnic pro nezndmé rychlosti
iy, +iv,=3 |- 4
v, —-V,=3
v, +v, =12
v,-V, =3

2v, =15 — v, =75 [km/h] =125 m/min
Vv, =12-7,5=4,5[km/h] = 75 m/min

Zkouska:
Za 15 minut ujedou: prvni =125-15=1875m,
druhy=75-15=1125m,
celkem soucet=1 875+ 1 125 =3 000 m = 3 km.
Za 60 minut ujedou: prvni=125-60 =7 500 m,
druhy =75-60 =4 500 m,
celkem rozdil =7 500 — 4 500 = 3 000 m = 3 km.
Odpoved:.
Rychlosti motocykld jsou 7,5 km/h a 4,5 km/h.
Reseni ¢. 2:
Uvazujme stejné, ale obecné:
a) Nejprve jedou proti sobé€, pro prvniho plati s, =v, -t;, pro druhého plati s, =v, -t, apro
jejich drahy plati s, +s, =d, dale plati t, =t, =t , z ¢ehoz plyne
vit+v,t=d.
b) Potom jedou za sebou, pro prvniho plati s,’=Vv, - t,”, pro druhého plati s,’=v, -t,” apro
jejich drahy plati s,"—s,’=d, dale plati t,’=t,"=t" (tj. méni se drahy a asy obou, jejich
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rychlosti ztstavaji; predpokladdme, ze prvni je rychlejsi), z ¢ehoz plyne

vit'—v,t'=d.
Dostavame soustavu rovnic pro neznamé rychlosti
vit+v,t=d
. . v,t’—d
vt'—vt=d — v,= lt’
v,t’—d . . .
vt+—+——-t=d — vtt'+ytt’'-dt=dt
dt’'+dt
v, = 3-3a
e (3-3a)
dr+dt .., dt+dt-2dt
A 2tt’
V2 = 1 ~ —_— V2 = tt ~ = 2,t
t t t
dt’—dt
Vv, = 3-3b
oA (3-30)

Potom v nagem konkrétnim piipadé je d=3 km,t= 1 h,t"=1h,
v = dt'+dt 3-1+3-;

1 , 75 km/h,
o1t 211 =2
T 1-3.1

v, 4t=dt 31734 g i,
o1t 21 =2

4
Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni 1.

Priklad 3.5.2: Priizkum na mori 2:

Prizkumna lod’ eskadry dostala za tikol prozkoumat mofe 70 mil ve sméru, ve kterém se po-
hybuje eskadra. Pfitom eskadra pluje rychlosti 35 mil/h a prizkumna lod’ rychlosti 70 mil/h.
Urcete za jak dlouhou dobu se prizkumna lod’ vrati k eskadre.

Prizkumna lod’ musi nejdiive dojet do vzdalenost 70 mil (za 1 hodinu) a pak se obrati.
V momenté obratu ujede eskadra (také za 1 hodinu) 35 mil a do setkani s prizkumnou lodi ji
zbyva také 35 mil.. ProtoZe potom se ob¢ plavidla pohybuji proti sobé&, ptiblizuji se rychlosti
70 + 35 = 105 mil/h. ProtoZe maji ujet jesté 35 mil, bude jim to trvat 35 : 105 = % h =20 min.

Celkem popluje prizkumné lod’ 1 h 20 min (stejné jako eskadra).
Zkouska:

Za 1 h 20 min ujede prizkumna lod” drdhu 13 -70 = 935 mil, za stejnou dobu ujede eskadra
drahu 1% -35 =462 mil. Celkem ujedou ob¢ plavidla 931+ 462 =140 mil, coz je dvojnaso-
bek vzdalenosti.

Odpoved:.

Prizkumna lod’ se vrati k eskadfe za 1 hodinu 20 minut.
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Priklad 3.5.3:

Mista A a B jsou od sebe vzdalena 180 km. Z mista A vyjede po piimocaré silnici auto sme-
rem k mistu B rychlosti 60 km/hod. V okamziku, kdy auto vyjede z mista A, vyleti z mista B
moucha rychlosti 120 km/hod a leti autu naproti. Kdyz doleti k autu, vrati se opét stejnou
rychlosti do mista B, pak leti opét k autu a vSe se opakuje tak dlouho, az auto dojede do mista
B. Jakou celkovou drahu vykona moucha?

Moucha 1éta stejnou dobu jako jede auto. Auto ujede 180 km primérnou rychlosti 60 km/h.

Jede proto 180 : 60 = 3 hodiny. Moucha uleti za 3 hodiny prumérnou rychlosti 120 km/ h cel-
kem 3-120 =360 km.

Reseni &. 1: - usudek 11

Moucha Iéta dvakrat rychleji, proto i pomér drah bude 2 : 1 (Cas bude stejny). Auto ujede 180
km (vzdalenost A a B), proto moucha naléta 2 - 180 = 360 km.

Do prvniho setkani uleti moucha 120 km (% vzdalenosti) a auto ujede 60 km (§ vzdalenosti),
potom leti moucha zpét do B opét 120 km a auto ujede 60 km, jejich vzdalenost je 60 km (te-
dy tfetinova). Do druhé¢ho setkani uleti moucha 40 km (opét % vzdalenosti) a auto ujede 20
km (opét § vzdalenosti), potom leti moucha zpét do B opét 40 km a auto ujede 20 km, jejich
vzdalenost je 20 km (opét tietinova predchozi vzdalenosti); atd.

Moucha pfi letu proti autu urazi postupné drahy 120 km, 40 km, 131 km, atd. Tyto hodnoty

jsou ¢leny nekoneéné geometrické fady, prvni ¢len a; = 120, kvocient g = £ a soucet je
=8 10 ygokm.
1-q 1-%

Protoze pii cesté zpét uleti moucha stejné mnozstvi kilometrd, je jeji draha 2-180 = 360 km.
Zkouska:

Za zkousku mizeme povazovat piedchozi feSeni.

Odpoved:.

Moucha vykona celkovou drahu 360 km.

Priklad 3.5.4:

Kazdy den pfesné v poledne pfiléta na letiSté¢ v Praze letadlo se spéSnou zasilkou. Pro zésilku
vyrazi z BeneSova auto tak, aby si ji vyzvedlo pfesn€ v poledne. Poté se s ni vraci zpét do
Benesova. Jednoho dne ale pfistalo letadlo diive, a tak z letiSté vypravili autu naproti poslicka
na kole. Poslicek jel ¢tyfikrat pomaleji nez auto. Kdyz se za 20 minut s autem setkal, predal
poslicek zasilku a auto odjelo zpét. O kolik minut bylo auto v BeneSové diive nez obvykle?
Reseni &, 1;

Ozna¢me vzdalenost mezi Prahou a BeneSovem S, dobu jizdy auta z BeneSova do Prahy t
(ptfedpokladame, ze zpatecni cestu pojede auto stejny Cas). Dale oznaCme rychlost auta X

km/h, potom rychlost poslicka je % km/h. Drahu ujetou poslickem ozna¢me s;, doba jeho

jizdy je t; = 20 min = { h. Drahu ujetou autem ,,jednoho dne* do setkani s poslickem oznac-

me s,, dobu jizdy auta t, (viz obr. 3-4).
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Obr. 3-4:

?h
— 2

S o 5,
Potom plati:
2s =X-2t
2S5 =51 + 25
281 = %-%-X
2s, =2t, - X

2tx = 2tx + 1x |:x
2t:2t2+% — 2t2:2t—%.
Rozdil ¢asti je % hodiny, coz je 10 minut.
Za zkousku mlzeme povazovat nasledujici feSeni.
Reseni &.2:
Poslicek jel 20 minut, auto jede Ctytikrat rychleji, proto trasu ujetou poslickem ujede auto za
Ctyfikrat mensi Cas, tedy za 5 minut. Protoze auto by tuto trasu mélo ujet dvakrat (tam i zpét),
usetii dvojnasobek Casu, tedy 10 minut.
Zkouska:
Za zkouSku mtizeme povazovat predchozi feseni.
Odpoved:.
Auto se vrati do BeneSova o 10 minut dfive.

Priklad 3.5.5:

Hiebec a kobyla b&zi z Cenanu do knizectvi Cchi, jez je vzdaleno 3 000 délkovych mér. Za
prvni den hiebec ub&hl 193 mér a v kazdém dalSim dni o 13 mér vice. Kobyla ub¢chla
V prvnim dni 97 mér a v kazdém dalSim dni o pil miry méné. Hiebec dob¢hl do kniZectvi
Cchi jako prvni, otodil se a v n&jakém misté potkal kobylu. Po kolika dnech se potkali a kolik
mér ubéhl do okamzZiku setkani kazdy kan?

ProtoZe hiebec ubehne prvni den 193 mér a kazdy dalsi den o 13 mér vice, je jeho draha souc-
tem n ¢lend aritmetické posloupnosti, kde a; = 193, d = 13. Stejné tak kobyla ub&hne prvni
den 97 mér a kazdy dalsi den o 0,5 miry méné, je proto jeji draha také souctem stejnych n
¢lend jiné aritmetické posloupnosti, kde by =97, 0 =-0,5.

Pro soucty n ¢lenti aritmetické posloupnosti plati:

S, :g-(a1+an), kde a, =a, +(n—-1)-d.
Potom
s, =g~(2a1+nd—d).

ProtoZe soucet obou drah je 6 000 délkovych mér, dostdvame vztah
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g-(sse +13n-13) +g-(194—0,5n +05)=6000 |-4
772n +26n° — 26n + 388n —n” +n =24 000 |- 24000
25n2 + 11350 — 24 000 = 0
5n? +227n—4800=0 D =147 529 — /D = 384,095
o . 227+384095 {15,7
- 2.5 —611
Z vypoctenych hodnot vyplyva, ze hiebec a kobyla budou na cesté 15 a ¢ast dne. Proto vypoc-

teme, kolik kazdy z nich ubéhne za 15 dni a ¢ast 16. dne dopocteme.
Hiebec ubehne za 15 dni celkem

5, = 2.(2.193+15.13-13) = 4 260 mér.
2

Kobyla ubéhne za 15 dni celkem

S5 = % -(2-97-15-0,5+0,5) =1 402,5 miry.

Celkem ub&hnou dohromady 4 260 + 1 402,5 =5 662,5 miry. Zbyva jim ub&hnout

6 000 -5 662,5 =337,5 miry.
Sestnacty den pobézi hiebec rychlosti a,, =193+15-13 =388 mér za den, kobyla pobé&zi
rychlosti b, =97 -15-0,5=89,5 miry za den. Oba by se za 16. den pfiblizili k sobé o vzda-

lenost 388 + 89,5 = 477,5 miry. ProtoZe vzdalenost mezi nimi je jen 337,5 miry, ubéhne hie-
388 388-675 388-135 52 380

bec ——-3375= = 2742 miry;
4775 955 191 191
a kobyla ub&hne 895 337,5= 89,5-675 89,5135 24165 635 miry.
4775 955 191 382
Hiebec ub&hne celkem 4 260 + 27472 = 4 5348 miry.
Kobyla ubéhne celkem 1 402,5 + 632% =1 46519439 =1 46512% miry.

3375 _675_135 dne a celkem b&zi 15122 dne.

Posledni den bézi oba dobu = = To1
4775 955 191

Zkouska:
Zkouska vyplyva z vlastnosti aritmetickych posloupnosti.
Celkem ubéhnou v urc¢ené dobé& hiebec a kobyla
4 53428 +1 4651 = 6 000 mér.
Odpoved:.
Hiebec ubéhne 4 534 28 miry, kobyla ubéhne 1 465 122 miry a neZ se potkaji budou spole¢né

191 191
na cesté 1513 dne.
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3.6. Skupina 6: ,,Pohyby v pohybujicim se prostiedi*

Subjekt, ktery se pohybuje, je ovlivnén pohybujicim se prostredim (proud vody, vitr
apod.). Subjekt vétsinou kond pohyb ,,tam i zpét“. Mame za ukol vypocitat rychlosti jak sub-
jektu, tak i pohybujictho se prostredi nebo vzdalenosti ¢i cas, ktery subjekt na pohyb potrebu-
je.

Priklad 3.6.1:
Motorova lodice dojede po fece z mista A do mista B vzdaleného 36 km po proudu za 1 1 ho-

diny, pfiCemz jede stfedem feky, kde proud je nejsilnéjsi. Zpatecni cestu kona touz silou mo-

toru, avSak podél biehu, kde sila proudu je o £ mensi; vykona ji za 2% hod. Jak silny je

proud uprostied feky? Jak rychle pohani lodici motor?

Oznacéme si:
v, = rychlost motorové lodi,
v, = rychlost proudu,
k = zmenSeni rychlosti proudu;
S = drahu lodi po proudu i proti proudu,
t, = dobu plavby lodi po proudu,
t, = dobu plavby lodi proti proudu.
Potom plati
S= (Vl +V2)'t1

3-4
S=(V1_k'V2)'t2 -4
a dostavame model dané situace. Vyjadiime v,, v, :
sS=vt +Vv,t;
s=vt, —Kkv,t,
v, - s—Vv,t, v < —V,t,
tl tl
kst, —kvtt st, —v,tt
S:\/ltz_# |t1 S:#_kvztz |t1
t1 t1
st, = vyt t, —kst, +kvtt, | +kst, st, = st, —V,t,t, —kW,tit, | +V,tt, +kv,tt, —st,
vitt, +kvtit, =st, +kst; v,tt, +kv,tt, =st, —st, | :2tt,
v (tt, +ktt,) =s(t, +kt,) |G, +ktt,) v (Gt +ktt,) =s(t, —t) | :(@t, +ktt,)
s(t, +kt s(t
= 2Ltk (3-40) v, =eTh) (3-4b)
t,t, (1+k) tt, (1+k)
Potom konkrétné s =36, t, :%, t,=2,k=2:
s(t, +kt 36-3+2 36-§+ﬁ 36-3% 102
Sk 0:GE3D) 3G 305 1020 0,
t,.t,(1+k) 3.5, (1+ ) a8 & 240
s(t, —t 36-(3- 36-2
2= G -L) 3 G ):27;:g:§km/h
t,A+k) 330+ 2%



Zkouska:

Po proudu se lodice pohybuje rychlosti 19 + 5 = 24 km/h a vzdalenost 36 km ujede za

36 : 24 = 1,5 hodiny.

Proti proudu se lodice pohybuje rychlosti 19 — 3 = 16 km/h a vzdalenost 36 km ujede za
36 : 16 = 2,25 hodiny.

Odpoved'.

Motor pohéni lodici rychlosti 19 km/h. Proud feky uprostted ma rychlost 5 km/h, po strané
3 km/h.

Priklad 3.6.2:
Letadlo, pohanéné rychlosti 120 km za hodinu, projede vzdalenost 198 km za 3 hod. 20 min.
tam a zpét, jednou po vétru, podruhé proti vétru. Jaka je rychlost vétru?

Oznacéme si:

v, =rychlost letadla,

v, =rychlost vétru,

s = drahu letadla po vétru i proti vétru,
t, = dobu letu letadla po vétru,

t, = dobu letu letadla proti vétru.
Potom plati

S= (V1 +Vz)'t1

(3-5)
S= (V1 _Vz) 1
a dostdvame model dané¢ situace. Vyjadiime celkovy Cas t, pro ktery plati t =t, +t,:
S=vt +V,t, s=vt, +V,t;
+ —
s=vt, -Vt s=vt, -Vt
2s =Vt +v,t, +Vv,t, —V,t, O=vt, —vt, +Vv,t, +V,t,
2s =V '(tl +t2) +V, ’(tl _tz) | _Vl(tl +tz) 0 =V '(tl _tz) +V, '(tl +tz)
V,-(t,—t,)=2s—v, - (t, +t,) |: v, t +t, =t
2s -t 2s -t
t, —t, = L — 0=v,- L vt |-y,
V2 2
0=2sv, —Vt+Vit | +vit—2sy,
Vit=vit—2sv, |:t
2sv
oS
2sV.
V, = |V — t ! (3-5a)

Potom konkrétné s =198 km, v, =120 km/h, t=3h 20 min =33 h:

v, = \/vf - Zstvl = \/1202 —% — J144 =12 kmih.

3
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Zkouska:
198

S
v, +v, 120+12
s 198
v,—v, 120-12
Celkova doba letu je 1 h 30 min + 1 h 50 min =3 h 20 min.
Odpoved'.
Rychlost vétru je 12 km/h.

Cas letu po vétru t, = =15 h=1h 30 min.

Cas letu proti vétru t, = =183 =12 h=1h50 min.

Priklad 3.6.3:
Parnik potiebuje o 48 min. déle, aby projel trat’ 18 km dlouhou proti vod¢, nez jede-li po
proudu. Dva parniky, jez vyjely v touz dobu proti sobé z obou konci trati, setkaji se po 2 hod.

Za jakou dobu projede kazdy celou trat™?

Oznaéme si:
v, =rychlost parniku,
v, =rychlost proudu,
s = drahu lodi po proudu i proti proudu,
t, = dobu plavby parniku po proudu,
t, = dobu plavby parniku proti proudu.
Protoze oba parniky ujedou spoleéné celou trat’ za 2 hodiny, plati
%'(Vl +V2) +%(V1 _Vz) =18
15v, =18 |:1,5
v, =12 [km/h].
Celou dréhu projede parnik po proudu za dobu t, [h], proti proudu za dobu t, =t, +0,8[h].
Z toho ze vztahu (3-5) dostavame
18=(12+v,)-t;
18=(12-v,)-(t, +0,8)
18 =12t, +v,t;
18=12t, ~V,t, +9,6 - o,8v2} i
36 =24t, +9,6-08v, | +08v,—36
08v, =24t, —26,4 |:0,8
v, =30t, —33
a dosadime do prvni rovnice soustavy
18 =12t, +30t7 —33t, |18
0=30t> -21t, -18 |:3

10tf—7t1—6:0 ..... D=289 ..... VD =17
+ 12

tl,t1'=7_17= .
20 -05
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Vyhovuje pouze kladné feseni. Je tedy t, = 1,2 h =1 h 12 min, t, = 2 h (o 48 min vice).
K provedeni zkousky dopocteme jesté v, :
v, =30t -33 — v, =3 [km/h].
Zkouska:
Oba parniky ujedou spole¢né celou trat’ za 2 hodiny, potom:
s=(12+3)-2+(12-3)-2=1125+6,75=18 km.
Po proudu trva cesta 18 : (12+3)=1,2h=72min=1 h 12 min.
Proti proudu trva cesta 18 : (12—-3) =2 h.
Rozdil doby plavby je 120 — 72 = 48 min.
Odpoved.
Parnik plujici proti vod¢ projede celou trat’ za 2 hodiny, parnik plujici po proudu projede trat
za 1 hodinu 12 minut.

Priklad 3.6.4. Parnik a vory:

Z mésta A do mésta B jede parnik po proudu feky a bez zastavek 5 h. Jede-li stejnou rychlosti
proti proudu z mésta B do mésta A, urazi stejnou vzdalenost za 7 h (opét bez zastavek). Kolik
hodin potiebuji na cestu z A do B vory? (Vory se pohybuji rychlosti proudu feky.)

Reeni g. 1:

Ozname p [h] Cas, ktery potfebuje parnik k tomu, aby urazil ve stojaté vodé (pouze vlastni
rychlosti) vzdalenost mezi A a B. Dale ozna¢me Vv [h] Cas, ktery potiebuji vory. Pak parnik
urazi po proudu za 1 h (1/p + 1/v) vzdalenosti AB a proti proudu (1/p — 1/v) této vzdalenosti.
Podle zadani urazi parnik po prouduza 1 h 1 vzdalenosti AB, proti proudu < vzdalenosti

AB. Dostavame soustavu rovnic

1 1 1
— ==
p v 5
111
p v 7
Staci odecist druhou rovnici od prvni a dostaneme
2_2
v 35°
Z toho plyne, ze v = 35.
Odpoved:.

Vory dopluji z mésta A do mésta B za 35 hodin.

Reseni &. 2:
Oznacme V; rychlost parniku (ve stojaté vod¢), v, rychlost vort (tj. rychlost proudu).
Po proudu pluje parnik rychlosti (V1 + V), proti proudu rychlosti (v1 — V7). Ze zakladniho

vzorce s=V -t potom pro plavbu parniku po proudu dostavame

s=(vy+Vy)-5 1)
a pro plavbu proti proudu
S=(Vi1—Vp)-7, (2

Z rovnosti pravych stran
(V1 + V2)'5 = (V1—V2)'7
odvodime vztah: Vi = 6v,.
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Povazujeme-li drahu s za jednotku (normu), mizeme dosadit s=1 a dale v; = 6V, do vztaht
(1), eventuelné (2) a dostavame
1=(6vy+Vvy)-5
a z toho vychazi: v, = & km/h.
Ze vztahu s; = Vp.t; vypofteme t; dosazenimza s;=s=1, v, = & tedy: 1= % -t;
at=35 h.
Zkouska:
Je-li vi:v,=6:1, potom plati t;:t,=1: 6 (plati nepfima umérnost); je tedy
Vi = % km/h, L= % h.
Rychlost lodi po proudu je v; + v, = & +4 =% =1 km/h a lod’ ujede
s = &-5=1, tedy pfesné celou trasu (ani mén¢ ani vice).
Rychlost lodi proti proudu je vi —v,= & -4 =2 =1 km/h a lod’ ujede
s=1.7=1, tedy opét pravé celou trasu.
Odpoved:.
Vory dopluji z mésta A do mésta B za 35 hodin.
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3.7. Skupina 7: ,,Doprava v konstantnich intervalech “

Subjekt (pozorovatel) se pohybuje tak, Ze jej pravidelné potkavaji a predjizdeji do-
pravni prostiedky. Mdame za ukol spocitat intervaly mezi jednotlivymi dopravnimi prostiedky
nebo pocet téchto prostiredkii, které pohybujiciho se pozorovatele potkaji i predjedou.

Priklad 3.7.1. Tramvaj a chodec 1:
Pti chlizi podél tramvajové linky zpozoroval chodec, ze kazdych 10 min ho dohonila jedna
tramvaj a ze kazdych 6 minut ho minula tramvaj v opa¢ném sméru. Pfitom tramvaje i chodec
se pohybovali rovhomérné. Spocitejme jaké jsou intervaly mezi odjezdy tramvaji z kone¢nych
stanic.
ReSeni ¢. 1:
Oznaéme si vzdalenost mezi jednotlivymi tramvajemi S, drahu tramvaje, ktera chodce potkava
(od doby, kdy jej potkad piedchozi tramvaj) s;, drahu chodce, kdyz jej potkava tramvaj (od
doby, kdy jej potka predchozi tramvaj) S,, drahu tramvaje, ktera chodce dohani (od doby, kdy
jej dohoni pfedchozi tramvaj) S;’°, drahu chodce, kdyz jej dohéani tramvaj (od doby, kdy jej
dohoni ptfedchozi tramvaj) S,’, ty dobu, za kterou ujede tramvaj vzdalenost mezi jednotlivymi
vozidly tramvaji, t dobu, kterou jede tramvaj i jde chodec, nez se znovu potkaji, t” dobu, kte-
rou jede tramvaj i jde chodec, nez tramvaj chodce dohoni. Potom mizeme pomoci téchto
symbolil vyjadfit danou situaci takto:

S=S+S,=Vvit +vot = (vy +Vp)-t,

S=51" —S=Vvit" —Vot'= (Vi — Vo) - t,

S = Vqto.
Z rovnosti levych stran prvnich dvou rovnic plyne i rovnost pravych stran téchto rovnic a plati

(Vi +vp)-t=(vi—Vp)-t,
a vyjadiime Vy:

Vit + Vot = vit” — vot” | — Vit + vot’

Vot + vot” = vit” — vyt

Vo. (t + t’) =vit" — vt

v, = vlt’—Ylt .
t+t
Ze tieti rovnice vyjadiime to a dosadime za Vs:
vt —vt
v, +———— ' '
N VitV { o ot st t_v1t+v1t +vt' —wt ¢
° A A A v, - (t+1")
_2ut’
°T v (t+t)
2tt’
t, = : 3-6
oottt &0
V naSem ptipadé je t = 6 min, t" = 10 min, potom
tp= 2t 22620 55 i
t+t' 6+10
Zkouska:
Ze vztahu
(Vi+ Vo) t=(vi—Vp)-t
Ize odvodit
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L. Tl (3-63)
" v +v,
z ¢ehoz plyne, ze pomér Casu t, t” je zavisly pouze na poméru rychlosti vy, v, nikoliv na jejich
velikostech. Proto mizeme jednu velikost volit a druhou pocitat. Zvolme rychlost tramvaje 18
km/h = 300 m/min, potom vzdalenost mezi jednotlivymi vozy tramvaji je
s=v;tp =300-7,5=2250 m.
Pro rychlost chodce plati

S =vit + Vot nebo S =vit" — Vot
Vilg = vit + vt | —vit Vitg = vit" — vot” | —vqt’
Vito—vit= vt |1t Vit —vit’ ==Vt |1 (=t
t, —t t'—t
Vv, = Ot v, (3-6b) v, = t’ 0.v (3-6¢)
- - [  S—
Z téchto vztahii pro pomér rychlosti plyne

Vo Lot _toh (3-6d)

v, t t’

a je opét ziejmé, ze pro rychlosti zndme pouze jejich pomér, nikoliv velikosti (ty mizeme
volit tak, aby byly redlné).

Protoze jsme zvolili rychlost tramvaje Vi = 300 m/min, mizeme vypocitat rychlost chodce
podle vztahu (vzorce)

t, -t - .
Vv, = Ot v, = 7’56 © 300 = 75 m/min
nebo podle vzorce
t'—t - .
v, = 0.y, = 10-75 -300 =75 m/min.
t’ 10
Pti potkavani plati

S=s;+S;=Vvit+ Vvt =300-6 +75-6 = 2250 m.
Pti dohanéni plati

S=81 —Sy’=vit" —vot’=300-10 — 75- 10 = 2250 m.
Intervaly mezi odjezdy tramvaji z kone¢nych stanic jsou 7,5 min.
ReSeni ¢.2:
Ozna¢me X intervaly mezi odjezdy z kone¢nych stanic.
Ze zadani plyne, ze X min poté, co chodec potka tramvajovy viiz, pfijede na totéZ misto dalsi
tramvaj.
JestliZze tramvaj chodce dohani, pak ve zbyvajicich (10 — X) min musi ujet vzdalenost, kterou
on ujde za 10 min. Tedy vzdalenost, kterou chodec urazi za 1 min, ujede tramvaj za

10-x

10

Jede-li tramvaj v protisméru, potka chodce za 6 min po piedchazejici tramvaji a béhem zbyva-
jicich (X — 6) min ujede stejnou vzdalenost, kterou on ujde za 6 min. To znamend, ze vzdale-
nost, kterou chodec ujde za 1 min, ujede tramvaj za

X—6 )
—— min.
6

min.

Protoze tramvaje se pohybuji rovnomérn€, musi se vzdalenosti rovnat, a tak dostavame rovni-
Ci

-133-



10-x x-6

= | - 30
10 6
30 -3x=5x-30 | +3x+30
60 = 8x
X=7,5[min]

------

Priklad 3.7.2. Tramvaj a chodec 2:
Pti chlizi podél tramvajové linky zpozoroval chodec, ze kazdych 12 min ho dohonila jedna
tramvaj a ze kazdé 4 minuty ho minula tramvaj v opa¢ném sméru. Pfitom tramvaje 1 chodec
se pohybovali rovhomérné. Spocitejme jaké jsou intervaly mezi odjezdy tramvaji z kone¢nych
stanic.
ReSeni ¢. 1
Ozna¢me X intervaly mezi odjezdy z kone¢nych stanic.
Ze zadéni plyne, Ze X min poté, co chodec potkd tramvajovy viiz, pfijede na totéz misto dalsi
tramvaj.
Jestlize tramvaj chodce dohani, pak ve zbyvajicich (12 — X) min musi ujet vzdalenost, kterou
on ujde za 12 min. Tedy vzdalenost, kterou chodec urazi za 1 min, ujede tramvaj za
12 —x

12
Jede-li tramvaj v protisméru, potka chodce za 4 min po piedchazejici tramvaji a béhem zbyva-
jicich (X — 4) min ujede stejnou vzdalenost, kterou on ujde za 4 min. To znamena, ze vzdale-
nost, kterou chodec ujde za 1 min, ujede tramvaj za

Xx—-4 .
——— min.
4

min.

Protoze tramvaje se pohybuji rovnomérné, musi se vzdalenosti rovnat, a tak dostavame rovni-
Ci
12-x x-4

12 4
jejimz feSenim je X = 6.

------

Oznacme S [m] vzdalenost mezi dvéma po sob¢ nasledujicimi tramvajemi. Potom vzdalenost
mezi chodcem a tramvaji jedouci proti nému se zmensi za 1 min o /4 [m] (protoze dohroma-
dy chodec urazi za 4 min vzdalenost mezi tramvaji, kterd ho pravé potkala, a dalsi tramvaji, a
tato vzdalenost je oznacena S [m]). Jestlize tramvaj chodce dohéni, zmenSuje se vzdéalenost
mezi nimi za 1 min o s/12 [m].

Predpokladejme nyni, Ze chodec Sel 1 min dopfedu, pak se obratil a Sel zpét opét 1 min (t].
vratil se na ptivodni misto). Béhem prvni minuty se vzdalenost mezi chodcem a tramvaji, kte-
ra jede proti nému, zmensSila o S/4 [m] a béhem druhé minuty (kdyZ ho tataZ tramvaj dohéni)
se vzdalenost zmensSila o S/12 [m] . To znamena, Ze za 2 min se vzdalenost mezi nimi zmensi
0 (s/4 +s/12) = s/3 [m]. Totéz se vsak stane, bude-li chodec po celé 2 min stat na misté, pro-
toze nakonec se vratil na vychozi misto. Kdyby se nepohyboval, pak by se tramvaj k nému
priblizila za 2 min o S/3 [m] a za minutu 0 s/6 [m] (tj. o polovinu pfedchozi vzdal.) a celou
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vzdalenost S [m] by tramvaj urazila za 6 min. To znamena, Ze kazdych 6 min mine stojici
osobu jedna tramvaj, coz je interval mezi jednotlivymi tramvajemi.

------

Interval vypoéteme podle vztahu (3-6) z ptikladu 3.7.1.
2tt" _ 2-4.12 :

= = = 6 minut.
t+t' 4+12

0

Priklad 3.7.3: Tramvaj a chodec 3:

Pti chizi podél tramvajové linky zpozoroval chodec, ze kazdych 8 min ho dohonila jedna
tramvaj a ze kazdé 2 minuty ho minula tramvaj v opaéném sméru. Pfitom tramvaje i chodec
se pohybovali rovnomérné. Spocitejme jaké jsou intervaly mezi odjezdy tramvaji z konecnych
stanic.

Reeni g. 1:

Oznaéme X intervaly mezi odjezdy z kone¢nych stanic.

Ze zadani plyne, ze X min poté, co chodec potka tramvajovy viiz, pfijede na totéz misto dalsi
tramvaj.

Jestlize tramvaj chodce dohéni, pak ve zbyvajicich (8 — X) min musi ujet vzdalenost, kterou on
ujde za 8 min. Tedy vzdalenost, kterou chodec urazi za 1 min, ujede tramvaj za

X .
— Mmin.

Jede-li tramvaj v protisméru, potka chodce za 2 min po pfedchazejici tramvaji a béhem zbyva-
jicich (X — 2) min ujede stejnou vzdalenost, kterou on ujde za 2 min. To znamend, ze vzdale-
nost, kterou chodec ujde za 1 min, ujede tramvaj za

X—2 .

— min.

2

Protoze tramvaje se pohybuji rovnomérné, musi se vzdalenosti rovnat, a tak dostavame rovni-
ci

8—x

=X;2 |~8
8 2
8-x=4x-8 |+x+8
16=5x |:5

x = 3,2 [min]

------

Interval vypoéteme podle vztahu (3-6) z ptikladu 3.7.1.
_2tt" _2-2-8
t+t' 2+8

0 = 3,2 minuty.
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3.8. Skupina 8: ,,Zvlastni pohyby po neuzavicené draze*

Jedna se o pohyby, které Ize jen velmi tézko popsat. Casto se jednd o kombinaci pohy-
biit nebo o pohyb soupravy majici danou délku. Nejcastéji pocitame délku soupravy nebo jeji
rychlost.

Priklad 3.8.1:

Kolem nastupisté délky d metrti projizdi stalou rychlosti vlak. Vlak mine néstupisté za t; vte-
fin; vypravciho, ktery stoji na nastupisti, mine vlak za t, vtefin. Jaka je délka vlaku a jakou
rychlosti jede? Ulohu feste pro d=200m, t; = 17,5 vt,, t, =5 vt.

Reseni &. 1: - wasudkem«

Faze ,,lokomotiva mine nastupisté za tp vtefin® znamena toto: od okamziku, kdy lokomotiva
dospéla k pocatku nastupisté, az do okamziku, kdy lokomotiva opustila konec nastupiste,
uplynulo to vtefin; ty =t; —to. (Z toho plyne, ze lokomotiva urazi délku nastupisté d zat; —t,
vtetin, délku vlaku za t; vtefin.)

Pro rovnomérny pohyb plati vzorec s=v-t. Ztoho plyne (pro s=d, t=t):

d=v - (t1 —t),

odkud V= d .

L -t
Dale z toho plyne (pro s=x, t=1):

X = vto.
ST 200
Ciselné potom Vv = = =16[m/vt]; x=vt;=16-5= 80 [m].

t,-t, 175-5 = =

Zkouska:

Jede-li vlak podél celého nastupisté rychlosti 16 m/vt. po dobu 17,5 vt., ujede
S=v-t=16 -17,5=280 m, ato je délka nastupisté a vlaku dohromady.

Jede-li vlak podél vyprav¢iho rychlosti 16 m/vt. po dobu 5 vt., ujede
s=v-t=16 -5=80m, ato je délka vlaku.

Odpoved:.

Vlak o délce 80 m jede rychlosti 16 m/vt.

Féaze ,,vlak mine néstupisté za t; vtefin“ znamena toto: od okamziku, kdy lokomotiva dospéla
k pocatku nastupiste, az k okamziku, kdy posledni vagon opustil konec nastupisté, uplynulo t;
vtefin.
Faze ,,vlak mine vyprav¢iho za t, vtefin“ znamena toto: od okamziku, kdy lokomotiva dospéla
k vyprav¢imu, az k okamziku, kdy posledni vagéon jej minul, uplynulo t, vtefin.
Pro rovnomérny pohyb plati vzorec s=v -t.
Neznamé objekty: x . . . délka vlaku vyjadfena v metrech, v . .. rychlost vlaku vyjadiena
V metrech za vtefinu.
Nez vlak mine nastupisté, urazi lokomotiva (i kazdy vagon) drahu d + X metri, nez vlak mi-
ne vypravciho, urazi lokomotiva (i kazdy vagon) drahu x metrd. Podle vzorce pro drahu rov-
nomérného pohybu plati

d+x=vty,

X = Vi,

Pro rychlost vlaku v vychazi (po dosazeni za X do prvni rovnice soustavy a vyjadfeni V)
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d

V= ; 3-7
Lot 3-7)
Pro délku vlaku X vychazi (viz druha rovnice soustavy):
X = vto.
nebo (po dosazeni za vV do prvni rovnice soustavy a vyjadieni X)
VLU (3-8)
tl B tz
Ciselné pak vychazi:
= d - 200 =16 [m/vt.];
t,-t, 175-5 =
X=vt;=16-5= 80 [m], nebo
_ dt, _ 200-5 80 [m].
t,-t, 175-5 =

Zkouska a odpoved —viz feSeni 1.

Priklad 3.8.2.

Vozka, sedici na kozliku naloZzeného vozu, zpozoroval, Ze se vzadu uvolnil néjaky fetéz. Se-
stoupil s kozliku a kracel ke konci vozu, zatimco vuz jel dal rovhomérnou rychlosti. Ke konci
vozu potiebuje vozka 8 krokli. Upevni fetéz a vraci se zpét na kozlik. Protoze viiz stale rov-
nomérné jede, potfebuje vozka nyni 24 krokd, aby dosel na své stanoviste. Jak dlouhy je viz,
meieno v krocich?

dsz' a =24 krokda, b = 8 krokd.
a+b
_ 2ab :2-24-8:1 Krokil.
a+b 24+8 =
Odpoved:.

Viz je dlouhy 12 krok.

Priklad 3.8.3:

Ne&kteti obfané Liberecka mohli sledovat, jak dé€lnici dopravniho podniku sté¢huji velkou
rekreacni lod’ na Machovo jezero. Transport t€Zkého nakladu, ktery byl dopravovan po silnici,
vzbudil velky zdjem zejména u mladdeze. Milana zajimalo, jak je lod’ dlouhd, chtél by védét,
kolik krokti méfi paluba. Doufal, Ze se doprava na chvili zastavi, aby si nezvykly naklad mohl
svym krokem pfeméfit, ale lod’ se sune po silnici volnym tempem bez zastavky. Milan je vSak
nejlepSi matematik ve tiide, vi si tedy brzy rady. Jde nejprve po okraji silnice ve sméru jizdy
od jednoho konce lodi ke druhému a zjisti, Ze k tomu potiebuje 120 kroku; pak se obrati a
zjisti, ze k cesté proti sméru jizdy je tieba 30 krokd. Staci uz tyto udaje k tomu, aby mohl vy-
pocitat délku lodi? (Poznamenejme, Ze Milan nezna ani rychlost dopravy, ani rychlost své
chuze.)
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Priklad tesi stejny problém jako ptedchozi ptiklad 3.8.1 a pouzijeme stejny vztah,
d= Z;ab’ a =120 kroku, b = 30 kroka.
a+b
- 2ab _ 2-120-30 _ 48 kroki.
a+b 120+30 —
Odpoved:
Udaje Milanovi staéi, lod’ je dlouha 48 krokd.
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3.9. Skupina 9: ,,Pohyb po uzavicené (kruhové) drdaze“

Po kruhu se pohybuje jeden nebo vice subjektii. Pokud je subjektii vice, mohou se po-
hybovat proti sobé, za sebou nebo kombinaci téchto smerii. Pocitame rychlosti subjektii, cas
straveny na draze nebo délku drahy.

Priklad 3.9.1:
Kolik je hodin, kdyz se na hodinach mezi ¢tvrtou a patou kryji malé a velka rucicka?

Reseni &.1:

Nez se velka ruci¢ka dostane na misto malé, ,,ujde* 20 minut, mala mezi tim ,,jde* dvanact-
, .. e L I

krat pomaleji a ,,ujde* tedy 15-20 =2 minuty.

Aby se velka rucicka opét dostala na misto malé, ,,ujde* nyni jest¢ 2 minuty, mala mezi tim

Hujde 5.2 =2 minuty.

Aby se velka ru¢icka opét dostala na misto malé, ,,ujde* nyni jesté 2

idec 1.5
Hujde 5 -2 =23 minuty; atd.

Dréha velké ruc1cky tvoii nekonecnou geometrickou fadu

— 5
S=20+3+2+5+..

35 minuty, mald mezi tim

jejiz prvni ¢len a; = 20 a kvocient q =i:§:ﬁ=...:i.
200 : 2 12
Soucet vypocteme podle vzorce:
s= A 20 _20_240_ 5 57 2182 221 mindgs.
1-qg 1-45 # 11
Zkouska:
Za 2% minuty ujde velka ru¢icka drahu 240=212
Za tutéz dobu ujde mala rucicka dvanactkrat méng, tj. 240:12=20=12.
Rozdilje 212 -1 =20 (minut).
Odpoved:.

Na hodinach bude asi 4 hodiny 21 minut a 49 sekund.

Poznamka:
Uloha se fesi stejné, pokud mala a velka ruci¢ka se zaméni i1 pokud jdou hodiny ,,obracené*
(. pozpatku).

Reseni &, 2: - pomoci rovnice a Vzorcﬁ o pohybu
Velka rucicka ,,ujde* drahu . .. ..rychlosti ...v; ... vcase ... t;.
Mala rucicka ,,ujde* drahu ... ...rychlosti ...vy ... vcase ... to
Plati: v;=12v, — je-livp,= 1 potom vy =12

S1 =S+ 120 [°] —tj. sttedovy thel odpovidajici 4 hodindm na ciferniku

L=t
a do druhé rovnice dosadime a dostaneme

vity = voty, + 120

12t1 = t]_ + 120

11t1 =120 ..... = %) .
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Potom ..... S1=vity = 12.120=1240 [o]— 21 81 = 2182 = 21 min49s. {1°= 1 min}

11
Zkouska a odpoved’ stejné jako v predchozim feSeni.

Priklad 3.9.2:
Obvod kruhové jizdarny dlouhy 360 m ob¢hne jeden kan o 12 vtef. diive nez druhy, ponévadz
ubéhne v minuté drahu o 20 m vétsi. Kolik ubéhne kazdy kin za minutu?

Pouzijeme vztahu s = v-t pro rovhomérny pohyb (je-1i draha pfimé nebo kruhova, nema na
feSeni této tlohy vliv). Ozna¢me si nezndmou rychlost prvniho koné X, dobu jeho ob¢hu y.
Prvni kun ubéhne: s; =vi-t; = 360 = X-Y,

druhy kun ub&hne: s; =v,-t, = 360 = (x—20)-(y + 0,2)

a dostdvame soustavu rovnic

360=xy — y:@
X

360 = xy + 0,2x — 20y — 4

360 =360 + 0,2x— 220 _4 | -360 | - 5x
X

0=x*-20x-36000 D=(-20)>—4-1.(—36000) = 144 400, /D =380
20+380 |200
Xp=—F7 = )
2.1 —180

fesSenim je X =200 m/min  — Xx—20 =180 m/min.

Zkouska:

Prvni ki bézi rychlosti 200 m/min po dobu 360 : 200 = 1,8 min = 1 min 48 s a ub&hne drahu
$=200-1,8 =360 m.

Druhy kun bézi rychlosti 180 m/min po dobu 360 : 180 = 2 min a ubéhne drahu s = 180-2 =
360 m.

Odpoved:.

Prvni kit ub&éhne za minutu 200 m, druhy ktn 180 m.

Priklad 3.9.3:
Na kruhové draze vyjedou z téhoZz mista dva cyklisté a) v témze sméru, b) proti sobé. Prvni
objede drahu za 1 min. 52 vtef., druhy za 2 min. 24 vtef. Po jaké dobé se potkaji? Po jaké do-
bé se dohoni?

Ne_Jzi%l_Ve vyjadiime rychlost prvniho cyklisty ze vzorce S=v-t:
S S
s=v,-t, — Vv,=—=—[mls],
P g 112 [ms]
Potom vyjadiime rychlost druhého cyklisty ze stejného vzorce:
S S
s=v,-t, — v,=—=— [mfs].
by 2= ¢ " 1ag [
Pro pohyb cyklistl v témZe sméru plati:
S=vt, —V,t,
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S S

T112 144

-t | - 1008

112 144
1008 =9t— 7t
1008=2t |:16
t=504 [s] =8 min 24 s.
Pro pohyb cyklistl proti sob¢ plati:
S=vt, +V,t,
=S 4 Sy | :
112 144
t t
= — 4 —
112 144
1008 =9t + 7t
1008=16t |:16
t=63[s] =1min3s.

| - 1008

Zkouska:
Prvni cyklista ujede za sekundu 3 okruhu, druhy za sekundu 3; okruhu.

Jedou-li za sebou ujedou za 504 s celkem 504 - (5 + 13;) = 504 - 2L =504 - L. =1 okruh.
Jedou-li proti sob& ujedou za 63 s celkem 63- (35— ) = 63- 5L =63- % =1 okruh.

Odpoved.
Cyklisté se potkaji po 1 min 3s a dohoni po 8 min 24 s.

Priklad 3.9.4:
Z urc¢itého mista A zavodni drahy vyjedou soucasné cyklista a motocyklista. Prvni objede
drahu za 2 min. 30 vtet., druhy za 1 min. 10 vtet. Po kolika obézich setkaji se opét v misté A?

Resent:

Poprvé se potkaji, kdyz celkovy ¢as bude nejmensim spolecnym néasobkem casti objezdu
drahy obou.

NSN (150; 70) = 1 050.

Potom prvni objede drahu celkem 1 050 : 150 = 7—krat, druhy objede drahu celkem 1 050 : 70
= 15-krat.

Zkouska:

Prvni po sedmi objezdech bude na draze 7-150 = 1 050 s, druhy bude po patnécti objezdech
na draze 15-70=1050s.

Odpoved:.

V misté A se opét setkaji po 7-mi objezdech prvniho a 15-ti objezdech druhého.

Priklad 3.9.5: Na velodromu:

Na kruhové cyklistické draze jedou dva cyklisté stalou rychlosti. KdyZ jedou opa¢nymi smé-
ry, potkaji se kazdych 10 s; kdyZ jedou oba stejnym smérem, dohoni jeden druhého vzdy po
170 s. Urcete rychlosti obou cyklistl, vime-li, Ze kruhova draha méti 170 m.
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P_I‘l_n_C_li) ulohy je stejny jako v ptikladu 3.9.2 v disertacni praci, proto uzijeme i stejné vzorce
(3-6a), (3-6b):

dt’+dt dt’—dt
v, = s Vo= P
2tt 2tt
Potom v nasem konkrétnim piipadé je d=170m,t=10s,t"=170s,
dt’+dt 170-170+170-10
v, = — = =9 mis,
2tt 2-10-170 =
dt'—dt 170-170-170-10
, = — = =8 m/s.
2tt 2-10-170 =

Zkouska:

Za 10 s ujede prvni 10-9 = 90 m, druhy ujede 10-8 = 80 m. Dohromady ujedou 90 + 80 = 170
m.

Za 170 s ujede prvni 170-9 = 1530 m, druhy ujede 170-8 = 1360 m. Rozdil jejich drah je
1530 - 1360 = 170 m.

Odpoved.

Rychlost prvniho cyklisty je 9 m/s, druhého 8 m/s.

Priklad 3.9.6: (Zaména hodinovych rucicek)

Uvazujme polohu ruc¢i¢ek ve 12 hodin. Kdybychom v této poloze zaménili velkou a malou
ruci¢ku, dostaneme smysluplny ¢asovy tdaj. Ale jindy — napiiklad v 6 hodin — by vyména
byla absurdni, davala by polohu, ktera se na spravnych hodinkdch nemutze objevit; minutova
ru¢icka nemuze ukazovat 6, kdyZ hodinova rucicka ukazuje 12. Vznika tedy otdzka: Kdy a jak
Casto jsou hodiny v takové poloze, pro niz je zaména smysluplna a dava novou spravnou po-
lohu hodinovych rucicek?

Reseni zpracovano podle [61], str. 41.

M¢ime vzdalenost rucicek na ciferniku od bodu, kde je ¢islo 12, a to v Sedesatinach kruhu.
Ptedpokladejme, ze jedna z pozadovanych poloh ruci¢ek nastala v okamziku, kdy se hodinova
rucicka posunula o X dilkl od cifry 12 a minutova rucicka o y dilki od cifry 12. Ponévadz
se hodinova rucicka posune za 12 h o 60 dilki, musela se tato hodinova rucicka posunout za
(x/5) h o x dilkt. Jinymi slovy, uplynulo (x/5) h od okamziku, kdy hodiny ukazovaly 12 hod.
Minutova rucicka ubéhla y dilkt za (y/60) h. Jinymi slovy, minutova rucicka ukazovala na
cifru 12 pted (y/60) h, tedy

E3)
5 60

po té, kdy obé ru¢icky ukazovaly cifru 12. Cislo (x/5-y/60) je celé (mezi 0 a 11), protoze uka-
zuje, kolik celych hodin ub&hlo od okamziku, kdy hodiny ukazovaly 12 h.
Zaménime-li obé€ rucicky, dostaneme stejnym zptisobem, Ze od okamziku, kdy hodiny ukazo-
valy 12 h, po okamzik, ktery ukazuji nyni, ub&hlo

y X

5 60
celych hodin. Toto Cislo je opét celé (mezi 0 a 11).

Tim jsme dostali soustavu rovnic
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5 60
y X .
5 60
kde i a j jsou n¢jaka cela ¢isla mezi 0 a 11. Ze soustavy zjistime, Ze
o 60-(12i + j)
143

_ 60-(12j +i)

VT

Dosadime-li za i a J vSechny dvojice Cisel mezi 0 a 11, dostaneme vSechny hledané polohy
rucicek. Protoze ke kazdé z 12 hodnot i mizeme za | dosadit vSech 12 ¢isel, dostavame
celkové 12- 12 = 144 moznych feSeni. Ale ve skutecnosti je jich pouze 143, protoze feSeni pro
i=0 a j=0 afeSeni pro i =11 a j= 11 davaji stejnou polohu rucicek.
Pro i=11 a j=11 mame

x =60,y =60,
tj. ruc¢icky ukazuji 12 h; stejné tak v ptipadé i =0 a j=0plati x =0,y =0, coz je taz poloha
rucicek.
Nebudeme probirat v§echna feseni, podivame se pouze na dvé:

Prvni piiklad i=1,j=1:

« = 60-13:52 | y:5£ 1

143 11 11

tj. hodiny ukazuji 1 h 53 min. neboli 1 h 5 min. 27 vt.; ruCicky se prekryvaji, a proto je
samoziejm¢ mizeme zamenit (stejné jako ve vSech ostatnich piipadech, kdy se rucicky pre-
kryvaji).

Druhy ptiklad 1=8,]=5:

o 60-(5+12-8)

= 42,38,
143

g 60-8+12:5) . ,opy
143

Odpovidajici Casy jsou 8 h 28,53 min. neboli 8 h 28 min. 32 vt. a 5 h 42,38 min. neboli

5 h 42 min. 23 vt.

Celkovy pocet feSeni zndme: 143. Abychom nasli vSechna mista na ciferniku odpovidajici
hledané poloze ruci¢ek, musime rozdélit obvod ciferniku na 143 stejnych ¢asti. Tim dostane-
me 143 hledanych bodl (samoziejmé cifernik délime tak, aby jednim z bodu byla cifra 12).
Zadny dalsi bod pak jiz nevyhovuje zadani tilohy.

Priklad 3.9.7: (Prekryvani hodinovych rucicek)

Kolikrat za den se na hodinadch minutové a hodinova rucicka prekryvaji. Kolik je hodin, stane-
li se to mezi tfeti a ctvrtou?

Refeni &. 1:

K vyteSeni vyuzijeme vysledkii predchozi ulohy 3.9.6.

Do vztahu miZeme dosazovat ¢isla 0 az 11, je tedy dvandct mozZnosti, ovSem piipady 0 a 11
vedou na stejné feSeni. Celkem je tedy jedenéct moznosti.

Rucicky se maji kryt mezi 3. a 4. hodinou. Proto dosadime do vztahii
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_ 60-(12i + j)
143
3 60-(12j + i)
- 143
hodnoty i1 =3, j=3 a dostavame:
_ 60-(12-3+3) 60-3
143 1
Rucicky se kryji mezi tieti a Ctvrtou, kdyz ukazuji 3 h 16,36 min. neboli 3 h 16 min. 22 vt.

=16,36 .

Reseni &. 2:
Reseni zpracovano podle [61], str. 43.
Opét vyjdeme z rovnic, které jsme odvodili pfi feSeni minulé ulohy. Protoze se rucic¢ky pie-

kryvaji, musi platit x =y a 1 = j. Dosazenim do soustavy rovnic

XY
5 60
Y_X
5 60
dostavame jedinou rovnici
L
5 60
kde i je celé ¢islo mezi 0 a 11. Odtud pak
60-i
11
Z 12 moznych hodnot m dostaneme pouze 11 riznych poloh rucicek, protoze pro i =11 je

X = 60, tj. obé rucicky ubéhly 60 dilka a dostaly se na cifru 12. T4z situace ovSem nastava pro
i=0,kdy x=y=0.

Chceme-li védét, kdy se ruci¢ky prekryvaji mezi 3. a 4. hodinou, dosadime za i do pfedcho-
ziho vztahu hodnotu 3, potom

_ & 3—1636

11
Rucicky se kryji mezi treti a ¢tvrtou, kdyZ ukazuji 3 h 16 min. 22 vt.
Reseni &. 3:
Z praxe vime, Ze se rucicky kryji ve 12 h, potom mezi 1. a 2. hodinou, mezi 2. a 3. hodinou,
mezi 3. a 4. hodinou, mezi 4. a 5. hodinou, mezi 5. a 6. hodinou, mezi 6. a 7. hodinou, mezi 7.
a 8. hodinou, mezi 8. a 9. hodinou, mezi 9. a 10. hodinou, mezi 10. a 11. hodinou a pak az ve
12 hodin (coz jsme jiz uvedli). Celkem se ptekryvaji 11 - krat.
Chceme-li zjistit, kolik bude hodin, kdyz se tyto ru¢icky ptekryvaji po 3. hoding, uvazujme
takto: Velka rucicka ,,ujde” 15 minut nei se dostane na misto malé, mala mezi tim ,,jde*

dvanactkrat pomaleji a ,,ujde” tedy 15 - =1 minuty. Velka ,,ujde* 13 minuty, mald ,,ujde

dvanactinu, tj. 533 minuty atd.
Velka tedy ,,ujde” 15 min. a 3 min. a $33; min. atd. Jedna se tedy o nekone¢nou
geometrickou fady s prvnim ¢lenem a; = 15 a kvocientem g = 3

Jeji soucet vypocteme podle vzorce
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_a 15 15 15.12
1- q 1-5 12 i; 11
Mezi tieti a ¢tvrtou se rucicky budou prekryvat ve 3 h 16 min. 22 vt.

—— =16,36.

Reseni &. 4:
Nyni se zaméfime jen na otazku, v kolik hodin se ob¢ rucicky budou piekryvat.
Velka rucicka ,,ujde* drahu ... s; ... rychlosti ...v; ... v Case ...1; .
Mala rucicka ,,ujde* drahu ... S ... rychlosti ... vz ... V¢ase ...1p.
Plati: v;=12v, — zvolime-li rychlost v, =1 (volba jedné rychlosti nam neovlivni vysle-
dek), je rychlost v; =12
S1 =52 +90 [°], (90° je Ctvrtina kruhu)
tl = tz
a budeme postupné dosazovat do druhé rovnice, nejdiive S; =Vvit;, S, =Va i
viti=voth + 90

12t =t,+90
12t =t; + 90
11t1:90 ........ t]_:ﬂ [O]
Potom ..... S1=Vvi1=12-20=9818 [°], coz je asi 16,36 min. (1° je + minuty).

Mezi tieti a ¢tvrtou se ruc1cky budou prekryvat ve 3 h 16 min. 22 vt.
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3.10. Skupina 10: ,,Pohyb v roviné“

Subjekty se v roviné mohou pohybovat po kolmicich, po riiznobéznych primkdch, které
nejsou kolmé, po stranach trojuhelniku nebo mohou vykonavat jiny pohyb v roviné. Nejcastéji
pocitame vzdalenosti subjektil.

Priklad 3.10.1:

Dva povozy pocali soucasné jeti po dvou silnicich kolmo se protinajicich ke kiizovatce, od
které byl prvy vzdalen 830 m, druhy 1060 m; prvy ujel za minutu 75 m, druhy 100 m. Za ko-
lik minut pfiblizi se k sob& povozy az na 100 m?

K feSeni pouzijeme analytickou geometrii. Soustavu soufadnic umistime tak, ze osa y bude
prvni silnici, osa X bude druhou silnici, pocatek bude prusecik silnic, vzdalenosti budou v met-
rech, ¢as v minutdch, pocet minut ozna¢me n. Polohu prvniho povozu na pocatku jizdy
ozna¢me A, potom jeho soufadnice jsou A = [0; 830], zména polohy bodu A bude ur¢ena pro-
ménlivymi soufadnicemi A = [0; 830 — 75n]. Polohu druhého povozu na pocatku jizdy
oznaéme B, potom jeho soufadnice jsou B = [1 060; 0], zména polohy bodu B bude uréena
proménlivymi soufadnicemi B = [1 060 — 100n; 0]. Protoze vzdalenost mezi povozy ma byt
100 metrti, z analytické geometrie plyne

J(1060-100n)? + (750 —830)? =100 |2
1123 600 — 212 000N + 10 000n® + 5 625n” — 124 500n + 688 900 = 10 000 |- 10 000

15 625n” — 336 500n + 1 802 500 =0 | : 125
125n* —2 692n + 14 420 = 0

* 11,536
D-3684 — D -192 — n,=2002%192_ |
2125 |10

Zkouska:

1) Po 11,536 s ujede prvni povoz 11,536-75 = 865,2 m a je vzdalen od kiizovatky

| 830 - 865,2| = 35,2 m. Druhy povoz ujede 11,536- 100 = 1 153,6 a je vzdalen od kfizovat-
ky [1060-1153,6]|=93,6 m.

Vzdalenost povozil je d = 4/35,2° +93,6° = 100 m.

2) Po 10 s ujede prvni povoz 10-75 = 750 m a je vzdalen od kfizovatky | 830 —750| =80 m.
Druhy povoz ujede 10- 100 = 1 000 m a je vzdalen od kiizovatky |1 060 — 1000 | =60 m.
Vzdalenost povozii je d = +/80% +60° = 100 m.

Odpoved:.

Povozy budou od sebe vzdaleny 100 m poprvé po 10 s, podruhé po 11,536 s.

Priklad 3.10.2:

Dvé télesa A, B se pohybuji na dvou piimkach, jez se protinaji kolmo, smérem od pruseciku.
V dobé¢ 0 je A vzdaleno 175 m, B 20 m od priaseciku. Kdy bude (nebo byla) vzdjemna vzdale-
nost obou téles 370 m, je-li rychlost A 49 m, rychlost B 28 m za min.?

K feSeni opét pouzijeme analytickou geometrii. Soustavu soufadnic umistime tak, Ze prvni

piimka splyne s osou Yy, druhd ptimka splyne s osou X, po¢atek bude prasecik ptimek, vzdale-

nosti budou v metrech, ¢as v minutach, poc¢et minut ozna¢me n. Polohou prvniho télesa A na
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pocatku pohybu bude bod A, jeho soufadnice jsou A = [0; 175], zména polohy bodu A bude
uréena proménlivymi soufadnicemi A = [0; 175 — 49n]. Polohou druhého télesa na pocatku
pohybu bude bod B, jeho soutadnice jsou B = [20; 0], zména polohy bodu B bude urcena
proménlivymi soufadnicemi B = [20 — 28n; 0]. Protoze vzdalenost mezi télesy ma byt 370
metra, z analytické geometrie plyne

J(20- 28n)2+(175 49n)? =370

400 — 1 120N + 784n° + 2 401n — 17 150n + 30 625 =136 900 |- 136 900
3 185n° - 18 270n - 105 875 =0 |:5
637n° —3654n - 21175=0

3654 +8 204 _{%

D=67305616 — D =8204 — n,=

2-637 -5
Zkouska:
1) Po 12(= 9,31) s se téleso A posune 0 121.49 = *22% m a je vzdaleno od priise¢iku
| 175 -2 929 | = %34 m. Druhé¢ téleso B se posune o 3'-28 = 3388 m a je vzdaleno od priseci-
ku
| 20 3388 |_ 3128

Vzdalenost téles je d = \/(3 054 (3128 =370 m.

2) Pfed 2 (= 3,57) s bylo téleso A posunuto 0 2*-49 =175 m pted prusecik a je vzdaleno

| 175 + 175 | = 350 m. Druhé¢ téleso B bylo posune 0 22-28 =100 m pfed prisecik a je vzda-
leno |20+ 100 | =120 m.

Vzdalenost téles je d = v/350° +120% = 370 m.

Odpoved:.

Vzdalenost obou téles byla 370 m £ s pied zacatkem pohybu a 22! s po zacatku pohybu.

Priklad 3.10.3:

Na ramenech pravého thlu pohybuji se dvé télesa rovnomérné smérem k vrcholu; v dobé 0
maji od né¢ho vzdalenosti 40 a 27 m; po uplynuti jedné vtefiny maji vzajemnou vzdalenost 40
m, po 4 vtefinach 17 m. Urcete jejich rychlosti.

K feSeni opét pouzijeme analytickou geometrii. Soustavu soufadnic umistime tak, Ze prvni
rameno uhlu splyne s osou y, druhé rameno uhlu splyne s osou X, po¢atek bude vrchol thlu,
vzdalenosti budou v metrech, ¢as v sekundach, pocet sekund oznacme n. Polohou prvniho
télesa bude bod A, jeho soufadnice jsou A = [0; 40], zména polohy bodu A bude urcena pro-
ménlivymi soufadnicemi A = [0; 40 — a-n], kde a je rychlost pohybu télesa A. Polohou druhé-
ho t€lesa bude bod B, jeho soufadnice jsou B = [27; 0], zmé&na polohy bodu B bude ur¢ena
proménlivymi soufadnicemi B = [20 — b-n; 0], kde b je rychlost pohybu télesa B. Vzdalenost
mezi télesy A, B je po 1 sekundé 40 m a plati

J(27-b)? +(40-a)? =

Vzdalenost mezi télesy A, B je po 4 sekundach 17 m a plati
J(27-4b)? + (40—4a)? =

Resime soustavu rovnic
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(27 - b)?* + (40 — a)* = 1 600
(27 — 4b)° + (40 — 4b)* = 289
729 - 54b + b® + 1600 - 80a+a’=1600 |- 1600
729 — 216b + 16b* + 1 600 — 320a + 16a° = 289 |- 289
a’+b>—80a—-54b+729=0 |- (- 16)
16a” + 16b° — 320a — 216b + 2 040 =0
960a + 648b -9 624=0 |:24

40a + 27b — 401 =0 a=4014;027b

, dosadime do prv-

ni rovnice soustavy a dostavame
2
A0L-27D) e g [A0L°27D) gppi729-0 |- 1600
40 40

160 801 — 21 654b + 729b” + 1 600b? — 1 283 200 + 86 400b — 86 400b + 1 166 400 = 0
2 329b% — 21 654b + 44001 =0

21654 +7 680 {i 6,298

D=58982400 — /D =7680 — b,= > 59 -3

_ 401-27-6,298
40

=5774; a, =—401;§7'3=8.

1

Zkouska:
1) Prvni téleso se pohybuje rychlosti 8 m/s, druhé rychlosti 3 m/s. Po 1 s je prvni téleso
vzdaleno od pocatku 40 — 8 = 32 m, druhé téleso 27 — 3 = 24 m. Vzdalenost téles je

d = +32% +24% =40 m. Po 4 s je prvni téleso vzdaleno od pocatku 40 —4-8 =8 m,

druhé téleso 27 — 4-3 = 15 m. Vzdalenost téles je d = V8 +15° =17 m.

2) Prvni téleso se pohybuje rychlosti 5,774 m/s, druhé rychlosti 6,298 m/s. Po 1 s je prvni
téleso vzdaleno od pocatku 40 — 5,774 = 34,226 m, druhé téleso 27 — 6,298 = 20,702 m.
Vzdalenost téles je d = \/ 34,226° + 20,702 = 40 m. Po 4 s je prvni téleso vzdaleno od
pocatku 40 —4-5,774 = 16,904 m, druhé téleso 27 — 4- 6,298 = 1,808 m. Vzdalenost téles
je d = /16,9042 +1808% = 17 m.

Odpoved:.

Télesa se pohybuji rychlostmi 8 m/s a 3 m/s nebo rychlostmi 5,774 m/s a 6,298 m/s.

Priklad 3.10.4: (Dva vlaky)

Dvé Zelezni€ni traté se kiizi pod pravym uhlem. K mistu kfiZeni se soucasné blizi po obou
tratich dva vlaky; jeden z nadrazi, které lezi 40 km od kiiZeni, druhy z nadrazi, které je 50 km
od kfiZeni. Prvni vlak ujede za 1 min 0,8 km, druhy 0,6 km. Za kolik minut od vyjezdu z obou
nadrazi budou vlaky od sebe nejméné vzdaleny? Jaka je tato vzdalenost?

K feSeni opét pouZijeme analytickou geometrii. Soustavu soufadnic umistime tak, Ze prvni
trat’ splyne s osou Yy, druha trat’ splyne s osou X, po€atek bude misto kiizeni, vzdalenosti budou
v kilometrech, ¢as v minutach, pocet minut oznaéme n. Polohou prvniho vlaku bude bod M,
jeho soufadnice jsou M = [0; 40], zména polohy bodu M bude uréena proménlivymi soufad-
nicemi M = [0; 40 — 0,8n]. Polohou druhého vlaku bude bod N, jeho soufadnice jsou N = [50;
0], zména polohy bodu N bude urcena proménlivymi soufadnicemi N = [50 — 0,6n; 0]. Vzda-
lenost vlakit M, N je moZzné pomoci analytické geometrie vyjadrit takto:
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V = /(50—0,6n)2 + (0,8n — 40)>
V = ,/2 500—60n +0,36n> +0,64n° —64n +1 600

V= /n? —124n+4100.

Protoze chceme, aby vzdalenost byla co nejmensi, musime najit pro funkci vzdalenosti V jeji
minimum. K tomu pouZijeme derivaci
N 2n—-124 .
2-,/n? —124n + 4 100
Chceme-li najit extrém , musi platit

\/22”—124 =0 — 2n-124=0 — n=62[min].
2.,/n? —124n+4100

Jesté pomoci druhé derivace zjistime, zda se jedna skute¢né€ o minimum:

2.2./n” —124n+4100 - (2n—124).2. 2n=124
Jn? —124n+4100

4-(n* —124n+ 4 100)

V” =

4-16-0 = 1 >0 — jednd se o lokéalni minimum.
4.256 16
Vzdalenost vlakli po 62 minutach:

Prvni vlak bude vzdélen od mista kiizeni 40 — 62-0,8 = — 9,6 km, tedy vlak bude jiz 9,6 km za

mistem kiizeni. Druhy vlak bude vzdalen od mista k¥izeni 50 — 62-0,6 = 12,8 km, Vlaky bu-
dou vzdalené d = 1/9,6% +12,8° =16 km.

Zkouska:

Vyplyva z vlastnosti diferencialniho poctu.

Muzeme téz nahodné vyzkouset, zda neexistuje néjaka mensi vzdalenost. Napi. po 50 s ujede
prvni vlak 40 — 50-0,8 = 0 km (vlak je v misté kiizeni) a druhy vlak 50 — 50-0,6 = 20 km.
Z toho plyne, Ze vlaky jsou vzdalené 20 km.

Odpoved:.

Vlaky budou od sebe nejméné vzdaleny po 62 minutach od vyjezdu a to 16 km.

V'(62) =
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3.11. Skupina 11: ,,Pohyb v prostoru a komplexni tilohy“

Subjekty se mohou v prostoru pohybovat jakymkoliv zpiisobem. Pokud je uloha kom-
plexni, pocitaji se casto | veliciny, které pouze s pohybem souvisi nebo jsou jeho diisledkem.
Jinak pocitame veliciny, které pohyb urcuji. Ulohy tohoto typu se ve sbirkach vyskytuji jen
ziidka.

Priklad 3.11.1:

Pilot letadla postupné vystoupal do vyse 3 400 a udrzoval s letadlem stalou vysku, rychlost a
vychodni smér. Kdyz se cestujici podival z okénka letadla, spatfil jihovychodnim smérem pod
hloubkovym uhlem 45° kulovity tvar vodojemu. Pl minuty nato, kdyz vyhlédl znovu
Z okénka, uvidél tentyz vodojem na jihozapad€ pod stejnym hloubkovym uthlem. Jak rychle
letadlo leti?

Reseni zpracovano podle [83], str. 352.

Oznaéme si drahu letu letadla s (pocate¢ni bod ozna¢me P, koncovy bod K), jeho rychlost v.
Doba letu je t = 30 s. Vysku letadla oznac¢me h, h = 3 400 m. Situaci je zobrazena na obrazku
3-5 (uzito kosouhlé promitani, w = 135°, q = %), ptdorys na obrazku 3-6.

Body P, Kj jsou ptidorysy bodu P, K, bod V je obraz vodojemu. Z textu vyplyva, Ze trojuhel-
nik PKV je rovnoramenny. Potom také trojuhelnik P;VKj je rovnoramenny a navic pravouhly.
Potom plati:

| £ PVP, |=a=45°tga = h |PPi|=|PV|= a=h=3400m,
a‘1
potom také
ai=h = |KK{|=|Kv| =3400m.
Dale plati VP; L VKj, z ¢ehoz plyne, ze trojuhelnik P;VK; je pravouhly rovnostranny.

Obr. 3-5: Obr. 3-6:
Z
p < K
-_——— e — = — — =
h h
o a
7 p1=0 511 {(4
P‘I=0 B £1 4 K¢ : v/
7t J :
Q1 4 Q1 4.1 | 0y
V=y, ‘
v
X
X

V trojuhelniku P1VK; plati
2a’ = s7.
ProtoZe ramena a; maji velikost 3 400 m a s; = s, dostavame
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s=ay.4/2 =3400-/2 = 4808,3m.
Potom vypocteme rychlost ze vztahu s = v-t a dostavame:

= % - 48083 . 1603 mis = 577 kmih.
Zkouska:
Ze trojuhelnik P1VK; je pravouhly, vyplyva ze zadani. Ovéfime, zda je to splnéno pro nase
hodnoty.

Za 30 s uleti letadlo 30-160,3 = 4 809 m.

P1K; LZ = 4.809° = 23 126 481 m = 23 126 km.

P,V |?+ | K1V |?=2-3400° = 23 120 000 m = 23 120 km.
Odchylka je zpiisobena zaokrouhlenim.

Odpoved.

Letadlo leti rychlosti 160,3 m/s.
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4. Slovni ulohy o smésich

Slovni ulohy o smésich jsou Clenény podle poctu slozek, které obsahuji a jsou doplné-
ny ulohami, kdy jsou smési v riznych situacich nebo jsou nedostatecné urceny. Nejéastéji
jsou tyto ulohy feSeny pomoci soustav rovnic, 1 kdyz je také mizeme fesit pomoci jedné rov-
nice, pomoci usudku apod. K feseni téchto loh miizeme pouzit téZ obecnych modeld.

4.1. Skupinal: ,, l']lohy o smésich se dvéma sloZkami*

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich) se dvéma slozkami. Proto je Ize
vyjadrit soustavou dvou rovnic pro dvé neznamé, které také pocitame. K reSeni uloh samo-
zirejmé miizeme vyuzit i jinych metod vietne uziti obecnych modeli. Tyto ulohy nékteri autori
jesté ddle cleni, ale toto clenéni je prilis podrobné, v nékterych podskupindch je tezké viitbec
najit vhodné ulohy, a proto dalsi ¢lenéni neprovadim.

Model 1:

1. slozka smésima. .. .. hmotnost (pocet jednotek) . .. my; cenu (za jednotku) . . . ¢,
2.slozka smésima. . ... hmotnost (pocet jednotek) . . . mp; cenu (za jednotku) . . . cy,
vysledna smésma .. ... hmotnost (pocet jednotek) ... m; cenu (za jednotku) . . . c.
Modelem je soustava rovnic:

m,+m,=m
(4-1)

cm +Cc,m, =Ccm.
V soustavé rovnic je Sest proménnych, Ctyfi z nich jsou zadany, dvé se pocitaji. Podle toho,
které dvojice se pocitaji, budeme dale délit do podskupin. Z tohoto modelu nelze pocitat dvé
ceny.
Nejcastéji se pocitaji hodnoty my, m.
Vyjdeme ze soustavy rovnic (4-1) a dostavame:

_cm-c,m c-c,

m=——>=—, nebo m, = -m; (4-1a)
c,—C, c,—C,
cm—c,m c—cC
m,=—", nebo m, = L.m. (4-1b)
C,—C C,—C
Dale miizeme vyjadfit neznamé my, m.
Vyjdeme opét ze soustavy rovnic (4-1) a dostadvame:
cm, —c,m c-c
m =—2—22 nebo m, = Z.m,; (4-1c)
c,—¢C c,—¢C
c,m, —c,m c,—¢C
m=-—1t-2_22 nebo m=-—%2.m,. (4-1d)
c,—C c,—¢C

Také mizeme vyjadfit neznamé c, m.
Vyjdeme opét ze soustavy rovnic (4-1) a dostadvame:
m=m; +my (k vyjadfeni nam sta¢i prvni rovnice);
c,m, +C,m c,m, +C,m
C=ll 27772 nebOC:11 2°°72
m, +m, m

(4-1e)

Miuzeme také vyjadiit celkovou cenu. Potom
cm = ¢1m; + ¢am; (k vyjadieni ndm staci druhd rovnice).
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Priklad 4.1.1:
Ze dvou druhii ¢aje v cen¢ 170 K¢ a 210 K¢ za 1 kg se ma pfipravit 25 kg smési v cen¢ 186
K¢ za 1 kg. Kolik kilogramii kazdého druhu Caje je tfeba smichat?

Matematickym modelem dané situace je predchozi model 1, varianta (4-1), mnozstvi mz, m;
vypocteme podle vztahu (4-1a), (4-1b).

V naSem pfipadé je ¢; =170 K¢, ¢, =210 K&, ¢ =186 K&, m = 25 kg; potom

c—c, m = 186 -210

) = = 25 =15 Kkg;
c,—C, 170-210
m, _i.m = MZS :ng
c,—C 210-170
Zkouska:

15 kg Caje za 170 K¢ stoji celkem 15-170 = 2 550 K¢,

10 kg ¢aje za 210 K¢ stoji celkem 10-210 =2 100 K&,

celkem 25 kg smési stoji 2 550 + 2 100 =4 650 K¢&.

Vime také, Ze cena 25 kg smési se da vypocitat jinak: 25- 186 =4 650 K¢.

Odpoved.

Je tieba smichat 15 kg Caje v cen¢ 170 K¢ za 1 kg a 10 kg ¢aje v cen¢ 210 K¢ za 1 kg.

Priklad 4.1.2:
Kolik gramii 60 % roztoku a kolik gramt 35 % roztoku je tfeba k vytvoreni 100 grami 40 %
roztoku?

Matematickym modelem dané situace je opét predchozi model 1, varianta (4-1), mnozstvi my,
m; opét vypocéteme podle vztahd (4-1a), (4-1b), protoze jak cena zbozi, tak procento roztoku
vyjadiuji kvalitu dané slozky smési. Proto si procenta vyjadiujici roztok ptevedeme na ¢islo
vyjadiujici ¢ast celku. Je tedy 60 % rovno 0,6 celku, atd.

V nasem ptipadé je ¢, =0,6,c,=0,35, c=0,4, m =100 g; potom

m1=C—CZ -m :LO’%.]_OO =200;
c,—C, 0,6-0,35
m, =% = 04708 465 _g0g
C,—C; 0,35-0,6
Zkouska:

Ve 20 g 60 % roztoku je 20- 0,6 = 12 g latky,

v 80 g 35 % roztoku je 80-0,35 =28 g latky,

dohromady je ve 100g 40 % smé&si 12 + 28 = 40 g latky.

Také se souCasné jedna o 100 g 40 % roztoku a v ném je 100-0,4 =40 g latky.
Odpoved.

Je tfeba smichat 20 g 60 % roztoku a 80 g 35 % roztoku.
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Model 2:

1.slozkasmésima..... hmotnost (pocet jednotek) . . . my; cenu (za jednotku) . . . ¢y,
2.slozkasmésima. . ... hmotnost (pocet jednotek) . . . my; cenu (za jednotku) . . . cy,
vyslednd smésma .. ... hmotnost (pocet jednotek) . .. m; cenu (za jednotku) . . . c,

rozdil hmotnosti je r (rozdil je vzdy zadan).
Modelem je soustava rovnic:
m-m,=r
1 2 (4_2)
c,m, +¢,m, =cm .
V soustavé rovnic je Sest proménnych, ¢tyfi z nich jsou zadany, dvé se pocitaji. Podle toho,
které dvojice se pocitaji, budeme dale délit do podskupin. V modelu je ptedpokladano, ze
m; > My, coz neni na Gjmu obecnosti. Pokud by tomu bylo obracen¢, hodnoty m;, m, zaméni-
me. Z tohoto modelu nelze pocitat dvé ceny.
Nejcastéji se pocitaji hodnoty my, m.
Vyjdeme ze soustavy rovnic (4-2) a dostavame:
cm+cC,r cm-—-cC,r
m =——2; (4-2a) m,=——"-. (4-2b)
C, +¢C, C, +C,

Priklad 4.1.3:

Na stavbu bylo dvéma nakladnimi auty navezeno celkem 385 tun materialu. Prvni auto uveze
pfi jedné jizdé 5 tun materialu, druhé auto 8 tun materialu. kolikrat které auto jelo, vykonalo-li
veEtsi auto o 14 jizd vice?

Matematickym modelem dané situace je predchozi model 2, varianta (4-2), mnozstvi m;, m;
vypocéteme podle vztaht (4-2a), (4-2b). Musime dat pozor na oznaceni, protoze zde je dilezité
potadi. Jako prvni budeme brat auto, které uveze 8 t, protoze jelo vicekrat (v modelu 2 se
predpoklada, ze m; > my).
Potom je v naSem piipadé ¢; =8t,c, =5t,cm=385t, r = 14 a dostavame

_cm+c,r _ 385+5-14

m, = =45 - krat.
C, +C, 8+5

m, _com-cr _ 385-8-14 - 21 - krat.
C, +C, 8+5

Zkouska:

1. auto navezlo celkem 21-5=105t,

2. auto navezlo celkem 35-8 =280 t,

celkem navezla ob¢ auta 105 + 280 =385 t.

Odpoved:.

Prvni nékladni auto (5 tun) jelo 21-krat, druhé nékladni auto (8 tun) jelo 45-krat.

Model 3:

1. slozkasmésima. . ... hmotnost (pocet jednotek) . .. my; cenu (za jednotku) . . . ¢y,
2.slozka smésima. . ... hmotnost (pocet jednotek) . . . my; cenu (za jednotku) . . . ca,
vyslednd smésma .. ... hmotnost (pocet jednotek) . .. m; cenu (za jednotku) . . . c,

rozdil cen je d (rozdil je vzdy zadan).
Modelem je soustava rovnic:
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c,—-¢c,=d

cm +C,m, =cm.
V soustavé rovnic je Sest proménnych, Ctyfi z nich jsou zadany, dvé se pocitaji. Podle toho,
které dvojice se pocitaji, budeme dale délit do podskupin. V modelu je ptedpokladano, ze
C1 > Cp, coz neni na Ujmu obecnosti. Pokud by tomu bylo obracené, hodnoty c;, C; zaménime.
Z tohoto modelu nelze pocitat dvé hmotnosti.
Nejcastéji se pocitaji hodnoty c, Cy.
Vyjdeme ze soustavy rovnic (4-3) a dostavame:

_ cm+dm,

(4-3)

_cm+dm,

C,=——= nebo C,=—-"=; (4-3a)
m +m, _m
m—dm -

c, = om —dm, nebo ¢, = Cm—dml (4-3b)
m; +m, . m

Priklad 4.1.4:
Smisi-li se 5 kg zboZi drazsiho a 10 kg zboZi levnéj$iho, méa smés cenu 220,- K¢ za 1 kg. Ko-

v

lik stoji 1 kg zbozi drazsiho a kolik 1 kg zbozi lacinéjsiho, lisi-li se ceny o 30,- K¢?

teme podle vztaht (4-3a), (4-3Db).

V nasem piipadé je m; =5, m, =10, m =15, ¢ = 220, d = 30; potom

= cm+dm, _ 220-15+30-10
! m 15

= 240 K&.

cm—dm, _ 220-15-30-5 _
m 15

21

(@)

K¢.

c,=C—d =240-30=210K¢ nebo ¢, =

Zkouska:

5 kg zbozi za 240 K¢ stoji celkem 5-240 =1 200 K¢,

10 kg zbozi za 210 K¢ stoji celkem 10-210 =2 100 K¢,
celkem 15 kg zboZi (smési) stoji 1 200 +2 100 = 3 300 K¢.
Smés stoji 3 300 : 15 =220 K¢ za 1 kg.

Odpoved:.

Cena 1 kg drazsiho zbozi je 240 K&, 1 kg levngjsiho je 210 K¢.

Priklad 4.1.5:
Kolik litrii vody 48°C teplé je nutno piidat do 1,2 hl vody 8°C teplé, aby smés méla teplotu
24°C?

K feseni opét pouzijeme modelu a vztahu (4-1c), kde ¢; =48, ¢, =8, ¢ =24, m, = 120, ado-
stdvame

c—c, _ 24-8
= . m2 =

c,—C 48 -24

1120 =801

1
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Zkouska:

Pfidanim 80 | vody 48°C teplé dodame 80-48 = 3 840 kcal tepla, pfidanim 120 | vody 8°C
teplé dodame 120- 8 = 960 kcal, celkem 3840 + 960 = 4 800 kcal tepla.

Smés 200 | vody 24°C teplé obsahuje 200 - 24 = 4 800 kcal tepla.

Odpoved.

Je nutno piidat 80 | vody 48°C teplé.

Priklad 4.1.6:
Loveci lovili zajice, divoké kraliky a bazanty. Celkem ulovili 142 kusti. Pocet zajicti byl Sesti
nasobkem poctu kralikii. Celkovy pocet noh ulovené zvéte byl 452. Kolik bylo které zvere?

Neznama X = pocet kralikl, pocet zajicti je 6X a bazantti 142 — 7X;
potom dostdvame rovnici:

4-X+4-6x+2-(142-7x)= 452,
kde x = 12; potom pocet zajict je 72, kralikti 12 a bazantt 58.
Odpoved:.
Lovci ulovili 72 zajici, 12 kraliki a 58 bazantt.

Priklad 4.1.7:
Na dvorku pobihali krélici a slepice, bylo jich celkem 23 a méli dohromady 60 nohou. Kolik
bylo kterych?

Neznamé budou: X = pocet kralikl, y = pocet slepic.
Potom dostavame soustavu rovnic: X+y=23

4x + 2y = 60,
jejimz feSenim je [X; y] = [7; 16], tj, 7 kralik( a 16 slepic.
Odpoved:.
Na dvorku pobihalo 7 kralikii a 16 slepic.

Priklad 4.1.8:
V prodejné jizdnich kol maji kola a tfikolky. Dohromady maji 32 sedel a 72 kol. Kolik je
Vv prodejné jizdnich kol a kolik tfikolek?

Oznacme si pocCet kol x, pocet tfikolek y. Vyjaddienim situace dostdvame soustavu rovnic
2x+3y =72
X+ y=32 — x=32-y
2-(32-y)+3y=72
64 -2y +3y=172
y=8
X=32-y — x=24

Zkouska:
Pocet sedel: 24 + 8 = 32.
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Pocet kol: jizdni kola: 2-24 = 48, ttikolky: 3-8 = 24, celkem 48 + 24 = 72.
Odpoved'.
V prodejné je 24 jizdnich kol a 8 tfikolek.

Priklad 4.1.9:
Na planeté Drakon ziji draci a drakousi. Drak ma 7 hlav a 5 nohou a drakous$ 3 hlavy a 6 no-

hou. Astronauti napocitali 135 hlav a 162 nohou. Kolik draku a kolik drakoust astronauti vi-
deli?

OznacCme si pocet draki X, pocet drakoust y. Vyjadienim situace dostdvame soustavu rovnic
Tx+3y=135 | .2

5% + 6y = 162
14x + 6y = 270
5x +6y=162 |-(-1)
9x =108 |:9
x=12 — 60+6y=162 |-60
By=162 |:6
y=17
Zkouska:

Pocet hlav: draci: 12-7 = 84, drakousi: 17-3 =51, celkem: 84 + 51 = 135.
Pocet nohou: draci: 12-5 =60, drakousi: 17-6 =102, celkem: 60 + 102 = 162.
Odpoved.

Na planeté Drakon vidéli astronauti 12 draki a 17 drakousu.

Priklad 4.1.10:

Do pftistavu priplouvaly dva druhy trajektt. VEtsi trajekty prevazely 11 autobust a 25 osob-
nich aut, mensi trajekty 5 autobust a 13 osobnich aut. Kolik kterych trajekti piistalo, vime-li,
ze z trajektu bylo procleno celkem 132 autobusii a 318 osobnich automobilli a vSechny trajek-
ty byly plné obsazené.

ReSeni:

Oznac¢me si:

vetst trajekt: ... ... m autobusti, . . . .. a osobnich automobild, . . . .. X - pocet trajektu;
mensi trajekt: . . . .. n autobust,..... b osobnich automobild, . . . .. y - pocet trajektu;

p - pocet vSech autobusti, - pocéet vSech osobnich automobil. Potom si vyjadiime vztahy
popsané v tloze pomoci obecnych parametrti a dostavame soustavu rovnic

ax+bhy=q
mx+ny=p.
Z dané soustavy postupné vyjadiime hledané hodnoty X, y.
y= g-ax w=d= by
b a
mx+@: |b mq_—bmy+ny2p |.a
bmx +ng—anx=bp |-ng mq—bmy +any =ap |-mq

(bm—an)-x=bp-ng |:[-(an—bm)]  (an—bm).-y=ap-mq |:(an—bm)
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x= 40P (4-4a) y=2P—T4 (4-4b)
an—bm an—bm
V naSem piipadé je konkrétné¢ m = 11 autobusli, n = 5 autobust, p = 132 autobust, a = 25
osobnich automobild, b = 13 osobnich automobild, g = 318 osobnich automobili. Potom vét-
Sich trajektu je:
‘= ng—bp _ 5-318-13-132 -126
an—bm 25-5-13-11 -18
mensSich trajekti je:
_ap—nm::25432—11318_—498_11
an-bm  25.5-13.11  -18 =
Zkouska:
7 vétsich trajekti preveze 7- 11 =77 autobusti a 7- 25 = 175 osobnich automobilt.
11 mensich trajekta preveze 11-5 =55 autobustia 11-13 = 143 osobnich automobili.
Celkem bylo pfevezeno 77 + 55 = 132 autobusti a 175 + 143 = 318 osobnich automobili.
Odpoved.
Ptistalo celkem 7 velkych a 11 malych trajekti.

Priklad 4.1.11:

Pii historické jizd¢ vlakem tazenym parni lokomotivou se cestujici dozvédéli, ze na kazdou
mili stoupani se pod kotel musi pfilozit 11 lopat uhli, na kazdou mili klesani 5 lopat uhli. Na
trati dlouhé 62 mil bylo spaleno 400 lopat uhli. Kolik mil trat’ stoupala?

Reseni C. 1:

Vyjdeme za vztaht (4-4a), (4-4b) a pro m = n = 1 dostavame vztahy
_a- bp _ap—q

a-b’ a-b
Totéz vyplyva ze vztahu (4-2) (viz ptiloha 2)
V nasem piipadé mame konkrétné a = 5 lopat, b = 11 lopat, p = 62 mil, q = 400 lopat a do-
stavame feSeni pro klesani
_q-bp _ 400-11-62 —282

X

X = 47 mil
a—b 5-11 -6 o

a pro stoupani

y= ap—q _ 5-62-400 _ -90 - 15 mil,
a-b 5-11 -6

Zkouska:

Celkova draha 47 + 15 = 62 mil.

Celkova spotieba 15-11 + 47-5 =400 lopat uhli.
Odpoved:.

Trat’ stoupala 15 mil.

Poznamka:

Pfi volbé konkrétnich hodnot jsem volil a < b, aby bylo mozné porovnat postup s feSenim ¢. 2
(zde musi byt a <b).
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ReSeni €. 2:

Vyjdeme ze vztahu (4-3) (viz pfiloha 2), kde a =5 lopat, b = 11 lopat (a < b), p =62 mil, q =

400 lopat, p = a_ 200 a dostavame
p 31

X:1y= 11—@ : @—5 =£1:£:47:15,
31 31 31 31

z toho plyne x =47 mil, y = 15 mil.
Zkouska a odpoved’ viz teSeni €. 1.

Priklad 4.1.12.
Smichanim 80%-niho alkoholu a 20%-niho alkoholu vznikne smés 3,25 | 40%-niho alkoholu.
Kolik litrti kazdého druhu bylo pouzito?

Resent:
Vyjdeme ze vztaht (4-1a) a (4-1b), kde m = 3,25, ¢ =0,4, ¢; = 0,8, ¢, = 0,2 a dostavame
=7 204202 555 02 505 081
c.—c, 08-02 0,6
m = =% ;04708 505 04 5o5: 2171,
c,—c, 02-08 ~06
Zkouska:.

1,08 | 80%-niho roztoku obsahuje 1,08-0,8 = 0,864 | alkoholu.

2,17 1 20%-niho roztoku obsahuje 2,17-0,2 = 0,434 | alkoholu.

Dohromady je v 1,08 + 2,17 = 3,25 | smési (roztoku) 0,864 + 0,434 =1,298 = 1,3 | alkoholu.
Podle zadani je ve smési 3,25 | 40%-niho alkoholu 3,25-0,4 = 1,3 | alkoholu.

Odpoved.

Bylo pouzito asi 1,08 | 80%-niho alkoholu a asi 2,17 | 20%-niho alkoholu.

Priklad 4.1.13:
Nadoba na 30 litri se ma naplnit vodou 60°C teplou. Kolik litrtt vody 80°C teplé a kolik litrci
vody 20°C teplé musime smichat? (c,,,, =4,2kJ/kg-°C)

vody

V;jaé}he ze vztahi (4-1a) a (4-1b), kde m =30 [, c = 60°C, c; = 80°C, ¢, = 20°C a dostavame
_c¢-¢ me 60—20.30 =201,

c,—C, 80—-20 o
c—cC, 60 -80

-m= .
c,—C 20-80
Zkouska:
20 1 vody teplé 80°C obsahuje 20-80-4,2 = 6 720 kJ.
10 | vody teplé 20°C obsahuje 10-20-4,2 = 840 kJ.
Dohromady obsahuje roztok 6 720 + 840 = 7 560 kJ.
Podle zadani 30 | vody teplé 60°C obsahuje 30-60-4,2 = 7 560 kJ.
Odpoved:.
Musime smichat 20 | teplejsia 10 | studené;si vody.
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Priklad 4.1.14:
Moftskd voda obsahuje 5% soli. Kolik kg destilované vody je tieba pfilit ke 40 kg motské vo-
dy, aby obsah soli byl 2%?

Resent
Vyjdeme ze vztahu (4-1b), kde m; =40 kg, ¢ = 2%, ¢; = 5%, ¢, = 0% a dostavame
m,=2"%m = >=2 49 = 60 kg.
c-¢C, 2-0
Zkouska:

Pro ovéfeni vysledku mizeme podle vzorce (4-1a) vypocitat celkovou hmotnost roztoku (mu-
si byt 40 + 60 = 100 kg):
:u.ml :ﬂ40 =100 kg
c—c, 2-0
Odpoved'.
Musime piilit 60 kg destilované vody.

Priklad 4.1.15:

Pfidanim 250 g 96%-niho roztoku kyseliny sirové k jejimu 3%-nimu roztoku se zme¢nila pu-
vodni koncentrace na 25%-ni. Vypocitejte, kolik gram 3%-niho roztoku bylo pouzito
k fedéni.

c,—¢C 96-25
= . ml =

c—c, 25-3
ZkousSka:

Pro ovéteni vysledku miizeme podle vzorce (4-1a) vypocitat celkovou hmotnost roztoku
(musi byt 250 + 807 =1 057 g):

m,

.250 = 807 g.

m=3"% _9%6-3 550 - 1057 g.
c-¢C, 25-3
Odpoved'.

K fedéni bylo pouZito asi 807 g 3%-niho roztoku.

Priklad 4.1.16:
V nadrzi je voda o objemu 300 litrti a o teploté 10°C. Ptidame vodu o teploté 90°C az dosah-
neme teploty 30°C. Kolik teplejsi vody musime piidat? (Cyody = 4,2 kJ/Kg- °C)

Resent
Vyjdeme ze vztahu (4-1b), kde m; = 300 I, ¢ = 30°C, ¢; = 10°C, ¢; = 90°C a dostavame
, =97 229299 300 = 1001,
c—c, 30-90
Zkouska:.

Pro ovéfeni vysledku miazeme podle vzorce (4-1a) vypocitat celkové mnozstvi vody (musi
byt 300 + 100 =400 I):
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c,—C, 10-90
m=_2—"2.m, =

c-¢C, 30-90
Odpoved.
Musime pridat 100 | teplejsi vody.

-300 =400 1.

Priklad 4.1.17:
Ptidame-li do 0,6 litru 40%-niho roztoku druhy roztok, dostaneme 1 litr roztoku 50%-niho.
Jaky byl druhy roztok?

Vyjdeme ze vztahu (4-1), kde m; = 0,6 I, m=11, ¢; = 0,4, ¢ = 0,5. Nejprve uzijeme prvni
rovnici pro vypocet my:
m+m=m — M=M-M
m=1-06=041
Potom vypocteme C; Z druhé rovnice:

_ cm-—c,m,
cimi +comy=cm — C,=—"—"
m2
C220,5.1Bci,4.o,azm IR

Zkouska:.

0,6 I 40%-niho roztoku obsahuje 0,6-0,4 = 0,24 | latky.

0,4 1 65%-niho roztoku obsahuje 0,4-0,65 = 0,26 | latky.
Dohromady obsahuje smés 0,24 + 0,26 = 0,5 | latky.

Podle zadani 1 | 50%-niho roztoku obsahuje 1-0,5=0,51 latky.
Odpoved:.

Druhy roztok byl 65%-ni a bylo ho 0,4 litru.

Priklad 4.1.18:
Kolikaprocentni lih obdrzime, jestlize ke 3 litrim 90% alkoholu pfilijeme 2 litry vody?

m=mp+my=3+2=5I;

co c,m +c,m, 90-3+0-2
m 5

Zkouska:.

31 90%-niho roztoku obsahuji 3-0,9 = 2,7 | alkoholu (voda nic).

51 54%-niho roztoku obsahuji 5-0,54 = 2,7 | alkoholu.

Odpoved:.

Obdrzime 54%-ni lih.

= 54%-ni.

Priklad 4.1.19:
Smichame 3 kg vody o teploté 100°C a 5 kg vody o teploté 20°C. Jaka bude teplota smeési?
(Cvody = 4,2 k\]/kg : OC)
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Vyjdeme ze vztahu (4-1e), kde m; = 3 kg, ¢; = 100°C, m, = 5 kg, ¢, =20°C. Dostavame
m=m;+m;=3+8=8Kkg;
oo GMm+CMm, 100-3+20-5 _ 50°C.
m 8 —
Zkouska:.
3 kg 100°C teplé vody obsahuji 3-100-2,4 = 720 kJ.
5kg 20°C teplé vody obsahuji 5-20-2,4 = 240 kJ.
Dohromady roztok obsahuje 720 + 240 = 960 kJ.
Podle zadani 8 kg 50°C teplé vody obsahuji 8-50-2,4 = 960 kJ.
Odpoved'.
Teplota smési bude 50°C.

Priklad 4.1.20:

5 litrd jednoho népoje a 6 litri druhého nédpoje stalo celkem 432,- K¢. Jeden litr druhého na-
poje je 0 6,- K¢ drazsi nez 1 litr prvniho napoje. Kolik K¢ zaplatime za 2 litry jednoho a 2
litry druhého napoje?

ReSeni €. 1:

Ze vztahtu (4-3a) a (4-3b) prom; =61, m, =51, m=111, cm =432,- K¢, d = 6,- K¢ vyplyva
c - cm+dm, 432+6-5

A =42 K¢;
m 11
= cm—dm, _432-6-6 - 36 K¢
m 11
2| prvniho a2 | druhého napoje stoji 2-42 + 2-36 = 156 K¢.
Zkouska:
42 — 36 = 6,- K¢.
6-42 +5-36 = 432,- K¢.
Odpoved:.

Za 2 litry prvniho a 2 litry druhého napoje zaplatime 156,- K¢.

ReSeni ¢.2:
Ze vztahu (4-3) dostavame prom; =61, m, =51, m =111, cm =432,- K¢, d = 6,- K¢
Ci1—C=6 | -5
6C1 + 5Cy =432
1lc,=462 |: 11
c1 =42 K¢
C,=C—-6 — CZZEK&
2| prvniho a2 | druhého napoje stoji 2-42 +2-36 = 156 K¢.
ZkouSka a odpoved’ viz teSeni €. 1.
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4.2. Skupina?2: ,, Ulohy o smésich se tiremi a vice sloZkami*

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich) se tiemi a vice slozkami. Presto
Jje vyjadrujeme soustavou nejcastéji dvou rovnic pro dvé neznamé, protoze praveé tyto dvé ne-
znamé pocitame. K reseni téchto uloh muzZeme pouzit i jinych metod. Tyto ulohy lze také dale
¢lenit. Protoze toto ¢lenéni je velmi variabilni, v literature se témer nevyskytuje.

Model 4:

1. slozkasmésima..... hmotnost (pocet jednotek) . . . my; cenu (za jednotku) . . . ¢y,
2.slozkasmésima. . ... hmotnost (pocet jednotek) . . . my; cenu (za jednotku) . . . ca,
3.slozkasmésima.. ... hmotnost (pocet jednotek) . . . m3; cenu (za jednotku) . . . cs,
vysledna smésma . . ... hmotnost (pocet jednotek) ... m; cenu (za jednotku) . . . c.

Modelem je soustava rovnic:
m +m,+m, =m
1 2 3 (4_5)
c,m, +c,m, +c,m; =cm .
V soustave rovnic je osm proménnych, Sest z nich je zadano, dvé se pocitaji. Podle toho, které
dvojice se pocitaji, budeme dale délit do podskupin. Z tohoto modelu nelze pocitat dvé ceny.
Nejcastéji se pocitaji hodnoty m;, m, (hodnota ms je s nimi zaménitelna).
Vyjdeme ze soustavy rovnic (4-5) a dostavame:
m, = €M, +eM; —C,M, = C;M, . m, - om, +cmg —¢,m, —C;m; (4-5a.b)
c,—C c,—C

Casto se také pocitaji hodnoty ¢, m.

Vyjdeme opét ze soustavy rovnic (4-5) a dostavame:

o = GaMs +C,m; +¢;m,
o .

m=m; + m, + ms; (4-5c¢)

Chceme-li vyjadtit jednu z hodnot ci, €z, C3 (jsou zaménitelné), vyjdeme opét ze soustavy
rovnic (4-5) a dostavame:
cm—-Ccm, —Cc,m
C, = 11 -z 2 (4-5d)
m3

Priklad 4.2.1:
Bylo smichano 8 litrd 70 % lihu, 7 litrd 80 % lihu a 5 litrd lihu neznamého slozeni. Dostali
jsme lih 71 %. Kolikaprocentni lih jsme pfilili?

Matematickym modelem dané situace je opét pfedchozi model, varianta (4-5d). Procenta vy-
jadiujici roztok si opét prevedeme na €islo vyjadiujici ¢ast celku.

V nasem ptipadéje ¢;=0,7,¢,=0,8,¢=0,71, m; =8, my =7, m3 =5, m =20 a dostdvame:
_cm-¢m —-c,m, _ 0,71-20-0,7-8-08-7 _

C, = 06.
m, 5

Z toho plyne, Ze tteti lih byl 60 %.

Zkouska:

V 8 litrech 70 % lihu je 8- 0,7 = 5,6 litru ¢istého lihu,
v 7 litrech 80 % lihu je 7-0,8 = 5,6 litru ¢istého lihu,
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v 5 litrech 60 % lihu je 5-0,6 = 3 litry Cistého lihu,

celkem je v roztoku 5,6 + 5,6 + 3 = 14,2 litru ¢istého lihu.

Protoze roztoku mame 20 litrd je 2-100 = 71 %.

2
Odpoved'.
Prilili jsme 60 % lih.

Priklad 4.2.2:
K vyplaceni ¢astky 670,- K¢ pouzila pokladni 16 bankovek: jednu stokorunu, n¢kolik padesa-
tikorun a nékolik dvacetikorun. Jak ¢astku vyplatila?

Vyjdeme ze vztahu (4-5), kde m; = 1, ¢; = 100, ¢, = 50, ¢c3 = 20, m = 16, cm = 670. Potom
Z prvni rovnice vyplyva

I1+my+mz=16 — mo+mz=15 — m3=15-m,.
Dosazenim do druhé rovnice dostavame

100-1+50-m, + 20- (15— m,) =670

100 + 50m; + 300 — 20m, = 670 |—400
30m; =270 |:30
m=9 — m3=6

Zkouska.
Pocet bankovek: 1 +9 + 6 =16 ks.
Castka: 1-100 +9-50 + 6-20 = 670,- K&.
Odpoved.
K vyplaceni ¢astky 670,- K¢ pouzila pokladni jednu stokorunu, devét padesatikorun a Sest
dvacetikorun.

Poznamka:

Ulohu mtizeme pievést na ulohu o smésich se dvéma slozkami, protoze vime, Ze pokladni
pouzila jednu stokorunu. Potom tloha zni:

K vyplaceni ¢astky 570,- K¢ pouzila pokladni 15 bankovek — padesatikoruny a dvacetikoruny.
Jak ¢astku vyplatila?

Reseni upravené ilohy:
Vyjdeme ze vztahu (4-1), kde ¢; = 50, ¢; = 20, m = 15, ¢ = 22 = 38. Potom dostavame podle
(4-1a) a (4-1b):
m, = c—c, M 38—20.15 -9

c,—C, 50-20
_c—¢ 38—50.15 _

= m= 0.
C,—C 20-50

m,

Priklad 4.2.3:

V 1. fotbalové lize hraje kazdy ze 16 ucastnikl s kazdym soupefem dvakrat. Za kazdé vitéz-
stvi ziskava 3 body, za remizu 1 bod, za pordzku zadny. Po skonceni soutéze byl oddil se 49
body a deviti pordzkami na Sestém miste. Kolikrat zvitézil?
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OznaCme si pocet vitézstvi X, poCet remiz Y, pocet pordzek z, potom dostavame (vime-li, Ze
vV daném systému odehraje kazdé muzstvo 30 zapasti)
3-x+1-y+0-2z=49

z=9
x+y+2=30
3x+y=49
x+y=21 |- (-1
2x=28 |:2
x=14 — y=7

Zkouska:

Pocet utkani: 14 + 7 + 9 = 30.
PocCet bodu: 14-3+7-1+9-0=49.
Odpoved'.

0ddil zvitézil ¢trnactkrat.

Priklad 4.2.4:

Pismovina (litefina), se kterou pracuji tiskarny, je vhodna slitina tfi kovli — antimonu, cinu a
olova. Podle toho v jakém poméru jsou zde tyto kovy obsaZzeny, dostavame rizné druhy pis-
movin, které se navzajem lisi bodem tani, tvrdosti, opotiebovatelnosti pii tisku a pod. Ze dvou
druhti pismovin, kterych uz bylo pouzito k tisku, mé se vyrobit pismovina nova. Prvni druh
obsahuje 20% antimonu, 5% cinu a 75% olova, druhy druh obsahuje 14% antimonu, 7% cinu
a 79% olova. Oba druhy smisime v poméru 2:3; jaké sloZeni ma nova pismovina?

Protoze obé pismoviny jsou smiseny v poméru 2 : 3, budou i jejich slozky smiseny ve stejném
poméru (v€etné procentudlniho zastoupeni). Proto vyslednd pismovina obsahuje

2:20+3-14 _ 16 4% antimonu:

25437 _ 6,2% cinu;

2:75+379 _ 27 4% olova.
Zkouska:

Vezméme si jako ptiklad ,,smichani® 2 kg prvni pismoviny a 3 kg druhé pismoviny (tedy
V poméru 2 : 3).

2 kg prvni pismoviny obsahuje 0,2-2 = 0,4 kg antimonu, 0,05-2 = 0,1 kg cinua 0,75-2=1,5
kg olova.

3 kg druhé pismoviny obsahuje 0,14 -3 = 0,42 kg antimonu, 0,07-3 =0,21 kg cinu a 0,79-3 =
2,37 kg olova.

5 kg vysledné pismoviny (smési) obsahuje 0,4 + 0,42 = 0,82 kg (0,82 : 5 = 0,164, tj. 16,4%),
0,1 +0,21 = 0,31 kg cinu (0,31 : 5 =0,062, tj. 6,2%) a 1,5 + 2,37 = 3,87 kg olova (3,87 : 5 =
0,774, 1j. 77,4%).

Odpoved.

Vysledna pismovina obsahuje 16,4% antimonu, 6,2% cinu a 77,4% olova.
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4.3. Skupina 3: ,, Ulohy o smésich v riiznych situacich*

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich) se dvéma a vice slozkami Ve
dvou nebo Vvice riznych situacich. Lze je vyjadrit soustavou dvou a vice rovnic a pocitime dvé
nebo vice neznamych.

Model 5:

1. slozka smési ma . . . hmotnost (pocet jednotek) v prvni situaci . . . my, v druhé situaci . . ms;
cenu (za jednotku) . . . ¢y,

2. slozka smési mé . . . hmotnost (pocet jednotek) v prvni situaci . . . my; vV druhé situaci . . mg;
cenu (za jednotku) . . . cy,

celkova cena v prvni situaci je k, v druhé situaci .

Modelem je soustava rovnic:
c,m +c,m, =k

: (4-6)
c,m; +c,m, =1
Nejcastéji pocitame €1,Co. Lze je vyjadtit z (4-6) takto:
Im, —km km, —Im
c,=—>"——"—; (4-6a) C,=——>— 21—, (4-6b)
m,m, —m,m, m,m, —m,m,

Priklad 4.3.1:

Pepik byl s maminkou na ndkupu. Maminka koupila 2 kg ovoce a 5 kg zeleniny a platila 140
K¢&. Sousedka koupila 3 kg stejného ovoce a 4 kg zeleniny a platila 168,- K& Pomozte Pepi-
kovi vypocitat, kolik stal 1 kg ovoce a 1 kg zeleniny.

Matematickym modelem dané situace je opét predchozi model, varianta (4-6). Vyjdeme ze
vztaht (4-6a), (4-6b), kde je m; =2 kg, m, =5 kg, k=140 K¢, m3 =3 kg, mg =4 kg, | = 168
K¢ a dostavame:

Im, —km, _ 168-5-140-4

m,m, —mm, 5-3-2-4
km, —1 -3-168-

- m,—Im, _140-3 1682:21{&.
m,m, —m,m, 5-3-2-4

Zkouska:

2 kg ovoce a 5 kg zeleniny staly 2-40 + 5- 12 = 140 K¢,

3 kg ovoce a 4 kg zeleniny staly 3-40 + 4-12 = 168 K¢.
Odpoved:.

Kilogram ovoce byl za 40 K¢, kilogram zeleniny za 12 K¢.

Priklad 4.3.2:

Bazén o objemu 255 m® se naplnil, jestlize voda piitékala rourou A 3 hodiny, rourou B 2 hodi-
ny a rourou C 4 hodiny, nebo jestlize voda pritékala rourou A také 3 hodiny, rourou B 7 hodin
a rourou C 2 hodiny, nebo rourou A jednu hodinu, rourou B 2,5 hodiny a rourou C 4 hodiny.
Kolik vody nateklo kazdou rourou za jednu hodinu?
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Oznacime-li x, kolik nate¢e rourou A za 1 hodinu, y, kolik natece rourou B za 1 hodinu a z,
kolik natece rourou C za 1 hodinu, potom dostavdme soustavu rovnic:
3X + 2y + 4z = 255
3X+ 7y +2z2=255
X+25y+4z7=255.
3 2 41255 3 2 4 | 255 3 2 4| 255

3 7 2|2%5|~/0 5 -2 0 |~|0 5 -2 0 |~
1 25 4255 0 -55 -8|-510 0 11 16 |1020
12 -3 0| O 12 -3 0 0 4 -1 0|0 4 0 020
~/0 51 01(1020|~{0 51 O |1020 |~|0 1 O|20|~|0 1 0|20~
0 11 161020 0 0 816 |40800 0 0 1|50 0 0 1|50
1 0 0|5
~/0 1 0/20] — x=5,y=20,z=50.
0 0 1|50
Zkouska:
Jestlize voda pfitéka rourou A 3 h, rourou B 2 h a rourou C 4 h, nate¢e 3-5+2-20+4-50 =
= 255 m® vody.
Jestlize voda pfitéka rourou A 3 h, rourou B 7 h arourou C 2 h, nate¢e 3-5+7-20+2-50 =
= 255 m® vody.
Jestlize voda pfitéka rourou A 1 h, rourou B 2,5 h arourou C 4 h, nate¢e 5 +2,5-20 +4-50 =
= 255 m® vody.
Odpoved.

Rourou A nateée za hodinu 5 m® vody, rourou B natece za hodinu 20 m*® vody, rourou C nate-
&e za hodinu 50 m® vody.

Priklad 4.3.3:
Bazén obsahuje 220 m? vody. Vypoustét ho miZeme bud’
a) 10 hodin rourou B a souc¢asné 8 hodin rourou A, nebo
b) 10 hodin rourou A a soucasné€ 7 hodin rourou B.
Kolik krychlovych metr vody vyte€e za 1 hodinu rourou A a kolik rourou B?
ReSeni g. 1:
Ozna¢me si vykon roury A ... X m>/h, vykonrouryB ...y m>/h, potom miiZeme situaci
vymodelovat pomoci soustavy rovnic
8x+10y=220 |-5
10x+ 7y =220 |- (-4)
22y =84 |:7
y=10 — x=15

Zkouska:

V prvnim piipadé bylo vypusténo: 8-15 + 10- 10 = 220 m® vody.
V druhém piipadé bylo vypusténo: 10-15 + 7-10 = 220 m® vody.
Odpoved:

Za 1 hodinu vytede rourou A 15 m® vody, rourou B 10 m® vody.
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ReSeni &.2:
Ze (4-6a) a (4-6b), kde m; =8 h, m, =10 h, m3 =10 h, my = 7 h, k = 220 m®, | = 220 m°, do-
stavame

Im, —km, _ 220.10-220-7 _

1= - 15
m,m, —mm, 10-10-8-7
km, —Im, _ 220-10-220-8 _
C, = = =10.
m,m, —m,m, 10-10-8-7

Zkouska a odpoved’ viz feseni €. 1.

Priklad 4.3.4.
Alena kupovala listky do kina pro dvé skupiny spoluzékti. Pro prvni skupinu koupila 7 listki
na I. misto a 5 listkti na II. misto a zaplatila 186,- K&. Pro druhou skupinu koupila 11 listki na
I. misto a 4 listky na II. misto a zaplatila 246,- K¢. Kolik korun stal listek na I. misto a kolik
na II. misto?
Reeni g. 1:
OznaCme si cenu listku na I. misto X Kc/ks, cenu listku na II. misto y K¢/ks, potom miizeme
situaci vymodelovat pomoci soustavy rovnic
7X+5y=186 |- (—4)
11x+4y =246 |- 5
27x =486 |:27
x=18 — y=12

Zkouska:
Prvni skupina zaplatila: 7-18 + 5-12 = 186,- K¢.
Druha skupina zaplatila: 11-18 + 4.12 = 246,- K¢.
Odpoved:.
Listek na I. misto stal 18,- K¢, na druhé misto stal 12,- K¢.
ReSeni ¢.2:
Ze (4-6a) a (4-6b), kde m; =7 ks, my =5 ks, mz =11 ks, my = 4 ks, k = 186,- K¢, | = 246,- K¢,
dostavame
Im, —km, 246-5-186-4

1= = =18,
m,m, —m;m, 5-11-7-4

o _ km—Im _186-11-246-7 _,

2 m,m, —mm, 5.11-7-4 =

Zkouska a odpoved’ viz teSeni €. 1.

Priklad 4.3.5:

D¢lnici hloubili jamu. Kdyz pracovali 5 hodin bez rypadla a 3 hodiny s rypadlem, odstranili
celkem 60 m?® zeminy. KdyZ pracovali 2 hodiny bez rypadla a 6 hodin s rypadlem, odstranili
celkem 96 m* zeminy. Kolik krychlovych metrli zeminy odstranili za 1 hodinu prace bez ry-
padla a kolik s rypadlem,
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Reseni ¢. 1:
OznaCme si vykon prace bez rypadla x m*/h, vykon prace s rypadlem y m*/h, potom muize-
me situaci vymodelovat pomoci soustavy rovnic

5x+3y=60 |- (-2)

2x + 6y = 96

~8x=-24 |:(-8)
x=3 — y=15
Zkouska:
V prvnim piipadé bylo odstranéno: 5-3 + 3-15 = 60 m* zeminy.
V druhém piipad¢ bylo odstranéno: 2-3 + 6-15 = 96 m?® zeminy.
Odpoved.
Za 1 hodinu odstrani dé€lnici bez rypadla 3 m® zeminy, s rypadlem 15 m® zeminy.
ReSeni ¢.2:
Ze (4-6a) a (4-6b), kdem; =5h, my=3h,m3=2h, ms; =6 h, k=60 m*, | = 96 m°, dostava-
me
Im, —km, 96-3-60-6
m,m, —mm, 3-2-5-6

km,—Im, _ 60-2-96-5 _

llow

1

&

2" mm,-mm,  3-2-56

Zkouska a odpoved’ viz teseni €. 1.;

Priklad 4.3.6a:
Koruna Hierona, kréale syrakuského, zhotovena ze zlata a stiibra, vazila na vzduchu 20 liber,

ponofena ve vodé 18% liber. Kolik Au a Ag bylo v ni obsazeno, je-li hustota Au 19.5, Ag
10.5?

Resent:
Vyjdeme ze vzorci (3-13a,b) (viz disertacni prace), kde h = 20,z = 1,25, p,=19,5, p,=10,5.
x= L2270, 105025720 195 . 14 6 liber,

Py — Py 10,5-19,5

pZ—h ~195-1,25-20

p, = =227 20 10,5 = 5,104 liber.
01— P, 195-105

Priklad 4.3.6b:
Koruna krale Hierona, zhotovena ze zlata a stfibra, byla vazena ve vodé¢ a ve vzduchu. Udaj
zjistény ve vodeé Cinil 93,55% hmotnosti 10 kg urcené pfi vazeni ve vzduchu. Vime, ze 1 kg

L .9 ., L a1l o . Ceevin s
zlata ,,ztraci ve vodé 177 kg, a ze stfibro ,,ztraci* QE % z udaje o své hmotnosti zjisténé ve

vzduchu. Vypocitejte kolik zlata a kolik stiibra spotfeboval zlatnik ke zhotoveni koruny.
(Udaj 10 kg je zvolen pro zjednoduSeni vypoctl; redlné situaci neodpovidad historicky ani
vécng.)
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Vyjdeme ze vzorct (3-13a,b) (viz disertacni prace), h=10,z=0,645,a= ;2-,b= 2.
N —bh _ 0,645-22.-10

I
—
=
©

= 7,1745 kg,
a-b o — i
— 0,645-2..10
_zmah OBl L o e85k,
b-a 06— 107
Dodatek:

»Puvodni text” uvadél ve vodé 99,55% hmotnosti a ,,ztratu® 1 kg zlata ve vod¢ % kg. Vy-

sledky ,,byly*“: 7,1005 kg zlata a 2,8995 kg stiibra. Hodnoty v textu neodpovidaji hodnotam
pro skutec¢nou situaci.
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4.4. Skupina4: ,,Specidalni uilohy o smésich*“

Ulohy obsahuji zaddni o smésich (slitindch, roztocich). Ulohy nelze vyjadrit pomocit
predchozich soustav dvou rovnic. Pocet neznamych se rovna poctu rovnic. Ddle jsou zde za-
Fazeny i ulohy, které nejsou dostatecné urceny, pocet nezndamych je vétsi nez pocet rovnic.
Ulohy vedou na diofantovské rovnice.

Priklad 4.4.1.
Kolik ledu musime vhodit do 5 kg vody o teploté 100°C, aby led roztél a teplota vody klesla

na 0°C? Mérné skupenské teplo tani ledu je 335 kJ/kg. (¢ =42 kJ/kg-°C)

vody

ReSeni €. 1:

M¢érné teplo vody musi byt ,,spotfebovano* mérnym skupenskym teplem tani ledu. Kg vody
o teploté 100°C obsahuje 5-100-4,2 = 2100 kJ tepla. Protoze kilogram ledu spottebuje 335 kJ
tepla, musime ptidat 2100 : 335 = 6,27 kg ledu.

Odpoved.

Do vody musime vhodit asi 6,27 kg ledu.

Hmotnost ledu . . . x kg, potom dostavame
x-335=5-4,2-(100 - 0).
Resenim je X =6,3 kg.

Priklad 4.4.2.
Olovénou kouli (1,2 kg, 20°C, ¢ = 0,13 kJ/kg-°C) ponotime do vody (2 kg, 50°C). Jaka bude

vysledna teplota? (C,q, = 4,2 ki/kg-°C)

Reseni . 1:

Mérné teplo vody je 2-50-4,2 = 420 kJ, m&mé teplo koule 1,2-20-0,13 = 3,12 kJ, celkem

obsahuje 3.2 kg ,.smési 420 + 3,12 = 423,12 kJ tepla. Je-li Conesi = 1’2.01’12:”22.4.2 =
2+

2,67375 kJ/kg°C, potom vysledna teplota je 423,12 : (3,2-2,67375) = 49,45°C.
Odpoved:.
Vysledna teplota bude asi 49,5°C.

Vysledna teplota . . . X °C, potom dostavame
1,2-0,13-(x—20) =2-4,2- (50 — x).
Resenim je x=49°C.

Priklad 4.4.3:
Dana nakoupila ¢okolady po 17 a 18 K¢ v celkové hodnoté 300 K¢&. Kolik levnéjsich a kolik
drazsich ¢okolad nakoupila?
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Reseni C. 1:

Pocet ¢okolad po 17 K¢ ozna¢me X, pocet Cokolad po 18 K¢ oznacme Yy, potom plati
17x + 18y = 300.
Jedna se o diofantovskou rovnici, kterou vyfesime pomoci kongruenci
18y =300 mod 17 |: 6
3y=50 mod 17 |-17
3y=33 mod 17 |:3
y=11l mod17 — y=11+17tte Z,
a dosadime do ptivodni rovnice
17x + 18- (11 + 17t) = 300
17x + 198 +306t =300 |- 198 — 306t
17x =102 -306t |.17

X=6—18t.
Nyni volime t a hledame pfirozena X, y:
t: o1 0o -1

X=6-18t: -12 6 24
y=11+17t: 28 11 -6
Ze zobrazenych hodnot plyne, Ze jedinym feSenim je X = 6, y = 11.
Zkouska:
6 levnéjsich ¢okolad stoji 6-17 = 102 K¢, 11 drazsich cokolad stoji 11- 18 = 198, celkem stoji
vSechny ¢okolady 102 + 198 =300 K&.
Odpoved.
Dana koupila 6 levnéjsich ¢okolad (po 17 K¢) a 11 drazsich cokolad (po 18 K¢).

X cokoladpo.......... 17 K¢
y ¢okoladpo.......... 18 K¢
17x+ 18y =300; X,y € N
17x =300-18y = x:@—w—y
17 17
x:17+E— y+l
17 17
x:17+E—y—l
17 17
x:17—y+E—l
17 17
x:17—y+11_y - H-y
17 17
11-y=17-t
1-y=17-t-11
y=11-17-t

Xx=17-(11-17-t) +t
Xx=17-11+17-t+t
X=6+18-t
Pro t = 0 dostaneme:
X=6+18-t=6
y=11-17-t=11.
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Vysledek: Dana nakoupila 6 ¢okolad po 17 K¢ a 11 ¢okolad po 18 K¢&.

Priklad 4.4.4.
V mistnosti jsou baliky po 3, 5 a 10 kg. Celkovy pocet baliki v mistnosti je 202, jejich hmot-
nost dohromady ¢ini 1991 kg. Urcete pocet tii, péti a desetikilogramovych baliki.
ReSeni ¢. 1:
Pocet balikli po 3 kg oznacme X, pocet balikii po 5 kg ozna¢me Yy a pocet baliki po 10 kg
ozna¢me Z, potom dostavame soustavu rovnic
X+y+z=202

3x+ 5y +10z =1 991,
kterou upravime na jednu linearni diofantovskou rovnici odectenim trojndsobku prvni od dru-
hé rovnice a dostavame

2y + 72 =1 385.
Diofantovskou rovnici vyieSime pomoci kongruenci

72=1385mod2 |-1378

7z=7 mod?2 | 7

z=1 mod2 — z=1+2tteZ,

a dosadime do ptivodni diofantovské rovnice

2y +7-(1+2t)=1385

2y +7+14t=1385 |-7-14t
2y=1378-14t |:2
y =689 — Tt.

Nyni dosadime do prvni rovnice soustavy

X+689 - 7t+1+2t=202 |-690 + 5t

X =—488 + 5t.
Nyni volime t a hledame pfirozena x, Y, z:
t: C 97 98 99
X =— 488 + 5t: -3 2 7
y =689 — 7t: 10 3 -4
z=1+2t: 195 197 199

Ze zobrazenych hodnot plyne, Ze jedinym feSenim je x =2,y = 3,z = 197.

Zkouska:

Pocet balikti je 2 + 3 + 197 = 202 ks.

Hmotnost balikti je 2-3 + 3-5 + 197-10 = 1 991 Kkg.

Odpoved:.

V mistnosti byly 2 tfikilogramové baliky, 3 pétikilogramové baliky a 197 desetikilogramo-
vych balikt.

3x + 5y + 10z =1 991
Ix+y+2=202 |- (-10)
3x+5y+10z =1991
~10x-10y -10z = -2 020} i
~7x-5y=-29 |- (-1)
7x+5y =29
5y =29 - 7x
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29-7x

5
2 I
5 5
_25+4_5x+2x
5 5
4 (5X 2xj
5 5 5
4 2X
=0+——| X+—
g ( SJ
4 2X
=5+——X——
y 5
4  2X
=5—-X+———
y 5
y=5—x+4_2X _ 4—52x=t
4 2x =5t
4 5t
2
__5__5__53 t
2
6+5t+t
2
Prot=0
=4-5. 9:2
2
y_6 50+0:3
X+y+z=202

z =202-2-3=197
Vysledek: V mistnosti jsou 2 baliky tfikilogramové, 3 baliky pétikilogramové a 197 balikl
desetikilogramovych.
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5. Slovni ulohy o spolecné praci

Zakladni Clenéni slovnich tloh o spole¢né praci je podle poctu pracovniki, ktefi se
zucastnuji pracovniho procesu. Dale se ulohy dé€li podle toho, zda subjekty pracuji po celou
dobu prace nebo jen Cast této doby. Také se objevuji piipady, kdy alespon jeden subjekt vy-
konava ,,opa¢nou‘ praci (tj. spolecnou praci ,,boti*). Nakonec jsou zatazeny specifické druhy
spolecné prace.

5.1. Skupina l: ,,Plnd prace dvou subjektit*

Ulohy obsahuji zaddani o spolecné praci dvou subjekti. Oba subjekty pracuji po celou
dobu spolecné prace. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu, za kterou spolecnou prdci
vykonaji jednotlivé subjekty.

Priklad 5.1.1:
Prvni pracovnik by sadm vykonal praci za 3 dny, druhy sdm za 7 dni. Za jak dlouho by ji vy-
konali spole¢n¢&?

Vytesme nejdiive danou ulohu obecné. Vytvoime si matematicky model realné situace. Prvni
pracovnik by sam vykonal praci za a dni, druhy sam za b dni. Pocet dni, kdy budou oba dva
pracovat spolec¢né tak, aby celou praci ud¢lali, si ozna¢me S. Potom za jeden den vykonaji:

prvni ...... = prace,
druhy...... — prace,
aspolecné . ..... — préace
Potom se musi rovnat: 1 + 1.1 | - abs,
a b s
a dostavame modelovy vztah as + bs = ab. (5-1)
Vyjadiime s a dostavame:
S = a—b . (5-1a)
a+b
Poznamka:
Vyjadiime-li a, dostavame:
a_ DS (5-1b)
b-s
Vyjadiime-li b, dostavame:
b= (5-1c)
a—sS
V naSem piipadé konkrétné plati a = 3 dny, b = 7 dni, potom
= a_b = 3_7 = Z}l dne.
a+b 3+7
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Zkouska:

1. pracovnik udé¢la za 1 den & prace, za 2,1 dne 2,1 -

1

3

2. pracovnik udéla za 1 den 1 prace, za 2,1 dne 2,1-
Dohromady pak udé¢laji 0,7 + 0,3 = 1, tj. celou praci.
Odpoved:.

Oba pracovnici vykonaji spole¢né praci za 2,1 dne.

Priklad 5.1.2:

Nadrzka naplni se prvnim kohoutkem o 4, druhym o 9 hodin pozd¢&ji nez obéma soucasné. Za
jakou dobu kazdym zvlasté, obéma soucasné?

Obéma kohoutky soucasné se nadrz naplni za X hodin, za 1 hodinu se naplni — nadrze,
X

1. kohoutkem se nadrz naplni za (X + 4) hodin, za 1 hodinu se naplni nadrze,

X+4

2. kohoutkem se nadrz naplni za (x + 9) hodin, za 1 hodinu se naplni 5 nadrze,
X+
z toho plyne
1 1 1

= - X-(x+4)-(x+9
X+4 xX+9 X | ( ) )

X-(X+9)+x-(x+4)=(x+4)-(x+9)

X2+ O+ X°+4x = X2+ 13x+36 | —x*—13x
=36 |
X==%6,
protoze X > 0, je jedinym feSeni X = 6., potom x +4 =10, x+9 =15.

Zkouska:

Prvnim kohoutkem se naplni za 1 hodinu 35 nadrze, za 6 hodin 6 =2 nadrze,

druhym kohoutkem se naplni za 1 hodinu 7 nadrze, za 6 hodin 6-;x = 2 nadrze,

celkem se za 6 hodin naplni £+ £ =1, tj. celd nadrz.

Odpoved:.

Jen prvnim kohoutkem se nadrZ naplni za 10 hodin, jen druhym kohoutkem za 15 hodin a
obéma soucasné se nadrz naplni za 6 hodin.

Priklad 5.1.3:

Prvni traktorista posece pole sam za 6 hodin, druhy traktorista posece stejné pole za dobu o 3
hodiny delsi. Za jak dlouho posecou celé pole spole¢ne?

Refeni §. 1:

Prvni traktorista pose€e sdm pole za 6 hodin, druhy sdm za 9 hodin. ProtoZe mame zjistit dobu
spole¢né prace dvou subjektl, vyjdeme ze vzorce (5-1a), kde a =6 h, b =9 h a dostavame

s:a_b:ﬂ :&ﬁh
a+b 6+9

-176 -



Zkouska:

Za 3,6 h prvni a druhy traktorista posecou 3,6- (£ +3) =3,6-3 =1 (prace).

Odpoved'.

Celé pole posecou oba traktoristé spolecn¢ za 3,6 hodiny.

Reseni &.2:

Oznacme si dobu spolecné prace s [hodin], dobu prace prvniho a [hodin], rozdil mezi dobou
prace prvniho a druhého r [hodin]. Potom

. y . 1
prvni traktorista posec¢e za 1 hodinu.......... = pole,
a
, : y . 1
druhy traktorista posec¢e za 1 hodinu......... ——— pole,
a+r
s “ y . 1
oba traktoristé spole¢n¢ poseCou za 1 hodinu ... = pole
S
a plati
1 1 1
“4——==|-a@+r):s
a a+r S

(@+r)-s+a-s=a-(a+r)
as+rs+as=a’+ar
(2a+r)-s=a’+ar |:(2a+r)
a’+ar
S = .
2a+r
Proa=6h, r =3 h dostavame
S_a2+ar 6°+6-3 _

= = = 3,6 hodiny.
2a+r 2:6+3

Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

(5-2)

Priklad 5.1.4:

Jeden ze dvou zavodl muze splnit objednavku o 4 dny dfive nez druhy. Pfi spole¢né praci by
oba zavody splnily za 24 dny pétkrat vétsi objednavku. Za jakou dobu by splnil objednavku
kazdy zavod?

ReSeni ¢. 1:

Oznacme si X pocet dni, za které by objednavku splnil sdm prvni zavod, potom druhy zédvod
by splnil objednavku za (x + 4) dny. Spole¢né ji splni za 24 : 5 =4,8 dne. Za 1 den splni

prvni zdvod sdm . ........ 1 objednavky,
X
druhy zavod sdm ....... ! objednavky,
X+4
oba z&vody spolecné . . ... i8 objednavky
a plati
i, .1 |- 4.8-x-(x+4)
X Xx+4 48
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4,.8-(x +4) +4,8x = x* + 4x
4,8x +19,2 + 4,8x = X + 4x | —9,6x—19,2
x*~5,6x—19,2=0 D=10816 — D =104
56+10,4 |8
Xp=—"","°= .
2 -24
Protoze zaporna hodnota nevyhovuje, je jedinym feseni X = 8, potom X + 4 = 12.
Zkouska:
Za 24 dni splni oba zavody spole¢né 24 (5 +55) = 5 (objednavek).
Odpoved.
Prvni zavod by sam splnil objednavku za 8 dni, druhy sdm za 12 dni.
Reseni &. 2:

Oznaéme si dobu spole¢né prace S [dni], doba prace prvniho zdvodu bude a [dni], doba prace
druhého zavodu bude delsi o r [dni] nez doba prace prvniho zavodu, tedy bude (a + r) [dni].
Potom

1
prvni zavod udélaza l1den.......... — préace,
a
;. (14 1 ,
druhy zdvod udélazalden......... —— prace,
a+r
. 1
oba zavody ud¢laji spole¢né za 1 den ... — prace
S
a plati
1 1 1
="+ |-sa-(a+r)
S a a+r

a®+ar=as+rs+as |-2as—rs
a’+ar—2as-rs=0

a’+(r—2s)-a—rs=0 D=(r—2s)%—4-1-(—rs) = r> — 4rs + 4s* + 4rs = r* + 4s°
25 —r +£/r? +4s?
12 = > (5-3)

Pros=4,8 h, r =4 h dostdvame

\ - 25—r+r’+4s’ _ 2:48-4+.4°+4.48" 56+104 :{8
2 2 2 2 —48°

Potoma=8dni,a+r=12dni.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 5.1.5:
Otec se synem poznou louku za 2 2 dne; syn sdm potfeboval by k tomu o 2 dny vice nez otec.
Za jaky Cas by pozal louku kazdy sam?

\7§ja§_rhe ze vztahu (5-3), kde s = 2,4 dne, r = 2 dny. Potom

. _2s—rNr?+4s? _ 2-24-2+4/2°+4-24*> 28+52 (4
e 2 2 2 -2
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Resenim je pouze a =4 dny, a + r = 6 dni.

Zkouska:

Za 2,4 dne pozne otec 2,4- + = 0,6 louky, syn za 2,4 pozne 2,4- + = 0,4 louky; dohromady
poznou 0,6 + 0,4 = 1 louku.

Odpoved'.

Otec by pozal sam louku za 4 dny, syn sam za 6 dni.

Priklad 5.1.6:

Jednim kohoutkem naplni se nadrzka za dobu o 2 hod., druhym za dobu o 8 hod. delsi, nez
obéma soucasné. Za jakou dobu se naplni kazdym zvI1asté?

ReSeni ¢. 1:

Oznaéme si X pocet hodin, za které by se nadrzka naplnila obéma kohoutky soucasné, potom
by se nadrzka naplnila jen prvnim kohoutkem za (X + 2) hodiny a jen druhym kohoutkem za
(x + 8) hodin. Potom se za 1 hodinu naplni

jen prvnim kohoutkem ....... 1 nadrzky,
X+2

jen druhym kohoutkem . ...... L nadrzky,
X+8

obéma kohoutky spole¢né . .. .. 1 nadrzky
X

a plati

L_}-L:l | - X-(X+2)-(x+8)

X+2 X+8 X
X+ 8X+ X +2x=x"+10x+ 16 |- x*— 10x

=16 |

X=4T[h] (vyznam maji jen kladné hodnoty).
Zkouska:
Nadrzka se naplni jen prvnim kohoutkem za 6 hodin, jen druhym kohoutkem za 12 hodin,
obéma kohoutky spole¢né za 4 hodiny. Za 4 hodiny se prvnim kohoutkem naplni 4- &+ = £ na-
drzky, druhym kohoutkem se naplni 4- ;5 = 1 nadrzky. Dohromady se naplni %+ % =1 nadrz-
ka.
Odpoved:.
Jen prvnim kohoutkem se nadrzka naplni za 6 hodin, jen druhym kohoutkem se naplni za 12
hodin.

Reseni €. 2:

Oznacme si dobu spole¢né prace S [dni], doba prace prvniho kohoutku bude delsi o a [dni],
doba prace druhého kohoutku bude delsi o b [dni]. Potom

1
prvnim kohoutkem natee za 1 den .. ........ nadrzky,
S+a
druhym kohoutkem nate¢e za 1 den......... Lb nadrzky,
S+
1
obéma kohoutky spole¢n¢ nateCe za 1 den . . . .. — nadrzky
S
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a plati
LJFL:l |~s‘(s+a)-(s+b)
s+a s+b s
S-(s+b)+s-(s+a)=(s+a)-(s+h)
s“+bs+s’+as=s’+as+bs+ab |-s*—as—bs

s=ab |
s=+ab (vyznam maji jen kladné hodnoty). (5-4)
Proa=2h, b =8 h dostavame
s=+2-8 =41[h].

Jen prvnim kohoutkem se nadrzka naplni za 4 + 2 = 6 n, jen druhym za4 + 8 = 12 h.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v feSeni €. 1.

Priklad 5.1.7:
Vodni nadrz je mozné vypustit jednou rourou za 13 h, druhou rourou za 13 h. Za jak dlouho
se vyprazdni, otevieme-li ob¢ roury soucasné?

Resent

Vyjdeme ze vztahu (5-1a), kde a = 2 h, b = 2 h a dostavame
_ab _ 339
Ca+b 349 14

Zkouska:.

9 . v v . v ¥ 9 2 8\ _ ror v
Za 3; hodiny vytece obéma rourami soucasné ;- (5+35) =1 (vodni nadrz).
Odpoved:.
Vodni nadrz se vyprazdni obéma rourami za < hodiny.

Priklad 5.1.8:
Kdyz zednik pracuje sam, omitne diim za 8 dni, druhy zednik bude sam hotov za 10 dni. Jak
dlouho jim bude trvat, kdyZ maji spole¢n¢ omitnout tfi takové domy?

Resent;
Vyjdeme ze vztahu (5-1a), kde a = 8 dni, b = 10 dni a dostavame
3.5- 0 - 3810 =131 dne.
a+b 8+10 —
Zkouska:

Za 131 dne omitnou oba zednici spole¢né 131 (3 + %) =42 =3 (domy).
Odpoved:.
Tti domy omitnou oba zednici spole¢né za 13 1 dne.

Priklad 5.1.9:
Rybnik se vyprazdni za 20 dni, jsou-li oteviena ob¢ stavidla. VEtsim stavidlem se vyprazdnil
za 30 dni. Za kolik dni by se vyprazdnil jen mensim stavidlem?
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Vyjdeme ze vztahu (5-1c), kde a =30 dni, s = 20 dni a dostavame
as _ 30-20

b= = =60 dni.
a-s 30-20
Zkouska:
Za 20 dni se obéma stavidly spole¢né vyprazdni 20- (35 + &) = 1 rybnik.
Odpoved.

Rybnik by se vyprazdnil jen mensim stavidlem za 60 dni.

Priklad 5.1.10:
Udrzbaf slibil, ze provede opravné prace v zavod¢ za 24 dni. Z provoznich divoda bylo nutno
tuto dobu zkrétit, a proto si pfibral pomocnika. Spolu vykonali vSechny opravy za 131 dne.

Jak dlouho by opravy trvaly pomocnikovi, kdyby pracoval samostatné?

Resent;
Vyjdeme ze vztahu (5-1c), kde a =24 dni, s = 131 dni a dostdvame
b as _ 24131 - 30 dnf
a-s 24-13;
Zkouska:
Za 13+ dne udrzbat a pomocnik spolec¢né provedou 13%- (3 +4) ) = 1 (tedy celou praci).
Odpoved.

Kdyby pomocnik pracoval samostatné, trvaly by mu opravy 30 dni.

Priklad 5.1.11:
Pepa zboziuje jahodové knedliky a dokaze jich snist za hodinu 32. Jeho bratr Karel sni stejné
mnozstvi za 3 hodiny. Za jak dlouho sni oba dohromady 32 knedliki?

Pepa sni za hodinu 32 knedlikt, Karel sni za hodinu 32 : 3 = 10% knedliku. Cas potiebny na
spole¢né snédeni 32 knedlikii ozna¢me X, potom plati:
32.x+102.x=32 |- 3
96x + 32x = 96
128x=96 |:128
x = 0,75 [h] = 45 min.

Zkouska.
Za 45 minut sni Pepa 32-0,75 = 24 knedliki, Karel sni za 45 minut 102 - 0,75 = 8 knedliku.

Dohromady sni oba za 45 minut 24 + 8 = 32 knedliki.
Odpoved:.
Pepa a Karel sni spolecné 32 knedlikli za 45 minut.
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5.2. Skupina 2: ,,Neuplnda prdace dvou subjektii“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci dvou subjektii. Alespori jeden ze subjektii pra-
cuje jen cast doby spolecné prace. Pocitame dobu spolecné prdce nebo dobu, za kterou spo-
lecnou praci vykonaji jednotlivé subjekty. Miizeme také pocitat dobu, za kterou by dokoncil
spolecnou prdaci jeden ze subjektii.

Priklad 5.2.1.

D¢lnik A by sam urc¢itou praci vykonal za 16 dni, délnik B by ji sam vykonal za 12 dni. Nej-
prve pracuje délnik A 2 dny sam. Aby dokoncil préci dfive, je mu na pomoc piidan délnik B.
Spolecné pracuji 2 dny, potom délnik A onemocni a délnik B musi dokoncit praci sam. Jak
dlouho mu to trva?

Obecné mizeme tlohu formulovat takto:

Prvni pracovnik by sam vykonal ur¢itou praci za a dni, druhy pracovnik saim za b dni. Nejdii-
ve pracuje prvni pracovnik p dni, potom pracuji spole¢né s dni a nakonec spolecnou préci
dokon¢i druhy pracovnik sam za q dni. Za jak dlouho bude prace vykonana?

K feseni uzijeme modelu:

1. pracovnik .... sam vykond pracizaa dni .... za 1 den udéla — prace,
a

. 1
2. pracovnik .... sam vykona praciza b dni .... za 1 den udéla b prace.

Prvni pracovnik pracuje nejdiive sdm p dni, potom oba spole¢né s dni, nakonec druhy pra-
covnik q dni, pak plati:

1 (1 1) 1 0 q
[p— S._ j— ._:1 - — —
P ( +bj+q S s

a a
s.3th_ P oa
ab a b
a dostavame modelovy vztah:
as+bs=ab-bp-aq (5-5)

Z toho miiZzeme postupné vyjadrit hodnoty:
s — doba, kdy pracuji oba pracovnici soucasng,
a — doba, za kterou udéla celou praci sam prvni pracovnik,
b — doba, za kterou udgla celou praci sam druhy pracovnik,
p — doba, kdy ¢ast prace udéla jen prvni pracovnik,
g — doba, kdy ¢ast prace ude¢la jen druhy pracovnik;

potom: 1) as+bs=ab-bp-aq
(a+b)-s=ab-bp-aq |:(a+b)
S:w. (5_5a)
a+b

2) as+bs=ab-bp-aq |+aq-ab-bs
as+ag-ab=-bs—bp | (-1
ab—-as—aqg="hs+bp
a(b-q-s)=b(+s) [:(b—q-5)
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a=P(P+s) (5-5b)
b-q-s
3) as+bs=ab-bp-aq |+bp-ab-as
bs+bp-ab=-as—aq |-(-1)
ab—bp—-bs=aq+as
b@a-p-s)=a(@+s) [:(@-q-s)
bzw_ (5-5¢)
a-p-s
4) as+bs=ab—-bp-aq |+bp—as-bs
bp=ab-ag-as—bs |:b
p=a-s—@. (5-5d)
5) as+bs=ab-bp-aq |+aq—as-bs
ag=ab-bp-as—bs |:a

q=b—5——b(p+5). (5-5e)
a
Nakonec miizeme vyjadtit celkovou dobu prace c, pro kterou plati:
_ _ ab—bp-aq _
6) c=p+q+s=p+q+ ———=
a+b
:ap+bp+aq+bq+ab—bp—aq:ab+ap+bq
a+b a+b
tedy: c= w (5-5f)
a+b

V nasem piipad¢ je a = 16 dni, b = 12 dni, p = 2 dny, s = 2 dny, pocitame (; proto vyjdeme

ze vztahu (5-5¢) a dostavame:

q :b_s_M = 12_2_w = 7 dni.
a 16

Zkouska:

Prvni délnik pracuje 2 + 2 = 4 dny, za tuto dobu udé¢la 4- s = + préce,

druhy délnik pracuje 2 + 7 =9 dni, za tuto dobu udéla 9-% =2 prace,

dohromady udélaji 1 +3 =1, tj. celou praci.

Zkousku muzeme také udélat vypoctem jinych hodnot podle jinych vztaht, naptiklad dobu

celkové prace c podle vztahu (5-5f):

co ab+ap+bg _ 16-12+16-2+12-7

=11 dni a to je skute¢né celkova doba prace, proto-

a+b 16+12
ze podle zadani a vypoctujeto2+2+ 7 =11 dni.
Odpoved:.

Dé¢lnik B dokon¢i sdm préci za 7 dni.

Priklad 5.2.2.
Na montézi mostu pracuji dvé skupiny délnikii. Po 4 dny pracovaly obé skupiny spolecné.
Kdyby pak prvni odesla na jinou praci, dokon¢ila by praci druha skupina za dalsich 3% dne.
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Kdyby odesla druha skupina délnikt, pak by prvni skupina dokoncila praci za 2 2 dne. Urcete
za jakou dobu by provedla montaz kazda skupina d€lnikt zv1ast’.

. . L (14 . . s L L
Prvni skupina délnikti sama ud¢la montaz za X dni, za 1 den udéla — prace, praci sama do-
X
. ) . 100
konci za 2§ dne, udéla — préce;
3X
druhé skupina délnikd sama udéld montaz za y dni, za 1 den udélda — prace, praci sama do-
o Lo s 160
kon¢i za 3¢ dni, udéla — prace.
5

Obé¢ skupiny pracuji spolecné 4 dny, ud¢laji 4 - (l + lj prace.
Xy

Pro celkovou praci plati:

a) 4-(£+1J+£:1

x y) 3 8 16
X y) 9y
4(1_}_&]4_&:1
X 6x/) 3x
4,10,8 4 | - 3x
X 3x 3x
12+10+8=3x |:3
X =10 dni,

y=gx — y=12dni.
Zkouska:
Spolecné udélaji 4-(f; +55) = & =13 prace, zbyva 1—13 = 7 prace.

Prvni skupina sama dokon¢i 2£-%5 =2 =2 coz je zbytek prace.

0730 15°
14 . w7 l 1 _ 16 _ 4 v r /4
Druha skupina sama dokon¢i 3¢ -5 = ¢5 = 1z, €0Z je také zbytek prace.
Odpoved:.

Prvni skupina by sama provedla montdz za 10 dni, druh4 sama za 12 dni.

Prvni skupina délnikli sama udéla montaZ za a dni, za 1 den udéld — préce, praci sama do-
a

P

kon¢i za p dni, udéla — prace;
a
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druha skupina délnikli sama ud€la montaz za b dni, za 1 den ud¢la b prace, praci sama do-

q

kon¢i za q dni, ud¢€la — prace.
a

Ob¢ skupiny pracuji spoleéné s dni, udélaji (1 + %j - S prace, pak pro celkovou praci plati:
a

a) (£+Ej-s+£=1 a) =24
a b a B p
b) (1+1j-s+9=1 a b b) a=2P
a b b q
a) E+E+£:1 |aq
a ag a
gs+ps+pgq=aq
qa— PAt+PS+As (5-6a)
q
gs S
b) 2+24+7=1 |-b
)bp+b+b | - bp
gs+ps+pg=bp |:p
h= Pd+ PS+as (5-6b)
p
Protoze a>0,b >0, musiplatitﬂ<l.
pg + Ps + Qs

V nasi tloze je konkrétné p =22 dne, q = 3% dne, s =4 dny, potom
g PA+ps+as _ g 9 tgAty4 49 2400

¢ § w o 2
pqg -+ Ps+0Qs §-@+;4+@-4 a0 1440
b: :3 5 3 5 :&: :12(1
p s 8 120 =

ZkouSka a odpovéd’ viz feseni €.1.

Priklad 5.2.3:
Zasoba uhli by stacila na vytapéni vétSiho pokoje na 12 tydnil, mensiho na 18 tydnl. Zpocat-
ku se topilo 4 tydny v obou pokojich, pak jen v mensim. Jak dlouho stacila zdsoba uhli?
Resenig. 1;
Vyjdeme ze vztahu (5-5a), kde p = 0, potom
ab-aq
S =
a+b
a vyjadiime q (viz obdoba - vztah (5-5¢)):
sa+sb=ab-aq |+ag—sa-sb
ag=ab-sa-sb |:a
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q:b_w’ (5_7)

kde g = doba, kdy se topilo jen v mensim pokoji,
a = doba, kdy by se topilo celou dobu v prvnim pokoji,
b = doba, kdy by se topilo celou dobu v druhém pokoji,
s = doba, kdy se topilo v obou pokojich spole¢né.

Potom pro a =12 tydnut, b = 18 tydnt, s = 4 tydny dostavame

q:b_w = 18_% :18_10:§t}'/dnﬁ
a

Celkem se topi q+s=8+4 =12 tydna.

Zkouska:

Bylo ztopeno 435 +12-55 =1 (zasoba uhli).

Odpoved.

Zasoba uhli stacila na topeni (podle popsaného scénare) na 12 tydnt.

Reseni ¢. 2:

Za 4 tydny spolecného topeni se spoticbuje 4-(35+) =3+ 5 =< zasoby uhli, zbyva ¢ za-
soby uhli, kterou spotifebujeme na topeni v mensim pokoji. Dobu topeni vypocteme pomoci

troj¢lenky (jedna se o pfimou imérnost).

lzasoba....... 18tydnui
f 5 zasoby....... x tydnui f

x:18=2:1 |- 18
X = 8 [tydni]
K vysledku musime pfipocitat dobu, kdy se topilo v obou pokojich, celkova doba topeni je
tedy 8 +4 =12 tydnt.
Zkouska a odpoved’ stejnd jako v feSeni €. 1.

Priklad 5.2.4:

Prvnim kombajnem Ize sklidit obili z urc¢itého lanu za 24 h, druhym, vykonné&jSim, za 16 ho-
din. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklizelo souc¢asn¢ obéma
kombajny, ale druhy kombajn zacal pracovat o 4 hodiny pozdéji?

Vyjdeme ze vztahu (4-14) (viz ptiloha 2), kde a = 24 h, b = 16 h, k = 4 h, potom
. ab+ak _ 24-16+24-4

= =12 hodin.
a+b 24 +16
Zkouska:
Celkovy vykon je 12- 5 + 8- = =1 (lan).
Odpoved:.

Obili z lanu bylo sklizeno za 12 hodin.
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Priklad 5.2.5:
Na vycisténi mytiny potiebuje lesni délnik 12 hodin, druhy lesni délnik 8 hodin. Druhy zacal
pracovat, kdyz mél prvni délnik dvé hodiny prace za sebou. Jak brzy skoncili spole¢nou pra-
ci?
Reseni &, 1;
Vyjdeme ze vztahu (4-14) (viz ptiloha 2), kde a =12 h, b =8 h, k = 2 h, potom

ab+ak _ 12-8+12-2 :

X= = = 6 hodin.
a+b 12+8

Toto je doba celkové prace, doba za kterou dokoncily praci je o 2 hodiny mensi, tj. 4 hodiny.
Zkouska:
Celkovy vykon je 6- %5 +4- ¢ =1 (mytina).
Odpoved.
Spolecnou praci skoncili délnici za 4 hodiny.

Reseni ¢. 2:

Vyjdeme ze vztahu (5-5a), kde q = 0, potom

. ab —bp
a+b
akdedalea=12h,b=8h, p=2h, potom
S :M :éhodiny_
12+8

Zkouska a odpoved’ stejna jako v feSeni €. 1.

Priklad 5.2.6:

Jeden délnik potfebuje na uréitou praci 40 hodin, druhy by tuto praci provedl jiz za 30 h. N¢-
kolik hodin pracovali spole¢né, potom byl druhy délnik odvolan a prvni dokoncil praci sam za
5 hodin. Kolik hodin pracovali spole¢né a jakou ¢ast prace kazdy z nich vykonal?

Vyjdeme opét ze vztahu (5-5a), s= ab —bp
a+b

kde a=40h,b=30h, p=5h, potom

S = M = 15 hodin.
40+30
Zkouska {také odpovéd’ na druhou ¢ast otazky}:

Prvni délnik pracuje 20 hodin a udéla 20- ;5 =% prace; druhy délnik pracuje 15 hodin a udéla

15- % =2 prace. Dohromady udé¢laji £ + 3 = 1, tj. celou praci.
Odpoved:.
Spole¢né pracovali oba dé€lnici 15 hodin a oba udé¢lali stejné.

Priklad 5.2.7.

Do nadrzky 100litrové usti dva kohoutky; prvnim pfitece 5| za 2 minuty, druhym 71 za 3 mi-
nuty. Nejprve se otevie prvni, o néco pozdéji druhy: 26 minut po otevieni prvého je nadrzka
plné. Kdy byl otevien druhy kohoutek?
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Prvnim kohoutkem natec¢e do nadrzky 26 : 2-5 = 65 |, zbyva druhym kohoutkem napustit
100-65=351.

To se povede za 35: % =35 ; = 15 minut. Druhy kohoutek byl tedy uzavien 26 — 15 = 11

minut. Z toho plyne, ze druhy kohoutek byl otevien po 11-ti minutach.
Zkouska:

Obéma kohoutky natece 26-5+15-% =100 litra.
Odpoved.
Druhy kohoutek byl otevien 11 minut po otevieni prvniho kohoutku.
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5.3. Skupina 3: ,,Plnd prdace tii subjektit“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné prdci tii subjektii. Vsechny subjekty pracuji po ce-
lou dobu spolecné prace. Pocitame dobu spolecné prdce nebo pocitime dobu, za kterou spo-
lec¢nou praci vykonaji jednotlivé subjekty.

Priklad 5.3.1:
Jistou praci vykona 1. délnik za 36 h, 2. d€lnik za 30 h, 3. d€lnik za 35 h. Za jak dlouho vyko-
naji tuto praci, kdyz budou pracovat vSichni tfi soucasné?

Obecné mizeme tlohu formulovat takto:

Prvni pracovnik by sam vykonal praci za a hodin, druhy sam za b hodin, tfeti sam za ¢ hodin.
Za jak dlouho by ji vykonali spole¢né?

Pocet hodin, kdy budou vSichni tfi pracovat spole¢né tak, aby celou praci ud¢lali, si oznaéme
S. Potom za jednu hodinu vykonaji:

1
prvni ...... — prace,
a
, 1 .
druhy...... b prace,
- 1 .
tieti ....... — préce,
C

. 1
aspolecné. ... .. — préce.
S

, 1 1
Potom se musi rovnat: —+—+—=— | - abcs,

a b c s
a dostdvame modelovy vztah:
abs + acs + bcs = abc (5-8)
Vyjadiime s a dostavame:
abc

=, (5-8a)
ab+ac+bc

Poznamka:
Vyjadiime-li a, dostavame:
bcs

= 5-8b
bc —bs —cs ( )

Vyjadtime-li b, dostavame:

h—— 325 (5-8¢)
aC—as —Cs

Vyjadiime-li ¢, dostavame:
abs

= 5-8d
ab —as —Dbs ( )

V nasem piipadé konkrétné plati a = 36 h, b =30 h ¢ = 35 h, potom
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abc 36-30-35 37800 1260

5= = ~ ~ =113 = 11,15 h,
ab+ac+bc 36-30+36-35+30-35 3390 113
Zkouska:
1. délnik udéla za 115 h ... .. 1260 1 _ 35 prace,
113 36 113
2.délnik udélaza 115 h ... .. 1260 1 _ 42 prace,
113 30 113
3. délnik udélaza 115 h ... .. 1260 1 _ 36 prace,
113 35 113
dohromady udélaji . . ... il + 42 + 36 1, tj. celou praci.
113 113 113

Zkousku miizeme udélat také tim, Ze ulohu vypocteme jinym zptisobem.
Odpoved'.
Budou-li pracovat soucasn¢, vykonaji praci vSichni tfi asi za 11,15 hodiny.

Priklad 5.3.2:

Dé¢lnik Prochazka splni dany ukol sam za 9 hodin, d€lnik Bartoii sdm za 6 hodin. Ponévadz
ukol mél byt splnén co nejdiive, ptizvali k praci jesté délnika Odehnala, nacez praci skoncili
za 2 hodiny. Za kolik hodin by splnil dany kol sdm délnik Odehnal?

Resent:
Vyjdeme ze vztahu (5-8d) a dosadime a=9h, b =6h, s=2 h a po¢itame c
abs 9-6-2 108 1
Cc= = = =41 h.
ab-as-bs 9:-6-9-2-6-2 24 —=
Zkouska:
Pro ovéfeni spravnosti postupu mizeme pouzit vztahu (5-8a), kdea=9h,b=6h,c=5% ha
vypocteme
9.6-2
s= 2 =2h.
9-6+9-2+6-3
Odpoved:.

Délnik Odehnal by sam splnil dany kol za 41 hodiny.

Priklad 5.3.3:

Tti délnici maji vykonat urcitou praci. Pracuje-li A s B, vykonaji praci za 12 dni, B s C za 20
dni, C s A za 15 dni. Kolik ¢asu potiebuje kazdy sdm k vykonani prace a za jak dlouho by ji
udé¢lali spolecné?

Obecné miizeme ulohu formulovat takto:

Prvni a druhy pracovnik by spole¢né vykonali ur¢itou praci za U dni, prvni a tieti pracovnik
by tuto praci spolecné vykonali za v dni, druhy a tfeti by pak tuto praci vykonali spole¢n¢ za
W dni. Za jak dlouho by vykonal tuto praci kazdy sam a za jak dlouho by ji vykonali vSichni
tii spolecné:

Resime uzitim modelu:
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. 1
1. pracovnik .... sdm vykond pracizaa dni .... za 1 den udéld — prace,
a
. 1
2. pracovnik .... sam vykona praciza b dni .... za 1 den ud¢la — prace,
b
. 1
3. pracovnik .... sdm vykond pracizac dni .... za I den ud¢€ld — prace,
C
. . 1
1. a 2. pracovnik .... vykonaji praci spolecn€¢ zau dni .... za 1 den udé€laji — prace,
u
. . .. . T
1. a 3. pracovnik .... vykonaji praci spolecné zaVv dni .... za 1 den ud¢€laji — préce,
\Y
2.a 3. pracovnik .... vykonaji prici spoletné¢ zaw dni .... za 1 den udé€laji — préce.
W

Vime, ze plati 1 + 1 + 1 = 1 , potom také bude platit:
a S

111 1 11111 2 2 2 2
—t =+ —+—=—F—+—=—
u v w a b a c b c a b c s
a dostavame modelovou situaci:
1+E+£: (£+£+1J=g (5-9)
u v w a b c) s
Vyjadtime-li s, dostavame:
g 2uw (5-9a)
uv + uUw+ vw
Z rovnosti: 1 = 1 + 1 (+)
u a b
1:1.}.1 (+)
v a ¢
1 11
— =4 _
w b c ©
1 1 1 2
plyne: —+———=—,
u v W a
odkud vyjadiime a:
go_ 2w (5-9b)
uw + vw—uv
Z rovnosti: 1 = 1 + 1 (+)
u a b
1 1 1
S=2is )
v a C
111,
w b c
1 1 1 2
plyne: ———+—=—,
u v w b
odkud vyjadiime b:
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2uvw

b=———. (5-9¢)
uv + Vw—uw
Z rovnosti: 1 = 1 + 1 )
u a b
1:1.}.1 (+)
v a ¢
£:1+1 (+)
w b c
1 1 1 2
plyne: ——+—+—=—,
u v w ¢
odkud vyjadiime c:
L (5-9d)
uv + UW —vw

V naSem piipadé mame U = 12 dni, v = 15 dni, w = 20 dni, potom z (5-9a-d) dostavame

2UuvVwW 2-12-15-20 ,
= = = m dl'll;
uv+uw+vw 12.15+12-20+15-20
_ 2uvw 2-12-15-20 = 20 dni;
uw+vw—-uv  12-20+15-20-12-15
b 2uvw _ 2-12-15-20 = 30 dni;
uv+vw—-uw 12-15+15-20-12-20
o 2uvw 2-12-15-20 = 60 dni.
uv+uw—-vw 12-15+12-20-15-20
Zkouska:
1. pracovnik .... sdm vykond praciza 20 dni .... za 1 denudé¢la - prace,
2. pracovnik .... sdm vykond praci za 30 dni .... za 1 denudé¢la % prace,
3. pracovnik .... sdm vykona praci za 60 dni .... za 1 denudé¢la & prace,
1.a2. pracovnik .... za 1 den udélaji 55+ 35 =35 prace, celou praci udélaji za 12 dni,
1.a 3. pracovnik .... za 1 denudé€laji %+ =5t prace, celou praci udélaji za 15 dni,
2.a3.pracovnik .... za 1 denudé€laji %+ =5 prace, celou praci udélaji za 20 dni,

dohromady za 1 den udélaji 55+ 35 + & = i préce, celou praci udélaji za 10 dni.

Odpoved:.

Prvni pracovnik by sam udé€lal praci za 20 dni, druhy sdm za 30 dni, tfeti sdm za 60 dni, spo-
le¢né by ji vSichni tfi udélali za 10 dni.

Priklad 5.3.4:

Délnik A by sam provedl vykop pro vodovodni pfipojku za 7 hodin, délnik B sdm za 6 hodin.
Kdyz pfibrali jesté délnika C, byli spole¢né hotovi uz za 2 hodiny. Za jak dlouho by provedl
vykop sam délnik C?
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DélInik A by sdm provedl za 1 hodinu ; vykopu,

délnik B by sdm provedl za 1 hodinu % vykopu,

délnik C by sam provedl za 1 hodinu 1 vykopu,
X

vSichni délnici A by spole¢né provedli za 1 hodinu % vykopu,

potom plati

1,011 | - 42x

7 6 x 2

6x + 7x +42=21x |- 13x
42=8x |:8
x=5,25h.

Zkouska.
Délnik A provede za 2 hodiny 2-1 =2 vykopu,

délnik B provede za 2 hodiny 2-% =% vykopu,
délnik C provede za 2 hodiny 2.+ =2 vykopu,
dohromady provedou 2 +1+% =1 vykop.
Odpoved.

D¢lnik C by sam provedl vykop za 5,25 dne.

Vyjdeme ze vztahu (5-8d), kdea =7, b =6, s = 2, potom

co_ s 762 = 5,25 dne.
ab—as—-bs 7-6-7-2-6-2

Zkouska a odpoveéd viz feSeni C.1.

Priklad 5.3.5:
De¢lnik A i délnik B vykonaji jistou praci kazdy za 36 hodin, délnik C vykona tutéz praci sam
za 30 hodin. Za kolik hodin vykonaji tuto praci, budou-li pracovat spole¢né?

Resent:
Vyjdeme ze vztahu (5-8a), kde a=36 h, b =36 h, ¢ = 30 h, potom
_ abc _ 36-36-30 _1195h.
ab+ac+bc 36-36+36-30+36-30
Zkouska:
Za 11 a ¢tvrt hodiny udélaji délnici spolecné 11,25 (35 + 5 +45) = 1 (préce).
Odpoved.

Spole¢né vykonaji délnici praci za 11 hodin 15 minut.
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Priklad 5.3.6:

DélInik A by sam vykonal urcitou praci za 9 dni, délnik B by stejnou praci sam vykonal za 12
dni, délnik C by stejnou praci sam vykonal za 18 dni. Jak dlouho by kazdy pracoval sdm, aby
vSichni vykonali stejnou praci a spolecné udélali uréenou praci?

Aby vSichni vykonali stejnou préci, musi kazdy délnik udélat tfetinu prace. Z toho plyne, Ze
kazdy bude pracovat tfetinu doby, kterou pottebuje k tomu, aby sam vykonal urCenou praci.
Prvni délnik bude pracovat 9 : 3 = 3 dny, druhy dé€lnik bude pracovat 12 : 3 = 4 dny, tieti dél-
nik bude pracovat 18 : 3 =6 dni.

Zkouska:

Spole¢né udélaji vsichni délnici 3-5+4-L+6-5=%+3+1 =1 (prace).

Z vypoctu je jasné, Ze vSichni tfi d€lnici udé€laji stejnou praci.

Odpoved.

Délnik A pracoval sam 3 dny, délnik B pracoval sam 4 dny a délnik C pracoval sdm 6 dni.
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5.4. Skupina 4: ,,Neuplnda prace ti'i subjektii“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci tii subjektii. Alespori jeden ze subjektii pracuje
Jjen cast doby spolecné prace. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu, za kterou spolechou
praci vykonaji jednotlivé subjekty. Muzeme také pocitat dobu, za kterou by dokoncil spolec-
nou praci jeden ze subjektii.

Priklad 5.4.1.

Prvni pracovnik by spole¢nou praci vykonal sdm za 20 dni, druhy pracovnik sdm za 10 dni,
tieti pracovnik sdm za 12 dni. Pracovali nésledovné: 1. den: 1., 2. a 3. pracovnik; 2. den: 2. a
3. pracovnik; 3., 4. a 5. den jen 3. pracovnik; 6. den 1. a 3. pracovnik; 7. den 1. a 2. pracovnik.
Dokon¢i praci vSichni spolecné za 2 tydny (10 pracovnich dni)? Dokoncil by 1. pracovnik
zbylou préci do konce 2. tydne sam?

Obecné muzeme ulohu formulovat takto:

Prvni pracovnik by sam vykonal ur€itou praci za a dni, druhy pracovnik sam za b dni, tieti
pracovnik sam za C dni. Nejdfive pracuje sam prvni pracovnik p dni, potom druhy pracovnik
sdm ( dni, potom pracuje tieti pracovnik sdm r dni, potom pracuji spole¢n¢ prvni a druhy pra-
covnik U dni, potom pracuji spole¢né prvni a tfeti pracovnik v dni, potom pracuji druhy a treti
pracovnik W dni a nakonec praci dokon¢i vSichni tfi spole¢n€ za s dni. Za jak dlouho bude
prace vykonana? (Za jak dlouho dokon¢i préci 1. pracovnik? . . . atd.)

Resime uzitim modelu:

. , o . N
1. pracovnik .... sam vykond pracizaa dni .... za 1 den udélad — préce,
a
. , o , sl
2. pracovnik .... sam vykona praciza b dni .... za 1 den udéla ™ prace,
3. pracovnik .... sdm vykond pracizac dni .... za 1 den udéla — préce.
C

Prvni pracovnik pracuje nejdiive sdm p dni, potom druhy pracovnik sam g dni, potom treti
pracovnik sam r dni, potom prvni a druhy pracovnik U dni, potom prvni a tfeti pracovnik
V dni, potom druhy a tfeti pracovnik w dni a nakonec vSichni tfi spolecné s dni (pofadi praci se
muze zaménit), pak plati:
1 1 1 (1 1) [1 1) [1 1) [1 1 1} _
p-—+Q-—+r-—+U-| —+— [+V:| =+= [+ W:| =+ = |+S:| —+—+—| =1 | -abc
a b c a b a ¢ b ¢ a b c

a dostavame modelovy vztah:
(@b+ac+bc) -s+(ac+bc) -u+(ab+hbc) -v+(ab +ac) -w + bcp + acq + abr = abc (5-10)
Z toho miiZzeme postupné vyjadrit hodnoty:

a — doba, za kterou udéla celou praci sam prvni pracovnik,

b — doba, za kterou ud¢€la celou praci sam druhy pracovnik,

¢ — doba, za kterou ud¢la celou praci sam tieti pracovnik,

p — doba, kdy c¢ast prace udéla jen prvni pracovnik,

g — doba, kdy ¢ast prace udéla jen druhy pracovnik,

r — doba, kdy ¢ast prace udéla jen treti pracovnik,

u — doba, kdy budou spole¢né pracovat jen prvni a druhy pracovnik,

v — doba, kdy budou spole¢n¢ pracovat jen prvni a tieti pracovnik,

w — doba, kdy budou spole¢né pracovat jen druhy a tieti pracovnik,
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s — doba, kdy pracuji vSichni tfi pracovnici soucasné,
d — celkova doba, za kterou je prace hotova.
Potom napt:
s abc —bcp —acq —abr —(ac+bc)-u—(ab+bc)-v—(ab+ac)-w

(5-10a)
ab+ac+hc
nebo:
d::ME+(ab+a®~p+(ab+b@-q+(ac+b@-r+amy+mw+me; (5-10b)
ab+ac+bc
nebo:
a a
p=a—s—u—v——~@+r+v+m0—g(s+q+u+wx (5-10c)
c
atd.

V naSem piipadé mame a = 20, b =10, ¢ =12, p — poc¢itame, q=0,r=3,u=1,v=1,w=1,
s =1 a po dosazeni do (5-10c) dostavame

p= 20—1—1—1—§~(1+3+1+1)—§-(1+0+1+1) =1.
12 10

Z toho plyne, ze 1. pracovnik sdm dokonci praci za 1 den a prace bude hotova celkem za 8
dni, bude tedy dokoncena 2. tyden. Samoziejmé budou-li dokon€ovat praci vSichni tfi, bude
hotova dfive a termin tak bude také splnén.
Zkouska:
1. pracovnik pracuje celkem 4 dny a udéla 455 = prace,
2. pracovnik pracuje celkem 3 dny a udéla 3--% =2 prace,
3. pracovnik pracuje celkem 6 dni a udéla 6-55 =1 prace,
dohromady udélaji ++2+1 = 1, tj. celou praci.
Zkousku miizeme také ud¢lat tak, ze spocteme, jak dlouho budou dokoncovat praci spolecné
. abc —bcp —acq —abr —(ac+bc)-u—(ab+bc)-v—(ab+ac)-w _

ab+ac+bc
_20-10-12-0-0-20-10-3—(20-12+10-12)-1—-(20-10+10-12)-1—-(20-10+ 20-12) -1 _

20-10+20-12+10-12

_ 680

Y _13
560 “

Protoze uz spole¢né 1 den pracovali, zbyva pracovat spole¢né jesté % dne. Tuto praci by
1. pracovnik dokon¢il pravé za 1 den.
Také mizeme zkousku provést tim, ze oveétime celkovou dobu prace (tj. 8 dni, p = 1).
d abc+(ab+ac)- p+(ab+bc)-q+(ac+bc)-r +abu+ acv + bew _
ab+ac+hbc
20-10-12+(20-10+20-12)-1+0+(20-12+10-12)-3+20-10-1+20-12-1+10-12-1 _
20-10+20-12+10-12 B

44
= 4480 _ 8 dni.
560
Odpoved.
Prvni pracovnik dokon¢i sam praci za 1 den, spole¢né by ji dokon¢ili za 2 dne. V obou pfi-
padech stihnou udélat pozadovanou praci diive nez za dva tydny.
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Priklad 5.4.2:
Rourou A se naplni bazén za 10 hodin, rourou B za 12 hodin a rourou C za 15 hodin. Za jakou
dobu se naplni £ bazénu, budou-li sou¢asné otevfeny tfi roury najednou?

abc

ab+ac+bc
Uvazujeme-li, Ze vSichni pracuji spole¢né h hodin, pak za tuto dobu udélaji

h h-(ab+ac+bc , . . w . Lo ey
—= ( . ) prace, tuto hodnotu ozna¢me jako Kk (je to ¢ast prace, ktera je jiz
S abc

vykonand. Potom plati
_ h-(ab+ac+hc)

Vyjdeme z modelového vztahu (5-6a), kde s =

k 5-11
abc ( )
a vyjadiime h.
= ﬂ ) (5-12)
ab+ac+bc

Pro konkrétni feSeni vyjdeme ze vztahu (modelu) (5-12), kdea=10h,b=12h,c=15h,k =
2. Dostavame, ze £ bazénu se naplni za

kabc  _ £.10-12-15 1200 8 _,
= = = =—=2% hodiny
ab+ac+bc 10-12+10-15+12-15 450 3 =
Zkouska:
Jsou-li otevieny vSechny tii pritoky najednou, naplni se cely bazén podle (5-6a) za
abc 10-12-15 1800

s— = = = 4 hodiny.
ab+ac+bc 10-12+10-15+12-15 450

2 bazénu se naplni za 4-2 =2 =22 hodiny.

Tento postup zkousky je mozné povazovat za jiny zpisob feSeni.
Odpoved:.

Dvé¢ tfetiny bazénu se naplni v§emi tfemi rourami soucasné za 2% hodiny.

Priklad 5.4.3:

Délnik A by vykonal urcenou praci sam za 12 hodin, délnik B by tutéz praci vykonal sdm za
15 hodin a délnik C by tutéz praci vykonal za 20 hodin. Nejprve pracuji vSichni tfi spolecné 4
hodiny, potom jsou dé€lnici A a B odvolani na jinou praci a zbylou praci dokon¢i sam délnik C.
Za jak dlouho dé€lnik C dokon¢i zbylou praci?

Resent:
Vyjdeme ze vztahu (5-10a), kdep =g =u=v=w =0, potom
S = M ) (5-13)
ab+ac+bc

Dosadime-li a=12h,b=15h,c=20h, s=4h, dostivame
_ 12.15-20-12-15-r
12.15+12-20+15-20
_ 3 600 -180r | 720
720

4
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2880 = 3600 —180r |+ 180r —2 880
180r =720 | : 180

r = 4 [hodiny]
Zkouska:
D¢lnici A a B pracuji 4 dny, délni C 8 dni, celkem vykonaji 4-L+4-L+8-55 = 1 +4+2 =
=1 (prace).
Odpoved'.

Délnik C by sam dokon¢il praci za 4 dny.

Priklad 5.4.4:

V tepelné elektrarné je vytvorena ur€ita zasoba uhli. Bude-li v ¢innosti pouze 1. elektrarensky
blok, vystaci zasoba uhli na 10 dni. Bude-li v ¢innosti jen 2. blok, vystaci zdsoba na 16 dni,
bude-li v ¢innosti jen 3. blok, vystac¢i zdsoba na 26 £ dne. UrCete, na kolik dni vystaci zasoba
uhli, budou-li v ¢innosti soucasné vSechny tfi elektrarenské bloky, vime-li, ze 1. blok je v ¢in-
nosti pouze polovinu dne, 2. blok pouze pétinu dne a 3. blok cely den.

Vyjdeme ze vztahu (5-10a) s = _abe , kde a je doba prace jen 1. bloku, b je doba pra-
ab+ac+bc

ce jen 2. bloku a ¢ doba prace jen 3. bloku. Protoze 1. blok nepracuje cely den, ale jen pomér-

nou ¢ast dne, ozna¢ime si tento pomér j (j = 3 ), pomérnou denni ¢ast prace 2. bloku oznaci-

me k (k = 1) a pomérnou ¢ast prace 3. bloku oznac¢ime | (I = 1).

Protoze 1. blok pracuje jen polovinu dne, vystacila by zasoba uhli pro tento blok na praci po

dobu dvakrat delsi, tj. ve vzorci nahradime a hodnotou 2a, obecné a nahradime hodnotou E_ .
J

Stejné budeme postupovat pro hodnoty b, ¢, celkovou dobu prace oznac¢ime misto S pismenem
d (vSechny tii bloky nebudou pracovat po celou dobu spole¢né) a dostavame

abe
d- j ko
ab ac bec
i'.f_l_i i+i.i
ok oj 1 ko
Po rozsifeni zlomku vyrazem jkl dostavame
abc

- - (5-14)
abl +ack +bcj
Je-lia=10,b=16,c=26% =2 j= 1,
d= abc _ 10-16-8
abl+ack +bcj 10-16-1+10-%.1
Zkouska:
Za 10 dni spotfebuje 1. blok 10-%-3 =21 zasoby uhli, za 10 dni spotfebuje 2. blok

10- X -1 =1 zasoby uhli, za 10 dni spotiebuje 3. blok 10-3 =2 zasoby uhli, celkem za 8 dni

spotiebuji viechny bloky 4+ +2 =1 zasobu uhli.
Odpoved:.
Budou-li v ¢innosti vSechny tfi bloky v daném rezimu, vystaci zasoba uhli na 10 dni.
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5.5. Skupina 5: ,,Prdce étyr a vice subjektii“

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci ¢tyi* a vice subjektii. Subjekty mohou pracovat
po celou dobu spolecné prdace nebo jen cast doby spolecné prace. Pocitame dobu spolecné
prace nebo dobu jen casti prace nékterého ze subjektii.

Priklad 5.5.1:

Pti kontrole prace bylo zjiSténo, ze David splni dany kol za 3 h 20 min, Jan za 3 h, Marek za

3 h 30 min a Petr za 2 h 45 min. Za jakou dobu splni dany tkol, budou-li pracovat spolecn¢
a) David a Petr,

b) David, Jan a Petr,
C) vSichni Ctyfi?

David sam splni dany ukol za a = 3% =2 hodiny, Jan sam za b = 3 h, Marek sdm za ¢ =
3i=Ih,Petrsamzad= 23=1 h.

A) Vyjdeme ze vztahu (5-1a), kde zname veli¢iny a, d, proto

_ad
a+d
akde a= 1 h,d= I h. Dostavame
10,11
s=1g’ ilzg = 1,507 h = 1 h 30 min.
S+a 13
Zkouska:

Asi za 1 h 30 min udé¢laji David a Petr 3-(Z+:)=3-£3 =42 = 0,99 = 1.
B) Vyjdeme ze vztahu (5-8a), kde zname veli¢iny a, b, d, proto
s abd
ab+ad +bd
akde a= L h,b=3h,d= 1 h. Dostavame

10.3.11
s= &-3+3@-H4+3~1—1 = 222 =1,003h =1h.
3 3 4 4
Zkouska:
Asi za 1 h udé¢laji David, Jan a Petr 1- (S +3+3) =32 = 0,997 = 1.
C) Pro vSechny ctyfi plati
11 1 1 1

—t+—+—+—==. (5-15)
a b c d s
Do vztahu (5-15) mizeme jiz dosadit nebo jej miizeme upravit a dostavame
= abcd . (5-15a)
abc + abd + acd + bcd
Je-lia=2 h,b=3h,c=Z h,d= % h. Dostavame ze vztahu (5-15)
3 1 2 4 1
— =4+ —+—==
10 3 7 11 s
2963 1 2310

=== - — S= = 0,780 h = 47 min.
2310 s 2963
Stejné mizeme vyjit ze vztahu (5-15a).
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Zkouska:
Za 47 min (asi ¥ h) udélaji vsichni 2-(Z+1+2+74)=2.28 = 10005 = 1.
Odpoved.

David a Petr splni kol asi za 1 h 30 min, David, Jan a Petr splni tkol asi 1 h, vSichni Ctyii
pak splni tkol asi za 47 min.
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5.6. Skupina 6: ,,Riizné druhy prdace*

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci subjektii. Alespori jeden ze subjektii ,, pracuje
tak, ze spolecné prace nepribyvd, ale ubyva. Pocitame dobu spolecné prace nebo dobu jen
casti prace nékterého ze subjektii. Do této skupiny také patii Newtonova uloha.

Priklad 5.6.1: (Naplnéni splavu)

U splavu jsou tii stavidla, dvé na pfitok, jedno na odtok. Je-li splav prazdny, mize byt vyta-
zenim prvniho stavidla naplnén za 11 dne, druhym za 12 dne; je-li plny, mize byt tfetim
stavidlem vypustén za 2 dne. Za jak dlouho by se prazdny splav naplnil, kdyby byla vSechna
tf1 stavidla vytazena?

Refeni ¢. 1
Za 1 den natece: 1. stavidlem ....... 1:1% = 2 splavu,
2. stavidlem ....... 1:12 =4 splavu,
obéma stavidly ..... 2+4 =28 splavu
Za 1 den vytece 3. stavidlem ....... 1:2=4 splavu
Celkem za 1 den natece (vytece) ...... 24 =+ splavu.

Natece-li za 1 den %z splavu, natece cely splav za 1% = 26,25 dni.

Zkouska:

1. stavidlem nateée za 1 den ..... 7 splavu, za 26,25 dni ..... 195.2 =21 splava,
2. stavidlem nate¢e za 1 den ..... 2 splavu, za 26,25 dni ..... 195.4 =15 splavu,
1. stavidlem vyte¢e za 1 den ..... 3 splavu, za 26,25 dni ..... 195. 4 =35 splavu,
tedy celkem natece: 21 + 15 — 35 = 1 splav.

Odpoved':

Kdyby byla oteviena vSechna tii stavidla, prazdny splav by se naplnil za 26 a ¢tvrt dne.

ReSeni €. 2:

Ozna¢me si X pocet dni, za které se naplni prazdny splav, budou-li oteviena vSechna tfi sta-
vidla. Pak mizeme psat:

Za 1 den natece: 1. stavidlem ....... 1:14 = % splavu,

2. stavidlem ....... 1:12 =2 splavu,
za 1 den vytece 3. stavidlem ....... 1: 2= % splavu,
za 1 den nateCe do prazdného splavu ...... < jeho objemu.

Plati tedy rovnice (uvazujeme-li, kolik se naplni za 1 den):
§rs-i=3 | 105
84x + 60x — 140x = 105
4x =105 | : 4
x=12=26+ dne.

Zkouska a odpoved’ - viz teSeni €. 1.
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Reseni €. 3:

Ozna¢me si X pocet dni, za které se naplni prazdny splav, budou-li oteviena vSechna tfi sta-
vidla. Pak mizeme psat:

Za 1 den natece: 1. stavidlem ....... 1:14 = ¢ splavu,
2. stavidlem ....... 1:12 = 2 splavu,
za 1 den vytece 3. stavidlem ....... 1: 2= % splavu.

Plati tedy rovnice (uvazujeme-li,ze se splav naplni za X dni) :
d.x+4.x-4.x=1| -105

4x=105 | : 4
X = 26,25 dni.

Zkouska a odpoved’ - viz teSeni €. 1.

Oznacme si S pocet dni, za které se naplni prazdny splav, budou-li oteviena vSechna tii sta-
vidla spole¢né. Pak mizeme psat:

Za 1 den natece: 1. stavidlem ....... 1 splavu,
a
: 1
2. stavidlem ....... = splavu,
b
za 1 den vytece 3. stavidlem ....... 1 splavu.
C
Plati tedy rovnice (uvazujeme-li,Ze se splav naplni za s dni) :
1 1 1 1
“4+Z+=== |- abes
a b c s

bcs + acs — abs = abc
(ac + bc —ab)-s=abc |:s
abc

= (5-16)
ac+bc—ab

Pro konkrétni hodnoty a=14 dne,b=12 dne, c= 2 dne dostavame
abc 2.I.3

ZkouSka a odpovéd’ - viz teSeni €. 1.

Priklad 5.6.2:
Bazén se naplni jednim piitokem za 48 hodin, druhym za 56 hodin. Jestlize jsou oba pfitoky
uzavieny, bazén se vyprdzdni odpadovym otvorem za 42 hodin. V ptipad¢, Zze jsou vSechny
otvory oteviené (oba pfitoky i odpad), nateCe do bazénu za 63 hodin 900 m® vody. Jaky je
objem bazénu? (Pfedpokladame, ze rychlost piitoku i odtoku vody se s Casem neméni.)
Reseni &. 1;
Vyjdeme ze vztahu (5-16), kde a = 48 h, b = 56, ¢ = 42, potom cely bazén natece (jsou-li
otevieny vSechny otvory) za

B abc _ 48-56-42 112896

T ac+bc—ac 48-42+56-42—-48.56 1680

=67,2 h.
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Protoze za 63 hodin nateklo do bazénu 900 m® vody, za 67,2 hodiny natece (a tim se bazén

naplni) % -900 = 960 m* vody.

1. pritokem natece za 1 hodinu.. . . .. 3 bazénu,
48

2. pritokem natece za 1 hodinu.. . . .. 3 bazénu,
56

odtokem vytece za 1 hodinu . ... ... 4—12 bazénu,

jsou-li viechny otvory oteviené nateGe za 63 hodin do bazénu 900 m® vody.
Objem bazénu je x m?*

63— X+ 63— X — 63— X = 900
48 56 42
03X O3% 8K _g00 |.48-56.42
48" 56 42

148 176x + 127 008x — 169 344x = 101 606 400
105 840x = 101 606 400
x = 960 m®
Vysledek: Objem bazénu je 960 m®,

Priklad 5.6.3:

Tti kravy spasou za 4 dni trdvu na louce majici 150 m?, a to nejen travu, kterd tam jiz je, ale i
tu, kterd za tyto 4 dny nové vyrostla; podobné spase 5 krav za 6 dni 300 m? louky. Za kolik
dni spase 7 krav travu na stejné louce vyméry 500 m??

Resent:
Vyjdeme ze vztahu (2-3), (viz diserta¢ni prace):
m -+t -y) _m L+t -y) kde
t - X t, - X,

m,,m, je spasana plocha v jednotlivych pfipadech,

t;,t,  je doba spasani v jednotlivych ptipadech,

X, X, je pocet ks krav v jednotlivych ptfipadech,

y je mnozstvi travy, kterd naroste za jednotku Casu.

Pomoci tohoto vzorce je mozné fesit predchozi ulohu nésledujicim zpisobem.

Zadani: 150 m? spasou ........ 3 kravy za 4 dny,

300 m? spase ........... 5 krav za 6 dni,
500 m? spase .......... 7 krav za x dni.
m1(1+t1 ) Y) — m2(1+t2 ) Y)

Pouzijeme vzorec: , do kterého dosadime,

t X% t,- X,
150-(1+4y) _300-(1+6y)

potom
4.3 6-5

a vypocteme Y:
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y=1:-
. m, 1+t - m,(1+t, -
Znovu pouZijeme vzorec: oLty -y) = (Lt -y) , opét dosadime, X, = X,
ty - X t, X,

500-(1+x-1) 300-(1+6-1)
x-7 65
x = 10.

Druhou louku o plode 500 m? spase 7 krav za 10 dni.

a vypocteme X:
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5.7. Skupina 7: ,,Specifické druhy prdace*

Ulohy obsahuji zaddni o spolecné praci subjektii. V tilohdch se mohou vyskytovat vétsi
skupiny subjektii. Jedna se o specifické druhy spolecné prace nebo o ulohy, které nelze zaradit
do predchozich skupin. Casto se tyto iilohy re$i umérou.

Priklad 5.7.1:

Pét stejné zruénych zednikl postavilo polovinu zdi za 14 dni. Aby byl splnén pldnovany ter-
min, ma byt zbyvajici ¢ast postavena za 6 dni. Kolik dalSich zedniki bude nutno na stavbu
pridelit?

Ptame se kolik d€lnika by postavilo polovinu zdi za 6 dni, kdyz stejnou praci udé€lalo 5 zedni-
ki za 14 dni. Ulohu budeme fesit pomoci nepiimé tmeérnosti, hledany pocet zedniki oznaci-
me X. Potom

5d...... 14 dni
xd...... 6 dni
W x=11
5 6

Protoze 5 déIniki jiz na stavbé pracuje, musime piidat 112 —5=6% = 7 délnikd. Znamena to,
ze ptidanim 7 délnik budou se zbyvajici praci hotovi uz béhem posledniho, Sesté¢ho dne.
Zkouska:

5 délniki odpracuje ze 14 dni celkem 5-14 = 70 smén (a postavi polovinu zdi). 12 délnika
odpracuje za 6 dni 12-6 = 72 smén a polovinu zdi postavi jiz béhem 6 dne. Pldnovany termin
bude splnén.

Odpoved.

Aby byl planovany termin splnén, je tfeba na stavbu zdi piidat po 14 dnech jesté 7 zedniki.

Priklad 5.7.2:
Aby se pozala urcitd rozloha pozemkt v 7 dnech, bylo by tieba 92 lidi; kolika lidi by bylo
tieba, aby taZ prace byla vykondna ve 4 dnech?

Vztah mezi po¢tem lidi na praci a dobou prace je nepiimo imérny, proto budeme tlohu fesit
umeérou (trojclenkou).
922lidi ......... 7dni

Zkouska:

V prvnim ptipad€ odpracovali 92-7 = 644 smén, v druhém ptipadé 161 -4 = 644 smén.
Odpoved.

Aby prace byla vykonéna ve 4 dnech, bylo by tfeba 161 lidi.
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Priklad 5.7.3:

Jestlize 35 dé€lnikl pti 8 hod. praci denni vykopa za 24 dni piikop 288 m dlouhy a 3 m Siroky,
za kolik dni zhotovi 20 d€lnikt pfi 10 hod. praci denni piikop téze hloubky, dlouhy 450 m,
Siroky 2 m?

) 288-3 864 9 )
V prvnim piipadé je denni vykon = =— m*/h, v druhém pfipadé je denni
prVIm pripAte ] " 35824 6720 70 pHpAEe ]

vykon (oznac¢ime-li neznamy pocet délniki ) 450-2 = 900 = 9 m?/h. ProtoZe predpo-
20-10-x 200x  2x

kladané vykony jsou stejné musi platit

9_9 .10

70 2x 9

x =35 dni.
ZkouSku muzeme udélat pomoci umery.
Odpoved.

V druhém piipad¢ budou délnici pracovat 35 dni.
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6. Slovni ulohy o véku a letopoctu

6.1. Skupina l: ,,Vék jednoho ¢lovéka

V textu jsou udaje o letopoctu nebo o véku jednoho ¢loveka, mohou zde byt téz udaje o
veku jednoho cloveka, které se vazi ke konkrétnimu letopoctu. Hledame bud’ popsany letopo-
Cet nebo vek cloveka, eventualne oboji.

Priklad 6.1.1:
(Diofantuv epitaf)
Prach Diofantiiv v hrob¢ je skryt, pohled’, i kdimen moudrym uménim (= matematicky) pro-
zradi zemfielého vek: Z vile bohti byl po Sestinu Zivota ditétem a za dal$i polovinu Sestiny se
dockal chmyii na licich. Jak minula sedmina, ozenil se s milovanou svoji, pét let s ni prozil,
nez syna dockal se mudrc. Jen do poloviny svého véku se otec se synem t&Sil, brzy mohyla
dit¢ otci skryla. Dvakrat dva roky otec oplakaval syna, nez po téch letech dockal se svého
smutného konce.
Tento epitaf, pokud je vérohodny, je to jediné, co vime o Diofantov¢ Zivoté. Je obsazen v tzv.
Palatinské antologii a pochazi z pera Metrodora (6. stol.). Jak dlouhy byl Diofanttv zivot?
Jind verze:
O zivoté vynikajiciho matematika starovéku — 0 Diofantovi — se dochovalo jen velmi malo
zprav. Ve co o ném vime, pochdzi z ndpisu na jeho ndhrobku. Napis ma tvar matematické
ulohy. Poutnice! Zde odpociva popel Diofantiv. A ¢isla povi, je to zazrak, jak dlouhy
byl jeho Zivot. Sestina Zivota patiila krasnému détstvi. Jesté dvanactina Zivota
ub¢hla, nez se jeho brada pokryla chmyfim. Sedminu Zivota stravil v bezdétném
manzelstvi. Uplynulo dalSich pét let a radoval se z narozeni krasného syna,
toho, kterému Osud vymeéfil vesely a zafici Zivot na této Zemi, ale dlouhy jen
polovinu toho co otci. A v hlubokém smutku ukon¢il stary muz svou pout’ zde
na Zemi, ¢tyfi roky po ztraté syna.
Rekni, jak dlouho Zil Diofantos, nez ho zastihla smrt.
Reseni &, 1;

Oznacime-li si vék, kterého se Diofantos dozil ..... X, potom dostavame:

dStStVI oo X,

A4 W 1
chmyfi na brad¢ ......... 5 X,
svatba ..., 1x,
narozeni syna ............. 5 let,
. o 1
ZIVOt SYNUV ....evvevnnnneee 2 X,
posledni etapa ............ 4 roky.

Z t&chto udajii plyne rovnice:
X+ 5 X+Ix+5+2x+4=84,

Lx=15,
X = 84.
Zkouska:
detstvi ..o 1x =14 let,
chmyfii na brad¢ ......... HX =7 let,
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svatba ..., 1x =12 let,

narozeni syna ............. 5 let,
Zivot synQiv ................. 1x =42 let,
posledni etapa ............ 4 roky.
celkem ... 14+7+ 12+5+ 42 +4 =84 let.
Diofantos se dozil 84 let.
Reseni &.2;
Diofantos byl dit¢ ..... 4 Zzivota, narostly mu vousy za ..... i Zivota, ozenil se za ...
1 Zivota, jeho syn zil ..... 2 jeho zivota. Tato obdobi tvofila $+%+3+3 =2 délky jeho

zivota. Potom 9 let (5 +4) tvofilo & Diofantova Zivota a cely vek byl 84 let.
Zkouska — viz feSeni €. 1.

Priklad 6.1.2:
Tti sedminy vyznamného letopoctu zvétseny o 37 let jsou o 100 let mensi nez polovina toho
roku. Ktery je to rok?

Oznacime-li si onen vyznacny letopocet, dostdvame rovnici
3x+37=31+-100,

jejimz feSenim je x = 1 918.

Zkouska:

Tti sedminy vyznamného letopoctu zvétseny o 37 let je 2-1918+ 37 = 859.

Polovina letopoctu je 1-1918=959.

Rozdil je 959 — 859 = 100.

Odpoved:.

Vyznaény letopocet je rok 1 918.

Priklad 6.1.3:

Za 6 rokli bude Jan dvakrat starsi, neZ byl pied Sesti lety. Kolik je mu let?

Resent:

Oznacime-li si soucasny Jantv vék X, dostavame linedrni rovnici
X+6=2-(x-6),

jejimz feSenim je x = 18.

Zkouska:

V¢ek Jana pted 6 lety: 18 — 6 = 12 let; vk Jana za 6 let: 18 + 6 = 24 let; podil vekl: 24 : 12 =
2.

Odpoved:.

Janovi je 18 let.

Priklad 6.1.4.
Kdyz se Petra ptali, kolik je mu let, odpoveédél: za deset rokid budu dvakrat tak stary, jak jsem
byl pfed ctyfmi roky. Kolik ma let?
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Oznacime-li si soucasny Petrav vék X, dostdvame linearni rovnici
X+10=2-(x—4),
jejimz feSenim je X = 18.
Zkouska:
V¢ek Petr pred 4 lety: 18 — 4 = 14 let; vék Petra za 10 let: 18 + 10 = 28 let; podil vekii:
28 :14=2.
Odpoved'.
Janovi je 18 let.

Priklad 6.1.5:

Hrabé¢ de la Fere zil prvnich 27 let v sidle svych rodici, tfetinu zivota prozil na cestach po
Evropé, pétinu zivota stravil ucasti na dvou kiizovych vypravach a zbytek, Sestinu Zivota,
dozil na svém rodném sidle. Kolika let se dozil?

VEk hrabéte musi byt nasobkem c¢isel 3, 5 a 6. Nejmensim spoleénym nasobkem téchto ¢isel
je 30, dalsimi nasobky jsou 60, 90, ... Z téchto nasobkd musime vybrat ten, ktery dava v prvni
fazi zivota hrabéte pocet let 27.

cast: 30 60 90 120

tfetina: 10 20 30 40

pétina: 6 12 18 24

Sestina: 5 10 15 20 -
zbytek: 9 18 27 36 .

Dalsi hodnoty jiz neptichdzeji v Givahu (zbytek se stale zvétsuje; vek hrabéte by byl pfilis vy-
soky). Proto fesenim je 90 let. Za zkousku mizeme povazovat vyhledani spravného zbytku.
Odpoved.

Hrabé se dozil uctyhodného véku 90 let.

Priklad 6.1.6:

Dé&dovi Lebedovi neni méné nez 50 ani vice jak 80 let. M¢€l n€kolik déti, samé syny. Kazdy ze
synll ma tolik déti, kolik bratri. Letos m4 déda Lebeda tolik let, kolik ma potomkt (synt a
vnoucat). Kolik let je dédovi Lebedovi?

Oznacéme si X pocet synil dédy Lebedy. Potom pocet bratrii je (X — 1) a stejné tak je to pocet
d&ti kazdého ze synil. Podet vnoucat dddy Lebedy je tedy X- (x — 1) = x* — x. V&k dédy Lebedy
je roven poctu potomkil (synt a vnoucat), coZ je

x+x2—x=x%.
VéEk dédy Lebedy je druhd mocnina ptfirozeného ¢isla. Tato mocnina neni mensi nez 50 a vétsi
nez 80. Tomuto pozadavku vyhovuje pouze Cislo 64.
Zkouska:
Protoze X* = 64, je x = 8. Déda Lebeda ma 8 syni a kazdy syn ma 7 déti. Celkem ma déda
Lebeda 8- 7 = 56 vnoucat. Vsech potomkl ma 8 + 56 = 64, coz je jeho vék.
Odpoved:.
Dédovi Lebedovi je 64 let.
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6.2. Skupina 2: ,,Vék dvou lidi“

V textu jsou tidaje o véku dvou lidi. Udaje jsou bud absolutni nebo mohou byt déiny
vztahy mezi vékem obou os0b, eventuelné se udaje vazi ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je
urcit vek obou lidi nebo jednoho z nich,

Priklad 6.2.1:
Roku 1 900 byl Petr trikrat starsi nez Pavel; roku 1 912 je Petr o polovicku stars$i nez Pavel.
Udejte jejich vek!

Ozna¢me si vék Pavla v r. 1 900 — x. Potom vék Petra v tomto roce je 3x.
Vek Pavlavr. 1912 je x + 12, vék Petra je 3x + 12.
Ze vztahu pro vék obou v r. 1912 vyplyva:

+12=3.(x+12) |-2

6x+24=3x+36 |-3x-24

x=12 |:3
x=4,
potom vk Petra v r. 1912 je 24 let, vék Pavla 16 let.

Zkouska:

Rok 1900: v¢k Petra je 3-4 = 12 let, vék Pavla 4 roky; jejich pomér je 12 : 4 = 3.

Rok 1912: vek Petra je 24 let, vék Pavla 16 let, jejich rozdil je 24 — 16 = 8, coz je polovina
véku Pavla.

Odpoved.

Petrovi je v r. 1912 24 let, Pavlovi 16 let.

Priklad 6.2.2:
Marii je 24 let. Je dvakrat tak stara jako byla Anna, kdyZ Marii bylo tolik let, kolik je dnes
Anné. Jak je stard Anna?

kdyZ bylo Marti X let, bylo Anné 12 let;
rozdil jejich vekl je stale stejny, proto plati
24 —x=x-12 |+x+12
36=2x |:2
x=18

Zkouska:

Kdyz bylo Marii 18 let, bylo Anné¢ 12 let (polovina z 24); Marie je o 6 let starsi.
Marii je nyni 24 let, Anné 18 let; Marie je opét o 6 let starsi.

Odpoved:.

Anné je nyni 18 let.

Priklad 6.2.3:
Kdyz se oba pratelé A,B seznamili, byl A star$i nez B 0 1 jeho véku. Tehdejsiho véku A do-
spé€l B az po 6 letech. Urcete jejich vek!
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Oznaéme veék B = x, potom veék A, kdyz se seznamili byl 2 x. Protoze B je o 6 let mladsi, plati
S5x-6=x |-4
5 —24=4x |-4x+24

X=24
Potom vek A je 24 let a vék B je 30 let.
Zkouska:
Rozdil véka je 30 — 24 = 6, coz je Ctvrtina véku B.
Odpoved.

Vek Aje 24 let a vek B je 30 let.
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6.3. Skupina3: ,,Vek i lidi“

V textu jsou tidaje o véku tit lidi. Udaje jsou absolutni, také mohou byt dany vztahy
mezi vékem vsech osob nebo se vek vaze ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je urcit vék vsech
lidi nebo jen nékterého z nich.

Priklad 6.3.1:
Muz 30lety ma dva bratry, 20 a 6letého. Kdy mu bude tolik let jako obéma jeho bratrim do-
hromady?

Oznacéme si pocet let, kdy nastane pozadovana situace X, potom plati

30+x=20+Xx+6+X

30+x=26+2x |-x-26

x=4

Zkouska:
Za 4 roky bude muzovi 30 + 4 = 34 let; starSimu bratrovi bude 20 + 4 = 24, mlad§Simu bratrovi
bude 6 + 4 = 10 let, dohromady jim bude 24 + 10 = 34 let.
Odpoved.
Za 4 roky bude muzovi tolik jako obéma jeho bratrim dohromady.

Priklad 6.3.2:
Muz 24lety ma dva bratry, 13 a 8letého. Kdy mu bude tolik let jako obéma jeho bratrim do-
hromady?

Oznacéme si pocet let, kdy nastane poZzadovana situace X, potom plati

24 +x=13+x+8 +x

24+x=21+2x |-x-21

x=3

Zkouska:
Za 3 roky bude muzovi 24 + 3 = 27 let; star§imu bratrovi bude 13 + 3 = 16, mladSimu bratrovi
bude 8 + 3 = 11 let, dohromady jim bude 16 + 11 = 27 let.
Odpoved:.
Za 3 roky bude muZzovi tolik jako obéma jeho bratrim dohromady.

Priklad 6.3.3:

99 let po smrti Kopernikové zemiel Galilei a narodil se Newton. Kopernik dozil se 70, Galilei
78, Newton 85 let. Ustanovte letopoéty narozeni a umrti téchto tii muzi, vite-li, Ze Kopernik
se narodil pravée tolik let pfed r. 1 600, kolik let po r. 1 600 zemiel Newton!

Oznacme si X letopocet, kdy se narodil Kopernik, y pocet let, které¢ zbyvaly od Kopernikova
narozeni do roku 1 600. Potom pro Kopernikovo narozeni a Newtonovo imrti plati
X+70+99+85=1600+y
a pro Kopernikovo narozeni plati
X=1600-y.
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Dostavame soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé:
X+254=1600+y

x=1600-y
1600-y+254=1600+y |+y—1600
254=2y |:2

y=127 — x=1473.
Kopernik zemiel roku 1 473 + 70 = 1 543; Galilei zemfel roku 1 543 + 99 = 1 642 a narodil se
roku 1 642 — 78 = 1 564. Newton zemiel roku 1 600 + 127 = 1 727 a narodil se roku 1 727 —
85 =1 642 (jako zemftel Galilei).
Tento vypocet mizeme soucasné povazovat za zkousku.
Odpoved.
Kopernik zil v letech 1 473 — 1 543, Galilei 1 564 — 1 642, Newton 1 642 — 1 727.

Priklad 6.3.4:

Matka a jeji dvé déti maji dohromady 60 let. Uréete vek déti, je-1i vek star§iho trojnasobkem
veéku mladsiho a veék matky je dvojnasobek souctu véku obou jejich déti.

Reseni&. 1;

Protoze vek matky je dvojnasobkem souctu v€ku obou jejich déti, rozdélime 60 let v poméru
2 : 1. Soucet veku déti je pak + ze 60, tedy 20 let. Protoze vék starsiho je trojnasobkem véku

mlad§iho, rozdélime 20 let v poméru 3 : 1. Potom vék starSiho jsou 2 z 20, tedy 15 let, vék

4
mladsiho je ¢ z 20, tedy 5 let.
Zkouska:
VéEk matky je 60 — 20 =40 let. Celkem je vSem dohromady 40 + 15 + 5 = 60 let.
Odpoved:.
Déti jsou staré 15 a 5 let.
Reseni ¢. 2:
Ozna¢me vek nejmladsiho ditéte X [let], potom vek starSiho ditéte je 3x [let] a v€k matky je
2-(3x + x) =8x a plati
X+ 3x+8x =60
12x=60 |:12
x=5[let] — 3x=15/let].

Zkouska a odpoved’ jako v feseni €. 1.

Priklad 6.3.5:

Pan A, ktery je matematik, potka na ulici svého znamého, pana B. Pan B mu sdéluje, Ze praveé
jde kupovat darky pro své tii syny, ktefi shodou okolnosti maji v tyZ den narozeniny. Pta se
pana A, zda by dokazal urcit jejich vek, vi-li, Ze soucin jejich veki je 36. ,,To mi ovSem nesta-
¢i,“ odpovida pan A. Pan B tedy dodava: ,,Soucet jejich véki je roven poctu oken na piedni
strané domu, ktery stoji pfed nami.“ Pan A se chvili zamysli a posléze fekne: ,,Ani to mi ne-
stac¢i.” Pan B tedy jesté doda: ,,Muj nejstarsi syn nosi bryle, které maji na levém oku 2,5 di-
optrie.“ Nyni uz pan A urcil véky vSech synl pana B. Vasim tkolem je urcit je také, i kdyz
neznate onen pocet oken.
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Protoze soucin veki tii osob je 36, musime Cislo rozlozit na soucin tfi Cisel.
36=1.2-2-3-3, proto
36=1-1-36=1-2-18=1-3-12=1-4.9=1-6-6=2-2.9=2-3.6=3-3-4.
ProtoZe matematik navic znal soucet a jeho znalost mu nestacila, muselo vice moznosti davat
stejny soucet. Jedna se o trojice 2 +2 +9 a 1 + 6 + 6. ProtoZe jeden syn byl nejstarsi, vylucuje
se tim moznost 1 + 6 + 6. Vysledkem je tedy 2 +2 + 9.
Odpoved'.
Vék synti je 9, 2 a 2 roky.

-214 -



6.4. Skupina4: ,,Vék ctyr a vice lidi“

V textu jsou vidaje o véku ctyr nebo vice lidi. Udaje jsou absolutni, mohou byt dany vztahy
mezi vekem nékterych (i vSech) 0S0b nebo se vék vaze ke konkrétnimu letopoctu. Ukolem je
urcit vek vsech lidi nebo jen nékterého z nich.

Priklad 6.4.1:
Matka ma pét déti. Jejich veky se lisi o dva roky. Pfi narozeni prvniho ditéte bylo matce 18
let, to je dnesni vék nejmladsiho syna. Jak je stara matka?

Nejmladsi syn ma 18 let, potom nejstarsi o 8 let vice, tedy 26 let. KdyZ se nejstarsi narodil,
bylo matce 18 let, tedy je o 18 let starsi, je ji tedy 26 + 18 =44 let.

Odpoved.

Matka je stara 44 let.

Priklad 6.4.2:

Rodinég skladajici se z rodict a dvou ditek, je dohromady 113 let. Matce s mladSim ditétem je
dohromady o 2 roky vice nez otci; se starSim ditétem je ji o rok mén€ nez otci a mladSimu
ditéti dohromady; v€k otcliv pak je dvakrate vétsi nez soucet vekii obou ditek. Urcete veky
vSech ¢lend rodiny!

vztahy mezi jednotlivymi véky vyjadfit soustavou rovnic:
X+y+z+w=113
y+w=x+2
y+z=x+w-1
X=2-(2+W)

Ze c¢tvrté rovnice dosadime do rovnic predchozich
2z+2w+yz+w =113
y+w=2z+2w+2
y+z=27+2w+w-1 |-z
a dostdvame soustavu rovnic, kdy ze tfeti rovnice vyjadiime y,
y+3z+3w=113

y—22-w=2
y=z+3w-1

dosadime do druhé rovnice a vypocitame z, w a nakonec x, y:
z+3w-1+3z+3w=113 |[+1
z+3w-1-27-w=2 |[+1

4z + 6w =114
—z+2w=3 |-4
14w =126 |: 14
w=9 z=2w-3 — =15

N
— y=z+3w-1 — y=41
— X=2-(z+w) — x=48.
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Zkouska:

Vsem dohromady je 48 +41 + 15+9 =113 let.

Matce s mlads$im ditétem je 41 + 9 = 50, coz je o 2 roky vice nez vék otce.

Matce se starSim ditétem je 41 + 15 = 56 let, otci s mladsim ditétem je 48 + 9 = 57 let, coz je
0 1 rok vice.

Dvojnasobek souctu vekii obou déti je 2- (15 + 9) =48, coz je veék otce.

Odpoved.

Otci je 48 let, matce je 41 let, starSimu ditéti je 15 let, mladSimu ditéti je 9 let.

Priklad 6.4.3:
Otec ve veku 56 let ma tii syny 28, 22, 16 let. Kdy bude (byl) otec tak star, jako jeho synové
dohromady?

Oznacme si X pocet let, kdy dana situace nastane (pokud uZz nastala, vyjde X zdporn¢). Potom
56 +Xx=28+X+22+Xx+16+Xx |-66-x

~10=2x |:2
X=-5.
Situace tedy nastala pie 5-ti lety.

Zkouska:

Pred péti lety bylo otci 51 let, synim 23, 17 a 11 let. Soucet véku syni je 23 + 17 + 11 =51
let.

Odpoved.

Otec byl tak star jako jeho synové dohromady pted péti lety.
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6.5. Skupina 5: ,, Neurcité zadani véku “

V textu téchto iloh jsou vidaje o véku lidi. Udaje jsou absolutni, mohou byt dany vzta-
hy mezi vékem nékterych (i viech) 0s0b nebo se vék vize ke konkrétnimu letopoctu. Udaje
Jjsou bud’ nevplné nebo jsou néjakym zpiisobem komplikované (jsou néjak specifické). Jsou zde
16z zarazeny tlohy, které nejde zaradit do predchozich skupin. Ukolem je urcit vék vsech lidi
nebo jen nékterého z nich.

Priklad 6.5.1:
Soucet v&ka vsech tii synli pana Novéka je 21. Nejstarsi syn je tak stary jako soucet véku pro-
sttedniho a dvojnasobku véku nejmladsiho. Jak jsou staii synové pana Novaka?

Oznacime si v€ky synl: X — nejstarsiho, y — prostiedniho, z — nejmladsiho. Potom dostdvame:
X+y+z=21

X=Yy+22
X+y+z=21
X—y—-2z=0
2x—-2=21
x =2 +221 . hledame z tak, aby x bylo celo¢iselné
z=1;3;5;7; 9;... avypoCtemeX, Y.
ZapiSeme do tabulky:
X: y: z:
11 9 1 . vyhovuje
12 6 3 . vyhovuje
13 3 5 . Z neni nejmladsi, nevyhovuje
14 0 7 . Z neni nejmladsi, nevyhovuje
Odpoved:.

Synové pana Novdka jsou staii 11, 9 a 1 rok nebo 12, 6 a 3 roky. Pokud chceme tlohu vyiesit
jednoznacné, potiebujeme dalsi udaj.

Priklad 6.5.2:

Pan Nepozorny si nechal v obchodé vydlazdit ¢tvercovou siit ¢tvercovymi dlazdicemi. Pfi
psani objednavky byl roztrzity a omylem uvedl jako pocet dlazdic podél jedné stény sviij vek.
Podle objednavky mu dovezli o 107 dlazdic vice neZ potieboval. Jak byl pan Nepozorny sta-
ry?

Oznac¢ime-li v€k pana Nepozorného X a pocet dlazdic na jedné strané ¢tverce y, pak podle
zadani plati

Xt —y? = 107.
Levou 1 pranou stranu rovnice rozloZime na souc¢in a dostaneme

(x+y)-(x—y)=107-1.

Z toho vyplyva
x+y=107
X-y=1,
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a teSeni je [X;y] = [54; 53].

Zkouska:.

Druh4 mocnina véku: 54° = 2 916. Podet dlazdic v sini: 53 = 2 8009.
Rozdil: 2 916 —2 809 = 107.

Odpoved.

V¢ek pana Nepozorného byl 54 let.
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Vyhodnoceni testii a dotazniki (kapitola I'V)

V piiloze 2 uvaddim nezkraceny ptvodni text kapitoly IV. Ponechavam i ptivodni ¢is-
lovani kapitol a oznaceni tabulek a obrazkd.

4.1. Testové ulohy a vysledky testovych tloh

Pti provadéni klasifikace slovnich uloh a hledani zptsobu jejich feseni jsem dospél k
otazce, jaké zpisoby feSeni budou preferovat studenti zékladnich a stfednich Skol a jaka bude
frekvence pouziti jednotlivych zptsobu feseni. Také mne zajimalo, budou-li n&jaké rozdily
mezi chlapci a dévcaty, a to jak v pouzitych metodach, tak i ve vysledcich. Proto jsem sestavil
Ctyfi varianty testovych loh a ve spolupréci s fediteli a vyuc€ujicimi na zdkladnich a stfednich
Skolach Jihoceského kraje byly ve Skolnim roce 2010 — 2011 testy zadany a vyhodnoceny.

4.1.1. Texty testovych uloh

Celkem 269 zaki zakladnich Skol a studentii stfednich skol feSilo vybrané slovni ulo-
hy. Test obsahoval ctyfi slovni Glohy a casovéa dotace byla 40 minut. Testy byly ve ctyfech
variantach, prvni piiklad byl vzdy slovni tloha o celku a ¢astech, druhé uloha vzdy o smésich,
treti vzdy o pohybu a ¢tvrta vzdy o spole¢né praci.

Variantu A fteSilo 47 divek a 35 chlapct, celkem 82 zaku a studentt; variantu B feSilo
39 divek a 36 chlapct, celkem 75 Zzaka a student; variantu C fesilo 28 divek a 30 chlapcu,
celkem 58 zaku a studenti; variantu D feSilo 25 divek a 29 chlapci, celkem 54 zaku a studen-
tu.

Testy fesilo 71 divek a 53 chlapct, celkem 124 zakt zékladnich kol (v€etné niz§iho
stupné viceletych gymnazii), testy byly zadany Zzakim 9. tfid (€1 Zadkim kvarty viceletych
gymnazii). Dale testy fesilo 68 divek a 77 chlapct, celkem 145 studentt stiednich $kol, testy
byly zadany studentiim 1. a 2. ro¢niki (¢i studentlim kvinty viceletych gymnazii).

Titulni list testu vypadal nasledovné:

TEST
(student, Zak)
Chlapec: ............ [ ] Skola: ZS§ .........eeeee.... [ ]
DivKa: .....oeeereenene [ ] SS: gymnizium ............ [ ]
THAA .oeerveererrrnnne [ ] SOS [ ]
Cislo vevvrevrereerennens [ ] jiné [ ]




Legenda:

1. Ulohu miiZete fesit jakymkoliv zptisobem.

2. Reseni zapisujte celé (zadnou ¢ast feSeni nevynechavejte).
3. PfifeSeni muizete pouzivat kalkulacky.

4. Nezapomeiite u kazdého piikladu provést zkousku.

Testy zadavali zakiim a studenttim jejich vyucujici matematiky, ktefi byli instruovani
tak, aby informace udélené pii zadani byly jednotné. Jednotlivé varianty byly pfifazovany
nahodné. Tieti priklad ve varianté D byl formulovan dvojim zpGsobem. Jedna z formulaci
méla byt matouci, druha (ve varianté D) méla byt pro fesitele snadnéji pochopitelna. Testové
ulohy variant A — D byly nasledujici:

Varianta A:

1. Ve tiech skladistich bylo ulozeno celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo ulozeno
0 8,5 t mén¢ a ve tfetim skladisti o 3,5 t vice nez v prvnim skladisti. Kolik tun obili bylo
ulozeno v jednotlivych skladistich?

2. Denni produkce mléka 630 litrii byla k odvozu slita do 22 konvi, z nichz n¢které byly po
25 litrech, jiné po 35 litrech. VSechny konve byly plné. Kolik bylo jednotlivych konvi?

3. Kamion jede po dalnici z Prahy do Bratislavy primérnou rychlosti 72 km/h. V okamziku,
kdy je kamion od Prahy 54 km, vyjizdi z Prahy osobni auto, které¢ jede rovnéz do Bratisla-
vy a jehoZ priumérna rychlost je 90 km/h. Kdy a na kterém kilometru dalnice Praha — Bra-
tislava dohoni osobni auto kamion.

4. Vodni nddrz by se naplnila jen prvnim ptitokem za 36 minut, jen druhym za 45 minut. Za
jak dlouho se nadrz naplni, ptitéka-li voda nejprve 9 minut jen prvnim piivodem a pak
ob¢éma soucasné?

Varianta B:

1. Pisemnou zkousku z matematiky psalo 37 zakd, nikdo z nich nemél pétku. Jednic¢ek bylo
dvakrat vic nez Ctytek, dvojek bylo o 6 vice nez jednicek, trojek bylo 11. Kolik zakt mélo
jednicku, kolik dvojku, trojku a ctytku?

2. Pét litrt bilého vina a Sest litri erveného vina stalo 432 K¢. Jeden litr cerveného vina je
0 6 K¢ drazsi nez 1 litr bilého vina. Kolik korun zaplatime za 2 litry bilého a 2 litry Cerve-
ného vina?

3. Panové A a B bydli ve vzdalenosti 224 km. Vyjedou-li v autech soucasné ze svych obydli
proti sob¢, setkaji se po 2 hodinach. Pan A ujede za hodinu o 4 km vice nez pan B. Kolik
km urazi kazdy z nich za hodinu?

4. Délnik A by sam provedl vykop za 7 hodin, délnik B sam za 6 hodin. ProtoZe vykop ma
byt skoncen za 2 hodiny, byl pfibran jesté délnik C. Za jak dlouho by vykop provedl sdm
délnik C?
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Varianta C:

. Tti sourozenci méli naSetieno celkem 1 274 K¢&. Petr mél naSetieno o 15 % vice nez Jirka
a Hanka o 10 % méné nez Petr. Kolik korun mé&l nasetfeno kazdy z nich?

. Ze dvou druhti ¢aje o cen¢ 160 K¢ a 220 K¢ za 1 kilogram se ma ptipravit 20 kg smési
v cen¢ 205 K¢ za 1 kilogram. Kolik kilogramt kazdého druhu ¢aje bude tfeba smichat?

. Auto ujelo vzdalenost mezi mésty A a B za 4 hodiny. Kdyby se primérna rychlost auta
zvysila o 17 km/h, ujelo by auto tuto vzdalenost o hodinu dfive. Urcete rychlost auta a
vzdalenost mezi mésty A a B.

. Vodni nadrz se naplni jen prvnim piitokem za 10 hodin, jen druhym za 12 hodin a jen tie-
tim za 15 hodin. Za jak dlouho se naplni, budou-li otevieny vSechny tfi pritoky soucasné?

Varianta D:

. Zékaznik si koupil tricko, kravatu a kosili. Nejprve si vybral kosili, k ni pak kravatu, ktera
byla tiikrat levnéjsi nez koSile. Nakonec si koupil tricko, které bylo o 140 K¢ drazsi nez
kravata. Celkem zaplatil 940 K¢. Kolik zaplatil za kravatu, kolik za tricko a kolik za kosi-
li?

. 20 broukt a pavoukt ma dohromady 146 nohou. Kolik je brouk a kolik je pavouk, ma-li
brouk 6 nohou a pavouk 8 nohou?

. Po dvojkolejné trati mezi stanicemi K a M jely proti sobé dva vlaky. Prvni vlak projel
vzdalenost mezi stanicemi za dv¢ hodiny, druhy, ktery mél primérnou rychlost o 15 km/h
vEtsi, ji projel za 1,5 hodiny. Vypocitejte prumérné rychlosti obou vlak a vzdalenost sta-
nic Ka M.

Varianta Dy:
V patek urazil ndkladni vlak vzdalenost mezi stanicemi K a M za 2 hodiny. Dalsi ndkladni
vlak z K m¢l v sobotu primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, takze do M piijel uz za 1,5 hod.
Vypocitejte primérné rychlosti obou vlakli a vzdalenost stanic K a M.

. Prvnim kombajnem lze sklidit obili z ur¢itého lanu za 30 hodin, druhym, vykonnéjSim
kombajnem za 20 hodin. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklize-
lo soucasné obéma kombajny, ale druhy kombajn se porouchal a prvni jesté pracoval sdm
5 hodin, aby dokon¢il sklizen?

4.1.2. Vysledky zaki a studentt v testovych tlohach

Zakladem pro porovnani vyslednych znamek byly praiméry ze vSech sledovanych skol.

Skoly byly rozdéleny na zakladni $koly a stiedni $koly a navic byla jesté vy¢lenéna gymnazia
(spolecné vyssi i nizsi). Potom jesté byly specialné sledovany zakladni Skoly bez nizSich
gymnazii, stfedni odborné skoly (tj. stfedni Skoly bez gymnazii), niz§i gymnéazia (tj. primy az
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kvarty viceletych gymnazii) a vys§i gymndzia (tj. kvinty az oktadvy viceletych gymnazii a
Ctyfleta gymnazia). Dosazené vysledky ve variantach A - D shrnuje tabulka 4-1.

Budeme-li porovnavat vSechny varianty A — D, lepsich vysledki ve velké vétSing pii-
padl dosahovali studenti stfednich $kol (ve srovnéani se zaky zakladnich $kol) a to ve tfinacti
Z patnacti ukazatell. Prifadime-li K tomu jesté specialné vyclenénou skupinu zaku a studentt
gymnazii, vidime, Ze ve vétsiné ukazateld jsou tito nejlepsi (ve dvandcti z patnacti ukazateld,
ve zbyvajicich tfech jsou to stiedni skoly a to zasluhou stfednich odbornych skol).

Rozdé€lime-1i Skoly na zékladni Skoly bez gymnazii, stifedni odborné Skoly (tj. stfedni
Skoly bez gymnazii), niz§i gymndazia a vy$s$i gymndzia a hodnotime-li opét stejnych patnéct
ukazatelt, potom nejlepSich vysledk dosahla vyss$i gymnazia, a to v jedenacti ukazatelich, ve
dvou ukazatelich byli nejlepsi Zaci nizSich gymnazii (ptiklad 2) a ve dvou studenti stfednich
odbornych $kol (piiklad 4). Zaci ze zakladnich $kol (bez gymnazii) nebyli nejlepsi v zadném
z ukazatell. Nejcastéji nejhorsi byli studenti stiednich odbornych skol, a to v osmi ukazate-
lich; pouze ve ¢tyfech ukazatelich byli nejhorsi zéci zékladnich skol (bez gymnazii) a ve tiech

ukazatelich byli nejhor$i zaci nizSich gymnazii. Studenti vysSich gymnazii nebyli nejhorsi
Vv z4dném ukazateli.

Tabulka 4-1 — Prumérné znamky z testii v§ech variant A — D ve vSech typech §kol:

Vsechny skoly: Stiedni Skoly
A-D D H \Y A-D D H \Y
1. pf. 2,49 2,67 2,58 1. pf. 2,21 2,46 2,34
2. pt. 3,28 3,34 3,31 2. pi. 3,48 3,34 3,40
3. pt. 3,81 3,57 3,69 3. pt. 3,74 3,56 3,64
4. pt. 4,09 3,85 3,97 4. pf. 3,91 3,75 3,82
celé 3,37 3,36 3,37 celé 3,25 3,30 3,28

Zakladni Skoly (v€etné gy) Gymnazia
A-D D H V A-D D H \Y
1. pf. 2,76 3,07 2,89 1. pf. 2,15 2,25 2,20
2. pt. 3,09 3,46 3,25 2. pt. 2,51 2,88 2,69
3. pf. 3,87 3,72 3,81 3. pf. 3,73 3,19 3,46
4. pt. 4,27 4,14 4,21 4. pt. 4,42 3,77 4.10
celé 3,49 3,58 3,53 celé 3,15 3,00 3,08

Vyss§i gymnazia: NizSi gymnazia:
A-D D H \% A-D D H \Y
1. pf. 2,12 1,91 2,01 1. pf. 2,19 2,95 2,51
2. pt. 2,74 2,76 2,75 2. pf. 2,21 3,13 2,60
3. pf. 3,26 3,09 3,16 3. pi. 4,33 3,42 3,94
4. pt. 4,03 3,70 3,85 4. pf. 4,92 3,92 4,50
celé 2,94 2,88 2,90 celé 3,42 3,26 3,36




Stredni odborné skoly: Zakladni skoly (bez gy):

A-D D H \Y A-D D H V

1. pf. 2,30 3,05 2,69 1. pf. 3,09 3,13 3,11
2. pt. 4,17 3,96 4,06 2. pf. 3,60 3,65 3,62
3. pf. 4,20 4,07 4,13 3. pf. 3,61 3,88 3,73
4. pf. 3,80 3,80 3,80 4. pf. 3,89 4,26 4,05
celé 3,54 3,77 3,65 celé 3,53 3,76 3,63

Nejjednodussim piikladem byl soubor piikladu ¢islo 1 ,,0 celku a ¢astech®, jehoZ hod-
noceni bylo vyrazné nejlepsi. Druhym v potradi byl soubor ptikladi ¢islo 2 ,,0 smésich®, jehoz
hodnoceni bylo jesté mirn€ lepsi nez byl celkovy pramér. Tretim v potadi byl soubor piiklada
piikladi ¢islo 4 ,,0 spolecné praci, jehoz hodnoceni bylo vyrazné nejhorsi. Urcity vliv na
Spatné hodnoceni ptikladt ¢islo 4 mélo i to, ze tyto ptiklady byly posledni a néktefi fesitelé
nem¢li dostatek Casu na jejich feseni.

Pti porovnavani vysledkt divek a chlapct jsou vysledky u jednotlivych piikladi ve
vSech Skoléch srovnatelné, mirné lepSich vysledkt dosahuji divky v prvnich dvou piikladech
(tyto priklady jsou jednodussi, a proto i priméry znamek jsou lepsi), v druhych dvou piikla-
dech (tyto ptiklady jsou t&€z§i, a proto i priméry zndmek jsou horsi) dosahuji mirné lepSich
vysledk chlapci. Celkové vysledky jsou téméf stejné (rozdil praméri je 0,01), jsou v rozsahu
statistické chyby.

V jednotlivych skupinach typt $kol jsou rozdily mezi vysledky divek a chlapcii rozlic-
né. Nejlépe vyzniva pro divky hodnoceni na zakladnich Skolach bez nizsich gymnazii, kde ve
hodnoceni pro divky na stfednich odbornych $kolach, kde jsou divky lepsi pouze v jednom
sledovaném piipad¢ (viz tabulka 4-2).

Tabulka 4-2 — Rozdily mezi priméry divek a chlapcu (kladna hodnota, je-1i pramér divek
lepsi, absolutni rozdily jsou bez znaménka)

VS8echny | Stfedni | Zakladni L VySsi Nizsi S0S VA

A-D . . R Gymnazia . .

Skoly Skoly Skoly gymnazia | gymnazia | (bez gy) | (bez gy)

1. pt. 0,18 0,25 0,31 0,10 0,21 0,76 0,75 0,04
2. pr. 0,06 -0,14 0,37 0,37 0,02 0,92 -0,21 0,05
3. pr -0,24 -0,18 -0,15 -0,54 -0,17 -0,91 -0,13 0,27
4. pi. -0,24 -0,16 -0,13 -0,65 -0,33 -1,00 +0,00 0,37
celé -0,01 0,05 0,09 -0,15 -0,06 -0,16 -0,23 0,23
absolutni| 0,42 0,43 0,50 1,02 0,54 1,92 0,96 0,33

Vezmeme-li v uvahu rozdily mezi vysledky divek a chlapct v jednotlivych sledova-
nych piipadech, jsou absolutni rozdily (tj. rozdily rozdilti) nejmensi v zékladnich Skolach bez
nizsich gymnazii (absolutni rozdil je 0,33). Nejvétsi absolutni rozdil je u nizsich gymnazii
(¢ini 1,92). U nizsich gymnazii je dokonce nejmensi dil¢i rozdil (0,76) vétsi nez absolutni
rozdily u vétsiny dalSich hodnocenych typi Skol.



Z jednotlivych variant (viz tabulka 4-3) se celkovému priméru znamek velmi blizily
varianty A, D. Zatimco ve varianté D vysledky téméf kopirovaly celkovy pramér, ve varianté
A se vysledky jednotlivych ptikladii velmi lisily od celkovych primérti. Vyrazné 1épe dopadl
piiklad ¢. 1, naopak vyrazné hure piiklad ¢. 3. Také se jevil velky rozdil mezi vysledky divek
a chlapci. Zatimco divky mély casto vysledky lepsi nez byl pramér, chlapci naopak velmi
casto horsi a mnohdy i vyrazné. Celkem se pak vysledky vyrovnaly k praméru.

Tabulka 4-3 — Primérné znamky z testi variant A, B, C, D ve vSech typech $kol:

VSechny Skoly:

A D H \Y B D H \Y
1. pf. 2,02 2,34 2,16 1. pf. 1,85 2,18 2,01
2. pf. 3,09 3,60 3,30 2. pf. 2,91 2,92 2,91
3. pf. 3,91 4,11 4,00 3. pf. 3,50 2,97 3,25
4. pf. 4,18 4,24 4,21 4. pt. 4,33 3,61 3,99
celé 3,19 3,54 3,34 celé 3,15 2,97 3,07

C D H V D D H V
1. pf. 4,27 3,90 4,08 1. pf. 2,40 2,57 2,49
2. pf. 4,09 4,08 4,09 2. pf. 3,32 3,00 3,15
3. prf. 3,91 3,83 3,87 3. pr. 3,98 3,62 3,79
4. pf. 3,61 3,87 3,74 4. pf. 4,10 3,91 4,00
celé 3,93 4,00 3,97 celé 3,44 3,21 3,31

Stiedni Skoly

A D H \Y/ B D H V
1. pf. 1,90 1,98 1,93 1. pf. 1,76 1,96 1,87
2. pf. 3,63 3,61 3,62 2. pf. 3,08 2,63 2,83
3. pf. 3,92 4,14 4,02 3. pr. 3,32 2,91 3,10
4. pf. 4,08 4,00 4,04 4. pt. 4,16 3,28 3,68
celé 3,21 3,41 3,30 celé 3,05 2,74 2,88

C D H V D D H \
1. pf. 4,35 3,92 4,11 1. pf. 1,87 2,70 2,34
2. pf. 4,10 4,58 4,36 2. pf. 3,33 3,10 3,20
3. pf. 4,05 3,88 3,93 3. pf. 3,80 3,48 3,61
4. pf. 3,65 3,96 3,82 4. pf. 3,50 3,88 3,71
celé 3,90 4,25 4,09 celé 3,13 3,25 3,20

Zakladni skoly

A D H V B D H \
1. pf. 2,15 2,96 2,44 1. pf. 1,93 2,58 2,18
2. pf. 2,52 3,58 2,90 2. pf. 2,75 3,42 3,02
3. pf. 3,91 4,08 3,97 3. pt. 3,68 3,08 3,44
4. pf. 4,28 4,65 4,42 4. pt. 4,50 4,19 4,39
celé 3,17 3,77 3,39 celé 3,25 3,38 3,30

]
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C D H Vv D D H \Y
1. pf. 4,22 3,89 4,06 1. pf. 3,20 2,28 2,76
2. pf. 4,08 3,75 3,92 2. pf. 3,30 2,78 3,05
3. pt. 3,83 3,81 3,82 3. pf. 4,25 3,94 4,11
4. pf. 3,58 3,81 3,69 4. pf. 5,00 4,00 4,53
celé 3,94 3,83 3,89 celé 3,90 3,11 3,53

Gymnazia

A D H \Y B D H \Y
1. pf. 1,98 1,46 1,78 1. pf. 1,74 1,75 1,74
2. pf. 2,52 2,79 2,62 2. pf. 2,32 2,72 2,52
3. pt. 4,13 3,39 3,85 3. pt. 3,38 2,81 3,11
4. pf. 4,76 3,96 4,46 4. pf. 4,41 3,38 3,91

celé 3,22 2,86 3,08 celé 3,00 2,81 2,91

C D H \ D D H \
1. pf. 4,43 4,00 4,18 1. pf. 1,75 2,32 2,10
2. pt. 3,57 4,20 3,94 2. pt. 2,13 2,39 2,29
3. pf. 3,79 3,75 3,76 3. pf. 3,42 3,08 3,21
4. pf. 3,79 4,15 4,00 4. pf. 4,17 3,76 3,92

celé 3,86 4,00 3,94 celé 2,83 2,74 2,78

Ve varianté B byly vysledky proti celkovému priméru téméi ve vSech ukazatelich lep-
§i, Casto vyrazné. Prvni tii piiklady byly v porovnéni s ostatnimi variantami feSeny nejlépe a
ani posledni ptiklad nebyl vysledkoveé nejhorsi. Zfejmé formulace téchto uloh nejlépe vyho-
vovala fesitelim (znamy problém, podstata problému nebyla naro¢nd, problém pro fesitele
lehce uchopitelny apod.).

Nejhtife dopadly vysledky ve varianté C. Zejména prvni piiklad byl vyrazné horsi nez
Vv ostatnich skupinach — v priméru o 1,5 stupné! Ukazuje se, ze zadani hodnot pomoci procent
¢ini mnoha Zaklm 1 studentim problém a pro nékteré je to problém dokonce nefesitelny. Za
zminku jisté stoji 1 to, Ze nejhorSich vysledkli v tomto piikladé dosahli studenti gymnazii a
nejlepSich Zaci zakladnich Skol, dokonce skupina zakt zakladnich kol bez nizSich gymnazii
dopadla 1épe nez ta s niz§imi gymnazii. Také vysledek druhého ptikladu byl mnohem horsi
nez v jinych variantach. Zde se zfejmé projevilo, Ze v tomto piikladu jako v jediné skupiné
byla informace o tom, Ze se jedna o sm¢s. Tato informace misto, aby vedla k ndvodu postupu,
spiSe fesSitele vydésila. Dalsi dva ptiklady jiZz nepatfily k nejhorSim, ale jejich vysledky jiz
ztratu z prvnich dvou piikladt nedokéazaly vyrovnat.



4.1.3. Porovnani dvou verzi jedné varianty

Ve varianté D byl tieti ptiklad (slovni uloha o pohybu) formulovin dvéma rtznymi
zpusoby. Plvodni formulace (oznacena jako verze D) mluvila o dvou vlacich jedoucich na-
vzajem proti sob¢. Principem ulohy nebyla jizda dvou subjekti proti sobé, ale porovnani dvou
ruznych Casti dosazenych na téZe trati subjektem jedoucim pokazdé jinou rychlosti (smér
jizdy nebyl rozhodujici). Proto byla piivodni tloha pfeformulovana na dvé jizdy téhoz vlaku
(verze byla oznacena Dy). Tato nova formulace byla principieln¢ jednodussi. Varianta D byla
zadavana rovnomérné v obou verzich. Vysledky dosazené v obou verzich jsou v tabulce 4-4.

Tabulka 4-4: Porovnani verzi D, Dg

skupina celkem | priklad rozdil rozdil

pf. 1-4 ¢.3 c-3 cv-3

divky 3,80 4,25 -0,45 -0,89

DO chlapci 3,06 3,88 -0,82 -0,53
vSichni 3,35 4,02 -0,67 -0,67

divky 3,20 3,80 -0,60 -0,47

D chlapci 3,50 3,50 0,00 -0,17
vSichni 3,33 3,67 -0,34 -0,34

Ve tietim sloupci tabulky jsou celkové vysledky (hodnoceni celé kontrolni prace), ve ctvrtém
sloupci je hodnoceni posuzovaného piikladu (slovni Glohy o pohybu). V patém sloupci je roz-
dil vysledné zndmky a zndmky ttetiho ptikladu pro danou skupinu (tedy rozdil sloupct 3 a 4
v daném tadku), v Sestém sloupci je rozdil vysledné znamky (tj. priméru, ktery méli vSichni)
a znamky v dané skupin€. Rozhodujici jsou hodnoty v fadku ,,vSichni“ ve sloupcich 5 a 6,
hodnoty jsou vyznaceny tuéné (,,tu¢né* hodnoty musi byt v jednom tadku stejné).

Z tabulky 4-4 je ziejmé, Ze v obou verzich D, Do byly vysledky hors$i nez byla celkova
tietina stupné, z toho plyne, ze kazdy tfeti mél ve verzi D znamku o stupen lepsi nez ve verzi
Do. Nejedna se o0 velky rozdil, proto mizeme konstatovat, ze uprava zadani neméla na vysle-

dek vliv, pokud ano, tak mirné zaporny. Nejpravdépodobné&jsi je, ze nova verze Dy nebyla
dostate¢né zjednodusujici, a na vysledku se to neprojevilo.

Porovname-li jest¢ hodnoty diléi (divky, chlapci), zjistujeme, ze ve vétsiné pripadi
jsou vysledky lepsi pro verzi D. Pouze v jednom piipadu byly ve verzi Dy lepsi vysledky.
Jedna se o srovnani vysledku divek ve verzi Dy (vysledek -0,45) s vysledkem divek ve verzi D
(vysledek -0,60) i s vysledkem chlapci ve verzi Do (vysledek -0,82). Z tohoto by bylo mozné
usuzovat, ze divkdm vyhovuje spiSe jednodussi zadani, zatimco chlapci maji radé€ji zadani
komplikovanéjsi. Jedna se ovsem pouze o hypotézu.
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4.2. Postupy, které pri reSeni jednotlivych variant uzivali Zaci a
studenti

Nyni jsou uvedeny postupy, které jednotlivi fesitelé, zaci zakladnich $kol a studenti
stiednich $kol, uzivali pfi feSeni tloh jednotlivych variant. Jsou uvedeny i postupy, které fesi-
telé jen rozpracovali (jsou samoziejmé dopracované a oznadené: * ) a pro Uplnost jsou ptidany
ve veétsing prikladi postupy, kdy je uzivano k feSeni tllohy obecného modelu a také nékteré
postupy, které fesitelé neuzivali, ale do piehledu patii (neuzité postupy jsou oznacené: * ).

Varianta A:
Piiklad 1 — FeSeni:
Ve ttech skladistich bylo ulozeno celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo ulozeno o 8,5 t
mén¢ a ve tretim skladiSti o 3,5 t vice nez v prvnim skladisti. Kolik tun obili bylo ulozeno

Vv jednotlivych skladistich?

1. zptsob: (pomoci rovnice)

V 1. skladisti ............ x [t],
v 2. skladiti ............. x—8,5 [t],
ve 3. skladi$ti ............ X+ 3,5/[t],

X+x-85+x+35=70

3x-5=70 |+5

x=75 |:3
x=25[t],

potom v prvnim skladisti je 25 t, v druhém 25 — 8,5 = 16,5 t a ve tietim 25 + 3,5 = 28,5 t obili.
Zkouska — dosazenim do textu:
Celkem je 25 + 16,5 + 28,5 =70 t obili.
Odpoved:.
V jednotlivych skladiStich bylo 25 t, 16,5 t a 28,5 t obili.

2. zpusob: (pomoci soustavy rovnic)

V 1. skladisti ............ x [t],
v 2. skladisti ............. y [t],
ve 3. skladisti ............ z [t],
X+y+z=70
y=x-85
Z=x+35
X+Xx-85+x+35=70
3X-5=70 |+5
3x=75 |:3
x=251[t],

potom Vv prvnim skladisti je 25 t, v druhém 25 — 8,5 = 16,5 t a ve tietim 25 + 3,5 = 28,5 t obili.
Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky)

Ve vSech skladistich je primémé 70 : 3 = 23,3_t obili. Za zéklad vezméme, Ze v 1. skladisti je
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23 t obili, potom ve 2. skladisti musi byt 23 — 8,5 = 14,5 t obili a ve 3. skladisti 23 + 3,5 =

= 26,5 t obili. Potom je ve vSech tfech celkem 64 t obili.

Muzeme postupné do vSech trech skladist’ ptidavat po 1 t a hledat, kdy bude soucet 70 t. Po-
stup zapiSeme do tabulky.

Tabulka 4-5:
1. skladisté 23t 24t 25t 26t
2. skladisté 14,5t 15,5t 16,5t 17,5t
3. skladisté 26,5t 27,5t 28,5t 29,5t
celkem 64t 67t 70t 73t

Hledané hodnoty jsou 25 t (1.), 16,5 t (2.) a 28,5 t (3.). Dalsi feSeni jiz neexistuje, protoze
soucty jsou dale jiz vétsi nez 70 t.

Postup mtizeme zkratit tim, Ze zjistime rozdil: 70 — 64 = 6t a ten vyd€lime tfemi: 6 : 3 = 2.
Ke kazdé hodnoté piidame 2 t a dostaneme stejny vysledek jako v tabulce.

4. zpasob: (pomoci usudku) *

Celkem je ve tfech skladistich 70 t obili.

Kdyby ve druhém skladisti bylo stejné jako v prvnim, muselo by byt ve vSech skladistich cel-
kem 0 8,5 t obili vice, tj. 78,5 1.

Kdyby ve tfetim skladisti bylo stejn€ jako v prvnim a ve druhém, muselo by byt ve vSech skla
distich celkem o 3,5 t obili méné, tj. 78,5 -3,5=751.

Nyni by bylo ve vSech tfech skladistich stejné jako v prvnim, tj. v prvnim je 75 : 3 =251.
Potom ve druhém je 25 - 8,5=16,51 a ve tfetim je 25 +3,5=285 1.

5. zpuasob: (uzitim obecného modelu) *

Mnozstvi obili v 1. skladiSti ........................ X [t],
mnozstvi obili, které chybi v 2. skladisti .......... a[t],
mnozstvi obili, které chybi ve 3. skladisti ......... b [t],
V 1. skladisti ............ X [t],
v 2. skladisti ............. x—alt],
ve 3. skladi$ti ............ X+ b [t],
celkové mnozstvi obili . ... m [t].
Celkem: X+X—a+x+b=m
x-a+b=m |+a-b
3x=m+a-b
m+a—b
X=—.

4-1
3 (4-1)
V naSem ptipad¢:
a=8,5[t], b=35]t], m=70[t], potom:
(21078535 o 1o
Poznamka:
m+(a +..+a)—(b +..+b,
Obecng: X = @ )= J), (4-1a)

1+i+ ]
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kde a; jsou hodnoty, které ve skladistich chybi, b; hodnoty, které ve skladistich piebyvaji.

Piiklad 2 — FeSent:
Denni produkce mléka 630 litrG byla k odvozu slita do 22 konvi, z nichz nékteré byly po 25
litrech, jiné po 35 litrech. VSechny konve byly plné. Kolik bylo jednotlivych konvi?

1. zpusob: (pomoci jedné rovnice o jedné nezname)

Pocet konvipo 251 ............ X [Ks],
poéet konvipo351 ............ 22 — x [ks],
25-x+35-(22 —x) =630
25x +770-35x=630 |-770
~10x=-140 |:(-10)
Xx=141ks] ... po251,
po351: 22 —x=22-14 =8 [ks].
Zkouska — dosazenim do textu:
14.25 =350 |,
8-35=2801,
Celkem ..... 6301.
Odpoved:.
Konvi po 25| bylo 14, po 351 bylo 8.

2. zpusob: (pomoci soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych)

Pocet konvipo 251 ............ X [Ks],
pocet konvipo351 ............ y [ks],
X+y=22 |-x
25-x+35-y =630
y=22-X

25-X + 35 (22 — x) = 630
25x + 770 -35x =630 |- 770
~10x=-140 |:(-10)
Xx=141ks] ... po251,
po351: 22 - x=22-14 =8 [ks].
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky postup)

Do tabulky zapiSeme pro 25-litrové a 35-litrové konve jejich poCty a objemy tak, aby
v sloupci davaly pocet 22 ks. Objem ve sloupci secteme a hledame, kde bude soucet 630 1.

Tabulka 4-6:

25|ks| 22 |21 ]120|19| 18 |17 |16 |15]|14 |13 |12 |11 |10| 9 8 7 6 5

I | v 550|525 |500 |475|450|425|400|375|350]325|300|275|250|225|200|175|150|125]...

35|ks| O 1 2 3 4 | 5 6 71 8 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| 16| 17

I {v| 0 |35]| 70 |105|140|175|210|245|280|315|350|385 |420|455|490|525|560|595 ...

soucet | 550 | 560 | 570|580 | 590 | 600 | 610 | 620 630 ] 640|650 | 660 | 670|680 | 690 | 700 | 710|720 | ...
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ProtoZe celkovy objem stale narlsta, je z tabulky zfejmé, Ze uloha m4 jediné feSeni:
14 ks 25-litrovych konvi a 8 ks 35-litrovych konvi.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpasob: (tisudkem)

Celkovy objem je 630 I. kdyby vSech 22 konvi bylo 25-litrovych, je objem 22-25 =550 I.
Do 630 I zbyva: 630 — 550 = 80 |. Toto mnozstvi musi pojmout 35-litrové konve. Protoze
maji objem o 10 | vétsi, je jich 80 : 10 = 8 ks. 25-litrovych konvi je pak 22 — 8 = 14 ks.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (graficky)

Vsech 22 konvi bude obsahovat alespon 25 | mléka, celkem je to 5501. Zbytek do 630l se nali-
je do 35-litrovych konvi. Z grafu je ziejmé, Ze jich bude 8. 25-litrovych konvi je pak 14.

O

O

r.4-1:

nannnnonnnonnnnnn

)

~C— O ot
C— O st

~
550t

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

6. zpiisob: (metoda chybného predpokladu)

Odhadneme ¢isla, ktera by mohla odpovidat vysledku: pocet 25 | konvi — 16, pocet 35 | konvi
— 6 (jejich soucet musi byt 22).

Potom objem v téchto konvich je 610 I, tudiz rozdil je —20 I. Musime tedy objem zvétsit o 20
| tim, ze dvé 25 | konve pfemistime do 35 I. Pétadvacetilitrovych konvi je 14, pétatficetilitro-
vych konvi je 8.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

7. zpusob: (uzitim obecného modelu a vytvoreni vzorce) *

Pocet konvipoafl] ............ X [ks],
poCetkonvipob[l] ............ y [Ks],
pocet konvi celkem ............ p [Kks],
pocet litrt celkem  ............. q[ll,
potom modelovou situaci lze vyjadfit soustavou rovnic:
x+y=p | —x
ax+by=q
y=p-—X
ax+bp—-bx=q
x(@a—b)=0q-bp
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(= 9-bp

a-b’
potom y= p—9=PP_2ap-bp—q+bp _ap-g
a-b a-b a-b
Resenim je tedy uspotadana dvojice [X, Y] = {%; %} . (4-2)

V naSem ptipadé: a = 25, b = 35, p = 22, q = 630 a tedy:
« = 630-35-22 140 _25-22-630 -80

=141ks]; y= = = 8 [ks].
25-35 -10 14kl y 25-35 -10 8 ksl
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
8. zpusob: (pomér — uzitim obecného modelu I1) *
Pocetkonvipoall] ............ X [Ks],
poCetkonvipob[l] ............ y [Ks],
pocet konvi celkem ............ p [Ks],
pocet litra celkem  ............. g [,
potom vypocteme primérné mnozstvi v jedné konvi a oznacime jej p, tedy plati:
q:p=p.

Piedpokladame-li, ze a <b (tak jako v nasi tloze; neni to na Gjmu obecnosti), potom:

_q q-pa., _p 4_bp-q

p—a=—-a=
P P p Y
Z ptedchoziho modelu pro tutéz situaci vyplyva, ze plati:
q-—bp
X_a-b _9a-bp_bp-q_b-p
y a-9 ap-q g-ap p-a
a-b
tedy pomér poctu x:y = (b—p):(p—a). (4-3)

Vypocteme-li tento pomér, feseni je jiz primitivni.
V naSem ptipadé p =630 : 22 = 28,63,
potom b—p =35-28,63=6,36 = 22; p—a= 28,63 -25=3,63 = 2.

11
Potom x:y= £2:2%0 =7 :4, tedy 25 | konvi je i, tj. 14 [ks], 35 | konvi je &, tj. 8 [ks].

1111
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

Piiklad 3 — FeSeni:

Kamion jede po délnici z Prahy do Bratislavy primérnou rychlosti 72 km/h. V okamziku, kdy
je kamion od Prahy 54 km, vyjizdi z Prahy osobni auto, které¢ jede rovnéz do Bratislavy a je-
hoZ primérna rychlost je 90 km/h. Kdy a na kterém kilometru dalnice Praha — Bratislava do-
honi osobni auto kamion.

1. zpisob: (pomoci porovnani drah — uziti rovnice)

Situace je zakreslena na obr. 4-2. Ozna¢me si neznamou dobu jizdy osobniho auta x [h].
Osobni auto jede rychlosti 90 km/h, proto do mista setkani S (kdy dohoni kamion), ujede 90X
[km].
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Kamion ma naskok 54 km a jede rychlosti 72 km/h, proto do mista setkani ujede (72x + 54)
[km]. Drahy se rovnaji, tedy:
72x +54=90x |- 72x
18x=54 |:18
x =3 [h],
S =90-3 =270 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

kamion ............... 72-3 + 54 =270 [km],
osobni auto ............. 90-3 =270 [km],
tedy ob¢ auta ujela stejnou drahu.

Odpoved.

Osobni auto dohoni kamion za 3 hodiny po svém vyjezdu na 270 km dalnice (méteno od Pra-

hy).

Poznamka: (jiny mozny vypocet)
Za neznamou vezmeme dobu jizdy kamionu, ozna¢me opét X [h]. Potom draha kamionu je
72x [km] a draha osobniho auta 90(x — 27 ) [km]. Z rovnosti drah plyne:

72x =90(x — 25

72x=90x - 67,5 |-72x+675

67,5 = 18x | ;18
x=3,75 [h]

Potom ¢as auta je 3,75 — 22 =3 [h] a drdha obou je 270 km.

2. zpusob: (pomoci fyzikalnich vzorcit)

Obr. 4-3:
P
vy, B
Py Y
[
a k
S1=vit1 + 5o §1=72-t1+54
So=Vo o 55 =901,
aplati: t1=t,=t, S1=5,
potom 72t+54=90t |- 72t
54=18t |:18
t=3[h]

S; =Vily + o =72-3 + 54 = 270 km,
S5 =V,t,=90-3=270 km.
Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.
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Poznamka: (jiné uziti vzorcd, tj. jiny vypocet)

Vzorec pro rovhomérny pohyb: s=v-t — t= > .

v
. . S
Kamion: ujel 54 km, potom pocitdme Cast, t=—.
72
, . N f oy S+54
Osobni auto ujede za ¢as t 0 54 km vice, tj. S + 54; potom je Cas t, t = 90

Protoze se Casy rovnaji, plati:

S _s+54 | .72-90
7290
90s =72s+3888 |-72s
18s=3888 |:18

s = 216 [km]

Kamion ujede po vyjeti osobniho auta 216 km a pted jeho vyjetim jesté¢ 54 km, tedy celkem
270 km.

Cas t (od vyjeti osobniho auta do setkani) je t = 216 _ 3h.

7
Auto ujede za 3 hodiny také 270 km.

3. zpusob: (aritmeticky)

Do tabulky zapiSeme pocty kilometri, které ujely jednotliva auta za urcitou jednotku casu.
jednotku ¢asu volime 45 minut (je to doba po kterou si kamion tvofil naskok). ZapiSeme tyto
hodnoty do tabulky a dostavame:

Tabulka 4-7:
cas jizdy Oh45min|{1h30min|2h15min |3 h00min|3 h45min|4h 30 min atd.
kamion 54 km 108 km 162 km 216 km 270 km 324 km
osobni auto 0 km 67,5 km 135 km 202,5 km 270 km 337,5 km

Z tabulky je zfejmé, ze kamion jede 3 h 45 min a ujede 270 km. Tuto vzdalenost ujede osobni
auto za 3 hodiny. Z tabulky je zfejma i zkouska.

4. zpusob: (Gisudek — pomoci ,,zmenSovani naskoku)

Kamion ma naskok 54 km. Osobni auto kazdou hodinu sniZi jeho naskok o v, —v; =90 — 72 =
18 km. Tedy naskok kamionu bude vymazan za 54 : 18 = 3 hodiny (od vyjezdu osobniho au-
ta). Osobni auto ujede za 3 hodiny 270 km, kamion vcetné naskoku také 270 km (toto je
vlastné také zkouska!).

Odpoved:.

Osobni auto dohoni kamion za 3 hodiny po svém vyjezdu na 270 km délnice (méteno od Pra-
hy).

5. zpusob: (pomoci grafu funkce)
Vime, Ze oba pohyby jsou linedrni a jejich grafy jsou ptimky. Staci proto pro kazdou piimku

najit dva body. Grafem pohybu kamionu bude pfimka k, grafem pohybu auta pfimka a. Rese-
nim je spole¢ny prise¢ik (jeho soutfadnice). Na osu X naneseme €as t, na osu y drahu s.
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Piimkak: x;=0 — y;=0; x2=5 — y,=2360.

Piimkaa: x1=32 — y1=0; x=41 — y,=315

Ptimky a, k se protinaji v bod¢ S =[32;270]. To znamena, ze kamion pojede celkem 3 h 45
min (osobni automobil 3 h) a oba se potkaji 270 km od Prahy.

Z grafu je zfejma i1 zkouska.

Graf (obr. 4-4):

y (<)
hoot o K
3604 —— A
I
: [ — |
%00t 1
o —— —— l
270 | {4
I
QODJ.
1001
T !
: ; i d ‘
0 34 2 3 bt 5 x (t)

6. zptisob: (uziti nekoneéné geometrické fady) *
Obr. 4-5:

V Case, kdy vyjizdi osobni automobil z Prahy (bod P), je kamion v bodé K; a ma naskok 54
km. Automobil ujede drahu s; do Ky za ¢as t; =54 : 90 = 0,6 h. KdyZ je automobil v bodé Kj,
je kamion jiz v bod¢ K3 a ujede navic drahu s, = 72-0,6 = 43,2 km. Do bodu K; z bodu K; do-
jede automobil za ¢as t, =43,2: 90 = 0,48 h. Za tuto dobu dojede kamion do bodu K3 a ujede
drahu s3 = 72-0,48 = 34,56 km. Do bodu K3 dojede automobil za ¢as t3 = 34,56 : 90 = 0,384 h.
Za tuto dobu dojede kamion do bodu K4 a ujede drahu s4 = 72-0,384 = 27,648 km. Do bodu
K4 dojede automobil za ¢as t; =27,648 : 90 = 0,307 2 h atd. ...
Nyni staci secist ob¢ nekonecné fady (jak pro dréhu, tak pro cas).
Rada s=s;+S;+S3+S4+...=54+432+ 34,56+ 27,648 +. ..
je nekonec¢na geometricka fada, nebot’ plati

S, S; S, 432 3456 27,648

=2 =4 = = =...=08=q.
S, S, S, 54 432 34,56
Soucet této tfady je
s=—3 = % 70 [km].
1-q 1-08 —

Rada t=t;+t+t3+ty+...=0,6+0,48+0,384+0,307 2 +. ..
je nekonecna geometricka fada, nebot’ plati
-18 -



L_t_ L _ 048 0384 03072 .o

t, t, t, 06 048 0384
Soucet této tady je
f=n - 06 _gpy
1-q 1-08 =

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

7. zpusob: (uzitim obecného modelu) *

Vyjdeme ze zakladnich vztahl pro rovnomérny pohyb
S1=Vvit1 +Sp S=Volbo.

Obr. 4-6:

Zrovnosti S1 =Sy, t1=t, =t plyne
Vit + Sg = Vot | — Vit
Vot —vit =59
(V2—V1)-t: So | : (V2—V1)
S
° (4-4a)

2% (4-4b)
Vo, =V
V nasem prtipad¢: vi =72 km/h, v, =90 km/h, sp =54 km, potom

So _ 54 3 [h]
v,-v, 90-72 =7

S =

t=
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V,S,  90-54

S = =
v,-Vv, 90-72

— 270 [km].

Piiklad 4 — FeSeni:

Vodni nadrz by se naplnila jen prvnim pfitokem za 36 minut, jen druhym za 45 minut. Za jak
dlouho se nadrz naplni, pfitékd-li voda nejprve 9 minut jen prvnim pfivodem a pak obéma
soucasné?

1. zptsob: (rovnice — uziti normy za 1 minutu)

1. pfitokem natece nadrz .......... za36min ........ za 1 min nateCe 5; nadrze,
2. pritokem natece nadrz .......... za45min ........ za 1 min nateCe ;; nadrze,
obéma pfitoky natee nadrz ....... zaXmin......... za 1 min natee + nadrze;

nejdiive nadrz natéka prvnim pfitokem 9 min, potom obéma X min (az do naplnéni):
1 1 1
9-—+x-(—+—j: 1

36 36 45
1.5+4 0 4
4 180
1,1, | -20
4 20
5+x=20 |-5
x =15 [min]
Celkem: 9 + 15 =24 [min].
Zkouska:
" s . . 1 24 2 |, .
1. ptitok: voda natéka 24 min, tj. natece: 24-— = — = — nadrZe,
36 36
" 4 . . 1 15 1 ..
2. pritok: voda natéka 15 min, tj. nateCe: 15- — = — = — nadrze,
45 45 3

2 1
celkem netece: 3 + 3 =1, tedy pfesn¢ cela nadrz.

Odpoved:.
Nadrz se naplni od otevieni prvniho ptitoku za 24 minut.

2. zpusob: (pomoci rovnice II)

1. ptitokem nate€e nadrz .......... za36min ........ za | min nate¢e 5= nadrze,
2. ptitokem nateCe nadrz .......... za45min ........ za | min nate¢e ;= nadrze,
obéma pfitoky natece nadrz ....... za X min;

z toho 1. ptitokem natéka X minut, 2. pfitokem natéka x — 9 minut, tedy plati:
X-&+(x-9)-L=1 |- 180
5x +4x—36=180 |-36
9x =216
X =24 [min]
Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.
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3. zptsob: (Gsudek a pomér)

1. ptitokem se naplni za 36 min ... .. 1 nadrz,
2. pritokem se naplni za 36 min .. ... 36 : 48 = 0,8 nadrze,
obéma pftitoky se naplni za 36 min celkem . . ... 1 +0,8 = 1,8 nadrze.

Za 9 minut natece 1. pfitokem 9-4 =+ nadrze, proto se budou napoustét jen 2 nadrze. Do-

stavame troj¢lenku (pomér):

36min...... 18 nadrze
: s .. 7
XxXmin...... 3 nadrze
x 3 27 . . e 3 s e

Potom % = 18 -  X= 13 = 15 minut. {za 15 min se naplni ob&éma pfitoky 3 nadrze.}
Cela nadrz se naplni za 9 + 15 = 24 minut.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
4. zpusob: (uzitim tsudku)
1. ptitokem se naplni za I min .. ... 35 hadrze,
2. pritokem se naplni za 1 min .. ... 4 hadrze,
obéma ptitoky se naplni za I min .. ... 35 + 25 = 25 hadrze.

ProtoZe za 1 min se naplni obéma piitoky 55 nadrze, cela nadrz se naplni za 20 minut.
Nadrz je z¢asti napusténa (po dobu 9 min 1. piitokem). Je napusténa 9-5: =+ nadrze, proto
se budou napoustét jen 2 nadrze a k tomu bude tfeba 2 ¢asu, tj. 2-20 =15 min.

Celkem se nadrz bude napoustét 9 + 15 = 24 minut.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (pomoci procent) *

1. ptitokem natece nadrz ....za 36 min, tj. 100% .... za 1 min natece 32 = 2 % nadrze,
2. ptitokem natece nadrz ....za 45 min, tj. 100% .... za 1 min natece £2 = 2 % nadrze,
ob&éma piitoky nate¢e nadrz ....za 1 min nateCe £+ 22 =2 =59% nadrze;

1. ptitokem nate¢e za 9 min .... 9- 2 = 25 %, zbyva naplnit 75% nadrze, proto
x [min]..... 75[%|
1 [min]..... 5(%]

X 75

—=— X =15 [min],
1= — x=1[min]

celkem cela nadrz natece za 9 + 15 = 24 min.
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

6. zpusob: (uzitim obecného modelu) *

1. ptitok .... vodanatéka a min .... za 1 min nateCe 1 nadrze,
2. ptitok .... vodanatékd b min .... za 1 min nateCe ¢ nadrze,
oba pfitoky .... voda natéka X min .... za 1 min nate¢e < nadrze;
ob&éma piitoky také nateCe za 1 min ... i+{ nadrze a tedy plati:
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Postupujeme stejné jako pii odvozeni vztahu (5-1a) (viz ptiloha 1).

1 1.1
X a b
1_a+b
X ab
x=-2_ (4-5)
a+b
Je-li a = 36 min, b = 45 min, potom x = 36-45 :1620:20mn
36+ 45 81

Prvnim pfitokem nejprve natéka voda 9 minut, tj. za tuto dobu se naplni < =1 nadrze, zbyva

naplnit 2 nadrze. Naplni-li se celd nadrz obéma ptitoky za 20, 2 nadrze se naplni za 15 minut

a celkova doba plnéni nadrze je 15 + 9 = 24 minut.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Varianta B:
Piiklad 1 — FeSeni:
Pisemnou zkousku z matematiky psalo 37 74k, nikdo z nich nemél pétku. Jednicek bylo dva-
krat vic nez Ctytek, dvojek bylo o 6 vice nez jednicek, trojek bylo 11. Kolik zakd mélo jed-

nicku, kolik dvojku, trojku a ¢tyrku?

1. zptsob: (pomoci rovnice)

Pocet jednicek .. ... X, . 8 zaku;
pocet dvojek ...... X+6, ... 14 zaku;
pocet trojek ....... 1, 11 zaku;
pocet Ctyfek ....... 4 7Zaci;
pocetpétek ........ 0, ... 0 zaku.
Potom celkem: x+x+6+ 11+ % =37

25x+17=37 | -17

25x=20 |:25
X =8 zaki.

Zkouska:

Pomér jednicek a ctytek: 8 :4 =2 (-kréat vice);

rozdil dvojek a jednicek: 14 —8 = 6;

celkem: 8 + 14 + 11 + 4 = 37 zaka.

Odpoved:.

8 zakl mélo jednicku, 14 dvojku, 11 trojku, 4 ¢tytku a Zadny pétku.

2. zpusob: (pomoci soustavy rovnic)

Pocet jednicek ... .. X, . 8 zaku;
pocet dvojek ...... Y, .. 14 zak;
pocet trojek ....... z, .. 11 zaka;
pocet Ctyfek ....... w, L. 4 Zéci;
pocetpétek ........ 0, ... 0 zak.



Potom celkem: x+y+z+w=37

X = 2w
y=x+6
z=11

2w+ 2w+ 6+ 11 +w =237
5w+17=37 | -17

5w =20
W =4 [zaci],

_)

| =5

potom feSenije x=8,y=14,z=11, w =4.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky)

y=2w+6

Pocet jednicek je dvojnasobek Ctyiek. Je-li pocet Ctyiek prirozené ¢islo (nebo 0), pocet jedni-
cek je sudé cislo, pocet dvojek je o Sest vétsi nez jednicek a pocet trojek vzdy 11. Volime po-
cet jednicek (sudé Eislo) nebo pocet Ctyfek (ptirozené cCislo), doplnime ostatni hodnoty do
tabulky a hledame, ktera ¢tvetice vyhovuje feseni.

Tabulka 4-8:
jednicky 2 4 6 8 10 12
dvojky 8 10 12 14 16 18
trojky 11 11 11 11 11 11
Ctyrky 1 2 3 4 5 6
celkem 22 27 32 37 42 47

Z tabulky je ziejmé, ze jediné feSeni je: pocet jednicek — 8, pocet dvojek — 14, pocet trojek —
— 11, pocet Ctyfek — 4.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpusob: (Vennovy diagramy)

Danou situaci zobrazime pomoci Vennova diagramu

Obr. 4-7:

b

3

V obr. 4-7 ozna¢ime:
a — jednicky, b — dvojky, ¢ — trojky, d — ¢tyiky.

ZapiSeme-li vztahy, dostavame soustavu rovnic:

a+b+c+d=37,

(1)
(2)
(3)
(4)

a=2d,
a+6=b,
c=11,

Obr. 4-8:

a (8)

¢ (14)
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odkud: 2d+2d+6+11+d=37 | -17

5d=20 |:5

d=4 - a=8, b=14, c=11.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Poznamka:
Vennlv diagram slouzi pouze jako nézor.

Piiklad 2 — FeSent:

Pét litra bilého vina a Sest litrti erveného vina stalo 432 K¢. Jeden litr cerveného vina je o 6
K¢ drazsi nez 1 litr bilého vina. Kolik korun zaplatime za 2 litry bilého a 2 litry ¢erveného
vina?

1. zpisob: (pomoci rovnice)

Litr bilého vina stoji .. ... X [K¢],
litr Cerveného vina stoji ... X+ 6 [Kc].
Potom plati: 5x + 6(x + 6) =432
5x + 6x+36=432 | —36
11x =36 [Kc].

Litr bilého - 36 K¢, .. ... 2litry . .. .. 72 K¢,
litr Cerveného —42 K¢, ... 2 litry . . . .. 84 K¢,
celkem .. 156 K¢.

Zkouska:.
51 bilého ....... 5-36 =180 K¢
61 Cerveného. . ... 6-42 =252 K¢

celkem. . ... 432 K¢
Odpoved.

Za 2 litry bilého a 2 litry cerveného zaplatime celkem 156 K¢.

2. zpusob: (pomoci soustavy rovnic)

Litr bilého vina stoji .. ... X [K¢E],
litr Cerveného vina stoji ... y [K¢].
Potom plati: y=Xx+6
5x + 6y =432
5X +6x +36=432 | —36
11x =36 [Kc].
Litr bilého — 36 K¢, .. ... 2litry .. ... 72 K¢,
litr Cerveného —42 K¢, . .. 2 litry . . . .. 84 K¢,
celkem .. 156 K¢&.

ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (pomoci pruméru — aritmeticky)

Primérna cena jednoho litru vina je 432 : 11 = 39,30 K¢. Rozdil cen je 6 K¢, proto cenu bi-
1€¢ho stanovime na 36 K¢&/I, cenu ¢erveného na 42 K¢/l a provedeme zkousku:

51 bilého ....... 5-36 =180 K¢

61 cerveného. . ... 6-42 =252 K¢
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celkem.....
Pokud by zkouska nevysla, ceny upravime tak, aby jejich rozdil byl vzdy 6 K¢ (az na 10 hal).
Odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpasob: (tisudkem)

Sest litra Gerveného vina je celkem o 6-6 = 36 K¢ draz§i. Odeéteme-li tuto hodnotu od cel-
kové ceny, dostavame 432 — 36 =396 K¢. To je cena 11 litrti levnéjsiho (bilého) vina. Potom
11 bilého vina stoji 396 : 11 =36 K&. Cervené vino je o 6 K& drazsi, jeho 11 stoji

36 + 6 =42 K¢.

2l bilého a 2| cerveného stoji 2-36 + 2-42 = 156 K¢.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (pomér - uzitim modelu Il) *

Pocet litrii bilého vina ............ X [ks], jeho cena za litr .......... u [K¢],
pocet litrt ¢erveného vina ....... y [ks], jeho cena za litr .......... v [K¢],
rozdil mezi cenou Cerveného (drazsi) a bilého vina .................. d [K¢],
CEIKOVA CENA VINA ..ottt ettt ettt eeaaaannans g [K¢],
potom plati (podobné¢ jako v ptikladu A-2):
X+d=y - Xx=y-d
ux+vy=gq ux+vy=4gq
ux+v(x+d)=q u(y-d)+vy=gq
ux+vx+vd=q | -vd uy-ud+vy=q | -ud
U+vx=gq-vd |:@u+v) U+v)y=g+ud |:@u+v)
x=d-vd. (4-6a) y-3*ud (4-6b)
u+v u-+v
Potom celkova cena je
c=2x+2y=2-(q_Vd +q+udj:2_ 29 —vd +ud _o. 2q+d-(u-v) 4-6)
u+v u-+v u+v u+v

V naSem ptipadé: u=5v=6,d=6,q=432.
C=2.2q+d “(u=v) =2.2-432+6-(5—6) =1716=15
u+v 5+6 11 =
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

(o3}

K¢.

Piiklad 3 — FeSeni:

Panové A a B bydli ve vzdalenosti 224 km. Vyjedou-li v autech soucasné ze svych obydli pro-
ti sob¢, setkaji se po 2 hodinach. Pan A ujede za hodinu o 4 km vice nez pan B. Kolik km ura-
zi kazdy z nich za hodinu?

1. zpisob: (pomoci rovnice)
Obr. 4-9:

s1 | s
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Pan z A jede 2 h a ujede za tu dobu o 8 km vice. Proto pro drahy plati:

s; =x[km], s;=x-8[km].
Celkova draha je s =s; + Sy, proto plati:

X+x-8=224 | +8

2x=232 |:2
Xx=116 [km], druhy x—8 =108 [km].

Rychlost pana A je 116 : 2 = 58 km/h, rychlost pana B je 108 : 2 = 54 km/h.
Zkouska:
Rozdil rychlosti je 58 —54 =4 km/h.
Celkova draha je 58-2 +54-2 =224 km.
Odpoved.
Pan A urazi 58 km/h, pan B urazi 54 km/h.

2. zpusob: (pomoci fyzikalnich vzorct)

Obr. 4-10:
A B
> D —a—
S1=Vi- 4 Vi =X th=t,=2
SS=Vo. by Vo =X—4

S1+$,=224 > X.2+(x—4).2=224
2x+2x-8=224 | +8
4x=232 | :4
X =58 [km/h]; v, =x—4 =54 [km/h].
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky)

Vydélime: 224 : 4 = 56. Toto je pramérna rychlost (v km/h) obou. Volime postupné rychlosti
podobné této (zaéneme napt. pro Vi = 54 km/h, v, = 50 km/h) a hledame, kdy bude jejich trasa
rovna 224 km (viz tabulka).

Tabulka 4-9:
pan A 54 56 58 60
pan B 50 52 54 56
trasa . 208 216 224 232

=y

Z tabulky je ziejmé, ze jediné feSeni je vi = 58 km/h, v, = 54 km/
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpusob: (Gisudek)

Urazi-li prvni za 1 h 0 4 km vice nez druhy, za 2 h (do setkani) urazi o 8 km vice. Odecteme-li
8 km od celkové drahy, dostdvame 224 — 8 = 216 km. Toto je draha, kterou by oba urazili,
kdyby se pohybovali rychlosti pomalejSiho (druhého). Rychlost pana z B je tedy 216 : 4 =
=54 km/h. Potom rychlost pana z A je 54 + 4 = 58 km/h.

Zkouska a odpoveéd’ stejné jako v 1.
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5. zpusob: (pomoci prumérné rychlosti)

v=%; s=224km, t=2h; v:2—§4 =112 km/h.

Auta se za hodinu piiblizuji primérnou rychlosti 112 km/h (je to soucet jejich rychlosti). Pla-

Vv, +V, =112}
+
v,-Vv, =4

2v;=116 — v;=58km/h, — v,=54km/h.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

ti:

6. zpusob: (pomoci obecného modelu) *

Obr. 4-11:
A B
———>= -

Vyjdeme ze vzorce pro rovnomérny pohyb a dostdvame:

S1=Vi- 4y Lh=t=t
S2=Vy. b V2:V1—d
S1+S>2 =S - Viti + Wt =S
vit+ (vi—d)t=s
vit+vit—dt=s | +dt
uit=s+dt | :2t
S+dt
v, = : 4-7a
= (4-72)
S+dt s—dt
Protoze vo=v;—d = ;t -d - v,= 5 (4-7b)

Pro s=224km,d=4km/h,t=2h dostdvime:
v _s+dt 224+4.2

A = 58 km/h;
2t 2.2

v, = s—dt _ 224 4.2 — 54 km/h.
2t 2:2

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Piiklad 4 — FeSenti:

Dé¢lnik A by sam provedl vykop za 7 hodin, délnik B sam za 6 hodin. ProtoZe vykop ma byt
skoncen za 2 hodiny, byl piibran jesté dé€lnik C. Za jak dlouho by vykop provedl sam délnik
Cc?

1. zpisob: (pomoci rovnice)

1. d€lnik ... udélasdmpraciza7h ..... zalhudéla ... I prace,
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2.délnik ... udéla sam praciza6h ..... zalhudéla ... % prace,

3. d¢lnik ... udéla sam pracizaxh ..... zalhudéla ... L prace,
Délnici pracuji spole¢né 2 h, proto pro spole¢nou praci plati:
2~1+2-l+2~1 =1
7 6 X
2,124 | - 21x
7 3 X
6x + 7x+42=21x | —13x
42=8x | :8
x=5,25h=5h 15 min.
Zkouska:
1. délnik za2 hudéla .. ... 2 prace,
2. délnik za2 hudéla ... .. 2 =1 prace,
3. délnik za 2 hudéla . .. .. s55 = 5 Drace,

v8ichni pak udélaji dohromady 2+1+2% =578 =21 =1 (tj. celou) praci.
Odpoved:.
Tteti d€lnik by sdm provedl vykop za 5 h 15 min.

Poznamka — speciélni ptipad 1. Zptsobu:

1. délnik ..... zalhudéla ... L prace ..... za2hudéla ... % prace,
2. délnik .. ... zalhudéla ... ¢ prace,..... za2hudéla ... £=1% prace,
3.delnik ... za2 hudéla ... x préce,

Délnici pracuji spolecné, proto pro spolecnou praci plati:

2,10 |- 21

7 3

6+7+21x=21 | -13
21x =8

X = 2 (prace).
Treti délnik udéla za2 h 2 prace, za 1 h polovinu, tj. - prace. Celou praci pak udéla za
21 h=5h 15 min.

2. zpusob: (pomoci rovnice II)

1. dénik ..... zalhudéla ... L prace ..... zaXhudéla ... % préce,
2. délnik ..... zalhudéela ... % prace,..... zaxhudéla ... § prace,
3.d€lndk ... zaXhudéla ... 1 praci,
vSichni délnici za 1 hudé€laji ... § prace, .. ... zaXhudélaji ... 3 prace,
z toho plyne vztah:

AT R

7 6 2

6X + 7x +42=21x |- 13X
42 = 8x : 8
Xx=525 h.

Tteti d€lnik ude€la celou praci 5 h 15 min.
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Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zptsob: (pomoci procent a poméru = trojclenky)

A udélaza7h ...100 %, potom ..... za2hudéla ... (100:7) - 2 = 28, 571 %,
B udélaza6h ...100 %, potom ..... za2hudéla ... (100:6) - 2 = 33, 333 %,
C udélazaxh ...100 %, potom ..... za2 hudéla ... zbytek, tj. .. = 38, 096 %.
Zbytek: 100 — 28, 571 — 33, 333 = 38, 096.
A 2h......... 38,096 (%) A
Xxh... . .... 100 (%)
x_ 100 - 290 . 55501 =5h15min.
2 38,096 38,096

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpusob: (Gsudek)

1. d€lnik ..... zalhudéla ... 1 prace ..... za2hudgla ... 2 prace,
2. d¢nik .. ... zalhudéla ... &
647 _

oba spole¢né pak za 2 h udélaji 2+1 =27 =23 prace.

& prace, .. ... za2hudéla ... % préce,

Na tietiho délnika zbyva 1—33 =2 prace. Jestlize tfeti délnik udéla za2h £ prace,
za 1 h udé¢la polovinu, tj. - prace. Celou praci pak udéla za 2t h=5h 15 min.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpuasob: (pomoci rovnice III)

1. délnik ..... zalhudéla ... L prace ..... za2hudéla ... % prace,
2. délnik .. ... zalhudéla ... ¢ prace,..... za2hudéla ... % préce,
3.d€lnik ... za2hudéld ... Xprace,
potom vSichni tfi spolecné udélaji za 2 h celou praci, tedy plati

2plyx=1 |- 21

6+7+21x=21 |-13
21x=8 — x=3%.
Treti délnik udéla za 1 hod polovinu prace, tj. -; prace. Celou praci pak udéla
za 2t h=5h 15 min.
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

6. zpiisob: (pomoci obecného modelu) *

1. d€lnik ... udélad sam pracizaah ..... zalhudéla ... I prace,
2. délnik ... udéla sam pracizabh ..... zalhudéla ... ¢ prace,
3. délnik ... ud€ld sdm pracizaxh ..... zalhudéla ... L prace,
Vsichni tii délnici ... udélaji pracizash ..... zalhudelaji ... L prace, proto pro spo-
le¢nou praci plati (postupujeme stejn¢ jako pti odvozeni vztahu (5-8d), (viz priloha 2)):
1 11 1
“+=+=== |-abxs
a b x s
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bsx + asx + abs = abx | —asx — bsx
abs = abx — asx — bsx
(@b —as—bs)-x=abs | : (ab—as—bs)
abs

X=—————. 4-8
ab—as—bs (4-8)

Pro a=7,b=6,s=2 dostdvame:
__abs 762 84 oo h_5hismin
ab—-as—-bs 7-6-7-2-6-2 16 -

Varianta C:

Piiklad 1 — FeSenti:
Tt sourozenci méli naSetfeno celkem 1 274 K¢. Petr mél naSetfeno o 15 % vice nez Jirka a
Hanka o 10 % méné nez Petr. Kolik korun m¢l nasetfeno kazdy z nich?

1. zpisob: (pomoci rovnice)

Jirka ....... 100% ...... X [K¢],
Petr ....... 115% ...... 1,15x [K¢],
Hanka ...... 90% ze 115%...... 1,15x -0,9 = 1,035x [K¢],
X+ 1,15x +1,035x =1 274
3,185x=1274 |:3,185
X =400 [K¢],

potom v Jirka m¢l 400 K¢, Petr 1,15 - 400 = 460 K¢ a Hanka 0,9 - 460 =414 K¢.
Zkouska — dosazenim do textu:
Celkem je 400 + 460 + 414 =1 274 K¢.
Odpoved:.
Jirka m¢l nasetfeno 400 K¢, Petr 460 K¢ a Hanka 414 K¢.

2. zpusob: (pomoci soustavy rovnic)

Jirka ............. X [t],
Petr .............. y [t],
Hanka ............ z[t],
X+y+z=1274
y =x + 0,15x
z2=0,9y

x+1,15x+0,9-1,15x = 1 274
3,185x=1274 |:3,185
X =400 [K¢],
potom v Jirka mél 400 K¢, Petr 1,15 - 400 = 460 K¢ a Hanka 0,9 - 460 =414 K¢.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zplisob: (aritmeticky) )

Najdeme ,,stfedni“ hodnotu: 1274 : 3 = 424,6. Zacneme tedy od 420 K¢ a predpokladame, ze
tolik usettil Jirka. Do tabulky zapiSeme vSechny hodnoty vcetné souctu. Protoze vysledny
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soucet je veétsi, budeme postupné ubirat, az se dostaneme k vysledné hodnoté (viz tabulka 4-
9).

Tabulka 4-10:
Jirka...... 100% 420 410 400 390
Petr...... 115% J 483 471,5 460 448,5
Hanka..... 90% P 434,7 424,35 414 403,65
celkem 1337,7 | 130585 | 1274 |1242,15

Z tabulky je ziejmé, ze Jirka mél nasetieno 400 K¢, Petr 460 K¢ a Hanka 414 K¢.

4. zptsob: (pomoci usudku — uziti procent) *

Jirka . . ... L 100%,
Petr . ... ... ... ....... 115%,
Hanka . . . . 90% ze 115% . . . . 103,5%,
celkem 318,5%.
Potom tedy je:
3185% . . ... 1274 K¢,
1% . .... 1274:318,5=4 K¢,
100% (Jirka) . . . . . . 4-100 =400 K¢,
115% (Petr) . . . . .. 4.115 =460 K¢,
103,5% (Hanka) . . . .4-103,5=414 K¢.

Vsichni 400 +460 +414 =1 274 K¢.

5. zpusob: (pomoci rovnice II — uziti procent)

Celkem ...... 100% .. ... 1 274 K¢, z toho
Jirka ......... X %,

Petr ......... 1,15x %,

Hanka ...... 0,9-1,15 = 1,035x %.

Dostavame rovnici
X +1,15x + 1,035x = 100
3,185x=100 | :3,185

X = 31,4%,
potom Jirka .. ... 31,4% .. ... 400,04 = 400 K¢,
Petr ..... 36,1% ..... 459,91 = 460 K¢,
Hanka.... 325% ..... 414,05 = 414 K¢.

Sectenim zjistime Ze hodnoty jsou pfesné, chyby vznikly pfi prvnim zaokrouhlovani a druhym
zaokrouhlenim byly odstranény.

6. zpusob: (pomoci rovnice Il — uziti procent)

Za zaklad nyni vezmeme co nasSetfil Petr. Oznacme 1% . .. .. X.
Celkem ...... 100% ..... 1274 K¢, z toho

Petr ......... 100x,

Jirka ......... 86,96x,

Hanka ........ 90x,

Potom dostdvame rovnici
100x + 86,96x + 90x = 1 274
276,96x = 1274 | :276,96
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X = 4.,6.

Petr ......... 100x = 460 K¢,
Jirka ......... 86,96x = 400 K¢,
Hanka ........ 90x = 414 K¢,
celkem 1274 K¢.
Poznamka:
Vypocet ,,Jirkova koeficientu u X:
100....... p
! 115....... 100 v
2
_p _100 _ 1007 . g6.96
100 115 115 ——

Priklad 2 — FeSent:
Ze dvou druhti ¢aje o cen¢ 160 K¢ a 220 K¢ za 1 kilogram se mé pfipravit 20 kg smési v cen¢
205 K¢ za 1 kilogram. Kolik kilogramt kazdého druhu ¢aje bude tieba smichat?

1. zplsob: (pomoci jedné rovnice o jedné neznamé)

Mnozstvi 1. druhu ¢aje (po 160 K¢) ............ x [ka],
mnozstvi 2. druhu ¢aje (po 220 K¢) ............ 20 — x [Kka],
160-x + 220- (20 — x) = 20- 205
160x + 4 400 — 220 x =4 100 —4400
—60x=-300 [:(-60)
X=5[kg] ... prvniho druhu ¢aje,
druhého druhu ¢aje: 20 —x = 15 [Kg].
Zkouska — dosazenim do textu:
5-160= 800 K¢,
15-220 =3 300 K¢,

Celkem ...... 4 100 K¢.
4100 : 20 =205 K¢.
Odpoved:.

Prvniho druhu ¢aje bylo 5 kg, druhého druhu bylo 15 kg.

2. zpusob: (pomoci soustavy dvou rovnic o dvou neznamych)

Mnozstvi 1. druhu ¢aje (po 160 K¢) ............ X [kd],
mnozstvi 2. druhu ¢aje (po 220 K¢) ............ y [ka],
X+y=20 |-x
160-x +220-y = 205-20
y=20-Xx

160-x +220-(20 —x) =4 100
160x + 4 400 — 220 x =4 100 |—4400
~60x=-300 |:(-60)
x=15T[kg] ... prvniho druhu ¢aje,
druhého druhu ¢aje: 20 — x = 15 [Kg].
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
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3. zpilisob: (aritmeticky postup) *

Celkova cena smési je 4 100 K&. Do tabulky budeme postupné zapisovat jednotlivé moznosti
tak, ze zaCneme mnozstvim 0 kg prvniho Caje a postupné, po 1 kg, budeme mnozstvi zvétso-
vat. Do posledniho fadku budeme zapisovat celkovou cenu (viz tabulka 4-10).

Tabulka 4-11:
drazsi kg 0 1 2 3 4 5 6
druh caje cena 0 160 320 480 640 800 960
levnéjsi kg 20 19 18 17 16 15 14
druh caje cena || 4400 | 4180 | 3960 | 3740 | 3520 | 3300 | 3080
celkem 4400 4340 4 280 4220 4160 4100 | 4040

Z tabulky je zfejmé, Ze levnéjsiho Caje bude 5 kg, drazsiho 15 kg.

4. zpusob: (sudkem) *

Celkova cena 20 kg smési je 205-20 = 4 100 K&. Kdyby ve smési byl jen lacingjsi Caj, stalo
by 20 kg smési 160-20 = 3 200 K¢&. Protoze celkové cena smés je 0 4 100 — 3 200 = 900 K¢
veétsi a 1 kg druhého ¢aje 0 220 — 160 = 60 K¢ drazsi, bude drazsiho ¢aje ve smési 900 : 60 =
15 kg. Levnéjsiho ¢aje pak bude ve smési 5 kg.

Poznamka:
Na zékladé¢ stejného principu by se uloha fesila graficky.

5. zpusob: (uziti obecného modelu) *

1. druh ¢aje (levngjsi) ........ cena Cp [K¢E], ........ mnozstvi my [Kg],
2. druh ¢aje (drazsiho) ....... cena Cp [K¢E], ........ mnozstvi m; [kg],
SMES CAJC +vvnveranieananennnnn, cena C[K¢], ........ mnozstvi m [kg].
Potom plati (stejné jako pii odvozeni vztaht (4-1a), (4-1b) v modelu 1 v piiloze 1):
my+my=m
c,m, +c,m, =cm
1) m,=m-my 2) mi=m-m,
¢,m, +c,m—c,m, =cm  |-com ¢,m, +c,m—c,m, =cm | -cim
m, -(c, —¢,) =cm—c,m | : (c1—¢) m,-(c,—¢,)=cm-cm | :(ci—cp)
cm —c,m cm —¢,m
m, =-——>2—; (4%9) m,=——"—. (4-9b)
C,—C, C, —C

V naSem piipadé: ¢; =160 K¢, ¢, =220 K¢, ¢ =205 K¢, m = 20 kg.
_ctm-c,m 205-20-220-20 -300

m = 5Kkg.
'oc-c 160 - 220 “e0 >
_cm-c¢m 205-20-160-20 900 15 k
2 ¢,—-c, 220160 60 o

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
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6. zpusob: (uziti modelu IT — pomoci poméru) *

Vyjdeme z vysledki predchoziho feseni. Podle ptedchoziho je pomér m, :m,:

(c-c,)m
m_ G-=C _ (c—c,)m(c, —c,) _G=¢C
m, (C_Cl)m (c—c)m(c,—-¢c,) c-g¢
C, -G
Pomér mnozstvi je nepifimo tmérny rozdilu praimérné ceny od jednotlivych cen, tj.

m Cc,—C

1 - (4-10)
m, c-c,

Plati tedy mj; : m, = (220 —205) : (205 -160) = 1: 3.
Mnozstvi my je + z 20 kg, tj. 5 kg; mnozstvi m, je 2 z 20 kg, tj. 15 kg.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Piiklad 3 — FeSent:

Auto ujelo vzdalenost mezi mésty A a B za 4 hodiny. Kdyby se primérna rychlost auta zvysila
o 17 km/h, ujelo by auto tuto vzdalenost o hodinu diive. Urcete rychlost auta a vzdalenost
mezi mésty A a B.

1. zpisob: (pomoci porovnani drah — uziti rovnice)

Oznaéme si neznamou rychlost osobniho auta x [km/h]. Osobni auto ujede v prvnim ptipadé
(pti rychlosti X km/h) vzdalenost z A do B za 4 hodiny, proto hledana vzdalenost je 4x [km].
V druhém piipadé (pfi rychlosti X + 17 km/h) ujede vzdalenost z A do B za 3 hodiny, proto
hledana vzdalenost je 3- (X + 17) [km]. Vzdalenosti se rovnaji, tedy:

4x=3-(x +17)
4x=3x+51 | —3x
x=51 [km/h],

s=51-4 =204 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

Prvni ptipad ............... 204 [km],
druhy pfipad ............. 68-3 =204 [km],
tedy obé& vzdalenosti se rovnaji.

Odpoved:.

Osobni auto jelo ptuvodné rychlosti 51 km/h a vzdalenost mezi A, B je 204 km.

Poznamka: (jiny mozny vypocet)

Za neznamou vezmeme vzdalenost mezi A a B, oznaéme opét x [km]. Potom rychlost auta je
X X .

V prvnim piipadé K V druhém ptipadé 3" Pro rychlosti plati:

X X

—-2=17 |12
3 4
4x — 3x =204

x =204 [km]

Potom rychlost auta je v prvnim pfipadé 204 : 4 =51 km/h, v druhém piipadé 204 : 3 =
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=68 km/h.
2. zpusob: (pomoci fyzikalnich vzorcil)

Obr. 4-12:
A B
¥4
e
Vo
o
S 1
s=vity sS=v; -4
S=Vyty s=Vv,-3=(vp +17) -3,
potom vi-4=(vp+17) -3

4y, = 3vq; + 51 |—3V1
vy =51 [km/h]
s=vi-4=51-4=204 km.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Poznamka: (jiné uziti vzorcq, tj. jiny vypocet)
Vzorec pro rovnomérny pohyb: s=v-t — t=—.
v

Prvni pfipad: auto ujelo vzdalenost za 4 hodiny, potom S_ 4 — s=4v.
\'

Druhy ptipad: auto ujelo vzdalenost za 3 hodiny, potom =3 — s=3v+5L

v+17
Protoze se drahy rovnaji, plati:
4v=3v+51 |-3v
vi =51 [km/h] — v;=51+17 =68 [km/h] a drdha
s = 204 [km]
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky) *

Volime mensi rychlost, K ni pfifadime velikost drahy, kterou auto ujede za 4 hodiny a to samé
pro rychlost auta o 17 km/h vétsi. Hodnoty zapiSeme do tabulky a hledame ptipad, kdy obé
drahy budou stejné velké.

Tabulka 4-12:
mensi rychlost 20 30 40 50 55 . 51
drdhaza4h 80 120 160 200 220 . 204
vétsi rychlost 37 47 57 67 72 . 68
drdhaza3h 111 141 171 201 216 . 204

Z tabulky je ziejmé, ze mensi rychlost bude 51 km/h, vétsi rychlost 68 km/h a celkova draha
204 km.
4. zpisob: (asudek)

KdyzZ auto zrychli o 17 km/h, pfijede do cile za 3 hodiny a uSetii 1 hodinu, tak jeho rychlost
musi byt (Ize to dokazat obecné):
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3-17 =51 km/h.
(Kdyby auto usettilo 2 hodiny, musime vysledek délit 2.)

o e 7 o N - T
5. zpusob: (pomoci nepfimé umernosti)

Ozna¢me ptivodni rychlost X km/h. Potom mezi rychlostmi a ¢asem je nepfimd imérnost:

alh]....... x[km/h]
\J 0
3h]....... x+17[km/h]
x+17 _4 | . ax
X 3
3x + 51 = 4x
x = 51 [km/h].

Druha rychlost je 68 km/h a vzdalenost A, B je 204 km.

6. zpusob: (pomoci poméru) *

v, t
S:V]_t]_, S:V2t2 — V1t1:V2t2 — —1:—2
V2 tl
v, 3
== = V=31V,
v, 4
v, =V, +17
_ 3 3
v, =5V, +17 | -3y,
1 —
iv,=17 | -4

V=68 [km/h] — vy =51[km/h] — s=204 [km].

7. zpusob: (pomoci obecného modelu) *

s=vt ..... S=vil;, S=Vobp
Vo=Vi Vg th=ti—tg — th=t; -t
Vltl = V2t2
Vit1 = vty + Vol | —vibp

ity — Vatz = Vol

V1(t1 - tz) = Vpty | : (tl - tz)
Vi = Vol,

tl B tz

Vol . ... potom v, = = (4-11)
t, t

|
— o<
o —

s

V naSem ptipad€ konkrétné:
V0:17km/h,t1:4h,t2:3h,t0:1h.

17-3 17-4

Vi = =S =51 km/h; v, = 1 =68 km/h, s=51-4=68-3 =204 km.

Priklad 4 — FeSent:

Vodni nadrz se naplni jen prvnim ptitokem za 10 hodin, jen druhym za 12 hodin a jen tietim
za 15 hodin. Za jak dlouho se naplni, budou-li otevieny vSechny tii pfitoky soucasné?

1. zpisob: (rovnice — uziti normy za 1 minutu)
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1. pfitokem natece nadrz .......... zalOh........ za | h nate¢e { nadrze,

2. ptitokem nateCe nadrz .......... zal2h....... za | h nate¢e {4 nadrze,
3. ptitokem natee nadrz .......... zalSh...... za | h nate¢e % nadrze,
vSemi pfitoky natece nadrz ....... zaXh.......... za | h nate¢e + nadrze;
potom plati:

1,111 | - 60x

10 12 15 «x

6x + 5X + 4x = 60

15x=60 | : 15
x=4 [h].

ZkousSka:

1. ptitok: voda natéka 4 h, tj. nateCe: 4- i = E nadrze,
10 5
2. ptitok: voda natéka 4 h, tj. natece: 4- é = % nadrze,

3. ptitok: voda natéka 4 h, tj. natece: 4 % = % nadrze,

celkem natece: 2 + 1 + 4 = O+5+4 _ 1, tedy pfesné cela nadrz.
3 15 15

Odpoved.
Nédrz se naplni vSemi pfitoky za 4 hodiny.

2. zpusob: (pomoci rovnice II)

1. ptitokem nateCe nadrz .......... zalOh........ za | h nate¢e 5 nadrze,
2. ptitokem nateCe nadrz .......... zal2h....... za | h nate¢e 4 nadrze,
3. ptitokem nateCe nadrz .......... zalSh...... za | h nate¢e & nadrze,
vSemi piitoky nateCe celd nadrz ....... za X h, plati tedy

xtxtoxtog | - 60
10 12 15
6X + 5x + 4x =60
15x=60 | : 15
x=4 [h].
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpisob: (aritmeticky + Gisudek a celkovy objem)

Zvolime si objem nadrze (velikost nadrze kupodivu nema vliv na ¢as naplnéni — ¢im je nadrz
vétsi, tim bude vétsi vykon pfitokl, oboji neni pfedmétem feseni), napt. V = 120 | (objem
volime tak, aby byl délitelny vSemi Casy).

1. pritok naplniza 1 h 120 : 10 =121,

2. piitok naplniza 1 h 120 : 12 =101,

3. pritok naplni za 1 h 120 : 15 =8|,

Dohromady natece za 1 h v§emi ptitoky 12 + 10+ 8 =30 I.

Nadrz se vSemi pfitoky naplni za 120 : 30 = 4 hodiny.
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Poznamka — obecne:
1. pfitok naplniza 1 h V:101,
2. ptitok naplniza 1 h V: 12,
3. pritok naplniza 1 h V:151,
< . vV V V
Dohromady natece za 1 h vSemi ptitoky 0 +—+—=

Vi
12 15 4

Nédrz se vSemi piitoky naplni za V : % = 4 hodiny.

4. zpusob: (uzitim tsudku) *

Za 1 h nateCe prvnim piitokem 55 nadrze, druhym pfitokem % nadrze, tietim pfitokem
L mhdede vami tbamimale 1 4 1 1 _ 1 o241

iz nadrZe, vSemi tiemi pak 5+ 15 + 5z = 7 nadrze.

Kdyz za 1 h natece ¢tvrtina nadrze, celd nadrz natece za 4 hodiny.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (uzitim obecného modelu) *

1. pfitok .... vodanatékaa h .... za 1 hnateCe 1 nadrze,
2. ptitok .... vodanatéka b h .... za I hnateCe + nadrze,
3. pfitok .... vodanatéka b h .... za 1 hnateCe L nadrze,

vSemi piitoKy .... voda natéka X h ....za | h natee 1 nadrze;

vSemi pfitoky také natee za 1 h ... 1+1+21 nadrze a tedy plati:
(stejné jako v ptikladu B-4; postupujeme jako pii odvozeni vztahu (5-8a), pfiloha 2):
11 1 1
a b c x
1 ab+ac+bc
x  abc
__ apbc . (4-12)
ab+ac +bc

10-12-15 _1800_,,

Je-lia=10h,b=12h,c=15h, potom x = = 4h
10-12+10-15+12-15 450

Vsemi pfitoky se nadrZ naplni za 4 hodiny.
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

Varianta D:

Piiklad 1 — FeSent:

Zakaznik si koupil tricko, kravatu a koSili. Nejprve si vybral kosili, k ni pak kravatu, ktera
byla ttikrat levnéjsi nez kosile. Nakonec si koupil tricko, které bylo o 140 K¢ drazsi nez kra-
vata. Celkem zaplatil 940 K¢&. Kolik zaplatil za kravatu, kolik za tricko a kolik za kosili?
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1. zpusob: (pomoci rovnice)

kravata ............. X [K¢],
kosile ............. 3x [K¢],
triCko oo X + 140 [K¢],
X+3x +x+140 =940 |-140
5x=800 |:5
x = 160 [K&],

potom kravata stala 160 K¢, kosile 3 - 160 = 480 K¢ a tricko 160 + 140 = 300 K.
Zkouska — dosazenim do textu:

Celkem je 160 + 480 + 300 = 940 K¢.

Odpoved.

Kravata stala 160 K¢, kosile 480 K¢ a tricko 300 K¢.

2. zpusob: (pomoci soustavy rovnic)

kravata ............. X [K¢],
kosile .............. y [K¢],
tricko ..ooeenn.. .. z [K¢],
X+y+2z=940
y = 3X
z=x+140
X+3X +x+140 =940 |-140
5x =800 |:5
x =160 [K¢],

potom kravata stala 160 K¢, kosile 480 K¢ a tricko 300 K¢&.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky)

Zvolime si cenu koSile (nejlépe dé€litelnou tfemi), vypocteme ceny ostatnich koupenych vy-
robku a pak cenu, kterou zaplatil. Protoze celkova cena je mensi nez 940, budeme cenu kosile
zvySovat (vysledky budeme zapisovat do tabulky), aZz se nam podafi najit hodnoty, jejichz
soucet je 940.

Tabulka 4-13:
kosile 300 360 420 480 540
kravata 100 120 140 160 180
tricko 240 260 280 300 320
soucet 640 740 840 940 1040

Z tabulky je jasné, Ze kosile stala 480 K¢, kravata 160 K¢ a tricko 300 K¢.

4. zpusob: (pomoci tsudku) *

Celkova cena je pétinasobek ceny kravaty zvétSeny o 140. Potom pétinasobek ceny kravaty je
940 — 140 = 800 a cena kravaty je 800 : 5 = 160 K¢&. Kosile mé cenu trojnasobnou, tedy
3-160 =480 K¢ a tricko je o 140 K¢ drazsi nez kravata, stoji tedy 160 + 140 = 300 K¢.
Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.
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Priklad 2 — FeSent:
20 brouku a pavoukti ma dohromady 146 nohou. Kolik je brouki a kolik je pavoukt, ma-li
brouk 6 nohou a pavouk 8 nohou?

1. zpisob: (pomoci jedné rovnice o jedné neznamé)

Pocet pavoukt ............ X [Ks],
pocet broukti ............ 20 — x [ks],
8-x+6-(20—x) =146
8x +120 - 6x =146 |-120
2x=26 |:2

x=13[ks] ... pavoukda,
brouk je: 20 —x =7 [Ks].
Zkouska — dosazenim do textu:

13-8 =104 ks,

7-6= 42Kks,

Celkem ...... 146 ks.
Odpoved.

Pavouki je 13, brouku 7.

2. zpusob: (pomoci soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych)

Pocet pavouku ............ X [Ks],
pocet broukdl .............. vy [ks],
X+y=20 — y=20-X
8-x+6-y=146
8-x+6-(20—x) =146
8x+120 - 6x =146  |-120
2x=26 |:2

x=13 [ks] ... pavoukd,
brouku je: 20 —x =7 [ks].
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky postup)

Brouci maji 6 nohou, pavouci 8. Zvolime si jejich libovolny pocet (celkem jich musi byt 20),
napt. 10 a 10 a vypocteme, kolik je to nohou. ProtoZe vysledek je mensi nez 146, budeme
zvétsovat mnozstvi pavoukll a zmensovat mnozstvi broukl. Vysledky zapiSeme do tabulky:

Tabulka 4-14:
brouk 10 9 8 7 6
pavouk 10 11 12 13 14
celkem 140 142 144 146 148

Z tabulky je ziejmé, Ze broukii bude 7 a pavouki 13.

4. zpasob: (tisudkem)
Pocet nohou, kdyby byli jen brouci: 20-6 = 120.
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Pocet zbylych nohou: 146 — 120 = 26.

Pavouk ma o 2 nohy vice, proto pocet pavouku je: 26 : 2 = 13.
Z toho plyne, ze broukt je 20 — 13 =7.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (graficky)

Zobrazime nejdiive dvacet jedinct se Sesti noziCkami. Celkem to je 120 nozic¢ek. Zbyvajicich
26 nozicek priddvame po dvou. Bude to celkem ke 13 jedinctim.
(Jedna se vlastné o grafické zobrazeni pfedchoziho postupu — tsudku.)

6. zpusob: (graficky — pomoci funkci)

Vyjadiime pomoci proménnych X (pocet broukt) a y (pocet pavoukil). Dostdvame vztahy, ze
kterych postupné dostaneme dv¢ funkce
X+y=20 — y=20-Xx,
8:-x+6-y=146 — y=2-2x.
Sestrojime v jedné soustaveé souradnic oba grafy a soutfadnice pruseciku téchto grafii jsou hle-
dané hodnoty.

Obr. 4-13:

wid |

0f 4 5 7 1o 15 2

Y 25 X

Z grafu je zfejmé, Ze pocet broukt je 7 a pocet pavouk je 13.
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

7. zpusob: (pomoci obecného modelu) *

Pocet pavouktl ........ X[ks] ..... pocet jejich nohou ........ a,
pocet broukt ......... ylks] ..... pocet jejich nohou ........ b;
pocetvsech .......... g[ks] ..... pocet vSech nohou ........ p.
Plati (postupujeme stejné jako v piikladu B-2):
X+y=q
ax+by=p
1) y=0q-X 2) X=q-Yy
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ax+bg-bx=p | —bg ag-ay+by=p | —ag
x-(@-b)=p-bg |:(@-b) y-(b—a)=p-aq |:(b-a)
x—P=ba (4-13a) y=24-pP (4-13b)
a—b a—b
V nasem ptipadé: a =8, b =06, p= 146, q = 20; potom
X=p—bq=146—6-20=13; yzaq—p=8-20—146:7l
a-b 8-6 = a-b 8-6 =
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

Piiklad 3 — FeSent:
Varianta D:
Po dvojkolejné trati mezi stanicemi K a M jely proti sob¢é dva vlaky. Prvni vlak projel vzdale-
nost mezi stanicemi za dvé hodiny, druhy, ktery mél primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, ji
projel za 1,5 hodiny. Vypocitejte primérné rychlosti obou vlakil a vzdalenost stanic K a M.
Varianta Dy:
V pétek urazil nékladni vlak vzdalenost mezi stanicemi Ka M za 2 hodiny. Dal$i nakladni
vlak z K m¢l v sobotu primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, takze do M piijel uz za 1,5 hod.
Vypocitejte prumérné rychlosti obou vlakl a vzdalenost stanic K a M.

1. zpusob: (pomoci porovnani drah — uZiti rovnice)

Ozna¢me si neznamou rychlost pomalejsiho vlaku x [km/h]. Tento vlak ujede vzdalenost
mezi stanicemi K do M za 2 hodiny, proto hledana vzdalenost je 2x [km]. Rychlejsi vlak
ujede vzdalenost mezi K a M za 1,5 hodiny rychlosti X + 15 [km/h], proto hledana vzdalenost
je 1,5-(x + 15) [km]. Vzdalenosti se rovnaji, tedy:
2x=1,5-(x + 15)
2x=15x+22,5 | —15x
05x=22,5 |-2
X =45 [km/h], druhy vlak: x + 15 = 60 [km/h],
s =45-2 =90 [km].
Zkouska — dosazenim do textu:

Pomalejsi vlak ............... S; =45-2 =90 [km],
rychlejsi vlak ................ S, =60-1,5=90 [km],
tedy ob¢ drahy se rovnaji.

Odpoved:.

Pomalejsi vlak jel rychlosti 45 km/h, rychlej$i vlak rychlosti 60 km/h a vzdalenost mezi K, L
je 90 km.

Poznamka: (jiny mozny vypocet)
Za neznamou vezmeme vzdalenost mezi K a L, ozna¢me opét X [km]. Potom rychlost prvniho

vlaku je g , druhého vlaku % Pro rychlosti plati:

X X

= --=15 |-6
15 2
4x —3x =90

x =90 [km]

Potom rychlost pomalejsiho vlaku je 90 : 2 = 45 km/h, rychlejsiho vliaku je 90 : 1,5 =
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=60 km/h.

2. zpusob: (pomoci fyzikalnich vzorcit)

s=vity S=Vy-2
S=Vyty s=v,-15=(v; +15) -1,5,
potom vi-2=(vp+15)-15

2vi=15v;+22,5 |-15v
05vi=225 |-2
v1=45 [km/h] — v, =v;+15=60 [km/h],
s=vi-2 =452 =90 km.
Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.

Poznamka: (jiné uziti vzorct, tj. jiny vypocet)
Vzorec pro rovhomérny pohyb: s=v-t — t=

Pomalejsi vlak ujel vzdélenost za 2 hodiny, potom —=2 — s=2v.

Rychlejsi vlak ujel vzdalenost za 1,5 hodiny, potom %5 =15 — s=15v+225.
V+

Protoze se drahy rovnaji, plati:
2v=15v+225 |-15v
05v=225 |-2
vi =45 [km/h] — v,=45+15=60[km/h] a draha
s =90 [km]
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

3. zpusob: (aritmeticky)

Budeme volit celkovou drahu a pocitat rychlosti v, v* obou vlaka. Potom vypocteme rozdil
rychlosti a zapiSeme do tabulky. Budeme pokracovat tak dlouho, az rozdil rychlosti bude 15
km/h.

Tabulka 4-15:
110 105 100 95 90 85
55 52,5 50 47,5 45 42,5
v 73,3 70 66,7 63,3 60 56,7
V-v 18,3 17,5 16,7 15,8 15 14,2

Z tabulky je ziejmé, ze rychlosti vlakt jsou 45 km/h, 60 km/h a celkova trasa je 90 km.

4. zpisob: (Gsudek)

Rychlejsi vlak ujede za hodinu o 15 km vice, za 1,5 hodiny (doba jeho jizdy) o 22,5 km vice
(a je v cilové stanici). Pomalejsi vlak jede jesté pul hodiny. Za tuto dobu musi ujet 22,5 km
(oba vlaky projedou stejnou trat’, i kdyz opa¢né), z toho plyne, Zze jeho hodinova rychlost je
dvojnasobnad, tedy 45 km/h.

Zkouska a odpovéd’ stejné jako v 1.
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5. zpusob: (pomoci nepfimé timérnosti)

Rychlost prvniho vlaku ozna¢me v [km/h], potom rychlost druhého je v + 15 [km/h]. Prvni
vlak projede trasu za 2 h, druhy za 1,5 h. Jejich rychlosti a ¢asy jsou nepfimo imérné:

v+15...... 15 v
v+15 _ i | . 15v
v 15

15v+225=2v | 1-15v
225=05v | :0,5v
v = 45 km/h, rychlost druhého vlaku v’ = 60 km/h.
Vzdalenost stanic K, M je 45-2=60-1,5=90 km.

Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

6. zpusob: (pomoci obecného modelu) *

I kdyz text je formulovan odlisné€, princip ulohy je stejny jako v prikladu C-3. Pfi stejném
znaceni dostavame pro rychlosti vy, v, vztahy (4-11):
v Voo Vols. o Vol Vol
t,-t, t,—t, t

1
0

V naSem piipad¢ konkrétné:
Vo=15km/h, t;=2h,t,=15h,t,=0,5h.

vy = % =45km/h; v, = % =60 km/h, s=45.-2=60-15 =90 km.

Piiklad 4 — FeSent:

Prvnim kombajnem Ize sklidit obili z urc¢itého lanu za 30 hodin, druhym, vykonné&j$im kom-
bajnem za 20 hodin. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklizelo sou-
¢asné obéma kombajny, ale druhy kombajn se porouchal a prvni jesté pracoval sam 5 hodin,
aby dokoncil sklizen?

1. zptsob: (rovnice — uziti normy za 1 minutu)

1. kombajnem .......... za30h........ za | h se sklidi 35 lanu,
2. kombajnem .......... za20h........ za | h se sklidi 55 lanu,
obéma kombajny ....... zaxh.......... za 1 hse sklidi % lanu;

navic prvni kombajn dokon¢il praci za 5 hodin, tj. udélal 5- % = % préce, zbyva % prace,

potom plati:
i+i:1.§ | . 60X
30 20 x 6
2x+3x =50

5x=50 | :5
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x=10 [h].
Celkem sklizeno za 10 + 5 = 15 hodin.
Zkouska:

1. kombajn pracoval 15 hodin, sklidil 15~% =% lanu, 2. kombajn pracoval 10 hodin, sklidil

1 1 1 1
10-— == lanu, spole¢né sklidily: =+ = =1, tedy pfesné cely lan.
20 2 u, Sp y 55 Yp y

Odpoved.
Obéma kombajny bude lan sklizen za 15 hodin.

2. zpusob: (pomoci rovnice II)

1. kombajnem .......... za30h........ za 1 h se sklidi 35 lanu,
2. kombajnem .......... za20h........ za 1 h se sklidi 55 lanu,
obéma kombajny ....... zaxh.......... za 1 hse sklidi + lanu;
potom plati:
1 1
(X+5)-—+x-—=1 |- 60
30 20
2x+10+3x =60 |-10
5x =50 :5
x=10 [h].

Celkem sklizely oba kombajny pole 15 hodin.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
3. zplsob: (Gsudek a pomér = algebraicky)
1. kombajnem .......... za30h........ za | h se sklidi 35 lanu,
2. kombajnem .......... za20h........ za | h se sklidi 55 lanu,
oba spole¢né sklidi celé pole za X h, proto plati

XX | . 60

30 20

2x +3x =60
5x=60 | :5
x =12 [h].

Oba spolecné by celé pole sklidili za 12 hodin, ale druhy nepracoval cely ¢as a praci dokon¢il
prvni za 5 hodin. Dobu, kterou nepracovali spolecné, vypocteme pomoci piimé imérnosti
(doba odpracovana spole¢né je umérna dob¢ odpracované jednim kombajnem):

y=2
Z toho plyne, Ze praci, kterou udélaji oba spole¢né za 2 h, zvladne prvni kombajn za 5 h. Tedy

vysledny ¢asje c=x—-2+5=15h.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

4. zpuasob: (uzitim tsudku)
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1. kombajn ..... za30h ..... sam pracuje S h ... sklidi ¢ pole,

2. kombajn .. ... za 20 h,

zbyva pro spole¢nou praci ... 1-$=2 pole;

spole¢né ....... zalh ... &+ =2 pole,potomzal0Oh ... 2 pole, coz je jejich spo-
le¢ny ukol.

Celkem budou sklizet 5+ 10 = 15 hodin.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.

5. zpusob: (Gsudek IT)

Vypocteme si v jakém pomeéru oba kombajny pracuji

1. kombajnem .......... za30h........ za 1 hsesklidi 55 lanu ......... udéla x prace,
2. kombajnem .......... za20h........ za 1 hsesklidi 55 lanu ......... udéla y prace,
pomeér praci vypocteme z toho, Ze prace a ¢as jsou nepiimo umeérné:
) QP 30 dni
\J .
Yoot 20 dni
E:E — X:y=2:3
y 30

Pokud pracuji celou dobu spole¢né, vykona prvni kombajn £ prace, druhy kombajn £ prace.

Prvni kombajn navic dokoncil praci za 5 hodin, tj. udélal 5- % = % prace, zbyva % prace,

proto: 1. kombajn udéla §§+% = % prace, coz mu trva 15 hodin;
. .35 1 y . .
2. kombajn ud¢la —- 5 = — prace, coZ mu trva 10 hodin.

Protoze druhy kombajn pracuje vyhradné v dobé, kdy pracuje i prvni, bude pole sklizeno za
15 dni.
ZkouSka a odpoved’ stejné jako v 1.

6. zpiisob: (uzitim obecného modelu) *

1. kombajn .... sklizilan a h .... za 1 hsklidi + lanu,
2. kombajn .... sklizilan b h .... za 1 h sklidi

oba kombajny .... sklizi lan xh ....za 1 hsklidi < lanu;

Tl o

lanu,

navic prvni kombajn pracuje K hodin, tj. druhy pracuje jen X —k hodin..
Z toho plyne (podobné¢ jako pii odvozeni vztaht (5-5), ptiloha 2):

x-£+(x—k).1=l | - ab
a b
bx+ax—ak=ab | +ak
(a+b)-x=ab+ak |:(a+Db)
ab + ak
X = .
a+b

(4-14)
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Je-lia=30h,b=20h,k=5h, potom x = 30-20+30:5 750 _ 5 h, to je celkova doba
30+ 20 50

prace.
Zkouska a odpoved’ stejné jako v 1.
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4.3. Vyhodnoceni uzitych postupt
Ptehled uzitych postupt uvadéji nasledujici tabulky:

Tabulka 4-16 — Piehled v§ech uzZitych postupt ve vS§ech skupinach (pro jednodussi
porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - sk. A - D:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specidlni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 81,0 15 0,7 0,4 0 9,7 6,7 100%
pf. 2 53,5 3,3 2,2 1,1 2,6 115 25,7 100%
pf. 3 42,4 11 10,8 0 1,1 11,2 33,5 100%
pf. 4 41,3 19 9,3 0 0,4 4,5 42,8 100%
celkem 54,6 2,0 5,8 0,4 1,0 9,2 27,1 100%
Zakladni 8koly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 76,6 0,8 0,8 0 0 14,5 7,3 100%
pf. 2 57,3 2,4 0,8 1,6 0,8 11,3 25,8 100%
pF. 3 41,1 0,8 5,6 0 0 11,3 41,1 100%
pi. 4 37,1 0 6,5 0 0 0,8 55,6 100%
celkem 53,0 1,0 34 0,4 0,2 9,5 32,5 100%
Stfedni Skoly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 84,8 2,1 0,7 0,7 0 55 6,2 100%
pF. 2 50,3 4,1 3,4 0,7 4,1 11,7 25,5 100%
pF. 3 43,4 14 15,2 0 2,1 11 26,9 100%
pr. 4 44,8 3,4 11,7 0 0,7 7,6 31,7 100%
celkem 55,9 2,8 7,8 0,3 1,7 9,0 22,6 100%
Gymnazia - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 85,6 25 0 0,8 0 59 51 100%
pF. 2 60,2 51 2,5 1,7 51 10,2 15,3 100%
pF. 3 42,4 1,7 12,7 0 1,7 11,0 30,5 100%
pF. 24,6 4,2 15,3 0 0,8 7,6 47,5 100%
celkem 53,2 3,4 7,6 0,6 19 8,7 24,6 100%

Tabulka 4-16 jasné ukazuje, ze pii feSeni preferovali zaci a studenti uziti rovnic, cel-
kové vice nez polovina. Na dal$im misté ve frekvenci ,,uziti* bylo to, Ze uloha nebyla feSena.
NeteSenych tloh piibyvalo s nartstem obtiZznosti t€chto tlloh. Na zvySeném poctu nefeSenych
uloh se ziejmé také podilelo to, ze feseni Glohy bylo ponechano az na zavér a pak nezbyl fesi-
telim cCas. Proto nej¢astéji nefeSenou tlohou byl ptiklad ¢. 4, ktery byl v textu uveden jako
posledni. NeteSenych uloh byla asi ¢tvrtina. Dale v pofadi bylo uziti Gsudku, jeho zastoupeni
bylo kolem 5 procent. Velmi malo byly vyuzivano aritmetického feSeni, grafické feSeni a né-
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které specidlni metody. Témét 10 procent postupli nebylo mozné piesné urcit, proto zistaly
nezafazeny a jsou uvedeny ve zvlastni kolonce.

Celkove je mozné fici, ze mezi volenymi postupy nebyl pii porovnévani vSech variant
A — D vyrazny rozdil mezi jednotlivymi typy Skol. Snad jen Z4ci zakladnich Skol pouzivali
mén¢ usudku, o to vice pak priklady nefesili.

Tabulka 4-17 — Piehled v§ech uZitych postupi ve vS§ech skupinach (hodnoty jsou uvede-

ny v absolutnich ¢islech):

VSechny Skoly - sk. A - D:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specidlni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 218 4 2 1 0 26 18 269
pf. 2 144 9 6 3 7 31 69 269
pf. 3 114 3 29 0 3 30 90 269
pr. 4 111 5 25 0 1 12 115 269
celkem 587 21 62 4 11 99 292 1076
Zakladni Skoly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 95 1 1 0 0 18 9 124
pf. 2 71 3 1 2 1 14 32 124
pF. 3 51 1 7 0 0 14 51 124
pi. 4 46 0 8 0 0 1 69 124
celkem 263 5 17 2 1 47 161 496
Stfedni Skoly - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 123 3 1 1 0 8 9 145
pF. 2 73 6 5 1 6 17 37 145
pF. 3 63 2 22 0 3 16 39 145
pr. 4 65 5 17 0 1 11 46 145
celkem 324 16 45 2 10 52 131 580
Gymnazia - sk. A - D:
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 101 3 0 1 0 7 6 118
pF. 2 71 6 3 2 6 12 18 118
pF. 3 50 2 15 0 2 13 36 118
pfF. 4 29 5 18 0 1 9 56 118
celkem 251 16 36 3 9 41 116 472

Tabulka 4-17 byla podkladem pro procentualni zpracovani tabulek ptedchozich. Hodnoty
V nich uvedené jsou v absolutnich Cislech. Uziti specidlnich metod upiesiiuje predchozi jejich

vycet pii zapisu feSeni v jednotlivych variantach.
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Tabulka 4-18 — Piehled vSech uzitych postupt ve vSech

A A4

skupinach (pro jednodussi po-

rovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky

divek a chlapcii — v tomto poradi):

VSechny Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pr.1 |878,/738| 0,7/23 |0,7/08 | 0,7/0 0 72/12,3 | 2,9/10,8 | 100%
pf.2 |576,/49,2| 43/23 |22,/23|07/15|29/23| 94/13,8 |23,0/28,5| 100%
pf.3 |46,0/385| 0,7/15 |7,2/14,6 0 0/2,3 |12,2/10,0|33,8/33,1| 100%
pr.4 |43,2/392| 22/15 |58/13,1 0 0,7/0 22/6,9 |46,0/39,2| 100%
celkem | 58,6 /50,2| 20/19 | 40/7,7 104/04|09/12 | 7,7/10,8 |26,4/27,9| 100%
Z3akladni Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pf.1 |859/64,2| 0/19 0/1,9 0 0 9,9/20,8 | 42/11,3 | 100%
pf.2 |63,4,/49,1| 1,4/3,8 1,4,/0 |14/19| 0/19 |11,3/11,3(21,1/32,1| 100%
pr.3 |451,358| 0,19 (14,113 0 0 12,7/9,4 |40,8/41,5| 100%
pf.4 |42,3/30,2 0 2,8/11,3 0 0 0/19 |54,9/56,6| 100%
celkem|59,2/448| 04,19 | 14/6,1 |04/05| 0/0,5 | 85/10,8 |30,3/35,4| 100%
Stredni Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice |aritmeticky | uUsudek graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
pr.1 |89,7/805| 15/2,6 15/0 15/0 0 44,65 | 1,5/10,4 | 100%
pf.2 |515/49,4| 7,4/1,3 2,9/3,9 0/13 |59/26| 7,4/15,6 |25,0/26,0| 100%
pr.3 |47,1,40,3| 15/1,3 |13,2/16,9 0 0,39 |11,8/10,4|26,5/27,3| 100%
pr.4 |441,/455| 44/26 | 8,8/143 0 15/0 | 44/10,4 |36,8/27,3| 100%
celkem | 58,1 /53,9 | 3,7/1,9 66/88 |04,03|18/16 | 7,0/10,7 |22,4/22,7| 100%
Gymnazia - sk. A - D: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr.1 |915/79,7| 1,7/3,4 0 1,7/0 0 1,7/10,2 | 3,4/6,8 | 100%
pf.2 |62,7/57,6| 68/34 34s17 |1,7/1,7|68/34| 34/16,9 |153/15,3| 100%
pr.3 |424/424| 0/34 10,2/15,3 0 0/34 | 13,6/8,5 |33,9/27,1| 100%
pf.4 |18,6/305| 51,34 |10,2/20,3 0 1,7/0 | 51,/10,2 |59,3/35,6| 100%
celkem |53,8/525| 3,4/3,4 59,93 |108/04|21/17|59/11,4 |28,0/21,2| 100%

Porovname-li rozdily mezi divkami a chlapci v pouzivani metod (tabulka 4-18), jsou
zejména pii uziti rovnic a usudkil. Rovnice uZivaji pii feSeni mnohem castéji divky. Pokud je
tomu nékdy naopak, je to vzdy v ptipadech, kdy tuto metodu pouziva mén¢ fesiteld nez jindy.
Naopak tisudek pouzivaji mnohem ¢astéji chlapci. Pokud jej pouZzivaji Castéji divky, je to opét
v téch piipadech, kdy jej pouziva mén¢ fesitell. V ostatnich ptipadech je uziti metod rovno-
cenné. Nebylo-li moZzné metodu ptesné urcit, vyskytovalo se to spiSe u chlapcii, rozdily vSak
nebyly velké, nejvetsi byly u studentli gymnézii. Stejné tak vice nefeSenych piikladi méli
chlapci, vétsi rozdily byly na zakladnich nez na stfednich Skolach. Naopak na gymnaziich
vice nefeSenych piikladl vykazovaly divky, rozdil ud€lal ptiklad €. 4 o spolecné préci, kde jej
nefesilo témer 60 procent divek. Jednalo se o nejvyraznéjsi rozdil, a to v obou smérech. Opét
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se potvrzuje to, ze nejcastéji pouzivand metoda pfi feSeni je pouziti rovnic (pokud je tloha
feSena). Nejméné Casto feSenou ulohou byl ptiklad €. 4 o spolecné praci (je také v textu uve-
dena jako posledni).

Tabulka 4-19 — Piehled v§ech uZitych postupu ve vS§ech skupinach (hodnoty jsou uvede-

ny v absolutnich ¢islech, jsou zde rozliSeny vysledky divek a chlapcii —
— V tomto poradi):

V8echny Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pr. 1 122 /96 1/3 1/1 1/0 ~ 10/16 4/14 139 /130
pr. 2 80 /64 6/3 3/3 1/2 4/3 13/18 32,37 | 139/130
pr. 3 64 /50 1/2 10/19 ~ 0/3 17/13 47,743 | 139/130
pF. 4 60 /51 3/2 8/17 ~ 1/0 3/9 64 /51 | 139/130
celkem | 326 /261 11,10 |22/40 2/2 5/6 43 /56 | 147 /145 | 556 /520
Zakladni 8koly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 61/34 0/1 0/1 ~ ~ 7/11 3/6 71/53
pF. 2 45/ 26 1/2 1/0 1/1 0/1 8/6 15/17 71/53
prF. 3 32/19 0/1 1/6 ~ ~ 9/5 29 /22 71/53
pr. 4 30/16 ~ 2/6 ~ ~ 0/1 39/30 71/53
celkem | 168 /95 1/4 4/13 1/1 0/1 24 /23 86/75 | 284/212
Stfedni Skoly - sk. A - D: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno | celkem
pr. 1 61/62 1/2 1/0 1/0 ~ 3/5 1/8 68 /77
pF. 2 35/38 5/1 2/3 0/1 4/2 5/12 17 /20 68 /77
pr. 3 32/31 1/1 9/13 ~ 0/3 8/8 18/21 68 /77
pi. 4 30/35 3/2 6/11 ~ 1/0 3/8 25/21 68 /77
celkem | 158 /166 10/6 18 /27 1/1 5/5 19/33 61/70 | 272,308
Gymnazia - sk. A - D: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pf. 1 54 / 47 1/2 ~ 1/0 ~ 1/6 2/4 59 /59
pF. 2 37/34 4/2 2/1 1/1 4/2 2/10 9/9 59 /59
pfF. 3 25/25 0/2 6/9 ~ 0/2 8/5 20/16 59 /59
pr. 4 11,18 3/2 6/12 ~ 1/0 3/6 35/21 59 /59
celkem | 127 /124 8/8 14 /22 2/1 5/4 14 /27 66 /50 | 236/236

Tabulka 4-19 byla opét podkladem pro procentualni zpracovani tabulek piedchozich. Hod-
noty v nich uvedené jsou v absolutnich ¢islech.
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Tabulka 4-20 — Piehled v§ech uZitych postupiui ve skupiné A (pro jednodussi porovnani
jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - sk. A:

rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 82,9 1,2 0 0 0 11,0 4,9 100%
pf. 2 57,3 2,4 2,4 1,2 4,9 12,2 19,5 100%
pF. 3 45,1 1,2 6,1 0 12 11,0 35,4 100%
pf. 4 37,8 1,2 15,9 0 0 1,2 43,9 100%
celkem 55,8 15 6,1 0,3 15 8,8 25,9 100%
Zakladni Skoly - sk. A:
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pf. 1 77,8 0 0 0 0 19,4 2,8 100%
pf. 2 72,2 0 0 0 2,8 11,1 13,9 100%
pF. 3 41,7 2,8 2,8 0 0 5,6 47,2 100%
pr. 4 41,7 0 11,1 0 0 0 47,2 100%
celkem 58,3 0,7 3,5 0 0,7 9,0 27,8 100%
Stfedni Skoly - sk. A:
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeseno | celkem
pf. 1 87,0 2,2 0 0 0 4,3 6,5 100%
pf. 2 45,7 4,3 4,3 2,2 6,5 13,0 23,9 100%
pF. 3 47,8 0 8,7 0 2,2 15,2 26,1 100%
pf. 4 34,8 2,2 19,6 0 0 2,2 41,3 100%
celkem 53,8 2,2 8,2 0,5 2,2 8,7 24,5 100%
Gymnazia - sk. A:
rovnice | aritmeticky | uUsudek | graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
pr. 1 94,6 2,7 0 0 0 2,7 0 100%
pr. 2 56,8 54 54 0 10,8 8,1 13,5 100%
pri. 3 40,5 2,7 8,1 0 0 13,5 35,1 100%
pr. 4 10,8 2,7 27,0 0 0 2,7 56,8 100%
celkem 50,7 3,4 10,1 0 2,7 6,8 26,4 100%

Pfi feSeni varianty A Zéaci a studenti opét nejCastéji pouzivali rovnic. Kromé netese-
nych uloh a uloh, u kterych byl postup feSeni nejasny (a tak zatazen do kolonky ,,neuréeno®),
pouzivali feSitelé usudek. Ostatni postupy byly mélo zastoupeny. U ptikladu €. 4 ptevazovalo,
Ze byl nefeSen. Zaci zakladnich kol stejné &asto nefesili i priklad ¢. 3. Studenti gymnazii pii-
klad €. 1 tesili z 95 % pomoci rovnic. Na gymnaziich nebyl nikdo, kdo by tento ptiklad nete-
Sil.
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Tabulka 4-21 — Piehled v§ech uZitych postupiu ve skupiné A (pro jednodussi porovnani
jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky divek
a chlapct — v tomto poradi):

VSechny Skoly - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek graficky | specidlni | neureno | nefedeno | celkem
pf.1 |894,/743| 21/0 0 0 0 85/143 | 0/114 100%
pr.2 |638/486| 4,3/0 21/29 0/2,9 | 43/5,7 | 85/17,1 | 17/22,9 | 100%
pf.3 |532/343| 0/29 6,4/5,7 0 0/29 |10,6/11,4|29,8/42,9| 100%
pi.4 |426/314| 21/0 12,8 /20 0 0 0/2,9 |42,6/45,7| 100%
celkem | 62,2/47,1| 2,1/0,7 53/7,1 0/0,7 | 1,1,/2,1 | 69/11,4 |22,3/30,7| 100%
Zakladni Skoly - sk. A: D/H
rovnice |aritmeticky | uUsudek graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pf.1 |87,0/61,5 0 0 0 0 13/30,8 0/7,7 100%
pf.2 |82,6/53,8 0 0 0 0/7,7 13/7,7 | 43/30,8 | 100%
pf.3 |522,/231| 0/77 0/7,7 0 0 43/7,7 |43,5/53,8| 100%
pf.4 |522/23,1 0 8,7/15,4 0 0 0 39,1/61,5| 100%
celkem | 68,5/40,4| 0/1,9 2,2/5,8 0 0/1,9 76/115 |21,7/38,5| 100%
Stfedni Skoly - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | uUsudek graficky | specialni | neureno | nefeseno | celkem
pf.1 |91,7,/818| 42/0 0 0 0 42/45 0/13,6 100%
pr.2 |458/455| 8,3/0 42/45 0/45 | 83/45 | 42/22,7 |29,2/18,2| 100%
pf.3 |54,2/40,9 0 12,5/4,5 0 0/45 |16,7/13,6|16,7/36,4| 100%
pf.4 |333/36,4| 42/0 |16,7/22,7 0 0 0/45 |45,8/36,4| 100%
celkem |56,3/51,1| 4.,2/0 8,3/8,0 0/11 21/23 | 63/11,4 |229/26,1| 100%
Gymnazia - sk. A: D/H
rovnice aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 91,3/100 43/0 0 0 0 4,3/0 0 100%
pf.2 | 56,5/57,1 8,7/0 43/7,1 0 87/143 | 43/143 | 17,4/7,1 | 100%
pf.3 | 34,8/50,0 0/71 8,7/7,1 0 0 21,7/0 |34,8/357| 100%
pf. 4 43/21,4 4370 |21,7/357 0 0 0/7,1 |69,6/357| 100%
celkem | 46,7 /57,1 | 43/18 | 8,7/12,5 0 2,2/3,6 76/54 |30,4/19,6| 100%

Divky castéji fesily ulohy pomoci rovnic, celkové ve vSech piikladech, nejcastéji pii-
klad ¢. 1. Chlapci naopak ¢astéji nez divky uzivali isudku nebo také Castéji piiklady netesili.
Vysoké procento pouziti rovnic pii feSeni vykazovali studenti gymnazii u ptikladu €. 1, chlap-
ci jej takto dokonce fesili stoprocentné. Divky zase tento prvni piiklad vzdy feSily (a to ve
vSech sledovanych skupinach). Naopak piiklad €. 4 nefeSilo na gymnaziich témét 70 % divek.
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Tabulka 4-22 — Piehled vSech uZitych postupt ve skupiné A (hodnoty jsou uvedeny
v absolutnich ¢islech, jsou zde rozliSeny vysledky divek a chlapcii —
— V tomto poradi):

V8echny koly - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | isudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pfF. 1 42 /26 1/0 ~ ~ ~ 4/5 0/4 47 /35
pf. 2 30/17 2/0 1/1 0/1 2/21273) 4/6 8/8 47 /35
pF. 3 25/12 0/1 3/2 ~ 0/1% 5/4 14 /15 47 /35
pf. 4 20/11 1/0 6/7 ~ ~ 0/1 20/16 47 /35
celkem | 117 /66 4/1 10/10 0/1 |2/3"%%%)| 13/16 | 42,/43 | 188/140
Zakladni Skoly - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pf. 1 20/8 ~ ~ ~ ~ 3/4 0/1 23/13
pF. 2 19/7 ~ ~ ~ 0/13) 3/1 1/4 23/13
pF. 3 12/3 0/1 0/1 ~ ~ 1/1 10/7 23/13
pf. 4 12/3 ~ 2/2 ~ ~ ~ 9/8 23/13
celkem | 63/21 0/1 2/3 ~ 0/132) 7/6 20/20 92 /52
Stfedni Skoly - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek |graficky| specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pF. 1 22,18 1/0 ~ ~ ~ 1/1 0/3 24 /22
pF. 2 11/10 2/0 1/1 0/1 2/1'3) 1/5 7/4 24 /22
pf. 3 13/9 ~ 3/1 ~ 0/1% 4/3 4/8 24 /22
pfF. 4 8/8 1/0 4/5 ~ ~ 0/1 11/8 24 /22
celkem | 54/45 4/0 8/7 0/1 | 2/2 %% 6/10 22 /23 96 /88
Gymnazia - sk. A: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr. 1 21/14 1/0 ~ ~ ~ 1/0 ~ 23/14
pF. 2 13/8 2/0 1/1 ~ 2/2 723 | 1/2 4/1 23/14
prF. 3 8/7 0/1 2/1 ~ ~ 5/0 8/5 23/14
pi. 4 1/3 1/0 5/5 ~ ~ 0/1 16/5 23/14
celkem |43/32 471 8/7 ~ 2/2 '23) 7/3 28/11 | 92/56
Legenda:

") - uzitim rozkladu (pomoci spole€¢ného délitele) - nevede k cili
?) - feSeno uzitim praméru
3) - metoda chybného pfedpokladu

4) - uziti nekone¢né geometrické fady

Tabulka 4-22 byla opét podkladem pro procentualni zpracovani tabulek ptedchozich.
Hodnoty v nich uvedené jsou v absolutnich ¢islech. V legendé jsou specifikované specialni
postupy uzité pii feSeni tloh.
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Tabulka 4-23 — Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné B (pro jednodu

jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - sk. B:

w7

§8i porovnani

rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pi. 1 89,3 1,3 1,3 1,3 0 4,0 2,7 100%
pf. 2 76,0 1,3 4,0 0 0 8,0 10,7 100%
pf. 3 45,3 1,3 20,0 0 0 9,3 24,0 100%
pf. 4 56,0 1,3 2,7 0 0 2,7 37,3 100%
celkem 66,7 1,3 7,0 0,3 0 6,0 18,7 100%
Zakladni Skoly - sk. B:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pi. 1 87,9 0 3,0 0 0 3,0 6,1 100%
pi. 2 75,8 0 3,0 0 0 9,1 12,1 100%
pF. 3 51,5 0 12,1 0 0 9,1 27,3 100%
pf. 4 45,5 0 0 0 0 0 54,5 100%
celkem 65,2 0 4,5 0 0 53 25,0 100%
Stfedni Skoly - sk. B:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specidlni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 90,5 2,4 0 2,4 0 4,8 0 100%
pf. 2 76,2 2,4 4,8 0 0 7,1 9,5 100%
pF. 3 40,5 2,4 26,2 0 0 9,5 21,4 100%
pfF. 4 64,3 2,4 4,8 0 0 4,8 23,8 100%
celkem 67,9 2,4 8,9 0,6 0 6,5 13,7 100%
Gymnazia - sk. B:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pf. 1 87,9 3,0 0 3,0 0 3,0 3,0 100%
pF. 2 84,8 0 0 0 0 6,1 9,1 100%
pF. 3 39,4 0 24,2 0 0 9,1 27,3 100%
pi. 4 51,5 3,0 0 0 0 6,1 39,4 100%
celkem 65,9 15 6,1 1,5 0 6,1 19,7 100%

Pii feSeni varianty B Zaci a studenti, stejné€ jako u varianty A, pouzivali nejcastéji rov-
nic, nejvice na stiednich Skolach v ptikladé ¢. 1. Tento piiklad byl na stfednich skolach fesen
stoprocentné (nebyl nikdo, kdo by jej nefesil) a 1 v ostatnich sledovanych skupinach byl feSen
nejvice. NejCastéji nefeSen byl v této varianté opét ptiklad €. 4, nejvice na zakladnich Skolach.

Kromé tuloh, které nebyly feSeny a uloh, které nebylo mozno zatadit, pouZivali fesitelé
jesté usudku, ostatni postupy byly opét malo zastoupeny. Usudek byl nejéastéji pouzivan
v ptikladé €. 3, na gymndziich jej pouZila téméf Ctvrtina studentil, na stfednich Skolach do-
konce vice nez ¢tvrtina studenttl.
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Tabulka 4-24 — Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné B (pro jednodu

w7

§8i porovnani

jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky divek
a chlapci — v tomto poradi):

V8echny 3koly - sk. B: D/H
rovnice aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 94,9 /83,3 0/2,8 0/2,8 26/0 0 0/8,3 2,6/2,8 | 100%
pr. 2 76,9 /75,0 2,6/0 2,6/5,6 0 0 7,7/8,3 [10,3/11,1| 100%
pr. 3 46,2 /44,4 2,6/0 10,3/30,6 0 0 7,7/11,133,3/13,9| 100%
pf. 4 51,3/61,1 0/2,8 0/5,6 0 0 2,6/2,8 |46,2/27,8| 100%
celkem | 67,3/66,0 | 1,3/14 | 3,2/11,1 | 0,6/0 0 45/7,6 |23,1/13,9| 100%
Zakladni Skoly - sk. B: D/H
rovnice aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
prF. 1 95,0/76,9 0 0/7,7 0 0 0/7,7 50/7,7 | 100%
pf. 2 80,0/ 69,2 0 50/0 0 0 10,0/7,7| 5,0/23,1 | 100%
pfF. 3 50,0 /53,8 0 5,0/23,1 0 0 10,0/7,7 | 35,0/15,4 | 100%
pf. 4 45,0/ 46,2 0 0 0 0 0 55,0/53,8 | 100%
celkem | 67,5/61,5 0 25/77 0 0 5,0/5,8 |25,0/25,0| 100%
Stfedni Skoly - sk. B: D/H
rovnice aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 94,7 /87,0 0/4,3 0 5370 0 0/8,7 0 100%
pF. 2 73,7/78,3 53/0 0/8,7 0 0 53/8,7 | 158/4,3 | 100%
pr. 3 42,1 /39,1 53/0 15,8/34,8 0 0 53/13 |31,6/13,0| 100%
pr. 4 57,9 /69,6 0/4,3 0/8,7 0 0 53/4,3 |36,8/13,0| 100%
celkem | 67,1/685 | 26/2,2 | 39/130 | 1,3/0 0 39/8,7 | 21,1/7,6 | 100%
Gymnazia - sk. B: D/H
rovnice aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem
pi. 1 88,2/87,5 0/6,3 0 59/0 0 0/6,3 59/0 100%
pr. 2 82,4/87,5 0 0 0 0 59/63 | 11,8/6,3 | 100%
pr. 3 41,2/37,5 0 17,6 /31,3 0 0 0/18,8 |41,2/12,5| 100%
pf. 4 41,2 /62,5 0/6,3 0 0 0 59/6,3 |52,9/250| 100%
celkem | 63,2/68,8 0/3,1 44,78 | 15/0 0 29/9,4 (27,9/10,9| 100%

Ve variant¢ B je uziti rovnic pfi feSeni uloh u divek i chlapct srovnatelné, tomuto se
naopak vymyka uziti usudku v piikladé¢ €. 3. Vyraznou pfevahu zde maji chlapci, v priméru o
20 %. Tento rozdil divky ,.kompenzuji“ tim, Ze ve srovnatelném poctu procent tuto ulohu ne-
fesi. V ostatnich ukazatelich nejsou mezi divkami a chlapci vyraznéjsi rozdily.
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Tabulka 4-25 — Piehled v§ech uZitych postupi ve skupiné B (hodnoty jsou uvedeny
v absolutnich ¢islech, jsou zde rozliSeny vysledky divek a chlapci —
— V tomto poradi):

VSechny Skoly - sk. B: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno celkem
pf. 1 37/30 0/1 0/1 1/0 ~ 0/3 1/1 39 /36
pf. 2 30/ 27 1/0 1/2 ~ ~ 3/3 4/4 39/36
pF. 3 18/16 1/0 4/11 ~ ~ 3/4 13/5 39/36
pr. 4 20 /22 0/1 0/2 ~ ~ 1/1 18/10 39 /36
celkem | 105/95 2/2 5/16 1/0 ~ 7/11 36/20 156 / 144
Zakladni Skoly - sk. B: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek graficky | specialni | neureno | nefeSeno celkem
pi. 1 19/10 ~ 0/1 ~ ~ 0/1 1/1 20/13
pf. 2 16/9 ~ 1/0 ~ ~ 2/1 1/3 20/13
prF. 3 10/7 ~ 1/3 ~ ~ 2/1 7/2 20/13
pi. 4 9/6 ~ ~ ~ ~ ~ 11/7 20/13
celkem | 54/32 ~ 2/4 ~ ~ 4/3 20/13 80 /52
Stredni Skoly - sk. B: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno celkem
pi. 1 18 /20 0/1 ~ 1/0 ~ 0/2 ~ 19/23
pF. 2 14,18 1/0 0/2 ~ ~ 1/2 3/1 19/23
prF. 3 8/9 1/0 3/8 ~ ~ 1/3 6/3 19/23
pi. 4 11/16 0/1 0/2 ~ ~ 1/1 7/3 19/23
celkem | 51/63 2/2 3/12 1/0 ~ 3/8 16/7 76/92
Gymnazia - sk. B: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno celkem
pi. 1 15/14 0/1 ~ 1/0 ~ 0/1 1/0 17 /16
pF. 2 14 /14 ~ ~ ~ ~ 1/1 2/1 17 /16
p¥. 3 7/6 ~ 3/5 ~ ~ 0/3 7/2 17716
pr. 4 7710 0/1 ~ ~ ~ 171 9/4 17/16
celkem | 43/44 0/2 3/5 1/0 ~ 2/6 19/7 68 /64
Legenda:

) - feSeno pomoci specialni rovnice
2) - k FeSeni pouzity Vennovy diagramy

Tabulka 4-25 byla opét podkladem pro procentualni zpracovani tabulek ptedchozich.
Hodnoty v nich uvedené jsou v absolutnich ¢islech. V legendé jsou specifikované specialni
postupy uzité pii feSeni tloh.
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Tabulka 4-26 — Piehled v§ech uZitych postupt ve skupiné C (pro jednodu

jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - sk. C:

YW

$8i porovnani

rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 72,4 0 0 0 0 13,8 13,8 100%
pf. 2 32,8 1,7 0 0 5.2 5.2 55,2 100%
pf. 3 34,5 0 10,3 0 1,7 15,5 37,9 100%
pf. 4 41,4 34 34 0 0 12,1 39,7 100%
celkem 45,3 1,3 3,4 0 1,7 11,6 36,6 100%
Zakladni Skoly - sk. C:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr. 1 72,2 0 0 0 0 13,9 13,9 100%
pi. 2 38,9 2,8 0 0 0 2,8 55,6 100%
pF. 3 33,3 0 5,6 0 0 16,7 44,4 100%
pf. 4 44,4 0 2,8 0 0 2,8 50,0 100%
celkem 47,2 0,7 2,1 0 0 9,0 41,0 100%
Stfedni Skoly - sk. C:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 72,7 0 0 0 0 13,6 13,6 100%
pf. 2 22,7 0 0 0 13,6 9,1 54,5 100%
pF. 3 36,4 0 18,2 0 4,5 13,6 27,3 100%
pfF. 4 36,4 9,1 4,5 0 0 27,3 22,7 100%
celkem 42,0 2,3 57 0 4,5 15,9 29,5 100%
Gymnazia - sk. C:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pf. 1 58,8 0 0 0 0 17,6 23,5 100%
pF. 2 23,5 5,9 0 0 11,8 11,8 47,1 100%
pF. 3 29,4 0 17,6 0 59 11,8 35,3 100%
pr. 4 17,6 11,8 59 0 0 29,4 35,3 100%
celkem 324 44 5,9 0 4.4 17,6 35,3 100%

Pii teSeni uloh varianty C Zaci a studenti opét nej€astéji uzivali rovnic, rozdil je viak
mensi nezZ u predchozich variant. To, Ze feSitelé nejCasteji uzivali rovnic je dano rozdilem u
ptikladu €. 1. V ostatnich ptikladech jsou €asto tlohy bud’ nefeSeny nebo zpisob feSeni nelze
urcit. Priklad €. 3 byl €asto feSen pomoci usudku, zejména studenty stfednich Skol a gymnézii.
Dalsi postupy (v€etné uziti tisudku u piikladii €. 1, 2 a 4) jiZ jsou uzivany mnohem méné.
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Tabulka 4-27 — Piehled v§ech uZitych postupt ve skupiné C (pro jednodu

YW

$8i porovnani

jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky divek
a chlapci — v tomto poradi):

V8echny Skoly - sk. C: D/H
rovnice | aritmeticky Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno |celkem
pfr.1 [82,1/63,3 0 0 0 0 10,7/16,7 | 7,1/20,0 | 100%
pf.2 |39,3/26,7 0/3,3 0 0 71,733 | 3,6/6,7 |50,0/60,0| 100%
pr.3 [39,3/30,0 0 7,1/13,3 0 0/3,3 |21,4,/10,0 |32,1/43,3| 100%
pr.4 |46,4/36,7 71/0 3,6/3,3 0 0 7,1/16,7 |35,7/43,3| 100%
celkem [51,8/39,2| 1,8/0,8 2,7/4,.2 0 18,1,7|10,7,/12,5 |31,3/41,7| 100%
Zakladni Skoly - sk. C: D/H
rovnice |aritmeticky| uUsudek |graficky | specialni | neureno | nefeSeno |celkem
pr.1 | 88,9/55,6 0 0 0 0 56/222 | 56/22,2 | 100%
pr.2 | 38,9/38,9 0/5,6 0 0 0 0/5,6 61,1/50,0 | 100%
pr.3 | 38,9/27,8 0 0/11,1 0 0 27,8/5,6 |33,3/55,6 | 100%
pf.4 | 50,0/38,9 0 0/5,6 0 0 0/5,6 50,0/50,0 | 100%
celkem | 54,2 /40,3 0/1,4 0/4,2 0 0 8,3/9,7 |375/44,4| 100%
Stredni Skoly - sk. C: D/H
rovnice |aritmeticky | uUsudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno |celkem
pf.1 | 70,0/75,0 0 0 0 0 20,0/8,3 | 10,0/16,7 | 100%
pr. 2 40,0/ 8,3 0 0 0 20,0,8,3| 10,0/8,3 | 30,0/75,0 | 100%
pf.3 |40,0/33,3 0 20,0/ 16,7 0 0/8,3 |10,0/16,7|30,0/25,0| 100%
pf.4 |40,0/33,3| 20,0/0 10,0/0 0 0 20,0/33,3|10,0/33,3 | 100%
celkem | 47,5/375| 5,0/0 75/4,2 0 50/4,2 |15,0/16,7|20,0/37,5| 100%
Gymnazia - sk. C: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno |celkem
pf.1 |85,7/40,0 0 0 0 0 0/30,0 |14,3/30,0| 100%
pr.2 |42,9/10,0 0/10 0 0 28,6/0 0/20,0 |28,6/60,0| 100%
pr.3 |42,9/20,0 0 14,3 /20,0 0 0,10,0 | 14,3/10,0 | 28,6 /40,0 | 100%
pr.4 |14,3/20,0| 28,6/0 0,/10,0 0 0 28,6 /30,0 | 28,6 /40,0 | 100%
celkem |46,4/225| 7,1/25 3,6/75 0 71/25|10,7/22,5 | 25,0/42,5| 100%

Nejcastéji pouzita metoda pomoci rovnic byla témét ve vSech sledovanych ptipadech
vice frekventovana u divek nez u chlapcti, nejcastéji u divek na zékladni Skole. Na stfedni
Skole a gymnaziich divky velmi Casto feSily ptiklad €. 4 aritmeticky. Ptiklad €. 2 feSily Casto
divky na zdkladni a stiedni Skole pomoci specidlnich metod (uziti poméru ¢i procent), jejich
feeni viak Casto nevedla k cili. Usudek pouzivali k feSeni uloh &ast&ji chlapci.
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Tabulka 4-28 — Piehled v§ech uZitych postupti ve skupiné C (hodnoty jsou uvedeny
v absolutnich ¢islech, jsou zde rozliSeny vysledky divek a chlapcii —
— V tomto poradi):

V8echny Skoly - sk. C: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pf. 1 23/19 ~ ~ ~ ~ 3/5 2/6 28/30
pf. 2 11/8 0/1 ~ ~ 2/1"?) 1/2 14/18 28/30
pF. 3 11/9 ~ 2/4 ~ 0/1°3) 6/3 9/13 28/30
pf. 4 13/11 2/0 1/1 ~ ~ 2/5 10/13 28/30
celkem | 58/47 271 3/5 ~ 2,273 12,15 | 35/50 | 112,120
Z&kladni Skoly - sk. C: D/H
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno| celkem
pf. 1 16 /10 ~ ~ ~ ~ 1/4 1/4 18/18
pF. 2 7/7 0/1 ~ ~ ~ 0/1 11/9 18/18
pf. 3 7/5 ~ 0/2 ~ ~ 5/1 6/10 18,18
pf. 4 9/7 ~ 0/1 ~ ~ 0/1 9/9 18,18
celkem | 39/29 0/1 0/3 ~ ~ 6/7 27/ 32 72/72
Stfedni Skoly - sk. C: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno | celkem
pf. 1 7/9 ~ ~ ~ ~ 2/1 1/2 10/12
pF. 2 4/1 ~ ~ ~ 2/17 1/1 3/9 10/12
pF. 3 4/4 ~ 2/2 ~ 0/13) 1/2 3/3 10/12
pr. 4 4/4 270 1/0 ~ ~ 2/4 1/4 10/12
celkem 19/18 2/0 3/2 ~ 2/2723) 6/8 8/18 40/48
Gymnazia - sk. C: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pF. 1 6/4 ~ ~ ~ ~ 0/3 1/3 7710
pF. 2 371 0/1 ~ ~ 2/0"?) 0/2 2/6 7710
pF. 3 3/2 ~ 1/2 ~ 0/173) 1/1 2/4 7/10
pf. 4 1/2 2/0 0/1 ~ ~ 2/3 2/4 7/10
celkem 13/9 2/1 1/3 ~ 27173 3/9 7/17 28 /40
Legenda:

) - k feSeni pouzito poméru

2) - FeSeno pomoci procent - nevedlo k cili

3) - uziti nepfimé umérnosti

Tabulka 4-28 byla opét podkladem pro procentualni zpracovani tabulek ptedchozich.
Hodnoty v nich uvedené jsou v absolutnich ¢islech. V legendé jsou specifikované specialni

postupy uzité pii feSeni tloh.
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Tabulka 4-29 — Piehled v§ech uZitych postuptu ve skupiné D (pro jednodussi porovnani
jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - sk. D:

rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pi. 1 75,9 3,7 1,9 0 0 11,1 7,4 100%
pi. 2 38,9 9,3 1,9 3,7 0 22,2 24,1 100%
pf. 3 42,6 19 5,6 0 1,9 9,3 38,9 100%
pf. 4 25,9 19 14,8 0 1,9 3,7 51,9 100%
celkem 45,8 4,2 6,0 0,9 0,9 11,6 30,6 100%
Zakladni Skoly - sk. D:
rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
pi. 1 63,2 53 0 0 0 26,3 53 100%
pi. 2 31,6 10,5 0 10,5 0 31,6 15,8 100%
pF. 3 36,8 0 0 0 0 15,8 47,4 100%
pf. 4 0 0 15,8 0 0 0 84,2 100%
celkem 32,9 3,9 3,9 2,6 0 18,4 38,2 100%
Stfedni Skoly - sk. D:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 82,9 2,9 29 0 0 2,9 8,6 100%
pf. 2 42,9 8,6 29 0 0 17,1 28,6 100%
pF. 3 45,7 2,9 8,6 0 2,9 5,7 34,3 100%
pfF. 4 40,0 2,9 14,3 0 2,9 5,7 34,3 100%
celkem 52,9 4,3 7,1 0 14 7,9 26,4 100%
Gymnazia - sk. D:
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pr. 1 87,1 3.2 0 0 0 6,5 3,2 100%
pF. 2 58,1 9,7 3.2 6,5 0 16,1 6,5 100%
pF. 3 54,8 3.2 3,2 0 3,2 9,7 25,8 100%
pr. 4 16,1 3,2 22,6 0 3,2 3,2 51,6 100%
celkem 54,0 4.8 7,3 1,6 1,6 8,9 21,8 100%

Pii feSeni loh varianty D Zaci a studenti opét nejcastéji uzivali rovnic (stejné jako u
varianty C), rozdil je opét dan ptikladem ¢&. 1. Zaci zékladnich kol naopak u piikladu &. 4
nepouzili k feSeni ulohy ani jednou rovnic, fesili jej pouze v malém poctu a to pouze usud-
kem. Pomérné Casto byl ptiklad €. 2 feSen také aritmeticky, nejCastéji na zakladnich Skoléach.
Variantu D fesilo nejméné zakd a studentl, proto nékteré vysledky vyjadfeny v procentech
jsou v nekterych ptipadech zdanlive ,,vetsic.
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Tabulka 4-30 — Piehled v§ech uZitych postupt ve skupiné D (pro jednodu

YW

$8i porovnani

jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysledky divek
a chlapci — v tomto poradi):

VSechny Skoly - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeseno | celkem
pr.1 | 80,0/72,4 0/6,9 4,0/0 0 0 12,0,/10,3| 4,0/10,3 | 100%
pr.2 | 36,0/41,4| 12,0/6,9 | 40/0 | 4,0/34 0 20,0/24,1|24,0/24,1 | 100%
pf.3 | 40,0/44,8 0/34 4,0/6,9 0 0/34 | 12,0/6,9 |44,0/34,5| 100%
pr.4 | 28,0/24,1 0/34 |40/24,1 0 40/0 0/6,9 |[64,0/41,4| 100%
celkem | 46,0/45,7 | 3,0/52 | 40,78 | 10/0,9|10/0,9 |11,0/12,1|34,0/27,6 | 100%
Z&kladni Skoly - sk. D: D/H
rovnice | aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno |celkem
pf.1 [60,0/66,7| 0/11,1 0 0 0 30,0/22,2| 10,0/0 | 100%
pf.2 |30,0/33,3|10,0/11,1 0 10,0/11,1 0 30,0/33,3|20,0/11,1| 100%
pf.3 |30,0/44,4 0 0 0 0 10,0 /22,2 60,0 /33,3 | 100%
pf. 4 0 0 0/33,3 0 0 0 100/66,7 | 100%
celkem | 30,0/36,1| 2,5/5,6 0/83 | 25/28 0 17,5/19,4|47,5/27,8 | 100%
Stfedni Skoly - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neureno | nefeSeno | celkem
pr.1 |933/750| 0/5,0 6,7/0 0 0 0/5,0 0/15,0 100%
pf.2 |40,0/45,0| 13,3/50 | 6,7/0 0 0 13,3/20,0 | 26,7 /30,0 | 100%
pr.3 |46,7/450| 0/50 |6,7/10,0 0 0/5,0 13,3/0 |33,3/35,0| 100%
pr.4 |40,0/350| 0/50 |6,7/20,0 0 6,7/0 0,10,0 |40,0/30,0| 100%
celkem | 56,7 /50,0 | 3,3/5,0 | 6,7/7,5 0 1,7/13| 6,7/88 |250/27,5| 100%
Gymnazia - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | uUsudek graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno | celkem
pf.1 |100/789| 0/5,3 0 0 0 0/10,5 0/5,3 100%
pf.2 |58,3/57,9| 16,7/5,3 8,3/0 8,3/5,3 0 0/26,3 8,3/5,3 | 100%
pf.3 |58,3/52,6| 0/53 0/5,3 0 0/5,3 |16,7/53|25,0/26,3| 100%
pr.4 |16,7/158| 0/5.3 8,3/31,6 0 8,3/0 0/5,3 |66,7/42,1| 100%
celkem |58,3/51,3| 42/53 | 42/92 | 21,/13 (21/13|4,2/11,8|25,0/32,6| 100%

Nejcastéji uzitd metoda pomoci rovnic byla vice pouzivana divkami, rozdily vSak ne-
byly velké. Také neteSenych piikladl bylo v pfipadé divek vice. Chlapci Castéji fesili tlohy
aritmeticky (jen mirné vice) a také Casteji pomoci usudku. Zde se na rozdilu podilel ptiklad ¢.
4, kde chlapci pouzivali isudku vyrazné¢ Castéji.
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Tabulka 4-31 — Piehled vSech uzitych postuptu ve skupiné D (hodnoty jsou uvedeny
v absolutnich ¢islech, jsou zde rozliSeny vysledky divek a chlapcii —
— V tomto poradi):

V8echny Skoly - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno| celkem
pfF. 1 20/21 0/2 1/0 ~ ~ 3/3 1/3 25/29
pf. 2 9/12 3/2 1/0 1/13) ~ 5/7 6/7 25/29
pF. 3 10/13 0/1 1/2 ~ 0/1" 3/2 11/10 25/29
pf. 4 7/7 0/1 1/7 ~ 1/03) 0/2 16/12 25/29
celkem | 46/53 3/6 4/9 1/12) |1/1"'%) | 11,14 | 34,32 | 100/116
Z&kladni Skoly - sk. D: D/H
rovnice | aritmeticky | isudek | graficky | specialni | neur€eno | nefeSeno| celkem
pr. 1 6/6 0/1 ~ ~ ~ 3/2 1/0 10/9
pf. 2 3/3 1/1 ~ 1/132) ~ 3/3 2/1 10/9
pfF. 3 3/4 ~ ~ ~ ~ 1/2 6/3 10/9
pf. 4 ~ ~ 0/3 ~ ~ ~ 10/6 10/9
celkem 12/13 1/2 0/3 1/132) ~ 7/7 19,10 | 40/36
Stfedni Skoly - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pf. 1 14 /15 0/1 1/0 ~ ~ 0/1 0/3 15/20
pF. 2 6/9 2/1 1/0 ~ ~ 2/4 4/6 15/20
pF. 3 7/9 0/1 1/2 ~ 0/17) 2/0 5/7 15/20
pf. 4 7/7 0/1 1/4 ~ 1/03) 0/2 6/6 15/20
celkem 34 /40 2/4 4/6 ~ 1/1173) 4,7 15,22 | 60/80
Gymnazia - sk. D: D/H
rovnice |aritmeticky | usudek | graficky | specialni | neurCeno | nefeSeno| celkem
pF. 1 12/15 0/1 ~ ~ ~ 0/2 0/1 12/19
pF. 2 7/11 2/1 1/0 1/132) ~ 0/5 1/1 12/19
pf. 3 7/10 0/1 0/1 ~ 0/1" 2/1 3/5 12/19
pf. 4 2/3 0/1 1/6 ~ 1/03) 0/1 8/8 12/19
celkem 28 /39 2/4 2/7 1/12) | 1/113) 2/9 12,15 | 48/76
Legenda:

) - feSeno pomoci nepfimé umérnosti

?) - k feSeni pouzity rizné grafy

3) - k feSeni pouzito modelu

Tabulka 4-31 byla opét podkladem pro procentualni zpracovani tabulek ptedchozich.
Hodnoty v nich uvedené jsou v absolutnich ¢islech. V legendé jsou specifikované specialni

postupy uzité pii feSeni tloh.
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Shrneme-li vysledky v jednotlivych variantach A, B, C, D jsou samoziejm¢ rozdily
mezi divkami a chlapci vétsi nez v celkovém souboru A — D. Pokud nebudeme srovnavat pii-
pady, kdy Zaci a studenti tlohy nefesili nebo nebylo mozno urcit jaké feSeni zvolili, mizeme
odpovédné porovnat pouze ptipady, kdy byly tlohy feSeny pomoci rovnic a ¢astecné i piipa-
dy, kdy byly pouzity usudky. V nékterych skupinach bylo i stoprocentni pouziti rovnic, a to u
1. ptikladu — divky gymnazii, varianta D a chlapci gymnazii, varianta A. Se zvySujicim se
gislem piikladu se maximum snizovalo, u 4. piikladu se pohybovalo kolem 60 % (divky SS,
varianta B — 52,6 %, chlapci SS, varianta B — 69,6 %). Minimum pouZiti rovnic se pohybova-
lo od 0 % ve 4. piikladu (divky ZS i chlapci ZS ve varianté D) ke 40 % v 1. piikladu (chlapci
gymnazii, varianta C). Tendence minim byla tedy zcela logicky opa¢na nez u maxim. Srov-
name-li pouziti usudku, v 1. ptikladu se Gsudek témér nevyskytoval (pfevazné 0 %), v 2. pfi-
kladu neptesahl u jednotlivych skupin 10 %, pouze ve 3. a 4. ptikladu se maximalni zastoupe-
ni tsudku dostalo ptes 30 %, ve vsech ptipadech to byli chlapci. Ve vSech ptikladech se obje-
vily ptipady, kdy feSitelé neuzivali usudek vibec, Castéji to byly divky.

Na zévér uvadim jesté¢ souhrnné tabulky, pomoci kterych lze porovnat jak jednotlivé
skupiny, tak cely soubor testovych uloh.

Tabulka 4-32 — Celkovy prehled v§ech uZzitych postupi ve v§ech skupinach (pro jedno-
dussi porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech):

VSechny Skoly - porovnani skupin:

rovnice | aritmeticky | Usudek | graficky | specialni | neuréeno | nefeSeno | celkem

sk. A 55,8 15 6,1 0,3 15 8,8 25,9 100%
sk.B 66,7 1,3 7,0 0,3 0 6,0 18,7 100%
sk.C 45,3 1,3 3,4 0 1,7 11,6 36,6 100%
sk.D 45,8 4,2 6,0 0,9 0,9 11,6 30,6 100%
sk.A-D 54,6 2,0. 5,8 0,4 1 9,2 27,1 100%

Tabulka 4-33 — Piehled v§ech uZitych postupi v jednotlivych skupinach (pro jednodussi
porovnani jsou hodnoty uvedeny v procentech, jsou zde rozliSeny vysled-
ky divek a chlapci — v tomto poradi):

VSechny Skoly - porovnani skupin:

rovnice |aritmeticky | usudek | graficky |specialni| neuréeno nefeSeno | celkem

sk. A |622/471| 21,07 | 53/71 | 0/0,7 |1,1/21| 6,9/11,4 | 22,3/30,7 | 100%
sk.B |66,7/653| 13/14 |32,111| 06/0 |06/0,7| 45/76 |231/13,9 | 100%
sk.C |51,8/39,2| 1,8/0,8 | 2,7/4,2 0 18/1,7|10,7/12,5 | 31,3/41,7 | 100%
sk.D |46,0/45,7| 30/52 | 40,78 | 1,0/0,9 |1,0/0,9| 11,0/12,1 | 34,0/27,6 | 100%
sk.A-D| 586,502 | 20/19 | 40/7,7 | 04,04 |09/1,2| 7,7/10,8 | 26,4/27,9 | 100%

Z celkového prehledu i z ptehledu pro divky a chlapce je evidentni, Ze zcela jedno-

znatné byly pro feSeni tloh nejcastéji uzivany rovnice, €asto vice nez v 50 % ptipada. Jiné

uzité¢ metody jim nemohou konkurovat, nebot’ jejich uziti je az na jednu vyjimku do 8 %, Cas-

to je uziti mensi nez 3 %. A tak na druhém a tfetim miste jsou ptipady, kdy tlohy nejsou fese-

ny (az 40 %) nebo zpiisob fesSeni nelze urcit (kolem 10 %). Druhou nejuzivanéj$i metodou je

tedy feSeni ulohy usudkem (kolem 6 %). Cast&ji (az dvojnasobné) uZzivaji usudek chlapci.
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Dalsi v poradi je uziti aritmetickych vypocti (kolem 2 %), vyrazné nejcastéji bylo aritmetické
feSeni pouzito ve varianté D. Uzitd specialni feSeni byla riznoroda, celkové se pohybovala
kolem 1 % uziti. Nejméné Casto bylo k feSeni pouzito grafii. Bylo to jen vyjimecné, ani
V jednom ptipad€ nepiesahla cetnost uziti 1 %.

Porovname-li frekvenci pouzitych metod a celkovy dosazeny vysledek, zjistime, ze
neni dulezité jakou metodu fesitel pouzil, ale to jak dobte tuto metodu zna. Jevi se to zejména
pii porovnani divek a chlapci. I kdyz divky preferovaly jiné metody nez chlapci a byly
uspésné v jinych typech tloh, celkovy vysledek divek a chlapct byl srovnatelny (téméft stej-
ny). Je mozné konstatovat, ze neni tolik dalezita volba cesty, ale je dilezitéjsi, jak je tato cesta
zvladnuta.

4.4. Dotaznik a jeho vyhodnoceni

4.4.1. Dotaznik

V ramci prizkumu feSeni slovnich uloh na zdkladnich a stfednich Skolach
Vv Jiho¢eském kraji byl zadan zakim a studentlim dotaznik, ve kterém vyjadfili sviij postoj ke
slovnim uloham. Dotazniky byly zadany na §kolach v Ceskych Budg&jovicich, Prachaticich,
Vodnanech a ve Volyni. Vzhledem k tomu, Ze pfedmétem testovani byly slovni tlohy o celku
a Castech, o pohybu, o smésich a o spolecné praci, i otazky v dotazniku se zaméfily na tyto
slovni tlohy. Ostatni slovni ulohy byly zafazeny do skupiny jiné. Na otazky odpovidalo cel-
kem 238 zaku a studentt.

Dotaznik (obr. 4-14) se skladal ze Sesti otazek, z nichz ¢tyfi byly uzaviené (C. 1, 3,4 a
5) a dv¢ oteviené (€. 2 a 6). Oteviené otazky doplilovaly a upfesiiovaly predchozi otdzky uza-
viené. V prvni otdzce odpovidali respondenti na to, jak maji slovni tlohy oblibené, v druhé
otazce to zdiivodiovali. Ve tfeti otazce respondenti vybirali svoje nejoblibenéjsi slovni ulohy,
ve Ctvrté se vyjadrovali k tomu, zda by chtéli slovnich uloh feSit vice €1 méné€. V paté a Sesté
otazce se respondenti vyjadiovali k tomu, pro¢ slovni tlohy vznikly a k ¢emu slouZi.

Obr. 4-14 — Text dotazniku:
DOTAZNIK

Svou odpovéd’ vyznac kiizkem. Pokud se moZnosti nevylucuji, je mozné u jedné otazky
pouZzit i vice kiizki. MiiZeS§ pripsat i sviij komentar. PiS Citelné. Dékuji.
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1) Slovni ulohy FeSim: rad(a) ..............
jakkdy ..............
nerad(a) ............

2) Zdivodnéte své vyjadieni v piredchozi otazce [pro¢ ieSim slovni ulohy (ne)rad(a),
co mé vede k tomu, Ze nékdy FeSim slovni ulohy rad(a), nékdy nerad(a)]:

3) Které slovni ilohy mam nejradéji: o pohybu ...........ccoceneees
() 11 T T |

o spolecné praci  ........cceeuneene.

o celku a ¢astech ..................

JiNé i

4) Pral(a) bych si, aby slovnich tloh bylo: vice .......................
Stejné ...ooieiiiiiniinnnn

11112 1 U

nebyly zadné .............

5) Slovni tlohy slouzi k tomu, ...
abychom si bystiili mysl — ......ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin
abychom se seznamili s tilohami z praxe a uméli je FeSit ....
abychom se naucili né€emu novému  ........ociiiiiiiinn
abychom se mohli doma chlubit jak jsme chytfi ..............
aby nas jimi ve $kole uditelé trapili ~  .........c.coiiini
k uplné jinému ucelu, a to ..........

6) Pro¢ byly slovni iillohy vymySleny?

4.4.2. Obliba reSeni slovnich uloh a nejoblibenéjsi ulohy

Odpovédi na otazku €. 1 ,,Slovni Glohy fe$im . . .“ jsou uvedeny v tabulkach 4-34. Pro
snadné&j§i porovnani jsou pocty studenti uvedeny v procentech. Je to z divodu nestejného
poctu zakli a studentl v jednotlivych typech skol a nestejného poctu chlapcti a divek v téchto
skupinach. Celkem nejvice respondenta pfistupuje k feSeni slovnich uloh diferencované, né-
kdy je tesi radi jindy neradi. V dopliujici otdzce €. 2 to zdivodiuji tim, Ze slovni ulohy, kte-
rym rozumi a které jim jdou, fe$i radi, naopak slovni Ulohy, kterym nerozumi a nejdou jim,
fesi neradi. Déle pak existuje vice téch, ktefi slovni tlohy fesi neradi nez téch, kteti fesi slovni
ulohy radi. Celkové ob¢ tyto skupiny dohromady jsou mensi nez skupina prostfedni (jak kdy).
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Podobny vysledek byl zjistén v praci [88]. Dale jsou v tabulce patrné rozdily mezi pfistupem
k oblibé slovnich uloh u chlapct a u divek. Porovnavame-li jednotlivé hodnoty vuéi celku,
potom chlapci fesi slovni ulohy radéji nez divky, rozdil vSak neni velky (asi 4 %), naopak
divky tesi slovni ulohy spiSe nerady, rozdil opét neni velky (asi 3 %). U téch, ktefi fesi slovni
ulohy jednou radi, jednou neradi, se rozdily mezi chlapci a divkami téméf neobjevuji (do 1
%).

Porovname-li hodnoty vyjadiujici postoje chlapcii a divek navzajem (tj. ,,fadkove®),
zvetsi se nam rozdily zejména v ptipadech, kdy soucet bude mensi Cislo. Je to v ptipade, kdy
respondenti fesi Glohy radi (je jich jen 11 %). Tam je potom rozdil mezi chlapci a divkami
vetsi nez podle skupin (tj. ,,sloupcoveé™) a €ini 18 %.

Celkové lze fici, ze respondenti nejcastéji, a to vice nez polovina, fesi slovni ulohy
diferencovan¢ podle toho jak jim ,,jdou®. Asi tietina respondentt fesi ulohy nerada, mirné
prevazuji divky. Pouze desetina respondenti fesi ulohy rada, mezi nimi pievazuji chlapci.

Tabulka 4-34 — Obliba feSeni slovnich uloh:

Slovni ulohy mam: chlapec | divka [ celkem
rad (a) 13 9 11

jak kdy 56 57 56

nerad (a) 31 34 32

celkem 100% 100% 100%
Slovni tulohy mam: chlapec | divka | celkem
rad (a) 59 41 100%
jak kdy 50 50 100%
nerad (a) 48 52 100%
celkem 50 50 100%

Odpovédi na otazku ¢. 3 ,Které slovni Glohy mam nejradéji . . . jsou uvedeny

Vv tabulkéch 4-35a, 4-35b. Stejné jako v pfedchozim piipad¢ jsou i tyto udaje pro lepsi porov-
nani uvedeny v procentech. V tabulce 4-35a je zakladem celkovy pocet vSech respondentd
v daném sloupecku, v tabulce 4-35b je zékladem celkovy pocet respondentl v daném tadku.
ZvIast jsou hodnoceni Zaci zékladnich Skol a studenti stfednich §kol. Potom jsou hodnoceni
spole¢né a na zavér jsou vyclenéni studenti gymnazii (studenti nizSich gymnazii patii vékove
mezi zaky zékladnich Skol, studenti vysSich gymnazii se fadi vékoveé mezi studenty stfednich
Skol). Navic jsou v kazdé skupiné€ oddélen€ hodnoceni chlapci a divky.

V ptedepsanych odpovédich jsou uvedeny slovni ulohy o ¢astech a celku, o pohybu, o
smésich a o spolené praci. Ostatni tlohy jsou fazeny pod symbol jiné a posledni moZznost
z4dné nebo neuvedeno shrnuje piipady, kdy respondenti uvedli, ze nemaji Zadné oblibené
slovni tlohy nebo v odpovédi neuvedli nic.

Z celkového porovnani (tabulka 4-35a; posledni sloupec ,,celkem®) plyne, Ze nejobli-

vV

celkove nejoblibengjsi byly z uvedenych Ctyt typa ve vSech sledovanych skupinach. Navic ve
vSech ptipadech byly vzdy oblibené¢jsi mezi divkami (celkové o 10 % vice nez u chlapct).
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Vezmeme-li v uvahu, Ze tento typ uloh je nejjednodussi a postup pii jeho feseni je nejvice
mechanicky, pak nam z toho plyne, Ze je nejjednodussi se tento typ uloh ,,naSprtat”. Proto asi
nikoho neptekvapi, Ze nejoblibengjsi jsou tlohy o celku a ¢astech mezi dévcaty gymnazii (az
41 %). Naopak chlapci ve vSech typech Skol vykazuji oblibenost téchto tloh prakticky stejnou

(vétsinou kolem 20 %) a navic srovnatelnou s oblibenosti jinych typt slovnich uloh.

,Opakem* v oblibenosti jsou slovni ulohy o pohybu. Celkové je ma radéji o 8 % vice
chlapcii nez divek. U divek patfi mezi nejméné oblibené, neni to vSak vzdy jednoznacéné. Pro
chlapce jsou tyto ulohy ve vSech skupinach nejoblibengjsi. Nejvice oblibené jsou pro chlapce
na stfednich Skolach a na gymnaziich (23 %).

Zbyvajici dva typy uloh celkoveé jiz nepatii v zadné skupiné k nejoblibenéjSim tlohdm,
pouze V jednotlivych srovnanich se dostavaji mezi nejvice ¢i nejméné oblibené — u chlapct na
zékladnich skolach slovni ulohy o smésich (nejoblibenéjsi mezi chlapci spole¢né s llohami o
pohybu) a u divek slovni ulohy o spole¢né praci (nejméné oblibené mezi divkami na za-
kladnich skolach) ¢i slovni tlohy o smésich (nejméné oblibené mezi divkami na stfednich
Skolach). Ve vsech sledovanych skupinach asi 30 % respondentli uvedlo jako oblibené jiné
slovni ulohy (méné nez 30 %) nebo uvedli, Ze nemaji oblibené zadné slovni tGlohy ¢i neuvedli
nic (do 5 %).

Piejdeme-li k porovnani vysledkt v jednotlivych ¢astech (sloupce ,,rad”, ,,jak kdy* a
,herad®), jsou hodnoty vice rozdilné. Jednim z diivodil je mensi pocet respondentti, ktefi tvori
zéklad, a proto i mensi odchylka (co do poctu) se, vyjadiena v procentech, vice zvyrazni.

Ve slovnich tlohach o celku a ¢astech témét vzdy fesi radéji tyto Glohy divky (v 11 ze
12 sledovanych pripadl), nejvétsi rozdil je 28 % (= 36 — 8) na stfednich Skolach v ¢asti ,,ne-
rad®. Toto zcela koresponduje se zjisténim v celkovém piehledu.

Celkovému piehledu zcela odpovida i1 vysledek ve slovnich ulohach o pohybu, kdy
naopak tyto tlohy Casto radéji fesi chlapci (v 11 ze 12 ptipadh), nejvétsi rozdil je 23 % (= 23
—0) na gymnaziich v ¢asti ,,nerad*. Tyto ¢astecné vysledky tak jen potvrzuji celkova zjiSténi.

Ve slovnich ulohach o smésich a tilohach o spole¢né praci jsou celkové rozdily malé, a
proto Vv dil¢ich srovnanich se vysledky chlapci a divek méni. Shrneme-li vysledky
Vv jednotlivych ¢astech, jsou celkem vyrovnané. Je-li v nékteré Casti vysledek piihodnéjsi pro
divky, je hned v dalsi ¢asti situace opacna.

Posledni dv€ moZnosti nebudeme porovnavat. Jednak nejsou predmétem naSeho
zajmu, jednak v nékterych ptipadech velmi malé zaklady (z celku maximalné 5 %, mnohdy
mén¢) zkresluji vysledné hodnoty. Ne ojedinéle se pak tyto hodnoty blizi 75 %.

Vezmeme-li jako zaklad celkové hodnoty v jednotlivych tadcich (tabulka 4-35b) a
provedeme-li srovnani v téchto fadcich (oznacme jej nové), vidime, ze hodnoty pro vSechny
(. chlapce 1 divky) koresponduji s vysledky z ptfedchoziho srovnéni (tabulka 4-35a; oznacme
jej ptivodni). V novém zpusobu srovnani jsou rozdily vétsi, v nékterych ptipadech, kdy za-

.....

o 24

novém je jako obliben&;si uvadi vice chlapct. Samoziejmé, Ze ,,pravdivéji” vypovida o vztahu
hodnoceni pivodni. Nové hodnoceni ndm zase 1épe vyjadiuje vazbu mezi udaji pro chlapce,
pro divky i1 pro vSechny mezi jednotlivymi sloupci ,,rad®, ,,jak kdy* a ,,nerad*.

-68 -



Tabulka 4-35a — Porovnani oblibenosti slovnich tloh:

ZAKLADNI SKOLY A NIZSi GYMNAZIA

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 33 31 13 35 24 19 30 25 16 33 25
0 pohybu 14 17 15 21 13 16 13 10 11 18 12 15
0 smésich 29 50 38 23 18 20 18 17 17
0 spole¢né praci 14 0 8 21 8 14 16 6 11
jiné 14 0 8 21 25 23 50 50 50 27 30 29
Z2&dné nebo neuved. 0 0 0 3 3 3 13 0 6 5 2 3
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% | 100%
STREDNI SKOLY
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 38 31 26 20 24 8 36 22 22 27 25
0 pohybu 19 13 17 28 20 25 17 10 23 14 19
0 smésich 10 13 10 13 5 10 4 8 6 10 7 9
0 spole¢né praci 19 13 17 11 33 20 17 16 16 14 25 19
jiné 24 13 21 21 20 20 38 28 33 26 22 24
Z2&dné nebo neuved. 0 13 3 0 3 1 17 8 12 4 5 5
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% [ 100% | 100%
ZAKLADNI A STREDNi SKOLY
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 29 36 31 21 28 24 13 33 24 20 30 25
0 pohybu 18 14 17 25 16 21 15 11 21 13 17
0 smésich 14 29 19 17 11 15 3 5 13 12 12
o spole€né praci 18 7 14 15 20 17 13 11 12 15 16 15
jiné 21 7 17 21 23 22 43 38 40 26 26 26
za&dné nebo neuved. 0 7 2 1 3 2 15 4 9 4 4 4
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% | 100%
GYMNAZIA
typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ v8ich. | chl. div. | vS8ich.
o celku a Casti 23 40 28 22 39 30 14 47 28 20 41 29
0 pohybu 18 10 16 26 9 18 23 13 23 7 16
0 smésich 18 30 22 17 15 16 13 14 13
0 spole¢né praci 14 10 13 11 15 13 10 12 11
jiné 27 10 22 22 20 21 36 47 41 27 25 26
Z&dné nebo neuved. 0 0 0 2 2 2 23 0 13 6 1 4
celkem 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% | 100% [ 100% | 100% | 100%
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Tabulka 4-35b — Porovnani oblibenosti slovnich uloh:

ZAKLADNI SKOLY A NIZSi GYMNAZIA

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 6 6 13 16 44 59 9 19 28 31 69 | 100%
0 pohybu 5 5 11 42 26 68 11 11 21 58 42 100%
0 smésich 9 14 23 41 32 73 0 5 5 50 50 100%
0 spole¢né praci 7 0 57 21 79 7 7 14 71 29 100%
jiné 3 0 3 22 27 49 22 27 49 46 54 | 100%
zadné nebo neuved. 0 0 25 25 50 50 0 50 75 25 100%
celkem 5 5 10 30 31 62 13 16 28 48 52 | 100%

STREDNI SKOLY

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 14 7 21 33 19 52 5 21 26 52 48 | 100%
0 pohybu 12 3 15 45 24 70 12 3 15 70 30 100%
0 smésich 13 7 20 47 13 60 7 13 20 67 33 | 100%
0 spole¢né praci 13 3 16 19 41 59 13 13 25 44 56 100%
jiné 12 2 15 27 20 46 22 17 39 61 39 | 100%
Z2&dné nebo neuved. 0 13 13 0 13 13 50 25 75 50 50 100%
celkem 12 5 17 31 23 54 14 15 29 57 43 100%

ZAKLADNi A STREDNi SKOLY

typ rad jak kdy nerad celkem
slovni ulohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. [ chl. div. [ v8ich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 11 7 18 26 30 55 7 20 27 43 57 | 100%
0 pohybu 10 4 13 44 25 69 12 6 17 65 35 | 100%
0 smésich 11 11 22 43 24 68 3 8 11 57 43 | 100%

0 spolecné praci 11 13 30 35 65 11 11 22 52 48 100%

jiné 24 23 47 22 22 44 54 46 100%

2
1

zadné nebo neuved. 0 8 8 8 17 25 50 17 67 58 42 100%
5

celkem 14 31 27 58 13 15 28 54 46 100%

GYMNAZIA
typ rad jak kdy nerad celkem

slovni Glohy chl. div. | vSich. | chl. div. | vSich. | chl. div. [ vSich. | chl. div. | vSich.
o celku a ¢asti 10 8 18 24 36 60 6 16 22 40 60 | 100%
0 pohybu 14 4 18 50 14 64 18 0 18 82 18 [ 100%
0 smésich 17 13 30 39 30 70 0 0 0 57 43 | 100%
0 spole€né praci 16 5 21 32 37 68 5 5 11 53 47 100%
jiné 14 2 16 27 20 48 18 18 36 59 41 100%
za&dné nebo neuved. 0 0 0 14 14 29 71 0 71 86 14 100%
celkem 13 6 19 32 27 58 13 10 23 57 43 100%
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U sledovanych typt slovnich tloh o celku a ¢astech, o pohybu, o smésich a o spolecné
praci je rozvrstveni jednotlivych hodnot klasické, odpovidajici Gaussové kiivce rozdéleni
hodnot. Jinak je tomu vSak u hodnot slovnich tloh typu ,,jiné* a ,,za4dné nebo neuvedeno®.
Zde jsou zcela srovnatelné hodnoty ve sloupcich ,,jak kdy* a ,,nerad*. Z toho lze usuzovat, ze
ti, ktefi fesi slovni ulohy neradi, nechtéji fesit ulohy zadné (toto zjisténi ostatné odpovida i
vysledkiim v otazce €. 4) nebo nevi, které ulohy by fesili, protoze jim pravdépodobné nejdou
fesit zadné.

4.4.3. Vice ¢i méné slovnich uloh

V otazce ¢. 4 méli zéci a studenti odpoveédét, zda si preji fesit slovnich uloh vice nebo
mén¢. Nejdiive porovnejme respondenty podle toho co si pieji. Ti, ktefi si pieji aby slovnich
uloh bylo vice, fesi tyto tlohy radi. Ti, ktefi si pfeji, aby tloh bylo stejné nebo méné nékdy
esi slovni ulohy radi, jindy neradi. Ti, ktefi si nepfeji slovni lohy zadné, je fesi neradi. Je
mozné fici, Ze vztah mezi tim zda respondenti fesi llohy radi ¢i neradi a zda si pieji aby jich
bylo vice ¢i méné, je posunut mirné do zédpornych hodnot, tj. ¢im nerad¢ji fesi slovni tlohy,
tim vice si pteji, aby zadné nebyly. Vztahy uvadi prvni tabulka 4-36.

Tabulka 4-36 — Vztahy mezi pitanim a skute¢nosti:

Preji si, aby slov. ul. bylo: vice stejné méné | zadné | nevim* | celkem
rad (a) 63 15 3 0 0 12
jak kdy 31 77 62 18 67 59
nerad (a) 6 8 35 82 33 29
celkem 100% 100% 100% 100% 100% 100%

nevim* = véetné neuvedenych odpovédi

Preji si, aby slov. ul. bylo: vice stejné méné | zadné | nevim* | celkem
rad (a) 37 56 7 0 0 100%
jak kdy 4 58 29 7 2 100%
nerad (a) 1 10 29 58 1 100%
celkem 7 42 26 23 1 100%

nevim* = véetné neuvedenych odpovédi

Nyni porovnejme respondenty podle toho, jak radi fesi slovni Ulohy. Ti, ktefi fesi
slovni tlohy radi, si spiSe pfeji, aby slovnich tloh bylo stejn€, mnohem méné si pteji, aby jich
bylo vice. Ti, ktefi fesi slovni tlohy nékdy radi, n€kdy neradi, si také nejCastéji preji, aby
slovnich uloh bylo stejné, vétsina ostatnich si pieje, aby slovnich tloh bylo méné. Ti, ktefti
fesi slovni Ulohy neradi, si pieji, aby slovnich tloh bylo méné&, mnohem castéji, aby nebyly
zadné.
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4.4.4. K ¢emu jsou slovni tlohy

V otazkach €. 5 a €. 6 méli respondenti odpovédét, k cemu slouzi slovni tlohy, a pro¢
byly vymysleny. Vysledky jsou v tabulce 4-37.

Tabulka 4-37: — K ¢emu slouZi slovni ulohy:

Slovni ulohy slouzi k tomu, abychom ... celkem
si bystfili mysl| 24
se seznamili s ulohami z praxe a uméli je fesit 46
se naucili néemu novému 11
se doma mohli chlubit jak jsme chytfi 6
aby nas jimi ucitelé ve Skole trapili 12
k uplné jinému ucelu 1
celkem 100%

Nejcastéji respondenti odpovidali, Ze slovni ulohy slouzi k tomu aby se seznamili
s ulohami z praxe a naucili se je fesit. Odpovédéla tak téméf polovina zakl a studentl. V dalsi
otazce (€. 6) pak dopliovali, ze ulohy nebyly vymysleny, ale pfimo vyplynuly z praxe. Témét
¢tvrtina respondentl uvedla, Ze jim ulohy slouZzi k tomu, aby si bystfili mysl. Odpoveéd’ vlast-
n¢ umociuje predchozi odpovéd’ — uméni fesit slovni ulohy umoziuje bystrit si mysl. Na tie-
tim misté se umistila odpovéd’ ,,slovni tlohy slouzi k tomu, aby nas jimi ucitelé ve $kole trapi-
li. Dvanact procent odpovéedi (témét kazda sedmad) by nas mélo nutit k zamysleni. Navic tuto
odpovéd’ Castéji uvadéli ti, ktefi maji ke slovnim tloham zaporny postoj a ti, ktefi v testech
dosahovali podpramérnych vysledki.

Na ¢tvrtém misté se (tésn€ o 1 %) umistila odpovéd’ ,,abychom se naucili né¢emu no-
vému“. Také tato odpovéd’ doplituje prvni dvé, kdy jde o to naucit se fesit slovni tlohy a zlep-
Sit se. Dalsi odpovédi jiz nebyly vyraznéji zastoupeny.

Celkové lze fici, ze z dotazniku jednoznacéné nevyplyva, ze by slovni ulohy byly neob-
libené. Neoblibené jsou pouze pro ty, kteti je nechapou a neumé;ji fesit, at’ uz stabiln¢ nebo
jen nékdy. Ukazuje se, Ze je rozdil v oblibenosti slovnich tloh mezi chlapci a divkami. Nejvy-
raznéji se to projevuje ve slovnich ulohach o celku a ¢astech a slovnich ulohach o pohybu.
Divky vyrazné radéji fesi slovni ulohy o celku a ¢astech. Tyto tlohy byvaji ¢asto jednodussi a
pii feSeni je moZzné pouzit mechanictejsi postup. Chlapci naopak vyrazné radéji fesi tlohy o
a Castech. Dalsi typy slovnich tloh jsou v oblibé mezi chlapci a divkami srovnatelné, odchyl-
ky jsou vétSinou statisticky nevyznamné.

Jesté bych chtél upozornit na velké procento zaki a studentd, ktefi uvadéli, ze slovni
ulohy slouzi uéitelim k tomu, aby je s nimi trapili. Pro tyto Zaky a studenty by bylo dobré
feseni slovnich loh zjednodusit uzitim modeld, usnadnit jim zafazeni slovnich loh do jed-
notlivych skupin podle typli a pomoci jim v feSeni vétsi aplikaci vzorcli. Navodem by nam
mohlo byt pouziti vzorcti k feseni uloh slovniho charakteru jiZ ve starovéké Cing.
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Varianta A:

1. Ve tiech skladistich bylo ulozeno celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo ulozeno
0 8,5 t méné a ve tietim skladisti o 3,5 t vice nez v prvnim skladisti. Kolik tun obili bylo
uloZeno v jednotlivych skladistich?

2. Denni produkce mléka 630 litri byla k odvozu slita do 22 konvi, z nichz nékteré byly po
25 litrech, jiné po 35 litrech. VSechny konve byly plné. Kolik bylo jednotlivych konvi?

3. Kamion jede po délnici z Prahy do Bratislavy primérnou rychlosti 72 km/h. V okamziku,
kdy je kamion od Prahy 54 km, vyjizdi z Prahy osobni auto, které jede rovnéz do Bratisla-

vy a jehoz primérna rychlost je 90 km/h. Kdy a na kterém kilometru dalnice Praha — Bra-
tislava dohoni osobni auto kamion.

4. Vodni nddrz by se naplnila jen prvnim pfitokem za 36 minut, jen druhym za 45 minut. Za
jak dlouho se nadrz naplni, pfitéka-li voda nejprve 9 minut jen prvnim ptivodem a pak
obéma soucasné?

Varianta A — priklad 1:

Studentka — Gymnazium Vodiiany, kvinta:

D

A+n+ ¢ Y04

B:-4- 85t a
c= A+ 35l

B 23-85- 4§ a5

C 23+35= 651 2Y,5

A = 1> 24

¥ pronom ohlastiits Myt wlosimo A5 Lum. AL, . drahim jon
'{6'/‘5—,&4/7 o m iding »(J?J-z(a/y-

Studentka k teseni zvolila aritmeticky postup. Pro uréeni vychozi hodnoty si pomohla
aritmetickym primérem. Velikost kroku volila 1 [tuna]. Po tfech krocich dospéla k vysledku.

Studentka postup nezdivodnila, postupovala intuitivné. Také neuvadéla celkovy
soucet. V zépise neni ani zkouSka (zkouSku je mozné provést zpaméti, ale je nutné to uvést v
zapise).



Varianta A — priklad 2:

Studentka — Gymnazium Vodiany, kvinta:

=) B -
Caries - N S

G20 2y, sv W, 400 A2 4:9(_ ) ¥ zr_w ( A%- 28 35D

l i
o, ¥, 40,5‘, ﬂz@ S 2y= AL A0 35- 3D

Y — e
A%5- 3 2 e B
3% (73
"2 o 5(3 (]
2t DAABE 8D 8] B, /@
e A3080 9’
Zf&ﬂoycﬂ me fO A7 a 35St ej\_ 0. h/la/z&ém “
%f@f %(Aﬁ 258 cltove’ Bonoe froure S Ziay
odponje wades Il é _ Welobanotis

Studentka pouzila kombinaci aritmetického postupu s grafickym znazornénim. Postup
vSak nedokoncCila a Castecné ,,feSeni* (to je nutné jeSté upravit) prohlasila jako vysledné.
Protoze ji ptebyvalo 20 litri mléka, odebrala toto mnozstvi z jedné konve (vybrala si 25-
litrovou). Toto feSeni odporuje zaddni (vSechny konve byly pIné).

Student — SPS stavebni Ceské Budé&jovice, 1.ro¢nik:

@ 630 ity zaden 351 komgyplo &
26f Kontf éq/@ 14
22 k/’](fvl /aé/’zﬂ/wq/y(

2/ 25 (
Ilizizi[‘ooaaaoa(@@@pé@o
Sto 57, €0 690670‘2'650\\__/\/—\—_/

350/

Z&o [

Student zvolil klasicky graficky postup, kdy vysel ztoho, ze kazda z22 konvi
obsahuje alesponn 25 | mléka. Potom piidaval ke kazdé konvi 10 | , az byl celkovy soucet
obsahu vsech konvi 630 |. Z grafického znazornéni je zfejma i zkouska.

-4-



Varianta A — priklad 3:

Student — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, 1. roénik:

2)

—

Student graficky situaci znazornil a sestavil linearni rovnici pro neznamou dradhu X. Pfi
feSeni rovnice z neznamého divodu feseni ukoncil a skrtl. Zavérecna poznamka ,,Absolutly
no idea“ by méla spise znit ,,neumim fesit linearni rovnici®.

Studentka — SPS stavebni Ceské Budé&jovice, 1.ro¢nik:

@ Prehe, Rratis/ara
s % = %
TR e F.d
R B Ll Ny P =Dy Sa- 2R 5 Y
A’)"lzvf Vo.s Qllimin ~Amin _ 4 ot
M=% . . 457 5 e = M , 9 §
- < 79¢ = /Q'O[Z[*ﬂy A
f{//m,. — L4 .2; m'h
it LN Wt = GOt + $10 .
o lan 2 5 _REa02 < g40 4Imin — 36 = Q
oz se pot Koy 2o T =@ Epm

16 %~ $40/: )62 -
~ 4

—

' S s
ﬂya&é vaalen 3604m o 7;04‘7'

Studentka si zjistila, o kolik minut méné sta¢i osobnimu autu na projeti naskoku, nez
na to potebuje kamion. Pomoci této hodnoty (v minutach) sestavila nespravné rovnici (navic
rychlost dosadila v km/h). V rovnici navic jesté udélala dalsi chybu.
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Varianta A — priklad 4:
Studentka — Gymnazium Jirovcova Ceské Budéjovice, kvinta:

% (oba ftﬁ% pritehale pove A pedolem G minsk & ponpgig

T > m— ’.v'—_'
e S ——

PHL 4,8 =M
45.‘(4227

Studentka provadéla zcela nahodile operace s hodnotami v zadani. Vysledna hodnota
skute¢né odpovida, nebot’ se studentka do vysledku trefila (viz vztah 3-14 z disertaéni prace).

Studentka — SPgS Prachatice, 2.ro¢nik:

//P/ﬂ%v‘ﬁ/.—»gﬁ/n/vf;n

N el ApEid - G ~F = F
L 3¢ e Far
Z/M/H o I :/4/)’8(4/'0'0/ MDA 4’“%041_! {/)zx?’/lw/‘ L;\: z"tao/é
Ve P oty s R -
7- /:yz//m:/ det « 2l 4: 4 \4,——{:
S L T S i
a X vt . .
///b’é‘\(/ /',_,._cmz/?m
2 =/ - - (k»@)/ym—fﬁ«
A/:)d{c‘m[ B )
2 4 =Y
2+ =
% s 7 /740

&x t4(«~q) =10
Sx T+ Yx~ 36 =740
fx ~df

X~ 7

~ QY Arim
/lexf‘/éfé\ /KQoé mﬁ/—)kﬂ"é\/"zq Lo RY e

Studentka vzorné rozepsala zadani a na zakladé toho sestavila linedrni rovnici, kterou
spravné vyiesila. Nakonec provedla spravné i zkousku.
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Varianta B:

1. Pisemnou zkousku z matematiky psalo 37 zakt, nikdo z nich nemél pétku. Jednicek bylo
dvakrat vic nez ¢tyiek, dvojek bylo o 6 vice nez jednicek, trojek bylo 11. Kolik zakii mélo
jednicku, kolik dvojku, trojku a ctyrku?

2. Pét litrt bilého vina a Sest litra ¢erveného vina stalo 432 K¢. Jeden litr ¢erveného vina je
0 6 K¢ drazsi nez 1 litr bilého vina. Kolik korun zaplatime za 2 litry bilého a 2 litry Cerve-
ného vina?

3. Panové A a B bydli ve vzdalenosti 224 km. Vyjedou-li v autech sou¢asné ze svych obydli
proti sob¢, setkaji se po 2 hodinach. Pan A ujede za hodinu o 4 km vice nez pan B. Kolik
km urazi kazdy z nich za hodinu?

4. Délnik A by sam provedl vykop za 7 hodin, délnik B sam za 6 hodin. Protoze vykop ma
byt skoncen za 2 hodiny, byl pfibran jest¢ délnik C. Za jak dlouho by vykop provedl sdm
délnik C?

Varianta B — priklad 1:

Student — Gymnazium Jirovcova Ceské Budéjovice, kvinta:

6kl

P ¥ o200 {%/ﬂv

WWW 8 4eot

¢ = ¢

D@ e

0

Student pti Givaze vyuzil aritmetickych vlastnosti ¢isel (sudost) a illohu dofesil pomoci
dosazovani jednotlivych (jak student uvadi ,,rozumnych*) hodnot.



Varianta B — priklad 4:

Student — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, kvinta:

0 A Tl 400%
R 6 . 1007

A e L e ,18157—%
B.. v Qe 4,002

AvG €190,

"_> G \?p\? Qvu-gk, 38/4%
w5115 fod. 40070

Student vyuzil k feSeni velmi jednoduchym zptsobem procenta. Jedna se o netradi¢ni

postup pfti feseni slovnich uloh o spolecné praci.

Student — Gymnazium Prachatice, kvarta

@ ﬁ %00’//)7

B .. b hodm

... X hedim
AT &
b b

/7

et o) /
4 wtel” 7 70 #7 podiny

A uokth’ § 2a Q@%mb
(Hdl- x =0~ 7.2
b ot = X =g a7
g#;'f)(«&—“’ x:ﬁﬂéy
ﬁ \(i_,fx - = X:{% p
R =2 297352 = !

Student sestavil chybn& rovnici. Ulohu nedokon¢il. Bylo by zajimavé, jak by tuto
rovnici dofesil a jak by vyslednou hodnotu interpretoval.
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Varianta C:

1. Tii sourozenci méli nasetfeno celkem 1 274 K¢&. Petr mél nasSetieno o 15 % vice nez Jirka
a Hanka o 10 % méné nez Petr. Kolik korun mél nasetieno kazdy z nich?

2. Ze dvou druhi ¢aje o cené 160 K¢ a 220 K¢ za 1 kilogram se ma pfipravit 20 kg smési
v cen¢ 205 K¢ za 1 kilogram. Kolik kilogramii kazdého druhu Caje bude tfeba smichat?

3. Auto ujelo vzdalenost mezi mésty A a B za 4 hodiny. Kdyby se pramérna rychlost auta
zvysila o 17 km/h, ujelo by auto tuto vzdalenost o hodinu dfive. Urcete rychlost auta a
vzdalenost mezi mésty A a B.

4. Vodni nddrz se naplni jen prvnim piitokem za 10 hodin, jen druhym za 12 hodin a jen tie-
tim za 15 hodin. Za jak dlouho se naplni, budou-li otevieny vSechny tfi pritoky soucasné?

Varianta C — priklad 2:

Studentka — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, kvinta:

W
A .. 7160bs) 5200/20%
S 220401 hup0lur /20
L AvTGl Ay - Z% b 1906120
XA;Arﬂy/?B B=15
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Elegantni uvaha studentky na zakladé rozdilu vysledné ceny smési a cen jednotlivych
slozek. V uvaze je vyuzito to, Zze je mozné velikosti jednotlivych slozek odvodit z rozdilu
celkové ceny a cen jednotlivych slozek (viz napf. vztahy 4-1a, b v ptiloze 1).



Varianta C — priklad 3:

Student — SPS stavebni Ceské Bud&jovice, 1.roénik:

=
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R
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Student se jednoduchou uvahou dopracoval k urCeni ptvodni rychlosti, urceni
vzdalenosti mezi misty A a B je potom uz jednoduché.

Varianta C — priklad 4:

Studentka — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, kvinta:

%) X .. b /r 4//0/ Ll
V.. . 124 s ///?4 AN
z- Bk =54 Eng
& £ o
Z 12" 75
X> Y>>
ya - :
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9 14 bt 8 40 44
_—

Studentka pouZila k ureni spolecné doby prace tii subjektii jednoduché aritmetické
operace. Neznamy objem nadrze (nemusime jej znat, nema na vysledek vliv) si oznacila N.
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Varianta D:

1. Zakaznik si koupil tricko, kravatu a kosili. Nejprve si vybral kosili, k ni pak kravatu, ktera
byla tfikrat levnéjsi nez kosile. Nakonec si koupil tricko, které bylo o 140 K¢ drazsi nez
kravata. Celkem zaplatil 940 K¢. Kolik zaplatil za kravatu, kolik za tricko a kolik za koSi-
li?

2. 20 broukt a pavoukd ma dohromady 146 nohou. Kolik je broukt a kolik je pavoukd, ma-li
brouk 6 nohou a pavouk 8 nohou?

3. Po dvojkolejné trati mezi stanicemi K a M jely proti sob¢ dva vlaky. Prvni vlak projel
vzdalenost mezi stanicemi za dvé hodiny, druhy, ktery m¢l primérnou rychlost o 15 km/h
vEtsi, ji projel za 1,5 hodiny. Vypocitejte praimérné rychlosti obou vlakl a vzdalenost sta-
nic Ka M.

Varianta Dy:
V patek urazil ndkladni vlak vzdéalenost mezi stanicemi K a M za 2 hodiny. Dalsi ndkladni
vlak z K m¢l v sobotu primérnou rychlost o 15 km/h vétsi, takze do M piijel uz za 1,5 hod.
Vypocitejte prumérné rychlosti obou vlakli a vzdalenost stanic K a M.

4. Prvnim kombajnem lze sklidit obili z ur¢itého lanu za 30 hodin, druhym, vykonnéj$im
kombajnem za 20 hodin. Za kolik hodin bylo sklizeno obili z tohoto lanu, jestlize se sklize-
lo soucasn¢ obéma kombajny, ale druhy kombajn se porouchal a prvni jesté pracoval sam
5 hodin, aby dokoncil sklizen?

Varianta D — priklad 2:

Studentka — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, kvinta:
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Studentka pouzila k vyfeSeni problému nacrtku. Pomoci ného jednoduchymi
algebraickymi Gipravami dospéla k vysledku.
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Varianta D — priklad 3:

Student — Gymnazium Jirovcova Ceské Budéjovice, 1. roénik

ede n S Lo l(
F'ﬁkx 2 B min Yy @5,eg>2=525 .
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Student zjistil jednoduchou uvahou jednu z rychlosti. Vypocitat druhou rychlost a
vzdalenost stanic uz nebyl problém. Student navic doplnil primérnou rychlost (nebyla
pozadovana), ale chybné.

Varianta D — priklad 4:

Studentka — Gymnazium Vodiiany, kvinta:

4 4.Um/:a3‘m,M. NN ¢ .}
z.mwbad‘m-,,-.,, 04 .

Studentka dobie vypocetla dobu spolecné prace. Neni ovSem jasné kde vzorec (viz
piiloha 1, vztah 5-1a) vzala. S dal$im postupem uz si nevédé€la rady (viz Skrtnuté)
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Student — Gymnazium Jirovcova Ceské Bud&jovice, kvinta:

77l7+?: 7?75 v
— s

Student provedl spravnou Uvahu. ReSeni ztroskotalo na chybném dé&leni. Kdyby
student neudélal numerickou chybu, bylo by feSeni spravné a postup originalni.

74k — ZS Narodni Prachatice, 9. ro¢nik:

4) a4 . 304 Frete LEL
2. k. .. 208, ,, 5 pote TOK

4y ¢ T o ,r@/www 4;///:@
A )
e WWWW/Z&
30 -2 =0
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74k se pokusil o ndhodné feseni (odhadl, Zze oba kombajny udé€laji polovinu prace) a
risk mu vysSel. Uvaha, kterou zak pouzil, je velmi jednoducha.
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1.6. Rovnomeérné rozd€leni, Ctyfi subjekty

Bachetova metoda feSeni linearni diofantovské
rovnice

5.6. Newtonova uloha 1 - feSeni

5.6. Newtonova uloha 2 - feSeni

5.6. Newtonova uloha 3 — feSeni

Reseni kubické rovnice (vzorce)

Metoda falesného predpokladu (Regula falsi)

Metoda dvou chybnych ptedpoklada

1.1. Hledani celku, ¢asti zadany rozdilové

1.6. Rovnomérné rozdéleni, tii subjekty

3.3. Dva subjekty proti sobé&, stejna doba vyjezdu

3.3. Dva subjekty proti sobé, riizna doba vyjezdu

3.4. Dva subjekty za sebou, stejnd doba vyjezdu

3.4. Dva subjekty za sebou, rizna doba vyjezdu

3.5. Dva subjekty proti sobé i za sebou

3.6. Pohyb v pohybujicim se prostiedi

3.8. Zvlastni pohyby po neuzaviené draze

3.8. Zvlastni pohyby po neuzaviené draze

3.8. Zvlastni pohyby po neuzaviené draze

4.3. Smési v raznych situacich — Archimédiv zékon

4.3. Smési v riznych situacich — Archimédiv zékon

4.3. Smési v riznych situacich — Archimédiv zékon

5.2. Neuplna prace dvou subjektii, celkova prace

5.2. Netplna prace dvou subjektii, celkova prace

5.2. Neuplna prace dvou subjekti, prace jen jedno-
ho subjektu

5.2. Neuplna prace dvou subjekti, prace jen jedno-
ho subjektu

5.4. Neuplna prace tii subjektl, zbytek prace

5.4. Neuplna prace tti subjektti, dokonceni prace

5.4. Neuplna prace tii subjektl, prace jen jednoho
subjektu

5.6. Rlzné druhy prace, spole¢na prace

5.6. Rlizn¢ druhy prace, spolecna prace

6.2. Vék dvou lidi

6.3. Vek tii lidi

4.1. Smési se dvéma slozkami, uziti poméru



Obrazky:

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

Obr.

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

Obr.

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

2-1 [str. 30]
2-2 [str. 37]
2-3 [str. 39]
2-4 [str. 40]
2-5 [str. 41]
2-6 [str. 42]
2-Ta,b,c,d [str. 48-49]
2-8 [str. 61]
2-9 [str. 61]
2-10 [str. 62]
2-11 [str. 69]
2-12 [str. 70]
2-13 [str. 70]
2-14 [str. 71]
2-15 [str. 72]
2-16 [str. 73]
3-1 [str. 101]
3-2 [str. 102]
3-3 [str. 103]
3-4 [str. 104]
3-5 [str. 106]
3-6 [str. 106]
3-7 [str. 107]
3-8 [str. 108]
3-9 [str. 114]
3-10 [str. 116]
3-11 [str. 116]
3-12 [str. 119]
4-1 [str. 159]
4-2 [str. 160]
4-3 [str. 160]
4-4 [str. 161]
4-5 [str. 161]
4-6 [str. 164]
4-7 [str. 164]
4-8 [str. 165]
4-9 [str.

Pr.0.1.7

Pr.0.1.14
Pr.0.1.16
Pr.0.1.17
Pr.0.1.17
Pr.0.1.18
Pr.0.2.4

Pr.0.2.10
Pr.0.2.10
Pr.0.2.10
Pr.0.3.5

Pr.0.3.6
Pr.0.3.6
Pr.0.3.7
Pr.0.3.8

Pr.0.3.9

Pr.33.1
Pr.33.2
Pr.34.1
Pr.3.4.2
Pr.3.5.2
Pr.3.5.2
Pr.3.5.2

Pr.3.5.2

Pr.3.8.2
Pr.3.9.2
Pr.3.9.2
Pr.3.11.1

Pr. A-2
Pr.A-2
Pr. A-2
Pr. A-3
Pr. A-3
Pr.B-1
Pr.B-1
Pr. B-3

177-178] - - -

Pohyb v roviné (Pythagorova véta)

Dva subjekty za sebou (Nekonecnd geometr. fada)

Dva subjekty za sebou (Graf linearni funkce)

Po sobé¢ jdouci ¢isla (Graf kvadratické funkce)

Po sobé¢ jdouci Cisla (Graf kvadratické funkce)

Cislo a jeho vlastnosti (Graf funkce — hyperbola)

Hledani celku — grafické feSeni kvadratické diofan-
tovské rovnice

Hledani extrémti (Mokré tricko — zadani)

Hledani extrémt (Mokré tricko — feSeni 1)

Hledéni extrémt (Mokré tricko — feseni 4)

Linearni diofantovské rovnice — grafické feseni
pomoci miizovych boda

Plna prace tii subjekt (Ctvrta geometrickd umérna)

Plna prace tfi subjekt (Ctvrta geometrickd umérna)

Cislo a jeho vlastnosti (Eukleidova véta o vyice)

Specifické druhy prace (Geometricka cesta — po-
dobnost)

Porovnani rtizného uspotadani (Projekce)

Dva subjekty proti sobé - schema

Dva subjekty proti sobé - schema

Dva subjekty za sebou - schema

Dva subjekty za sebou - schema

Dva subjekty proti sobé i za sebou - schema

Dva subjekty proti sobé& i za sebou - schema

Dva subjekty proti sob¢ i za sebou - graficky, roz-
bor

Dva sub. proti sob¢ i za sebou — graficky, kon-
strukce

Zvlastni pohyby po neuzaviené draze

Pohyb po kruhové draze - nacrtek

Pohyb po kruhové draze - rozvinuti

Pohyb v prostoru

Grafické feSeni — nacrtek
Ptiklad zakovského feSeni ulohy
Ptiklad zakovského teSeni ulohy
Schéma uzitych druhii pohybu
Schéma uzitych druhii pohybu
Vennovy diagramy

Vennovy diagramy

Schéma uzitych druhti pohybu
Text dotazniku



Tabulky:

Tab. 1-1 [str. 19] Zastoupeni slovnich tloh — ¢etnost

Tab. 1-2 [str. 20] Zastoupeni slovnich tloh — procenta

Tab. 1-3 [str. 20] Zastoupeni slovnich tloh — upraveno (¢etnost)

Tab. 1-4 [str. 20] Zastoupeni slovnich tilloh — upraveno (procenta)

Tab. 2-1 [str. 73] Hodnoty kvadratické diofantovské rovnice

Tab. 2-2 [str. 91] Hodnoty aritmetické operace

Tab. 4-1 [str. 154-155] Prumérné znamky z testll vSech variant A-D ve vSech typech
Skol

Tab. 4-2 [str. 155-156] Primérné znamky z test variant A, B, C, D ve vSech typech
Skol

Tab. 4-3 [str. 158] Pr. A-1, 2.zp., tabulka hodnot

Tab. 4-4 [str. 159] Pr. A-2, 2.zp., tabulka hodnot

Tab. 4-5 [str. 170] Pr. D-2, 2.zp., tabulka hodnot

Tab. 4-6 [str. 173-174] Ptehled vsech uzitych postupt ve vSech skupinach - celkové

Tab. 4-7 [str. 174-175] Piehled vSech uzitych postupi ve vSech skupinach — divky a
chlapci

Tab. 4-8 [str. 176] Celkovy piehled v§ech uzitych postupt ve vSech skupinach

Tab. 4-9 [str. 176] Piehled vSech uzitych postupti v jednotlivych skupinach

Tab. 4-10 [str. 179] Obliba feseni slovnich uloh

Tab. 4-11a  [str. 181] Porovnani oblibenosti slovnich tloh

Tab. 4-11b  [str. 181] Porovnani oblibenosti slovnich uloh

Tab. 4-12 [str. 183] Vztahy mezi ptanim a skute¢nosti

Tab. 4-13 [str. 189] K ¢emu slouzi slovni ulohy



Sbirka slovnich uloh — Rejstrik:
(P¥iloha & 1)

Prehled vzorcu:

(1-1) s. 7 Pomérné ¢asti celku — stejny zaklad

(1-1b) s. 11 Pomérné ¢asti celku — stejny zaklad (vice ¢asti)

(1-2a,b,c) s. 15 Rozdilné ¢asti celku

(1-3) s. 59 Kvadraticka diofantovska rovnice

(1-3a) s. 59 Kvadraticka diofantovska rovnice

(2-1) s. 83 Reseni kubické rovnice — diskriminant

(2-1a,b) s. 83 Reseni kubické rovnice — Cardanovy vzorce

(2-2) s. 99 Rekurentni vyjadreni posloupnosti

(2-3) s. 99 Rekurentni vyjadieni posloupnosti

(3-1) s. 110  Dva subjekty proti sob¢ (stejnd doba vyjezdu, pokracuji po setkani) —
— Cas do setkani

(3-1a) s. 110  Dva subjekty proti sob¢ (stejnd doba vyjezdu, pokracuji po setkani) —
— rychlost prvniho

(3-1b) s.110  Dva subjekty proti sobé (stejna doba vyjezdu, pokracuji po setkani) —
— rychlost druhého

(3-2) s. 111 Dva subjekty proti sob¢ (stejnd doba vyjezdu, pokracuji po setkani) —
— celkové draha

(3-3a) s. 123 Dva subjekty proti sob¢ i za sebou — rychlost prvniho

(3-3b) s. 123 Dva subjekty proti sobé i za sebou — rychlost druhého

(3-4) s.127  Pohyb v pohybujicim se prosttedi, zména sily prostfedi — modelové
rovnice

(3-4a,b) s.127  Pohyb v pohybujicim se prostiedi, zména sily prostiedi — rychlost
objektu a prostiedi

(3-5) s.128  Pohyb v pohybujicim se prostiedi — modelové rovnice

(3-5a) s. 128  Pohyb v pohybujicim se prosttedi — rychlost prostiedi, zname-li
rychlost subjektu

(3-6) s. 132  Vypocet intervalu mezi vozidly

(3-6a) s. 133  Pomér ¢asu chodce a vozidla

(3-6b,c,d) s. 133  Vypocet rychlosti chodce a vozidla

(3-7) s. 137  Rychlost vlaku

(3-8) s. 137  Délka vlaku

(4-1) s.152  Dvé smési, soucet hmotnosti — modelové rovnice

(4-1a) s.152  Dvé smési, soucet hmotnosti — hmotnost prvni smési

(4-1b) s. 152  Dvé smési, soucet hmotnosti — hmotnost druhé smési

(4-1c) s. 152  Dvé¢ smési, soucet hmotnosti — vazba hmotnosti

(4-1d) s. 152  Dveé smési, soucet hmotnosti — celkova hmotnost smési

(4-1e) s.152  Dvé¢ smési, soucet hmotnosti — cena smési

(4-2) s. 154  Dve smési, rozdil hmotnosti — modelové rovnice

(4-2a) S. 154  Dvé smési, rozdil hmotnosti — hmotnost prvni smési

(4-2b) s. 154 Dve¢ smési, rozdil hmotnosti — hmotnost druhé smési

4-3) s. 155  Dvé smési, rozdil cen — modelové rovnice
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(4-3a)
(4-3b)
(4-4a)
(4-4b)
(4-5)
(4-5a,b)
(4-5¢)
(4-5d)
(4-6)
(4-6a)
(4-6b)

(5-1)
(5-1a)
(5-1b)
(5-1¢)
(5-2)
(5-3)
(5-4)
(5-5)
(5-5a)
(5-5b)
(5-5¢)
(5-5d)
(5-5e)
(5-5f)
(5-6a)

(5-6b)

(5-7)
(5-8)
(5-8a)
(5-8b)
(5-8c)
(5-8d)
(5-9)
(5-9a)
(5-9b)
(5-9¢)
(5-9d)
(5-10)
(5-10a)
(5-10b)
(5-10c)
(5-11)
(5-12)
(5-13)
(5-14)

wmw mw o n mu nononnonom

nw mw v ;m onmO oo nnmononononoononm

w

n ;MW v OO nm o nonomoonoonnonoononononoonoonm

. 155
. 155
. 158
. 158
. 163
. 163
. 163
. 163
. 166
. 166
. 166

. 175
175
175
175
177
178
. 180
. 182
. 182
. 183
. 183
. 183
. 183
. 183
. 185

. 185

. 186
. 189
. 189
. 189
. 189
. 189
191
191
191
. 192
. 192
. 195
. 196
. 196
. 196
197
. 197
197
. 198

Dvé¢ smési, rozdil cen — cena prvni smési

Dvé smeési, rozdil cen — cena druhé smeési

Dv¢ smési (trajekty) — pocet prvnich

Dvé smési (trajekty) — pocet druhych

Tti smési — modelové rovnice

Tt smési — hmotnosti

Tti smési — cena smesi

Tt1 smési — cena sloZek smési

Dvé smési v riiznych situacich — modelové rovnice
Dvé smési v ruznych situacich — cena prvni smési
Dvé smési v ruznych situacich — cena druhé smési

Uplna prace dvou subjektis — modelovy vztah

Uplna prace dvou subjekttl — spoleéna prace

Uplna prace dvou subjektii — prace prvniho

Uplné prace dvou subjektii — prace druhého

Uplna prace dvou subjekti, dan rozdil doby praci 1 — spoleéna prace

Uplna prace dvou subjektii, dan rozdil doby praci 2 — spoleéna prace

Uplna prace dvou subjekti, dan rozdil doby praci 3 — spoleéna prace

Neuplna prace dvou subjekti — modelovy vztah

Neuplna prace dvou subjektli — spole¢na prace

Neuplna prace dvou subjekti — celkova doba prace prvniho

Neuplna prace dvou subjektli — celkova doba prace druhého

Netplna prace dvou subjektti — doba prace jen prvniho

Neuplna prace dvou subjekti — doba prace jen druhého

Neuplna prace dvou subjektl — celkova doba prace

Neuplna prace dvou subjektli ve dvou zménach — celkova doba prace
prvniho

Neuplné prace dvou subjektli ve dvou zménach — celkova doba prace
druhého

Neuplna prace dvou subjekti — doba prace jen jednoho subjektu

Uplna préce ti1 subjektti — modelovy vztah

Uplna prace tif subjekttl — spoleéna prace

Uplna préce ti1 subjektil — prace prvniho

Uplna prace tii subjektti — prace druhého

Uplna préce ti1 subjektil — prace tietiho

Uplna prace tii subjekttl po dvou — modelovy vztah

Uplné prace tif subjektd po dvou — spole&na prace

Uplna prace tii subjekttl po dvou — prace prvniho

Uplna prace tif subjektd po dvou — prace druhého

Uplna prace tii subjektti po dvou — préce tietiho

Netplna prace tii subjektl — modelovy vztah

Neuplna prace tii subjektii — spole¢na prace

Netplna prace tii subjektti — celkova prace

Neuplna prace tii subjektii — prace jednoho subjektu

Netplna prace tii subjektti — vypocet vykonané prace

Neuplna prace tii subjektil — naplnéni ¢asti bazénu

Netplna prace tii subjektti — spolecna prace, ¢aste€na prace

Neuplna prace tii subjektii — celkova prace pti ¢astecném vykonu
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(5-15)
(5-15a)
(5-16)

Obrazky:

Obr. 3-1
Obr. 3-2
Obr. 3-3
Obr. 3-4
Obr. 3-5
Obr. 3-6

Tabulky:

Tab. 1-1 S.
Tab. 1-2 S.

w v nnon

S. 199  Préce Ctyt a vice subjektli — modelovy vztah
s. 199 Préce Ctyt a vice subjekt — spolecna prace
s.202  Rizné druhy prace —,,prace* tii subjekti (2 x 1)

.109  Dva subjekty proti sob¢ ve stejny ¢as, pokracuji po setkani — schéma

111  Dva subjekty proti sob¢ ve stejny Cas, pokracuji po setkani — schéma
120  Dva subjekty za sebou z rtiznych mist — schéma

125 Dva subjekty proti sob¢ i za sebou — specialni, schéma

150 Vodojem — zobrazeni situace v kosouhlém promitani

.150 Vodojem — padorys situace

60 Reseni kvadratické diofantovské rovnice — tabulka hodnot
61 Reseni kvadratické diofantovské rovnice — tabulka hodnot



Vyhodnoceni testii a dotazniku — Rejstrik

(Piiloha & 2)

Prehled vzorcu:

12]
12]
15]

15]

19]
19]
22]
25]

25]

25]
27]

27]
30]

33]
33]
34]

36]
38]
42]
42]
. 46]

tr. 14]
tr. 16]
tr. 16]
tr. 18]
tr. 18]
tr. 19]

4-1) [str.
(4-1a)  [str.
4-2) [str.
4-3) [str.
(4-4a)  [str.
(4-4b)  [str.
(4-5) [str.
(4-6a)  [str.
(4-6b)  [str.
(4-6) [str.
(4-7a)  [str.
(4-7b)  [str.
(4-8) [str.
(4-9a)  [str.
(4-9b)  [str.
(4-10)  [str.
(4-11)  [str.
(4-12)  [str.
(4-13a) [str.
(4-13b)  [str.
(4-14)  [str
Obrazky:
Obr.4-1 [s
Obr. 4-2 [s
Obr.4-3 [s
Obr. 4-4 [s
Obr.4-5 [s
Obr.4-6 [s
Obr.4-7 [s

tr. 23]

Pr. A-1, 5.zp.
Pr. A-1, 5.zp.
Pr. A-2,7.zp.

Pr. A-2, 8.zp.

Pr. A-3, 7.zp.
Pr. A-3, 7.zp.
Pr. A-4, 6.zp.
Pr. B-2, 5.zp.
Pr.

Pr.
Pr.

Pr. A-2, 5.zp.
Pr. A-3, 1.zp.
Pr. A-3, 2.zp.
Pr. A-3, 5.zp.
Pr. A-3, 6.zp.
Pr. A-3, 7.zp.
Pr. B-1, 4.zp.

B-2, 5.zp.

B-2, 5.zp.
B-3, 6.zp.

. B-3, 6.zp.
. B-4, 6.zp.

. C-2,5.zp.
. C-2,5.zp.
. C-2, 6.zp.

. C-3, 7.zp.
. C-4,5.zp.
. D-2, 7.zp.
. D-2, 7.zp.
. D-4, 6.zp.

1.2

4.1.

3.4.
3.4.
5.2.
4.3.

4.3.

4.3.
3.3.

3.3.

5.3.

4.1.
4.1.
4.1.

3.1.
4.2.
4.1.
4.1.
5.2.

. Hledani ¢asti pomoci rozdil, zname-li celek
1.2
4.1.

Hledani ¢asti pomoci rozdili, zname-li celek

Smési se dvéma slozkami, pfimy vypocet mnoZzstvi
slozek

Smési se dvéma slozkami, vypocet mnozstvi slozek
pomoci poméru

Dva subjekty za sebou, doba jizdy

Dva subjekty za sebou, draha na které se dohoni

Neuplna prace dvou subjektt, celkova doba prace

Smeési v riznych situacich, vypocet mnozstvi prvni
slozky

Smési v riznych situacich, vypocet mnozstvi druhé
slozky

Smési v riznych situacich, celkova cena smési

Dva subjekty proti sobé (rozdil rychlosti) — rychlost
prvniho subjektu

Dva subjekty proti sobé (rozdil rychlosti) — rychlost
druhého subjektu

Plna prace tii subjekti, celd doba prace jednoho
subjektu

Smési se dvéma slozkami, mnozstvi prvni smési

Smési se dvéma slozkami, mnozstvi druhé smési

Smési se dvéma slozkami, podil mnozstvi obou
smési

Jeden subjekt a stala rychlost, vypocet rychlosti

Smési se tfemi slozkami, doba spole¢né prace

Smeési se dvéma slozkami, mnoZstvi prvni slozky

Smési se dvéma slozkami, mnoZzstvi druhé slozky

Neuplna prace dvou subjekti, celkova doba prace

Grafické feSeni - nacrtek

Schéma uzitych druhd pohybu

Schéma uzitych druhli pohybu

Grafické feSeni soustavy linearnich rovnic

Schéma pohybu pii uziti nekone¢né geometrické fady
Schéma uzitych druhti pohybu

Vennovy diagramy
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Obr
Obr
Obr
Obr
Obr
Obr
Obr

Ta

Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

Tab.

.4-8 [str.23] Pr.B-1,4.zp. Vennovy diagramy
.4-9  [str.25] Pr.B-3,1.zp. Schéma uzitych druhti pohybu
.4-10 [str.26] Pr.B-3,2.zp. Schéma uzitych druhti pohybu
.4-11 [str.27] Pr.B-3,6.zp. Schéma uzitych druhti pohybu
.4-12 [str.35] Pr.C-3,2.zp. Schéma uzitych druhti pohybu
.4-13 [str.41] Pr.D-2,6.zp. Grafické feSeni soustavy linearnich rovnic
.4-14 [str. 64-65] - - - Text dotazniku
bulky:
4-1 [str. 7] Primérné znamky z testi vSech variant A-D ve vSech typech kol
4-2  [str. 7] Rozdily mezi praméry divek a chlapct
4-3 [str. 8-9] Prumérné znamky z testl variant A, B, C, D ve vSech typech §kol
4-4 [str. 10] Porovnani verzi D, Dy
4-5 [str.12] Pr. A-1, 3.zp., tabulka hodnot
4-6 [str.13] Pr. A-2, 3.zp., tabulka hodnot
4-7 [str.17] Pr. A-3, 3.zp., tabulka hodnot
4-8 [str.23] Pr. B-1, 3.zp., tabulka hodnot
4-9 [str.26] Pr. B-3, 3.zp., tabulka hodnot
4-10 [str.31] Pr. C-1, 3.zp., tabulka hodnot
4-11 [str.33] Pr. C-2, 3.zp., tabulka hodnot
4-12 [str.35] Pr. C-3, 3.zp., tabulka hodnot
4-13 [str.39] Pr. D-1, 3.zp., tabulka hodnot
4-14 [str. 40] Pr. D-2, 3.zp., tabulka hodnot
4-15 [str. 43] Pr. D-3, 3.zp., tabulka hodnot
4-16 [str. 47] Piehled vSech uzitych postupt ve vSech skupinach — v procentech
4-17 [str. 48] Ptehled vSech uzitych postupti ve vSech skupinach — absolutné
4-18 [str. 49] Piehled vSech uzitych postupt ve vSech skupinach — divky a chlapci
v procentech
4-19 [str.50] Piehled vSech uzitych postupt ve vSech skupinach — divky a chlapci
absolutné
4-20 [str.51] Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné A — celkem v procentech
4-21 [str.52] Prehled vSech uzitych postupi ve skupiné A — divky a chlapci v pro-
centech
4-22 [str.53] Prehled vSech uzitych postupi ve skupiné A — divky a chlapci abso-
lutné
4-23 [str.54]  Prehled vsech uzitych postupi ve skupiné B — celkem v procentech
4-24 [str.55] Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné B — divky a chlapci v pro-
centech
4-25 [str.56] Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné B — divky a chlapci abso-
lutné
4-26 [str.57] Piehled vSech uzitych postupt ve skupiné C — celkem v procentech
4-27 [str. 58] Ptehled vsech uzitych postupti ve skupiné C — divky a chlapci v pro-
centech
4-28 [str.59] Piehled vsech uzitych postupt ve skupiné C — divky a chlapci abso-
lutné
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Tab.
Tab.

Tab.

Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.

4-29 [str. 60]
4-30 [str. 61]

4-31 [str. 62]

4-32 [str. 63]
4-33 [str. 63]
4-34 [str. 66]
4-35a [str. 67]
4-35b [str. 69]
4-36 [str. 70]
4-37 [str. 71]

Piehled vsech uzitych postupti ve skupiné D — celkem v procentech

Ptehled vsech uzitych postupii ve skupiné D — divky a chlapci v pro-
centech

Ptehled vsech uzitych postupii ve skupiné D — divky a chlapci abso-
lutné

Celkovy ptehled vSech uzitych postupt ve vSech skupinach

Ptehled vsech uzitych postupti v jednotlivych skupinach

Obliba feseni slovnich tloh

Porovnani oblibenosti slovnich uloh

Porovnani oblibenosti slovnich uloh

Vztahy mezi pfanim a skute¢nosti

K ¢emu slouzi slovni ulohy
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