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Uvod

Moderni doba 21. stoleti se vyznacuje jednim fenoménem. VSechno je propo-
jené se v8im, jak ostatné miizeme vidét v mnoha oblastech lidského zivota. Dnes
si uz nedokazeme pfedstavit, Zze bychom se nedostali po silnicich z mista A do
mista B, ze bychom nemohli byt pfipojeni k internetu, ze bychom se kviili nemo-
cem nemohli stykat s prateli a mnoho dalsiho. VSechny tyto vazby a propojeni
lze reprezentovat sitémi.

V nedavné dobé jsme mohli zaznamenat, ze roste pocet teroristickych tutoku
na letadla, metra, silnice a s nimi souvisejici mista, jako jsou letisté ¢i dilezité bu-
dovy. Dojde-li k takovému utoku, ochromi to celou sit. Navic vime, Ze u takovych
utokt nikdo nemiize predpovédét, kdy a kde k nim dojde. Dalsim potencialnim
nebezpedim jsou prirodni katastrofy v podobé zemétieseni, povodni apod., jejichz
pocet se zménou klimatickych podminek také roste a jejich predvidani neni také
dost dobfe mozné.

I z téchto divodi je cilem této diplomové préace aplikovat nastroje teorie grafu
pro analyzu odolnosti sit{ vii¢i ndhodnym vypadkim a nasledné navrhnout jejich
vylepseni. K této analyze pouzijeme proces zvany perkolace. Konkrétni aplikace
bude provedena na silni¢ni siti, ale uzitou metodu a algoritmy lze modifikovat i
pro jiné druhy siti.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola obsahuje potiebné teoretické
poznatky z teorie grafii, které jsou nezbytné k pochopeni dané problematiky, pro-
toze pravé pomoci grafii zjednodusime sit na model, ktery budeme moci zadat
do pocitac¢ového programu. Druhé kapitola ilustruje Sirokou oblast moznych apli-
kaci této teorie. Ve treti kapitole se dostaneme k samotné analyze odolnosti siti.
Uvedeme zde potifebné algoritmy a metody, které nasledné v zavérecné ctvrté,

kapitole aplikujeme na realna data silni¢ni sité.



1. Zakladni pojmy teorie grafii

Jak jsme zminili v iivodu, kazdé analyza siti stoji na teoretickém zakladu teorie
graft. Zakladni pojmy této teorie, mezi které patii definice grafu, a to neoriento-
vaného i orientovaného, definice podgrafu, stupné vrcholu, cesty a podobné, muze
¢tenafr nalézt v mnoha publikacich tykajicich se vyhradné teorie grafi. Proto je v
uvodni kapitole této prace pouze stru¢né pripomeneme. Bliz$i pozornost budeme
vénovat pojmu komponenty grafu. Pravé komponenty predstavuji zasadni roli ve
vypoctu perkolace, a proto se jimi budeme zabyvat podrobnéji.

Definice v této kapitole jsou prevzaty z [0] a jsou také uvedeny v [7] nebo [8].

1.1. Definice grafu, typy grafi

Definice 1.1. Graf je usporadand dvojice (V, E). MnoZina V je mnoZina vrcholi
(uzli), mnoZinu E CV x V nazjvame mnoZinou hran, kde hrana je definovand

pomoct dvojice koncovijch vrcholi.

Graf lze proto zadat obrazkem nebo vy¢tem vrchola a hran, tj. V = {1,2,3,4,5}
E = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{1,5},{2,5}}. Prozatim hovofime o neoriento-

vaném grafu. Hrana {2,1} je tedy totozna s hranou {1,2}.

Definice 1.2. Uplng graf je takovy neorientovany graf, v némz jsou kaZdé dva

vrcholy spojené hranou.

Definice 1.3. Stupném vrcholu v grafu G rozumime pocet hran z néj vychdzejict.

Znacime jej dg(v).

V tavodni definici jsme zavedli pojem grafu. Mnohdy nas ale nemusi zajimat
cely graf. Pokud méame napriklad k dispozici data pro celou silni¢ni sit Evropy,
a pritom chceme analyzu provést pouze na silnicich Ceské republiky, z hlediska
vypocetniho ¢asu by bylo nesmyslné zabyvat se celou siti. Proto zavidime pojem

podgrafu.

Definice 1.4. Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnozZiné vr-

choli V(H), kde V(H) C V(G), ktery md za hrany libovolnou podmnozinu hran
8



grafu G magjicich oba vrcholy ve V(H). Indukovanym podgrafem je podgraf, ktery

obsahuje vSechny hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholi z V(H).

Obrazek 1: Priklad grafu, jeho podgrafu a indukovaného podgrafu

Tato definice nam zarucuje, ze nepievezmeme hrany bez koncovych vrchol.
Doposud jsme hovorili o neorientovanych grafech, ve kterych lze hranu proché-
zet v obou smérech mezi jejimi koncovymi vrcholy. To ale v mnohych pripadech
neni mozné. Jako priklad mtuzeme uvést jednosmérné ulice silni¢ni sité. Proto vy-
slovime definici orientovaného grafu, u jehoz kazdé hrany presné ur¢ime pocatecni

a koncovy vrchol.

Definice 1.5. Orientovany graf je usporadand dvojice D=(V,E), kde E C'V xV
a hrany jsou uspoiddané dvojice vrcholi, znacime je (u,v), tj. hrana zacind ve

vrcholu uw a kond? ve vrcholu v.

Obréazek 2: Orientovany graf

Orientované grafy uz nemusi byt symetrické, tedy hrana (v,u) nemusi existo-
vat.

V mnoha aplikacich si s doposud zavedenymi grafy nevystacime. Potfebujeme
totiz, aby graf sebou kromé své struktury nesl i informace o svych vrcholech a

hranach. U silnic potfebujeme védeét, jak je ktera cesta dlouhd nebo kolik Zije ve
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vrcholech (tj. méstech) obyvatel. Ohodnoceni tak miize reprezentovat kapacitu,
vzdalenost a mnoho dalsitho. Proto na zavér této podkapitoly uvedeme definici

ohodnoceného grafu.

Definice 1.6. Hranové ohodnoceny graf je graf G spolecné s ohodnocenim hran w,
kde w : E(G) — R. Vrcholové ohodnoceny graf je graf G spolecné s ohodnocenim
vrcholiy f, kde f : V(G) — R. Pokud pro vSechny hrany (resp. vrcholy) plati, Ze

w(e) >0 (f(e) > 0), hovorime o kladné ohodnoceném grafu.

Obréazek 3: Hranové i vrcholové ohodnoceny graf

1.2. Prochazeni grafu

V prvni podkapitole jsme zavedli pojem grafu a jeho riiznych typt. Dalsi véci,
kterou o grafem potirebujeme znat, abychom s nimi mohli realné pracovat, je jak
se v grafu pohybovat. Prvnim pojmem, ktery pro pohyb v grafech potiebujeme,

je sled.

Definice 1.7. Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholii a hran
Vg, €1, V1, €2, . . . , €y, Upn, Ve které md hrana e; koncové vrcholy v;_1,v;. Jestlize vg =

Up, je sled uzavieny).

Definice 1.8. Cyklem rozumime posloupnost vrcholi a hran vy, eq,vy,eés,. ..,
e, Uy = v, kde vrcholy vy, ...,v;_1 jsou navzdjem rizné vrcholy grafu G a pro

kazdé i = 1,2,...,t je e; = {v;_1,v;} C E(G).

Sled, ve kterém se neopakuje zadny vrchol, nazyvame cestou. Tim se dosta-

vame k problematice stanoveni délky cesty. U neohodnocenych grafi je délka

10



cesty rovna poc¢tu hran, které na cesté projdeme. U ohodnocenych grafii secteme
ohodnoceni navstivenych hran. V mnoha grafech mezi vybranou dvojici vrcholi
neexistuje pravé jedna cesta a my si mizeme vybrat, po které se do cilového vr-
cholu vydame. Potom je logickd myslenka, ptat se po nejkratsi cesté. Pro urceni
ritmus. U neohodnocenych si vystac¢ime s prohledavanim grafu do sitky. Princip

obou metod miuze ¢tenaf nalézt v [9].

1.3. Souvislost a komponenty souvislosti

Jestlize graf reprezentuje néjakou sit, je jednou ze zékladnich otéazek, zda
mame moznost dostat se z kazdého vrcholu do libovolného jiného vrcholu. Po-
kud vzdy existuje alespon jedna cesta mezi vSemi dvojicemi vrcholu, takovy graf
nazyvame souvisly a sit, kterou predstavuje, souvislou. Naopak graf na obrazku
4 je rozdélen do dvou ¢asti, mezi nimiz neexistuje zadné spojeni. Naptiklad neni
zédné cesta z vrcholu A do vrcholu B. Takovy graf nazyvame nesouvisly a sit ne-
souvislou. Nesouvisly graf se sklada z nékolika souvislych ¢asti, které nazyvame

komponenty.

1.3.1. Komponenty neorientovaného grafu

Definice 1.9. Komponenta souvislosti grafu je takovda mnoZina vrcholi, Ze
(i) existuje vidy nejméné jedna cesta z kaZdého vrcholu této mnozZiny do vsech
ostatnich vrcholi této mnoziny

(ii) nejde pridat dalsi vrchol grafu tak, aby byla dodriena vlastnost (i).

Pomoci predchozi definice lze tedy definovat souvisly a nesouvisly graf, a to

takto:

Definice 1.10. Graf je souvisly, pokud je tvoteny nejvyse jednou komponentou

souvislosti. V opacném pFipad€ je graf nesouvisly.

11
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Obrazek 4: Neorientovany graf obsahujici dvé komponenty souvislosti

Podivame-li se nyni na obrazek 4, je patrné, ze graf je sloZzen ze dvou kom-
ponent souvislosti, z nichz jedna je tvorena ¢tyimi vrcholy a druhd dvéma. Za
komponentu nelze oznacit napfiklad mnozinu vrcholu A a jeho dvou sousedi (né-
sledovniki), protoze by sice spliiovala vlastnost (i), ale uz nikoli vlastnost (ii).
Jestlize graf obsahuje izolovany vrchol, je povazovan za komponentu velikosti
jedna.

Je tedy ziejmé, ze kazdy vrchol patii pravé do jedné komponenty souvislosti.

1.3.2. Komponenty orientovaného grafu

V predchozi podkapitole jsme definovali komponenty souvislosti u graft, u
kterych 1ze hrany prochazet v obou smérech. V praxi se ovSem setkadme i s grafy,
které maji hrany orientované. Pro nazorny pfiklad nemusime chodit daleko, kazdy
ho potkava v dennim zivoté a nazyva se World Wide Web. Hrany v internetoveé
siti predstavuji odkazy, které presmeéruji uzivatele z jedné stranky na druhou, ale
pouze v jednom sméru. Stane se tak, kdyz napfiklad klikneme na internetovou
reklamu nebo na nadpis ¢lanku na tvodni zpravodajské strance. Mnohdy ale
neexistuje odkaz, ktery by nas dostal zase zpét. Proto je potieba zavést definici
komponenty i pro takové, orientované, grafy.

Pri stanoveni definice narazime na jeden problém. Pokud existuje cesta z
vrcholu A do vrcholu B, ale nikoli z B do A, povazujeme vrcholy A, B za spojené?
A patii tedy do stejné komponenty?

Na tuto otazku existuji dvé odpovédi. Pokud ano, pak nerozliSujeme mezi
orientovanou a neorientovanou hranou, a takovou komponentu nazveme slabé
souvislou komponentou.

V opacném piipadé povazujeme vrcholy A a B za spojené pravé tehdy, kdyz

12



existuje orientovana cesta z vrcholu A do B a zéaroven z vrcholu B do A. Takova

dvojice vrcholi patii do silné souvislé komponenty.

Definice 1.11. Silné souvisld komponenta je takovy mazximdlni podgraf oriento-

vaného grafu, v némz pro kaZdou dvojici jeho vrcholi u, v existuje sled.

Obrazek 5: Silné souvislé komponenty orientovaného grafu (prevzato z [3])

Graf na obrazku 5 tvoii dvé slabé souvislé komponenty a pét silné souvislych.
Poznamenejme, Ze silné souvislou komponentu mize tvorit pouze jeden vrchol a
stejné jako u neorientovanych grafii (a tedy slab& souvislych komponent) patii
kazdy vrchol pravé do jedné silné souvislé komponenty. Poznamenejme také, Ze
kazda silné souvisla komponenta obsahujici vice nez jeden vrchol, musi obsahovat
alespon jeden cyklus. Protoze z definice musi existovat cesta z vrcholu do vSech
ostatnich a zaroven z téchto vrcholi zpét do vychoziho, tvori spojeni téchto dvou

cest cyklus.

1.4. Rozdéleni cetnosti stupné vrchola

V této kapitole se podivame na jednu ze zakladnich vlastnosti sité, tj. na roz-
déleni ¢etnosti stupné vrcholi.
Ze zékladnich definic vime, ze stupen vrcholu je pocet hran, které z néj vy-

chéazi. Nejprve se zaméfime na neorientované grafy.
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Definujeme py jako podil vrcholu grafu, které maji stupen k.

Uvazujme napiiklad sit reprezentovanou grafem na obrazku 6.

Obrézek 6: Neorientovany graf o deseti vrcholech

Graf se sestava z n = 10 vrcholi. Kde jeden méa stupen 0, dva maji stupen 1,
¢tyTi maji stupen 2, dva maji stupen 3 a jeden ma stupen 4. Takze hodnoty pj
pro k=0, ...,4 jsou

1 2 4 2 1

yP1 = -+, P2 = —+,P3 = 77,04 = 7+, (]‘>

Po= 10 10 10 10 10

a pr = 0 pro k > 4. Veli¢iny p; reprezentuji rozdéleni cetnosti stupné vrcholi
daného grafu.

Hodnoty py lze také chapat ve smyslu pravdépodobnosti. Je to pravdépodob-
nost, ze nadhodné vybrany vrchol grafu méa stupen k. Mnohdy nechceme znét
pouze podil vrcholt daného stupné k, ale jejich celkovy pocet. Takovy vypocet
je zfejmy, jejich pocet je npi, kde n je pocet vrcholua sité.

Jina konstrukce, kterd dava v podstaté tutéz informaci, je konstrukce posloup-
nosti stuprid, coz je mnozina stupia vSech vrchola K = {ky, ko, ks, ..., k,, }. Napii-
klad pro nami uvedeny graf je posloupnost stupnia K = {0,1,1,2,2,2,2,3,3,4}.
Posloupnost nemusi byt serazena vzestupné jako v tomto pfipadé. Jeji uspoié-
dani muze byt dano napiiklad oc¢islovanim vrcholi, a tedy na i-té pozici je stupen
vrcholu i.

Podotknéme jesté jednu zrejmou skutec¢nost. Znalost rozdéleni ¢etnosti stupni
(popf. posloupnosti stupiii) neudavé jednoznaéné kompletni strukturu sité. Po-

kud pomineme specialni piipady jako K = {0}, ktera reprezentuje vzdy izolovany
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vrchol, a zvolime urc¢itou kombinaci hodnot stupnii, pak existuje vice nez jeden
graf, ktery mohou reprezentovat. Napiiklad dva rozdilné grafy na obrazku 7 maji

stejnou posloupnost K = {1,2,2,2,1}.

Obrazek 7: Grafy se stejnou posloupnosti stupnu

Rozdéleni cetnosti stupii vrcholi mizeme také urcovat u orientovanych graft.
U takovych grafii rozlisujeme dva rizné stupné jednoho vrcholu, tzv. vstupni a

vystupni stupen, které definujeme nasledovné
degt(u)=[{e € E:TFv eV :e=(v,u)} (2)

deg (u) ={e€ E:TveV:e=(u,v)} (3)

A tedy muzeme intuitivné definovat dvé ruzna rozdéleni, zvlast pro stupné vstupni
a zvIast pro vystupni.

Mizeme ale taky postupovat jinak. Pfedpokladejme, Ze rozdéleni cCetnosti
orientované sité je sdruzené rozdéleni vstupnich a vystupnich stupiii. Definujeme
pjx jako podil vrcholl, které maji vstupni stupen j a soucasné vystupni k. Pokud
pouzijeme toto dvojrozmérné rozdéleni, mizeme pocitat s tim, ze veli¢iny mohou
byt korelované. Naptiklad ze vrcholy s vysokych vstupnim stupném maji vysoky
i stupen vystupni, coz se odrazi ve velkych hodnotach p;, pokud j i & jsou velka.

Pokud zname pouze oddélené rozdéleni, takovou souvislost neuvidime.
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2. Sité reidlného svéta

Vyuziti teorie graf je velmi Siroké a muzeme jej nalézt v riznych aspektech
naseho zivota. [ kdyz se v praktické ¢asti této prace budeme zabyvat pouze silni¢ni
siti a jeji analyzou, pouzitou metodu lze zobecnit na vSechny nasledujici sité.

Technické sité

Prvni velkou oblasti jsou sité technické. Sem muzeme zaradit internet, ve kte-
rém vrcholy pfedstavuji pocitace nebo routery a hrany fyzické propojeni mezi
nimi. Vice abstraktni siti je World Wide Web. I kdyz se pojmy "internet"a
"web"Casto zaménuji, web je sit webovych stranek a hypertextovych odkazu mezi
nimi. Do technickych siti mizeme zaradit také velkou skupinu siti dopravnich, do
které spadé silni¢ni, letecka, zelezni¢ni ¢i potrubni sit.

Socialni sité

Opustime-li technicky svét, jsou dalsi nepominutelnou skupinou sociélni sité.
V téch vrcholy predstavuji vzdy lidi a hrany jejich vzédjemnou interakci. Takova sit
muze byt mala a reprezentovat napiiklad ¢leny klubu, zaméstnance firmy apod.,
nebo naopak celosvétova, jako naptiklad facebook.

Biologické sité

Ttetim odvétvim, ve kterém hraji podstatnou roli sité, je biologie. V té uz
neni jasné urceno, co vrcholy a hrany reprezentuji. Mohou to byt Zivocichové
a predatori v potravnich fetézcich, mizou to byt neurony a jejich propojeni v
neuronové siti mozku nebo jakakoli biochemicka sit latek a jejich vzajemnych

reakci, jako napriklad metabolismus ¢i navazovani molekul.

16



3. Uzité algoritmy a perkolace

V této praci vyuzivime nékolik algoritmii a metod, které v této kapitole vy-
svétlime. Pro analyzu odolnosti silni¢ni sité potifebujeme urc¢it pocet komponent,
na které se graf rozpadne po zneprijezdnéni urcitého poc¢tu hran. Z toho duvodu
se budeme zabyvat algoritmem, ktery ze zadani grafu ur¢i pocet jeho komponent.

A nasledné jako stézejni metodu predstavime proces perkolace.

3.1. Implementace grafu v programech

Nez se pustime do predstaveni algoritmu, musime védét, jak graf do pocitace
viibec zadat. Doposud jsme graf znazornovali pouze obrazkem. Jestlize potifebu-
jeme s grafy pracovat v pocitacovych programech, musime mit k dispozici jinou
formu, z které by pocitac¢ jednozna¢né poznal, jak graf vypada. Takovych metod
je k dispozici cela rada a lisi se predevsim slozitosti zadavani nebo univerzalnosti.
U aplikaci také zalezi na podstaté sité, ktera muze rozhodnout o zvolené metodé

implementace. My uvedeme pouze dvé nejpouzivanéjsi metody.

3.1.1. Matice sousednosti

Tato metoda slouzi k zadani neohodnoceného grafu, neorientovaného i oriento-
vaného. Matice M je typu n x n obsahujici pouze jednic¢ky a nuly, kde M (7, j) = 1
znamena, ze existuje hrana mezi vrcholy i a j, hodnota M(i,j) = 0, Ze hrana
mezi vrcholy neexistuje. Pokud je graf neorientovany, tato matice je symetricka.
Obdobou matice sousednosti pro ohodnocené grafy je matice vzddlenosti. Je rov-
néz typu n x n a ukladaji se do ni ohodnoceni jednotlivych hran a znak toho, ze
hrana neexistuje. Pro graf s kladnym ohodnocenim hran se jako symbol neexis-
tujici hrany pouziva 0 nebo -1.

Matice sousednosti nesouvislého grafu méa nésledujici vlastnost. Lze ji zapsat
jako blokovou diagonalni matici. Tedy tak, Ze jeji nenulové prvky jsou seskupeny
do ¢tvercovych blokt podél hlavni diagonaly a ostatni prvky jsou nulové. Zapis

takové matice je znézornén na obrazku 8.
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Obréazek 8: Matice sousednosti nesouvislého grafu

Poznamenejme ale, ze k dosazeni tohoto tvaru matice musime zvolit vhodné
oc¢islovani vrcholi. I kdyz oc¢islovani nema na strukturu grafu vliv, vybér jiného

o¢islovani miize mit za nasledek jiny tvar matice sousednosti, ktery uz nemusi

1 2 3 1 3 4
:1 I5 2 I5

Obrazek 9: Volba ocislovani grafu

byt blokovy.

Podivejme se konkrétné na dvé riizna ocislovani téze sité na obrazku 9. Za-

timco prvni sit je reprezentovana pouze symetrickou matici

11010
11000
00101/,
10010
00101

druhou reprezentuje blokové diagonalni matice

11100
11000
10100
00011
00011
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Tedy nemusi byt z matice hned ziejmé, zda méa graf vice komponent. Existuje
ale fada algoritmn, které ze zadané sité s libovolnym ocislovanim rychle ur¢i jeji
komponenty. Jednomu z nich se budeme vénovat pozdéji.

Vyhodou této metody je jednoduchost jejiho zadani. Na druhou stranu repre-
zentace pomoci matice sousednosti je vyhodna pouze pro tplné grafy nebo grafy
jim blizké. V opa¢ném piipadé, jakym je tfeba silni¢ni sit, kde z kazdého vrcholu
vychazi malé mnozstvi hran, by se matice sestavala z velkého mnozstvi nul a
vypocet by byl zbytené pamétoveé i casové naroc¢ny. Pokud si predstavime napii-
klad obec v horach, vede do ni ¢asto jenom jedna nebo dveé silnice. Poc¢itame-li
s ni ale do celorepublikové sité, kde za vrcholy vezmeme jednotlivé obce, byla
by to matice priblizné typu 6000 x 6000. Radek v matici sousednosti prislusny
této vesnici by obsahoval pouze jedno nebo dvé nenulova ¢isla a zbytek nul. Pro

takové sité je tedy vhodnéjsi metoda seznamu ndsledovnikii.

3.1.2. Seznam nasledovniki

Seznam nésledovnikt jednotlivych vrchold je tspornéjsi reprezentace grafu.
V grafu jsou vrcholy ¢islovany od 1 vzestupné. Ke kazdému vrcholu si pamatu-
jeme cisla vrcholi, do kterych z néj vede hrana, tedy jeho néasledovniki. Ukladat
nésledovniky kazdého vrcholu do samostatného pole by bylo pamétové narocné,
proto se pouzivaji pro ulozeni celého grafu dvé jednorozmeérna pole: v poli A (né-
sledovnici) jsou uloZena ¢isla vSech vrcholii, do kterych vedou hrany a v poli B
(ukazatelé) jsou ukazatelé, které urcuji, kde v poli A zacinaji nasledovnici kon-
krétniho vrcholu, jehoz ¢islo je reprezentovano indexem v poli B. Vrchol grafu s
¢islem u mé tedy své nasledovniky v poli A zaé¢inajici na pozici s indexem B(u).
Na pozici B(u + 1) uz zac¢inaji nasledovnici dalsiho vrcholu, a proto posledni né-
sledovnik vrcholu wu je na pozici B(u + 1) — 1. Nésledovnici u jsou tedy vrcholy
s ¢isly A(B(w)), A(B(u) + 1),..., A(B(u+ 1) — 1). Velikost obou poli lze urcit
predem. V poli A jsou vS8echny hrany grafu. Hrany obousmérné jsou zapocitany
dvakrat. Pole B by intuitivné mélo obsahovat pouze tolik prvki, kolik je vrcholi.

Jako posledni prvek pole B je z technickych diivodi (tj. abychom mohli prochéazet
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nasledovniky i posledniho vrcholu) ukazatel na prvni volnou pozici pole A, proto
je jeho hodnota o jedno vétsi nez velikost pole A.

Priklad reprezentace pomoci seznamu nésledovniki je na obrazku 10.

v

indexyB[ 1 2 3 45 6 789 10]
1| 2 4] 8[ of11][14] 17]19] 21

)

Al o] 1] 3] 2] o] s[ 6] 3] 3[ 8] 3[ s[ 7] s] 8] of 7] o] 7] g

Obrazek 10: Reprezentace grafu pomoci seznamu néasledovnikii

3.2. Algoritmus poc¢tu komponent

Zakladnim vstupem procesu perkolace je znalost po¢tu komponent nami stu-
dovaného grafu. K jeho zjisténi existuje spousta algoritmii, vyskytujicich se v
ruznych obménach. Jejich princip je ale stale stejny, a to prochazeni grafu do
sirky.

Uvazujme nejprve neohodnoceny neorientovany graf s po¢tem vrchola N. (Sta-
novent silngch a slabyjch komponent orientovaného grafu se vénovat nebudeme.)

Algoritmus probiha nasledovné:

1. Deklarujeme vSechny vrcholy jako zatim nenavstivené.

2. Vybereme vychozi vrchol s oznac¢enim i=1 a oznac¢ime jej za navstiveny.

3. Najdeme jeho nasledovniky, ulozime je do fronty a oznac¢ime je za navsti-

veneé.

4. Odebereme z fronty néasledovnikt vrchol a najdeme jeho nasledovniky.

Do fronty zarazujeme pouze néasledovniky, ktefi jsou dosud nenavstiveni a

oznac¢ime je za navstivené.

5. Pokud neni fronta prazdna, vratime se ke kroku 4. Tim najdeme vSechny
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vrcholy patiici do stejné komponenty s vrcholem i.

6. Vezmeme vrchol i=i+1.

7. Je-li dosud nenavstiven, pokrac¢ujeme krokem 2. Je-li navstiven, pokracu-

jeme krokem 6.

8. Po projiti vSsech N vrcholi algoritmus kondi.

Vystupem algoritmu je pocet komponent grafu, a diky jeho prochazeni a po-
stupnému ukladani, i data o jejich slozeni, tj. kolik mé kazda komponenta vrchola
a jaké je jejich oznaceni. Vystupy pro piiklad na obrazku 11 jsou pocet Komp = 2,
velikost = {3 2}, cleny = {[1 2 4] [3 5]}

1 2 3

4 5

Obrazek 11: Graf se dvéma komponentami souvislosti

V pfedchozim algoritmu jsme predpokladali neohodnoceny graf. U ohodnoce-
nych grafi do algoritmu pfiddme podminku na ohodnoceni. Hrany s ohodnocenim

nekone¢no bude algoritmus povazovat za neexistujici.

3.3. Perkolace

V této kapitole se budeme zabyvat jednim z procestt odehravajicim se na sitich,
perkolaci, a jejim pouzitim pro model odolnosti sité. Obecné procesy na sitich,
vCetné perkolace, se zabyvaji publikace [1], [1] a [5].

Méjme libovolnou sit a predstavme si, ze z ni odstranime néjaké vrcholy spo-
le¢né s hranami, které k témto vrcholim patii. Napiiklad selhéni internetovych
routeri muze byt chapano tak, Ze jsme ze sité predstavujici internet odstranili
jim odpovidajici vrcholy a spolecné s nimi spojeni do zbytku sité. Priblizné 3 %

routert jsou v kterékoli denni dobé nefunkéni, at uz z jakéhokoli divodu, a je tedy
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prirozené se zajimat o to, jaky to ma dopad na funkcénost celé sité. Dalsim pii-
kladem je oc¢kovani jedincii proti nemocem. Jak jsme uvedli v kapitole socidlnich
siti, Sifeni nemoci v populaci lze popsat mnozinou jednotlivei a jejich vzajem-
nym kontaktem. Jenze je-li jedinec ockovany, a tudiz nemuze nemoc chytit, pak
k sifeni nemoci nepfispiva. I kdyz je samoziejmé jedinec v siti stale pritomen,
z hlediska Sifeni nemoci chybi. A tedy proces oc¢kovani muzeme opét formalné
reprezentovat odstraiovanim vrcholi grafu.

Proces postupného odstranovani vrcholi ze sité nazyvame perkolace a lze jej
vyuzit k modelovani jevi realného svéta. Jednim z cilii teorie perkolace je po-
rozumét pravé tomu, jak odstranovani nebo selhani vybranych vrchola ovliviiuje
sit jako celek.

Vsimnéme si jedné vyznamné vyhody perkolace. Ockovani jedince v populaci
nejenze chrani proti nemoci jeho samotného, ale také zabranuje v Sifeni a naka-
zeni dalsich. Tento efekt ma za nasledek, ze v nékterych pripadech naockovani
relativné malé c¢asti populace zpusobi efektivni prevenci proti Sifeni nemoci v
celé populaci. Trivialni piiklad takového efektu je ilustrovan na obrazku 12, kde
vidime graf reprezentujici jednoho chlapce a jeho pét kamaradi. Pokud se necha
ockovat pravé doty¢ny chlapec, neni uz moznost, jak by se nemoc mezi nimi sitila,
a pritom jsou néaklady na ockovani Sestinové. Tento priklad je pouze ilustraéni,
protoze je vice nez pravdépodobné, Ze by jeho kamaradi ptisli do kontaktu i mezi

sebou.

L
‘I'IT"MI\“ "

Obrazek 12: Populacéni sit

V sitich ovSem nemusime odstranovat pouze vrcholy. Nékdy je tim, co selze
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hrana nebo skupina hran. Napiiklad v silni¢nich sitich je méalo pravdépodobné,
ze by z ni vypadlo pfimo mésto. Mnohem pravdépodobnéjsi je uzavieni silnice
mezi dvéma vrcholy, a tedy zneprijezdnéné hrana, se kterou od té chvile mtzeme
pocitat, jako by v siti viibec nebyla. Takovy jev modelujeme mirné odlisnou per-
kolaci, a to takovym procesem, ve kterém postupné odstranujeme hrany. Pokud
je potieba tyto procesy rozliSovat, nazyvame je vrcholovd perkolace (site perco-
lation) a hranovd perkolace (bond percolation).

Pti postupném odebirani nemusime postupovat jednim zpiisobem a nabizi
se otazka, v jakém pofadi odstranovani provadét. Principt, kterymi se ridit, je
vice a v kazdé konkrétni situaci je efektivnéjsi jiny. Nejvice pouzivanym, a také
s pojmem perkolace nejvice spojovanym, je vypousténi zcela nahodné. Dalsi al-
ternativou je odstranovani v predem daném poradi. Napiiklad u problému sifeni
nemoci bychom postupovali sestupné od vrcholi nejvyssiho stupné k nizsim, a
tedy ockovali lidi, ktefi maji nejvice propojeni na ostatni, a tedy je u nich ockovani
nejefektivnéjsi. U silniéni sité bychom mohli hrany odebirat sestupné, naptiklad
podle jejich vytizenosti.

Nadéle uz se ale budeme zabyvat pouze hranovou perkolaci s ndhodnym pora-
dim vypousténych hran, kterou jsme zvolili proto, Ze chceme studovat nahodné a
nepredvidatelné vypadky. Nez pristoupime k aplikaci na data realné sité, ukazme
si princip hranové perkolace na jednodussim prikladé na obrazku 13. Zde je zna-
zornéna souvisla sit o péti vrcholech a sedmi obousmérnych hranéch. Vygenerovali
jsme ndhodné poradi, v jakém budeme hrany znepriijezdihovat. Vidime, Ze po vy-
pusténi jedné hrany nenastala zadna zména a graf je stale souvisly. Stejny stav
je i po odebrani druhé hrany. Pii vypusténi tfeti hrany se ale graf rozpada na
dvé komponenty a jeden vrchol ztstava izolovany. Stejné komponenty ztstévaji
i po odebrani ¢tyf hran. Zasadni zlom nastavi s patou hranou. S kazdou dalsi
odebranou hranou uz totiz automaticky vznika dalsi komponenta a dochazi ke
kaskadovitému selhani. Hodnotu, od které pocet komponent linearné zéavisi na
poc¢tu odebranych hran, nazyvame perkolacni prdh. Proces vzdy kon¢i grafem

slozenym z komponent velikosti jedna (izolovanych vrcholu).

23



Obréazek 13: Princip hranové perkolace

Zavislost poc¢tu komponent souvislosti na po¢tu odebranych hran znazornuje

graf na obrazku 14, ve kterém je svislou ¢arou vyznacen perkolacni prah.

Pocet komponent

4.5

3.5

1.5¢

-
- @

ey J

3 4 5 6 7
Pocet odebranych hran

Obrézek 14: Princip hranové perkolace
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Uvédomme si, ze zavislost poc¢tu komponent na odebiranych hranéch je silné
urc¢ena poradim hran. Pfi jiném vygenerovaném nédhodném potadi odebiranych
hran bude perkola¢ni proces vypadat odlisné. Napiiklad t¥i komponenty mohou
vzniknout uz pfi odebrani ¢tyr hran, ne az s patou jako v nami uvedeném pripadé.
Proto musime poradi generovat vicekrat, tedy i vicekrat provést perkolaci, a zjistit
prumérné hodnoty poc¢tu komponent, které uz budou mit vypovidajici hodnotu

o dané siti.
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4. Aplikace na realné sité

V zavérecné kapitole této prace pristoupime k aplikaci teorie perkolace na
realné silni¢ni sité. Jesté pred dosazenymi vysledky uvedeme, odkud byla vstupni

data poskytnuta a jakou maji formu.

4.1. Vstupni data

Vesgkera data o sitich, se kterymi v praci pracujeme, poskytlo Centrum doprav-
niho vyzkumu, v. v. i. (zkrdcené CDV). Data jsou uloZena v textovém souboru.
Radek za¢ind kodem vrcholu a poctem obyvatel v tomto vrcholu. Nasleduji vSichni
jeho néasledovnici s poc¢ty obyvatel, kodem hrany a vzdalenosti uvedenou nejdiive
v metrech a poté v sekundéach. Vrchol s jednim nasledovnikem je reprezentovan
takto: 2514A037; 327 2514A038; 102; 2514 A037 2514 A038;118; 9

Soufadnice vrcholi méame ulozené v dalsim textovém souboru, ktery na radku
obsahuje kod vrcholu a jeho souradnice.

Napft. 2514A037 -497929.610 -1145678.360.

Pro dekédovani takovych soubort pouzijeme jednoduchy program v Matlabu,
ktery tento soubor bude prochézet jako textovy fetézec, vyhodnocovat a ukladat
informaci, kterou zjistil, pokud narazil na mezeru.

Pro 1cely této prace jsme vyuzili data ze dvou ¢asti Zlinského kraje. Obé sité
maji podobny pocet vrcholu i hran. Prvni sit méa 37 vrchola a 40 hran, druhé 38
vrcholi a 49 hran. 7 grafického znazornéni na obréazcich 15 a 16 je zfejmé, Ze obé

sité, i kdyz maji podobné rozmeéry, jsou naprosto odlisné.
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Obrazek 15: Sit 1

Obrazek 16: Sit 2
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4.2. Perkolace na silniéni siti

V podkapitole vénované principu perkolace jsme uvedli zédklady tohoto pro-
cesu. Nyni upfesnime, jak perkolace vypada na silni¢ni siti.

Nékdo se mize ptat, pro¢ viibec k analyze odolnosti silni¢ni sité volit ndhod-
nou perkolaci, kdyz nejkriti¢téjsi cesty lze urcit z méné nahodnych metod, které
pocitaji s vytizenosti cesty, pocty obyvatel ve méstech nebo prijezdnosti cesty
v jednotlivych dennich hodinach (viz [2], [3]). JenZe i ndhodnost perkolace ma
readlny vyznam. V kazdodennich situacich na silnicich miizeme pozorovat jednu
skutecnost. V kazdém mésté se v ranni a odpoledni Spi¢ce zneprijezdni kazdy
den ty stejné cesty. Divod je ziejmy, kazdy voli pii cesté do prace nebo z prace
stale tu nejrychlejsi cestu, coz byva vétsinou obchvat mésta. V analyzach zabyva-
jicich se touto skutec¢nosti, by byl povazovan za nejkriti¢téjsi hranu, a zjistovali
bychom, jak sit vylepsit, aby obchvat nebyl kazdodenné tak vytizen. Jenze co
kdyz se v siti odehraje néco nepredvidatelného? Miuze to byt teroristicky tutok,
piirodni katastrofa v podobé zéplav ¢i zemétieseni a mnoho dalstho. V takovych
situacich nikdo predem nevi, jak se zachova. Zda viibec bude volit cestu autem
nebo jestli se spolehne na jinou formu dopravy. V tu chvili se predikce obvyklé
prujezdnosti méni a v siti mizou selhévat naprosto jiné hrany. Bylo by ale dobré,
aby silni¢ni sit s takovou situaci pocitala a byla odolna i v takovém piipadé. Tim
se dostavame k perkolaci, kde volbou nadhodnych zneprijezdnéni zjistime odol-
nost sité vici vSem moznostem nahodnych selhani.

Jak jsme uvedli v minulé kapitole, u silni¢ni sité uz se budeme zabyvat pouze
hranovou perkolaci. Dale musime urcit, jak informaci o zneprujezdnéni do grafu
zadame. Intuitivni myslenka urcité je, ze koncové vrcholy hrany odstranime ze
seznamu nésledovniki a budeme pocitat s novym grafem, ktery tuto hranu ne-
bude viibec obsahovat. Tento pristup je ale z hlediska vypocetniho casu dosti
nevhodny. Obzvlasté kdyz si uvédomime, ze ze vstupnich dat mame pristup ke
vzdalenostem mezi vrcholy, které jsou v puvodnim grafu vzdy konecné. Takze
hranu nemusime piimo odstranovat, pouze ji pritadime ohodnoceni nekonecno a

do algoritmu poc¢tu komponent pfiddme podminku, Ze nasledovnik existuje pouze
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v piipadé, Zze do néj vede hrana s kone¢nou vzdalenosti. Jelikoz se u silni¢ni sité
miizeme Casto setkdvat se slepymi vrcholy, tj. s vrcholy, do kterych vede pouze
jedna hrana, pfi odstranéni této hrany sice nariista pocet komponent, ale pritom
je izolovani jednoho vrcholu z hlediska celé sité zanedbatelné. Pokud napiiklad
v siti o 40 vrcholech odebranim jedné hrany rozdélime sit na komponentu 39
vrcholi a jednoho izolovaného vrcholu, nemé to takovy dusledek, jako kdyz ode-
branim jedné hrany rozdélime sit na 20 a 20 vrcholti. Proto v procesu perkolace
zaroven s poc¢tem komponent sledujeme i velikost nejvétsi komponenty, kterou
méame jako jeden z vystupt algoritmu poc¢tu komponent.
Jak tedy probihé algoritmus perkolace na silni¢ni siti:

1. Zjistime kolik hran graf obsahuje a vygenerujeme jejich nadhodnou permu-

taci P.

2. Deklarujeme pole x a y délky length(P).

3. Pomocnou proménnou nastavime na i=1.

4. Délku hrany na pozici P(i) nastavime na nekone¢no (zneprijezdnime).

5. Pomoci algoritmu poc¢tu komponent spoc¢itame pocet komponent a velikost

nejvétsi komponenty upraveného grafu.

6. Na pozici x(i) ulozime poc¢et komponent po zneprijezdnéni i hran.

7. Na pozici y(i) ulozime velikost nejvétsi komponenty po zneprujezdnéni i

hran.

8. Vypustime dalsi hranu, tedy nastavime i=i+1 a pokracujeme krokem 4.

Pomoci tohoto algoritmu zjistime tendenci rozpadu sité pro jedno nédhodné
vygenerované poradi hran. To ale neni pro celou sit dostatecné vypovidajici, pro-
toze, jak jsme ukézali i na jednoduchém piikladu v kapitole 3.3, rozpad pro jiné
poradi muze byt znacné odlisny. Naptiklad pfi odstranéni prvni hrany se ve vét-
S$iné pripadl nestane nic a graf ma stale jednu komponentu. Pokud ale zrovna jako
prvni trefime hranu, ktera byla jedinou pristupovou cestou do nékterého vrcholu,
po jejim zneprijezdnéni méme hned dvé komponenty. Z tohoto jasné vyplyva,
Ze algoritmus musime nechat probéhnout vicekrat, ulozit si vSechny vysledky a

nasledné z nich urcit primérnou hodnotu.
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Kolikrat by mél algoritmus probéhnout neni presné definovano. V préci jsme
stanovili pevny pocet opakovani na 500. Vystupem jsou tedy dvé matice (zn.
N500, M500), obsahujici 500 fadki, z nichz na kazdém je ulozen jeden pru-
béh predchoziho algoritmu. Jedna obsahuje pribéh v po¢tu komponent (Fadky
jsou pole x), druhé pribéh ve velikosti nejvétsi komponenty (fadky jsou pole y).
Abychom méli jistotu, Ze je tento pocet dostateény, pokracujeme ve vypoctu dale
a sledujeme, jak moc dalsi permutace zméni dosavadni primérné hodnoty. Ur-
¢ime tedy prumeér sloupci matice N500 a N501. Jestlize maximum jejich rozdilu
nepresahne 0.001, povazujeme pocet opakovani za dostatecny. Pokud je rozdil

veétsi, tak program pokracuje ve vypoctu dalsitho fadku matic M a N.

4.3. Moznosti optimalizace

Zname-li puvodni podobu sité a z doposud uvedenych metod zjistime, ze je
oproti ndhodnym vypadkim malo odolna, potifebujeme ji néjakym zptsobem vy-
lepsit. Protoze zkouméme rozpad na komponenty, je ziejmé, ze sit, kterd bude
hustsi, propojenéjsi, bude proti takovému rozpadu odolnéjsi. Jednoznacnou opti-
malizaci je tedy pridani hrany, tedy postaveni nové silnice. Jak vybrat tu nejlepsi

variantu, si ukdzeme v této podkapitole.

4.3.1. Ptidani jedné hrany

Nejjednodussi optimalizaci silniéni sité je pridani pouze jedné hrany. Takze
jaké hrany méme pro danou sit k dispozici? Budeme-li uvazovat Cisté teoreticky,
pak do sité mtzeme pridat jakoukoli hranu, ktera v ni doposud neexistovala, a po-
divat se, jak pravé tato hrana sit vylepsila. Obsahuje-li sit naptiklad 100 vrcholu
a my vime, ze vrchol 1 ma nasledovniky vrcholy 4, 8 a 12, pak mame moznost
pridavat vSechny hrany, které budou vrchol 1 spojovat se vSemi ostatnimi 96 vr-
choly. Tedy bychom museli minimalné 500x96-krat provést algoritmus perkolace,
a to jsme teprv u vrcholu 1. Kdyby podobné vypadaly i ostatni vrcholy, vypocet
by byl velmi ¢asové naroc¢ny, ale ne nemozny.

Néam ovSem v této praci jde o redlnou aplikaci na silnicich a tedy se nabizi
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moznost vSechny tyto teoretické kombinace néjak zuzit. Je totiz dosti nerealné
navrhovat jako optimalni vylepSeni hranu, ktera bude spojovat vrcholy lezici na
opacnych koncich sité, a tedy by jeji skutecnéd vystavba zahrnovala nékolik pte-
mosténi stavajicich cest. Jako pripustné budeme tedy volit pouze hrany, které ani
jednou nektizi stavajici hrany. K tomuto zjisténi pouzijeme ze vstupnich dat sou-
fadnice koncovych vrcholt a pomoci analytického vypoctu zjistime, zda zvolené
hrana ma spoleény prusecik s néjakou stavajici hranou. Tento vypocet vypada
nésledovné:

1. Chceme pridat hranu [A BJ, mezi vrcholy se soufadnicemi A = (ay,a2), B =
(b1, b2).

2. Pomocnou proménnou ¢ nastavime na jednicku.

3. Vezmeme hranu s ¢islem i, kterd ma koncové vrcholy E = (ey,e3), F =

(f1, f2)-

4. Zjistime existenci prusec¢iku hran [A B] a [E F|. Stanovime tedy matici

L:<a1—b1 fl—el) (4)

as — by f2—€2

a vektor
—b
o= (0 )

5. Je-li hodnost matice rank(L) # 1, zaroven rank(L) = rank([L g]) a feSeni
A soustavy Ax L = g € (0, 1), pak prisecik existuje a lezi uvnitt sité. Tedy hranu
[A B| nemuZeme ptidat a algoritmus konéi.

6. Pokud neni splnéna nékterd podminka kroku 5, prusecik s hranou [E F]
neexistuje a pokracujeme krokem 3 s hranou i=i+1.

7. Pokud projdeme vSechny hrany grafu, aniz by se vypocet ukon¢il, Ize hranu
[A B] pridat.

U optimalizace jednou hranou mame z hlediska vypoctu dvé realné moznosti.
Bud si ze zadané sité spocitame vSechny kandidaty na pridani, které si ulozime
do matice obsahujici dva sloupce s poc¢ateénim a koncovym vrcholem pfipustné

hrany. Takovou matici bychom potom po fadcich prochazeli a prosli tak vsechny
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moznosti optimalizace a vybrali tu nejlepsi. Pii tomto deterministickém pristupu
mame zaruceno, ze na zavér vybereme optimélni vylepSeni, protoze jsme pro-
Sli vSechna piipustna vylepSeni. Nebo do sité pfidame nahodné vygenerovanou
hranu, zjistime miru jejiho vylepSeni a to budeme porovnavat s dalsi nahodnou
hranou. Z kazdé takové dvojice si zapamatujeme tu lepsi variantu. Pokud toto
provedeme dostatecné krat, dojdeme i timto pristupem k optimalizaci. Prvni
pristup je vhodny pro malé sité, na kterych je ¢as vypoctu perkolace kratky a
vSech pripustnych kandidatit neni mnoho. U rozsahlejsich siti bychom pristoupili
k druhé varianté.

Zbyva nam stanovit kritérium, podle kterého budeme rozhodovat o tom, které
vylepsSeni je optimalni. Pokud si vykreslime pramérné hodnoty matice N pro pt-
vodni sit (tyto hodnoty jsou ulozeny v poli meanN,,, délky m) a pro sit s prida-
nou hranou (tj. pole meanN,., ), graf vylepsené sité bude lezet pod ptivodni siti.
Nejlepsi vylepSeni potom tedy lezi "nejnize"pod grafem ptvodni sité, hledame

tedy minimum tucelové funkce f

m m
f(new) = Z meanNyew (1) — Z meanNyy, (i) (6)
i=1 i=1

Postupujeme tedy takto:
1. Chceme zjistit hodnoty pole mean Ny, tedy priumér sloupcii matice N pro
nejlepsi vylepSeni.
2. Spo¢itame pramér matice N pro puvodni sit (meanNy,,) a zjistime jeho
délku m = length(meanNpyyy).
3. Zatim jsme neptidali zaddnou hranu a tedy do proménné porsS (tj. puvodni
hodnota ucelové funkece) ulozime nulu.
4. Do sité pridame vybranou hranu a spoc¢itame priumér matice N pro upra-
venou sit (meanNyey ).

5. Spoc¢itame hodnotu tcelové funkce

porN = f(new) = Z meanNpey (1) — Z mean Ny, (i) (7)

=1 =1
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6. Je-li hodnota por N < porS, je nova varianta vylepsenim, a tedy si ji ulozime

meanNyes = meanNye, a porS = porN.

7. Vratime se k ptivodni podobé sité a pokracujeme krokem 4 pro jinou pfi-

danou hranu.

6. Po projiti vSech (popt. dostatetného mnozstvi) moznych kandidata na pii-

déani mame v poli mean Ny.s; ulozenou nejlepsi optimalizaci.

V tomto algoritmu pomoci proménnych porS a por N porovnavame nové sité
stale s puvodni siti a zjistujeme, ktera lezi "nize"pod grafem ptvodni sité. Ne-
porovnavame dvé nové sité pouze mezi sebou, protoze nemame zaruceno, ze se
jejich vykresleni nekiizi. Pozor si také musime dat na krok 5. Pole meanN,,
a meanNp,, nemaji stejnou délku! JelikoZ nova sit ma hranu navic, je i pole
meanNye, 0 jedno delsi. Posledni hodnotu tedy nemame s ¢im porovnévat a
kdybychom ji zahrnuli do sou¢tu, nemélo by porovnani smysl. Proto s¢itame jen
hodnoty do délky meanNpy,.

Na zavér kapitoly vénované této varianté optimalizace poznamenejme jesté
jednu véc. I kdyz pristoupime k deterministickému postupu vypoctu a projdeme
tedy v8echny piipustné hrany, nestaci algoritmus provést jenom jednou. Stéale je
totiz algoritmus nahodny v hodnotéach pole meanN,,,, se kterymi hrany porovna-
vame a které jsou s novym spusténim lehce odlisné, protoze se vygeneruje jinych
500 permutaci. Proto pro kontrolu vysledki spoustime algoritmus optimalizace
alespon dvakrat a ocekavame, Ze hrana, kterd byla nejlepsi pii prvnim spustént,
se pfi druhém objevi alesponn v prvni desitce nejlepsich hran. Proto je uzitec¢né,

si v algoritmu kromé nejlepsi hrany ukléddat i poradi ostatnich hran.

4.3.2. Pridani vice hran

Pokud optimalizace pomoci jedné hrany neni dostate¢na, nebo pokud mame
dostatek finan¢nich prostredkii na vystavbu vice silnic, mtizeme se zabyvat op-
timalizaci pomoci vétstho poc¢tu pridanych hran. V takovém pripadé ziskdvame
hned nékolik moznosti, jak postupovat. I kdyz se pridavani dvou, tii, ¢tyr nebo

vice hran v principu nelisi, hned na Gvod si musime stanovit, kolik hran budeme
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pridavat. Asi nas hned napadne, Ze ¢im vic hran pridame, tim lépe. Coz je sice
pravda, ale s touto myslenkou musime byt opatrni. Mohli bychom totiz narazit na
problém, ze prilis velky pocet hran do grafu ani pridat nelze. Porad totiz ziistava
platnéd podminka, Ze nové hrany nesmi kiizit stavajici, a navic se ndm problém
komplikuje tim, Ze ani pridané hrany se nesmi kiizit mezi sebou. Pokud bychom
analyzovali graf s velkym poc¢tem hran, napadne nas, Ze jedna pfidana hrana jej
moc nezlepsi a stanovili bychom si pocet novych hran treba na deset. Jenze pravé
graf s velkym poc¢tem hran nam nedava moc prilezitosti na pridéni tak vysokého
poctu, aniz by se zadné dvé nekiizili a my nenajdeme ani jednu kombinaci deseti,
natoz tak abychom porovnévali rtizné varianty.

U optimalizace pomoci jedné hrany bylo piipustné vybirat ze dvou moznosti
vypoctu. U vice hran ale uz musime pristup pomoci matice kandidati zavrhnout.
S ohledem na vypocetni rychlost nemé smysl stanovovat celou matici. Spocitali
bychom ji totiz pro puvodni sit, pak z ni vybrali jednu hranu, tu pridali a ostatni
kandidati uz by mohli novou hranu kfizit. Poc¢itali bychom ji tedy znovu pro no-
vou sit uz s jednou hranou navic, abychom z celkového poc¢tu vybrali opét jen
jednu. Takovych matic bychom tedy pocitali tolik, kolik priddvame hran, a pfitom
bychom vétsinu vysledku nikdy nepouzili.

Proto volime pristup pomoci ndhodného generovani hran. Tedy vygenerujeme
¢isla dvou vrcholi grafu a pouze ovéfime, jestli hrana mezi témito vrcholy nee-
xistuje (prohledani pole nasledovnikii) a pokud ne, tak jestli ji 1ze s ohledem na
pocet pruseciku pridat. Vypocetni cas téchto dvou podminek je daleko nizsi nez
pro stanoveni matice. Takto vygenerujeme i dalsi hrany, ovsem s kazdou dalsi
ovérujeme podminky pro jiz zménénou sit. Jakmile timto postupem ziskame pii-
pustnou kombinaci stanoveného poc¢tu hran, pfidame do sité vSsechny a dale uz
postupujeme jako u optimalizace jednou hranou. Zjistime primeérny rozpad pi-
vodni a nové sité a zlepseni posuzujeme podle kritéria z predchozi kapitoly. Toto
je jeden z moznych pristupt optimalizace vétsim poctem hran. (Vysledky této
metody jsou uvedeny v kapitole 4.4.3). Nevyhoda tohoto p¥istupu je, ze s kazdym

dalsim pokusem pridavame naprosto odliSnou kombinaci hran. Z toho divodu si
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ukédzeme jesté jednu metodu, ktera je urcitou obdobou algoritmu simulovaného
Zithang.

Simulované zihani se fadi mezi stochastické optimaliza¢ni algoritmy pro hle-
dani globélnftho minima funkce. Jeho hlavni pfednosti je, ze ptipousti i doc¢asné
zhorSeni hodnot ucelové funkce. Tim se miizeme vyhnout uvaznuti v lokalnim
minimu. Hleddme tedy globalni minimum funkce f(z). Mame pocatecni stav .
Stav systému x se zméni na stav 2’. O pravdépodobnosti prijeti zménéného stavu

rozhoduje tzv. Metropolisovo kritérium

1, @’
Plx —2') = {e_f(w’)Tf(w) ;El’li i jz(x)

Metropolisovo kritérium nam tedy ika, ze pokud ma novy stav mensi funkéni
hodnotu nez stav ptivodni, pak novy stav nahradi ptivodni. V opa¢ném piipadé
je novy stav piijat s pravdépodobnosti P. Hodnota této pravdépodobnosti zavisi
nejen na tom, o kolik je novy stav horsi, ale také na parametru T. Jelikoz ma
simulované zihani zaklad ve fyzice, zna¢i T teplotu. Zvolime-li vhodné pocatecni
teplotu Tj, metoda simulovaného zihani prohledava prostor nejprve silné stochas-
ticky a casto pfijima stavy s horsi funkéni hodnotou. Pocatecni teplota by méla
byt zvolena tak, aby zhruba polovina stavi s horsi funkéni hodnotou byla Me-
tropolisovym kritériem prijata. Se snizovanim teploty Metropolisovo kritérium
pripousti uz jen takové stavy, které vedou ke zlepsSeni funkéni hodnoty.

Obecny algoritmus simulovaného zihani probiha nasledovné:

1. Stanovime pocatecni teplotu Ty a koncovou teplotu Trone.. Vygenerujeme

pocateéni stav x a spocitame f(z).

2. Provedeme Metropolisovo kritérium:

2.1 Vytvofime novy stav 2/, spoc¢itame f(2') a § = f(2') — f(z).

2.2 Pokud ¢ < 0 novy stav 2’ pfijmeme.

2.3 Jestlize je § > 0, pak vygenerujeme nahodné ¢islo r z intervalu (0,1),

vypocitdme mez Metropolisova kritéria, mez = eT , jestlize r < mez, pak

novy stav prijmeme.
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3. Provedeme snizeni teploty T.

4. Pokud T > Tyonee pokracujeme krokem 2, v opa¢ném piipadé je algoritmus

u konce.

Pii uZiti této metody pro optimalizaci silni¢ni sité, znamenaji stavy = a '
jiné kombinace pridanych hran, a jelikoz v praci hledame nejvétsi rozdil oproti

puvodni siti, vede nas to k hledani minima ucelové funkce f

f(new) = ZmeanNnew(i) - Z meanNyy, (). (8)

i=1 =1

Zbyva nam rozhodnout, jak budeme generovat novy stav z’, tedy novou kom-
binaci hran, které do grafu priddme. Zvolili jsme piistup, ve kterém budeme pocet
nahrazenych hran postupné snizovat. Nejprve vyménujeme pocatecni pocet hran
(celou ¢tverici, pétici,...). Po dosazeni uré¢ité teploty pocet vyménovanych hran o
jeden snizime, dokud nedosahneme nahrazovani pouze jedné hrany. Musime tedy
stanovit, ve které teploté T sniZime pocet vyménovanych hran. Teplotni rozmezi,
ve kterém bude pocet vyménovanych hran konstantni, uré¢ime podle néasledujiciho
vztahu:

Ty

rozmezi = —————, 9)
pridavano

kde proménna pridavano udava pocet puvodné pridavanych hran. Demonstrujme
si to na prikladu. Predpokladejme, Ze chceme pridat celkové tfi hrany a pocatecni
teplota Ty = 30. Podle vyse uvedeného vztahu spocitame teplotni rozmezi, které
¢ini 10 stupnii. V tomto rozmezi budeme vyménovat konstantni pocet hran. V
teplotnim rozmezi 30 — 21 budeme vyménovat vSechny tfi hrany. V rozmezi teplot
20 — 11 budeme nahrazovat o hranu méné, tedy dvé hrany. Od teploty T = 10
nahrazujeme pouze jednu hranu. Pokud rozmezi nevyjde celo¢iselné, ale je to ¢islo
desetinné, zaokrouhlime jej na nejblizsi vyssi celé ¢islo.

Jelikoz je simulované zihani stochasticky algoritmus, musime jej spustit néko-
likrat, abychom méli zarucenou vyssi pravdépodobnost lepsiho vysledku. Algo-

ritmus totiz za¢ne prohledavat jinou ¢ast sité.
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4.4. Vysledky

Vsechny uvedené algoritmy jsme naprogramovali v programu Matlab a v této
podkapitole uvedeme vysledky, kterych jsme dosahli. Pro lepsi orientaci doporu-

¢ujeme nahlédnout do prilohy 4, kde jsou sité zobrazeny i s ¢isly vrcholii.

4.4.1. Pavodni sité

Predtim nez se budeme zabyvat optimalizaci siti a navrhovat tedy jejich vylep-
Seni, podivame se, jak je z hlediska nahodnych vypadkii odolné stavajici podoba
silni¢ni sité.

Sit 1

Ze vstupnich dat vime, ze tato Cést sité obsahuje 37 vrcholt a 40 hran. Pii
zneprijjezdhovani téchto hran budou tedy vysledné matice N, M obsahovat 40
sloupcti. Pocet fadkt je dan mnozstvim opakovani algoritmu perkolace. U této
sité se pro odchylku 0.001 napocitalo nékolik permutaci navic nad zvolenych 500
opakovani. Matice jsou tedy rozméru okolo 540 x 40. Maximalni hodnota v téchto
maticich je vzdy rovna poctu vrcholi, v tomto ptipadé tedy 37, a minimalni je
vzdy 1. Matice N obsahuje maximum vzdy v poslednim sloupci, protoze fadek
udéava pocet komponent grafu, a v poslednim sloupci mame situaci, kdy jsme uz
zneprijezdnili v8echny hrany a graf se tedy sestava pouze z izolovanych vrcholi,
kterych je samoziejmé 37. Naopak minimum ma tato matice v prvnim sloupci,
kdy zac¢iname s jednou komponentou. Na druhou stranu matice M udavé velikost
nejvétsi komponenty, a tedy jeji fadky maji klesajici tendenci od 37 (souvisly cely
graf) az po 1 (nejvétsi komponentou je izolovany vrchol).

Pramérné hodnoty sloupciti jsou vykresleny na obrazku 17. Na zakladé tohoto
vysledku muzeme pro tuto sit oznacit za perkolacni prah 10 odebranych hran,
coz je Ctvrtina z celkového poctu hran. Pri¢inu tak nizkého ¢isla miazeme hledat

také v tom, ze sit 1 je podle obrazku 15 docela ridka.
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Obréazek 17: Primérné hodnoty pro sit 1

Sit 2

Jak jsme zminili v kapitole o vstupnich datech, druha sit je rozmérové velmi
podobné té prvni. Podstatné se ale lisi stupni vrcholi, které jsou v ni obsazeny.
Zatimco sit 1 byla fidka a vrcholy v ni mély vétsinou stupen dva, sit 2 je navza-
jem vice propojena a tedy lze ocekévat, Ze rozpad na komponenty nebude tak
prudky. Toto ocekavani nam potvrdil vysledek po provedeni dostatecného mnoz-
stvi opakovani algoritmu perkolace. Primérny priubéh rozpadu je znazornén na
obrazku 18. Z né&j vidime, ze perkola¢ni prah pro tuto sit je mnohem dal. Linearni
zéavislost poc¢tu komponent na odebranych hranach je patrna az u 25. hrany, coz

je po odebrani poloviny hran.
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Obrézek 18: Primérné hodnoty pro sit 2

4.4.2. Pridani jedné hrany

V predeslém textu jsme uvedli, jak do sité obecné pridévat jednu hranu. Nyni
se podivame, jak tato varianta optimalizace vypadé na sitich 1 a 2. Protoze se
jedna o relativné mensi sité a vypocetni ¢as perkolace neni dlouhy, provérili jsme
postupné vSechny mozné kandidéaty na pridéni, takze jsme zvolili deterministicky
pIistup.

Sit 1

Jak jsme uz vicekrat zminili, je tato sit dosti fidka, a proto je moznych kandi-
datt na pridani dost, protoze nové hrany malokdy prekiizi stavajici. Konkrétné
mame k dispozici 267 novych hran. Podle kritéria, které jsme stanovili v kapitole
optimalizace, jsme rozhodli, Ze do této sité je nejlepsi ptridat hranu |7 27| (viz
obr. 19). Vysledky této optimalizace jsou znazornény na obrazku 20 a 21. Ze je
toto vylepSeni nejlepsi, dokazuji obrazky 22 a 23, kde jsme ptivodni a nejlepsi

stav porovnali s jinou, libovolné zvolenou, pfidanou hranou.
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Obrazek 19: Optimalizace sité 1 pomoci jedné hrany
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Obrazek 20: Porovnani primérnych hodnot po¢tu komponent pro sit 1
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Obrazek 21: Porovnani priumérnych hodnot velikosti nejvétsi komponenty sité 1
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Obrazek 22: Porovnani prumérnych hodnot poc¢tu komponent pro sit 1
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Obrazek 23: Porovnani primérnych hodnot velikosti nejvétsi komponenty sité 1

Jak jsme jiz dfive uvedli, i pfi projiti v8ech pripustnych hran je ¢ast algoritmu

nédhodnéa. Proto jsme vysledek ovérili opétovnym spusténim algoritmu optimali-

zace. Porovnéani vysledki obou pribéht je v tabulce 1.

Priabéh 1 Prubéh 2

Poradi Cisla uzli Hodnota Poradi Cisla uzli Hodnota
1 727 -36.8448 1 727 -36.8727
2 9 37 -36.6274 2 5 26 -36.8470
3 518 -36.6119 3 10 32 -36.6912
4 3 20 -36.5151 4 22 26 -36.6400
) 10 32 -36.5000 5 8 30 -36.5560
6 7 30 -36.4913 6 6 20 -36.5469
7 11 37 -36.4494 7 518 -36.5385
8 23 31 -36.4410 8 11 37 -36.5357
9 9 28 -36.4284 9 3 20 -36.5341
10 718 -36.3887 10 23 26 -36.5308

Tabulka 1: Porovnani dvou pribéhti optimalizace jednou hranou

Sit 2
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Pro druhou ¢ast sité jsme postupovali totozné. JelikoZ je tato sit propojenéjsi,

moznych kandidatt na pridani je méné, konkrétné 136. Nejlepsi optimalizaci se

ukézala byt hrana |1 24| (viz obr. 24 ¢ervené). Vykresleni vysledku je na obrazcich

25 a 26.

o009
o

Obrazek 24: Optimalizace sité 2 pomoci jedné hrany
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Obrazek 25: Porovnani prumeérnych hodnot po¢tu komponent pro sit 2
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Obrazek 26: Porovnani prumérnych hodnot velikosti nejvétsi komponenty sité 2

Ze je tato hrana opravdu optimalni, jsme opét ovérili druhym spusténim al-
goritmu. Porovnani téchto dvou pribéhu je v tabulce 2, ze které je také vidét, ze

za Gvahu stoji i hrana [35 38| (viz obr. 24 zelené).

Prabéh 1 Prabeh 2
Poradi Cisla uzli Hodnota Poradi Cisla uzli Hodnota
1 124 -38.3224 1 35 38 -37.3814
2 137 -37.8282 2 124 -37.3292
3 3 36 -37.8232 3 4 23 -37.1027
4 35 38 -37.6993 4 20 34 -36.8527
5) 20 37 -37.5351 5 421 -36.6949
6 20 34 -37.5110 6 3 36 -36.6714
7 323 -37.2393 7 4 20 -36.6652
8 4 23 -37.1904 8 21 34 -36.5769
9 421 -37.1279 9 337 -36.3642
10 14 -36.8481 10 4 36 -36.3432

Tabulka 2: Porovnani dvou pribéhti optimalizace jednou hranou
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4.4.3. Pridani tfi hran - ndhodné

U optimalizace vys$sim poc¢tem hran jsme u nami vybranych siti zvolili prida-
vani trojic. Algoritmus tedy vybere pripustnou trojici hran, které se nekiizi mezi
sebou a ani zadnou jiz existujici hranu. Nezjistujeme kolik takovych trojic celkem
existuje, ale ndhodnou trojici stanovime 200krat. Z této dvoustovky algoritmus
vybere nejlepsi s ohledem na hodnotu ucelové funkce (vztah (6)). Protoze to zda-
leka nejsou vSechny moznosti, miize byt pfi spusténi dalsi dvoustovky optimalni
trojice jina. Algoritmus napfiklad nalezne trojici, kterou v jiném spusténi nevy-
generoval, a ktera je zrovna jesté lepsi. Vzdy ale detekuje fidkou ¢ast sité a do ni
hrany pridava. Proto jsme v této praci program pro dvé sté trojic spustili dvakrat
a kromé nejlepsi hrany si pamatujeme i dalsi poradi ostatnich trojic. Porovnani
téchto dvou pritbéhii uz neni tak jednoznacéné jako u optimalizace jednou hranou.
Je totiz mélo pravdépodobné, ze by algoritmus vygeneroval naprosto stejnou tro-
jici hran v obou pokusech a my tak mohli poradi k této trojici pfesné porovnat.
Pokud se ale blize podivame na vysledky a strukturu dané sité, zjistime, ze i kdyz
se ¢isla hran lisi, jsou nékteré kombinace velmi blizké.

Protoze nezndme hlubsi souvislosti realné vystavby ndmi stanovenych nejlep-
sich trojic, které mohou bréanit rizné okolnosti, navrhujeme pro kazdou c¢ast sité
dvé lisici se varianty.

Sit 1

Pro tuto ¢ast sité vybirame dvé ruzné varianty vylepSeni znazornéné na ob-
razku 27. Varianta 1 je kombinace trojice hran [4 37 / 11 29 / 16 20]. Ta vysla
nejlepsi pii druhém pribéhu. V prvnim ocekavané tato kombinace neni, ale je v
ném na prvonim misté ji blizkd kombinace [4 27 / 8 29 / 16 20|. Druha varianta
vylepSeni je kombinace [5 28 / 7 11 / 7 18|, kterd je v druhém priabéhu ¢tvrta
nejlepsi a v prvnim je obdobna kombinace desata. Kompletni prehled nejlepsi

dvacitky hran obou pokust je uveden v priloze 2, jeji ¢ast je v tabulce 3.

45



__wvarl

— var?2
Obréazek 27: Optimalizace sité 1 pomoci tii hran
Prubéh 1 Prubeh 2
Cisla uzla Hodnota Cisla uzla Hodnota

427/829/16 20 -102.5738 437/ 1129/ 16 20 -101.4504
2225/ 1023/ 17 20 -102.0518 23 31/ 818/ 22 23 -100.9054
531/2130/ 1131 -101.5389 428/929/ 1118 -100.8780
1130/ 6 11/ 527  -101.2275 528/ 711/ 718 -100.8412
729/537/625  -101.0008 732/2028/ 720 -100.7071
26 29/ 11 23/ 26 32 -100.9736 2231/618/ 17 35 -100.6671
529/631/ 1718 -100.8535 725/2529/230 -100.4771
318/ 1828/ 624 -100.8331 2223/ 1824/ 730 -100.3857
2131/ 731/1932 -100.7352 23 28/ 6 26/ 18 36 -100.2545
0 720/728/920 -100.6214 429/1937/ 1031 -100.1859

© 00O Uk W~ T

—_

Tabulka 3: Deset nejlepsich trojic v obou pokusem pro sit 1

Sit 2

Pro druhou sit jsou navrhované optimalizace zakresleny na obrazku 28. Va-
rianta 1, tj. kombinace [2 23 / 16 32 / 35 38| byla nejlepsi v prvnim prubéhu a
ji obdobna kombinace se ukazala jako nejlepsi i pii pribéhu druhém. Varianta

2, reprezentovana kombinaci [8 12 / 1 4 / 18 30|, byla pfi prvnim pribéhu pata
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a pii druhém sedmé. Kompletni piehled nejlepsi dvacitky hran obou pokusi je

uveden v piiloze 3, jeji ¢ast je v tabulce 4.

— wvarl
— var 2

Obrézek 28: Optimalizace sité 2 pomoci tif hran

Prabéh 1 Prabéh 2
P. Cisla uzli Hodnota Cisla uzli Hodnota
1 223/1632/ 3538 -104.9418 420/ 28 32/ 3536 -104.0100
2 324/3538/215 -103.8950 420/ 1831/ 718 -103.7833
3 215/3538/ 713 -103.7373 324/237/1933 -103.7485
4 2134/3536/ 512 -103.3855 18 28/ 1324/ 3 36 -103.6812
5 812/ 14/ 18 30 -103.1092 1933/ 124/ 23 37 -103.4047
6 323/1214/1633 -103.0615 221/ 36 38/ 18 30 -103.2897
7 2034/16 31/ 11 33 -103.0382 16 31/ 323/ 824 -103.1405
8 137/ 710/ 3338 -102.9954 1731/ 512/ 21 34 -103.1317
9 1325/2037/3132 -102.7295 1325/ 436/ 3536 -102.9724
10 423/1133/215 -102.6406 124/ 3436/ 18 28 -102.8286

Tabulka 4: Deset nejlepsich trojic v obou pokusech pro sit 2

47



ey,

4.4.4. Pridani tri hran - simulované Zihan

Obecny princip algoritmu simulovaného zihani s vyménou klesajiciho poctu
hran jsme uvedli v kapitole 4.3.2. Nyni uvedeme jaké parametry jsme volili a jaké
jsme ziskali vysledky. Nejprve k problematice volby pocatecni teploty. Jak jsme
uvedli diive, méla by byt zvolena tak, aby na zacatku algoritmus pfijimal horsi
stavy s 50% pravdépodobnosti. Z predchozi varianty optimalizace jsme vypozo-
rovali, Ze u ndhodné generovanych stavi se hodnota ucelové funkce lisi asi o 2,
coz tedy povazujeme za pocateéni 0. Ze vztahu pro mez algoritmu mez = e
zjistime, Ze bychom museli za¢inat na 3 stupnich a poté krokovat po desetinach.
Cisté z technickych divodu proto § vynasobime vzdy deseti a poc¢ateéni teplotu
zvolime Tj = 30, kterou snizujeme o jeden stupen.

V kazdém pritbéhu tedy algoritmus porovna 30 rtznych trojic. A to tak, Ze
prvnich deset generuje nahodné, u dalsich deseti uz méni v pfijatém stavu jen dvé
hrany a v poslednich deseti krocich vyménuje uz jen jednu hranu. Po skonceni
algoritmu si pamatujeme z této tricitky tu nejlepsi moznou.

Jelikoz s kazdym spusténim zac¢ne algoritmus v jiné ¢asti sité, pustili jsme jej
desetkrat. Abychom téchto deset vysledki mohli navzijem porovnat, zjistujeme
jejich vylepSeni oproti stale stejnému rozpadu ptivodni sité. Jediné tak ma smysl
hodnoty tcelové funkce setadit vzestupné.

Sit 1

Vysledky deseti opakovani algoritmu simulovaného zihani jsou uvedeny v ta-

bulce 5 a nejlepsi varianta zakreslena na obrazku 29.
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Poradi Cisla uzla Hodnota porovnani
1 632/ 625/ 26 27 -101.8892
2 627/48/620 -101.6485
3 721/ 2131/ 1020 -101.3342
4 722/ 1118/ 8 31 -101.0472
5 918/922/929 -101.0429
6 10 23/ 23 28/ 10 31 -100.8424
7 620/ 16 29/ 22 31 -100.5594
8 3536/ 511/ 2427 -100.5322
9 1534/ 6 31/23 29 -100.3129
10 628/ 826/ 818 -99.8753

Tabulka 5: Vysledky simulovaného zihani pro sit 1

Obréazek 29: Optimalizace sité 1 pomoci simulovaného zihani
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Sit 2
Vysledky deseti opakovani algoritmu simulovaného zihéni jsou uvedeny v ta-

bulce 6 a nejlepsi varianta zakreslena na obrazku 30.

Poradi Cisla uzla Hodnota porovnani
1 223/ 3538/ 324 -108.1449
2 3538/ 323/ 718 -107.6954
3 124/ 1731/ 3 36 -107.4641
4 124/1932/ 223 -107.4188
5 137/ 713/ 718 -106.8926
6 3538/ 3138/ 713 -106.7411
7 3538/ 124/ 20 34 -106.1941
8 323/3032/ 812 -104.7944
9 2534/ 220/13 25 -103.4808
10 18 31/ 20 23/ 11 33 -102.6066

Tabulka 6: Vysledky simulovaného zihani pro sit 2

Obréazek 30: Optimalizace sité 2 pomoci simulovaného zihani
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Z.Avér

V této diplomové praci jsme se zabyvali analyzou odolnosti silni¢ni sité vici
nahodnym vypadktm. Jako nastroj analyzy jsme zvolili proces perkolace. Na
zékladé zjisténych informaci o puvodnich sitich jsme uvedli t¥i mozné zpusoby
optimalizace. VSechny modifikace jsme uplatnili na realnych datech dvou siti
a jednalo se o casti Zlinského kraje. Veskerd data spolecné s obrazky siti byla
poskytnuta Centrem dopravniho vyzkumu, v. v. i. v ramci projektu TRISK ¢.
VG20102015057.

Pomoci perkolace jsme zjistovali tendenci rozpadu sité na komponenty. Jeli-
koz jsme se zabyvali odolnosti sité vii¢i ndhodnym zneprijezdnénim, které nelze
predikovat, znepriijjezdnovali jsme hrany v ndhodném poradi. Tedy bez ohledu
na jejich vytizenost, délku ¢i jiné kritérium. Urcujicim méritkem této analyzy je
pocet komponent a také jejich velikost po vypadku ur¢itého mnozstvi hran. Ze
vSech moznych poradi, ve kterych mtizeme hrany vypoustét, jich provedeme ale-
sponn 500, abychom zjistili primérné hodnoty a méli tak vypovidajici udaje pro
danou sit.

Ziejmou optimalizaci je pridani hrany nebo pripadné skupiny hran. V praci
jsme uvedli vylepseni nejprve pomoci jedné hrany, kde jsme prosli vSechny pii-
pustné moznosti, a dale potom pomoci trojice hran, kde jsme pristoupili k nahod-
nému generovani piipustnych hran. U pfidavani trojic jsme postupovali dvéma
zpusoby, a to nejprve ndhodnym generovanim celé trojice a poté pomoci simulo-
vaného zihani. I kdyz na ndmi analyzovanych mensich sitich jsou hodnoty tucelové
funkce obou metod srovnatelné, metoda simulovaného zihéni se oproti ndhodné
trojici ukazala vypoc¢tové mnohem rychlejsi. Také predpokladédme, Ze na vétsich
sitich by byl znatelnéjsi rozdil i v hodnotach tcelové funkce, a tedy by metoda
simulovaného zihani byla i presnéjsi. Uz u mensich siti jsme se presvedcili, ze
program simulovaného zihéni naSel kombinace s nizsi hodnotou tucelové funkce
nez program nahodného prohledavani.

Jelikoz jsme pouzivali stochastické algoritmy a pro smysluplné vysledky jsme

museli provést opakované vypocty, projiti dostatecného mmnozstvi pripustnych

o1



hran a vybrani té nejlepsi kombinace si vyzadalo vypocetni ¢as v fadu hodin. Z
toho duvodu jsme nepfistoupili k analyze vétsich siti, ke které by bylo zapotiebi
lepsi vypocetni techniky:.

Piinosem této diplomové préace je vytvoreni algoritmii pro zkouméni odolnosti

sité, které lze pouzit jak na rozsahlejsi silni¢ni sité, tak na sité zcela odlisné.
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Priloha 1: Seznam a popis priloZzenych programi

NACTIDATA4, NACTISOURADNICE, TESTPOLE - programy pro na-
¢teni dat o sitich z textovych soubori. Poskytnuty vedoucim préce.

kandidati na_pridani - funkce, ktera pro zadany graf zjisti matici vSech
moznych hran, které lze do néj pridat.

moznost _pridani_hrany - funkce pro ovéteni, zda-li zadanou hranu lze pfi-
dat ¢i nikoli.

nahrada hran - funkce, které ze zadané trojice hran nahradi uréeny pocet
a zbytek fixuje. Funkce je soucasti programu simulovaného zihani.

networkComponents vzdal - funkce, kterd pro zadany ohodnoceny graf
zjisti pocet komponent, jejich velikost a vrcholy, které do nich patii.

pridani hrany - funkce pro pridani jedné hrany do grafu a prepséni grafu
do nové podoby.

pridani_tri hran - obdoba pridani jedné hrany. Funkce najde moznou kom-
binaci tif hran a tu prida.

PRIDANI JEDNE HRANY POROVNANI - program pro optimalizaci
jednou hranou pfi projiti matice kandidatii.

PRIDANI_TRI_HRAN_ POROVNANTI - program pro optimalizaci trojici
hran - nahodné.

PRIDANI TRI HRAN SIMULOVANE ZIHANI - program pro optima-

lizaci trojici hran - pomoci simulovaného zihani.

vypocet jistici odchylka - vypocet odolnosti sité pomoci perkolace. Funkce
zahrnuje jistici odchylku 0.001.

zneprujezdneni hrany - nastaveni délky pozadované hrany na nekonecno.
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Priloha 2: Kompletni vysledky pro sit 1
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Prabéh 1
Cisla uzli
427/ 829/ 16 20
22 25/ 10 23/ 17 20
531/2130/ 11 31
1130/ 6 11/ 527
729/ 537/ 625
26 29/ 11 23/ 26 32
529/631/ 17 18
318/ 18 28/ 6 24
2131/ 731/ 19 32
720/ 728/ 920
1535/ 6 37/ 26 27
2230/ 10 22/ 11 18
117/922/ 11 28
611/ 1720/ 4 37
2131/47/620
1734/ 1031/ 7 37
530/ 429/ 2324
1127/510/ 48
1822/ 17 31/ 10 21
630/ 437/ 16 34

Hodnota
-102.5738
-102.0518
-101.5389
-101.2275
-101.0008
-100.9736
-100.8535
-100.8331
-100.7352
-100.6214
-100.5709
-100.5249
-100.4629
-100.3863
-100.3280
-100.1890
-100.1757
-100.0548
-100.0533
-100.0256

o4

Priabeéh 2

Cisla uzli
437/ 1129/ 16 20
2331/ 8 18/ 22 23
428/929/ 11 18

528/ 711/ 718
732/ 2028/ 720
2231/ 618/ 17 35
725/ 2529/ 230
2223/ 1824/ 7 30
2328/ 626/ 18 36
429/ 1937/ 10 31
2123/ 1720/ 6 25
721/2027/ 728

2337/ 14 17/ 11 28
524/ 19 37/ 25 29

1620/ 46/ 5 32
6 31/22 30/ 10 25
2024/ 727/ 7 26
10 18/ 530/ 6 10
10 20/ 6 30/ 15 34
525/531/ 1123

Hodnota
-101.4504
-100.9054
-100.8780
-100.8412
-100.7071
-100.6671
-100.4771
-100.3857
-100.2545
-100.1859
-100.1415
-100.1274
-100.1017

-99.9255

-99.8943

-99.7641

-99.5126

-99.4628

-99.4448

-99.3036

Tabulka 7: 20 nejlepsich hran a jim odpovidajici hodnota tcelové funkce



Priloha 3: Kompletni vysledky pro sit 2
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Prabéh 1
Cisla uzli
223/ 16 32/ 35 38
324/ 3538/ 215
215/3538/ 713
2134/ 3536/ 5 12
812/ 14/ 18 30
323/ 1214/ 16 33
20 34/ 16 31/ 11 33
137/ 710/ 33 38
13 25/ 20 37/ 31 32
423/ 1133/ 215
16 30/ 4 21/ 33 38
812/ 136/ 29 34
324/ 2831/ 713
710/ 134/ 512
223/ 18 30/ 4 37
19 33/ 512/ 34 36
16 32/ 1931/ 1 37
137/46/ 2337
20 23/ 11 33/ 3 36
17 33/ 28 33/ 35 36

Hodnota
-104.9418
-103.8950
-103.7373
-103.3855
-103.1092
-103.0615
-103.0382
-102.9954
-102.7295
-102.6406
-102.4088
-101.8942

101.7716
-101.7333
-101.6892
-101.6542
-101.5805
-101.5064
-101.4361
-101.4072

25

Prabéh 2
Cisla uzli
420/ 28 32/ 35 36
420/ 1831/ 718
324/237/19 33
18 28/ 13 24/ 3 36
1933/ 124/ 23 37
221/ 36 38/ 18 30
16 31/ 323/ 8 24
1731/ 512/ 21 34
13 25/ 4 36/ 35 36
124/ 3436/ 18 28
236/124/89
46/ 3338/ 324
423/ 824/ 17 28
421/ 713/ 415
14 25/ 28 31/ 2 20
67/ 1733/ 323
13 25/ 3 36/ 36 38
513/ 3538/ 17 19
3032/ 137/59
323/ 336/ 18 28

Hodnota
-104.0100
-103.7833
-103.7485
-103.6812
-103.4047
-103.2897
-103.1405
-103.1317
-102.9724
-102.8286
-102.7914
-102.6982
-102.2510
-102.1797
-102.0778
-101.9793
-101.8661
-101.7640
-101.7565
-101.7284

Tabulka 8: 20 nejlepsich hran a jim odpovidajici hodnota tcelové funkce



Priloha 4: Znazornéni siti 1 a 2

Obréazek 31: Grafické znazornéni sité 1 spole¢né s ¢isly vrcholu
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Obrazek 32: Grafické znazornéni sité 2 spole¢né s ¢isly vrcholi
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