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Uvod

Cilem této préce je popsat problematiku matematickych kule¢nik(, konkrétnéji
kule¢nik na elipse. Budu se snazit studovat a popsat zejména zaklady tohoto tématu,
které je jinak velice obSirné a slozité. Toto téma neni Cisté matematické, ale také zde

vyuZivame znalosti z fyziky a optiky.

Tato prdce se hlavné opira o knihu s ndzvem Chaotic Billiards od Nikolaie Chernova
a Roberta Markariana [1], kterd je vénovand Yakovu Sinaiovi (viz kapitola 1.3) k pfileZitosti
jeho sedmdesatych narozenin. Tato kniha je v mé prdci stéZzejni a jsou odtud také prevzaty
i nékteré obrazky. Ostatni obrazky jsem vytvarela sama v programu Geogebra 4.2 nebo

stahla z internetu.

Nejprve se v prvni kapitole zajimam o historii matematickych kule¢nikid a také o
dynamické systémy, do kterych matematické kule¢niky patti. Druha kapitola je zamérena
na obecny popis matematickych kule¢niki a jejich konstrukci, dale se ve treti kapitole
snazim zkoumat konkrétnéji kulecnik na elipse a jeho specidlni ptipad kule¢nik na kruhu a
k lepSimu porozuméni jsem si vyhledala program Wolfram CDF Player 8, ktery umi
vytvaret vselijaké demonstrace a také vykreslovat chovani uvnitf kuleéniku na elipse (také
na kruhu) pomoci drahy bezrozmérné pohybujici se ¢astice. Nakonec jsem se v paté
kapitole zaméfrila na definici chaosu, ale jedna spiSe jen o takové nastinéni toho, co tento

pojem znamena.



1. Uvod do teorie kule¢nik

1.1. Historie klasického kule¢niku jako hry

Samotna hra kule¢nik se hraje uz tak dlouho, Ze nejsme schopni fict, kdy presné
vznikla. Vyvinula se vSak ze hry, kterd se hrala na travnatych plochach a pripominala
kroket. Prvni zminky o této hre se objevily uz ve 14. stoleti vSeverni Evropé,
pravdépodobné ve Francii, ale jeji pozménéné verze se hrdly i v 17. stoleti. Na konci 15.
stoleti se tato hra pfeménila z venkovni verze na travé do vnitini na stole, jehoZ povrch
byl zeleny, aby travu napodobil. Také ohraniceni se prevzalo z plvodni hry, a tak vznikly
hrany kule¢niku. Do kouli se Stouchalo dfevénymi tyéemi, dnesnimi tagy. Dokonce i
francouzsky krdl Ludvik XI. si zakoupil kule¢nikovy stil v roce 1470. Klasicky kule¢nik
v dnesni dobé zndme jako stll ve tvaru obdélniku se zelenym povrchem, kde mohou a
nemusi byt otvory na koule, do kterych stouchame tagy a snazime se je do otvor( dostat,

v pripadé kulecniku bez otvoru se snazime o co nejvice dotykl kouli navzajem.

Matematické kule¢niky vSak nemusi byt pouze na obdélniku, ale také na rtznych
jinych tvarech jako napfiklad kruh, elipsa nebo ¢tverec. Vtéchto matematickych

kulecnicich nds vsak bude zajimat pohyb bodové ¢astice uvnitt, v mém pripadé, elipsy.

1.2. Dynamické systémy a teorie deterministického chaosu

Chovani a pohyb koule po eliptickém kuleéniku zkoumame v ramci dynamickych
systém(, konkrétnéji v kapitole chaotickych deterministickych dynamickych systému.
Dynamické systémy vyjadfuji dynamické chovani konkrétniho systému, to znamena, ze
popisuje stav systému a jeho zménu v ¢ase. Tuto zménu urcujeme pomoci dynamickych
podminek, které jsou vétSinou dany jako soustava diferencidlnich rovnic. Za pomoci
takzvaného stavového vektoru popisujeme stav systému v libovolném ¢asovém okamziku.

Stavovy vektor ndlezi do takzvaného stavového prostoru. Tento prostor stanovuje, jakych
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hodnot muize stavovy vektor nabyvat. Pro nas je dllezité klast si otazku, jak bude stav

systém vypadat v budoucnosti a zda jej Ize predpovédét.

Dynamické systémy se rozdéluji na deterministické a stochastické. Deterministické
systémy jsou pomérné pfesné popsatelné, kdezto stochastické jsou ndhodné, a tak zde
mulzZeme vyuZzit jen statistické vlastnosti. Zvlastnim typem deterministického dynamického
systému je chaoticky, ktery je velmi citlivy na pocatecni podminky, a proto je jeho budouci

stav nepredvidatelny (chaoticky).

1.3. Historie matematickych kule¢niki

Jiz nejvétsi matematikové 18. a 19. stoleti, jako byli Laplace, Lagrange nebo
Dirichlet, se snazili seriozné zkoumat dynamické systémy zejména, na kolik jsou stabilni.
Zajimali se napfiklad o stabilitu slunecni soustavy. Na prelomu 19. a 20. stoleti Henri
Poincaré dokazal, Ze v pfirodnich zakonech je moZnd nestabilita. Tato nestabilita
zplUsobend libovolné malymi poruchami mlze mit nepredvidatelné duasledky. Na

Poincarého pak navazal rusky matematik Ljapunov, jehoZ pojeti se pouziva i dodnes.

Dynamikou kulec¢nik(i a jejich roli ve fyzice se dostala velkd pozornost od roku
1900, kdy skotsky fyzik Lord Kelvin vyslovil svou velkou predndasku nazvanou ,,Mracna 19.
stoleti v dynamické teorii tepla a svétla“. V této predndasce mimo jiné zkoumal pohyb
bodové castice uvnitf kulecniku ve tvaru trojuhelniku nebo také kvétu a odrazy od jeho

stén.

(a) (b)

Obrazek 1.1: trojuhelnikovy a kvétovy kule¢nik
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Dale se kule¢niky zabyval Ameri¢an Birkhoff, ktery je povaZovan za zakladatele ergodické
teorie (viz kapitola 3.2). Kule¢niky s rozptylujicimi neboli konkdvnimi sténami studoval

rusky matematik Sinai, po kterém se kulec¢nik s hladkou konkavni sténou jmenuje.

Obrazek 1.2: Sinaidv kuleénik

V dnesni dobé se kapitolou chaotickych kule¢nikd zabyvaji matematici Chernov a

Markarian.



2. Zakladni konstrukce matematickych kule¢nikt

Nejdfive definujeme zakladni veli¢iny potfebné k dalsimu zkoumadni konkrétnich

matematickych kule¢nika.
Kulecniky a jejich systémy v roviné jsou obecné definovany takto:

Definice 2.1: Necht D c R? je oblast s hladkou nebo po ¢astech hladkou hranici. Do
takzvaného kulec¢nikového systému patfi volny, rovhomérny a pfimocary pohyb bodové

Castice uvnitt D se specifickymi zrcadlovymi odrazy od hranice 6D.

Zrcadlové odrazy vychazeji z fyzikdlni teorie o zrcadlech, ktera popisuje odrazy svételnych
paprskl od zrcadel a Fidi se zakonem optiky, Ze Uhel dopadu se rovna Uhlu dopadu. Vice

se mlzZete docist zde [3].

2.1. Kule¢nikové stoly

V mém pripadé jako oblast D uvazujeme elipsu s hladkou hranici dD, kde 0
oznacuje derivaci. MGzeme se vSak setkat s rlznymi oblastmi D, a proto se v téchto
pfipadech vyluéuje mnoho nepfijemnych nepravidelnosti vytvofenim vhodnych
predpokladl na oblast D. To ndm umozZnuje vyhnout se mnoha problémUim a dostat tak

obecnéjsi model.

Definice 2.2: Necht D, c R? je otevfend ohranitenda souvisléd oblast a D = D,, kde D,
oznacuje uzdvér mnoziny D,. Hranice kulecniku dD = 0Dy, tj. D = Dy U dD,, se sklada
z hladkych kompaktnich krivek, pro které existuji v kazdém bodé aspon prvni tfi derivace,

a tim padem je mozno sestrojit te¢nu ve vSech bodech hranice.
Predpoklad 2.1: Hranice dD je konecné sjednoceni hladkych kompaktnich krivek:

D =T=T,U-UT, (2.1)



kde I;, i =1,...,r jsou jednotlivé kfivky, které jsou definované pomoci zobrazeni
fi:{a;, b;) > R%. Toto zobrazeni je prosté na (a; b;) a ma definované aspofi prvni tfi

jednostranné derivace v bodech a; a b;.

Definice 2.3: Rikdme, 7e D je kule¢nikovy stiil a Ty, ..., T, stény kulecniku nebo komponenty

aD.

Predpoklad 2.2: 6D komponenty I; se mohou navzdjem kFiZit jen ve svych koncovych

bodech, tudiz

l"l-nl"jcal"iual'}-,iij, (22)

Dusledek 2.2: I,=0ju--uUadl,all=T\T,, (2.3)

kde x € T, je rohovy bod D a x € T je pravidelny hrani¢ni bod.

V rohovych bodech neexistuji derivace, a proto zde nemlzeme sestrojit tecny a tedy,

jestlize se ¢astice v tomto bodé odrazi, dalsi pohyb neni definovan.

Pfedpoklad 2.3: Kazidda kfivka I; md druhou derivaci f;”", bud ve viech svych bodech

nenulovou, nebo v kazdém bodé nulovou.

Definice 2.4: Stény neboli hrany kule¢niku se rozdéluji na takzvané rovné (f” = 0),
rozptylujici neboli konkdvni (f”” # 0 je vné D) a soustrfedujici neboli konvexni (f” # 0 je

uvnitr D).

Tyto ndzvy vychazeji z fyzikdIni teorie o zrcadlech, které odrazeji svételné paprsky.

Konkavni zrcadla maji tendenci paprsky rozptylovat a konvexni soustfedovat.

Definice 2.5: Budeme definovat takzvané oznacené zakfiveni (anglicky signed curvature)

na kazdém I; nasledné

0 jestlize [} je rovna sténa,
K=<{—=|If"ll jestlize I} je konvexni sténa, (2.4)
lf”Il jestlize I} konkavni sténa, '



kde [|... || oznacuje euklidovskou normu, kterou lze definovat takto:

Definice 2.5.1: Euklidovska norma vektoru x = (x4, x,, ..., x,,) je definovana na R" takto:

el = 3 +x3 -+ xR (25)

M

Obrazek 2.1: rlzné typy stén kule¢niku

V obrdzku 2.1 jsou zastoupeny vSechny druhy kuleénikovych stén I;. I'; je sténa
rovna, [, je sténa soustfedujici a [ je sténa rozptylujici. Stény I, a 5 jsou rozptylujici a
navic uzavrené stény. Modra ¢&ast predstavuje dany vymysleny tvar samotného

kuleénikového stolu.

Obrazek 2.2

Na obrazku 2.2 je ukdzano, jak probihaji odrazy od rozptylujici (vpravo) nebo

soustredujici (vlevo) stény respektive zrcadla, jestlize se jedna o svételné paprsky.
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Definice 2.6: Tudiz mUzeme definovat orientaci krivek takto:

Io = Uk=oli, - =Uk<oli, Ty = Uxsoli (2.6)

kde K je definovano v definici 2.5.

2.1.1. Neomezené kulec¢nikové stoly

Existuji také kuleéniky, kdy oblast D c R? neni ohrani¢ena. V tomto pfipadé je
rozumné vyzadovat, aby hranice dD byla lokdlné po castech hladka. Tudiz pro jakkoliv
velky &tverec Q4 = {(x1,x,) € R?: |x;| < A4, |x,| < A} prGnik D N Q4 musi mit kone&né

po ¢astech hladkou hranici vyhovujici PFedpokladim 2.1-2.3.

Mnoho studii usuzuje, Ze neohranicené kule¢niky jsou periodické struktury. A to
proto, e vezmeme-li napfiklad dva navzajem kolmé jednotkové vektory u,v € R?, pro

které plati:

qgED e q+u€ebsqg+veED. (2.7)

Tim padem si mGZeme vybrat soufadnici os rovnobéznych k vektoriim u a v, tak ze

R? miize byt povaiovano za celistvy plast odpovidajiciho jednotkového toru (viz kapitola
6.1) Tor? = R? /7Z? Pak neohrani¢ena periodickd oblast D vyhovujici (2.7), lze
promitnout na Tor?. Je zjevné, 7e D c Tor? bude vyhovovat Predpokladiim 2.1-2.3.
Navic vidy uvazujeme, 7e D # Tor?, abychom se vyhnuli trividlnim , kuleénikiim“ bez stén

a tim padem kolizi.
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Obrazek 2.3: neohraniceny periodicky kule¢nik a jeho projekce na Tor?

Véta 2.1: Kuleénikovy stdl D je uzdvérem ohraniéené oteviené souvislé oblasti D c R?

nebo D G Tor?, tak e dD vyhovuje Pfedpokladim 2.1-2.3.

Pozndmka 2.1: Povrch toru, oznaéeni Tor?, je takzvand dvourozmérnd varieta. Varieta je
abstraktni prostor lokdlné podobny obecnému n-rozmérnému Euklidovskému prostoru,
mUlze mit vSak globalné odliSnou topologii (viz kapitola 6.1). Varieta se definuje pres
takzvané mapy, coZz je lokalni zobrazeni casti variety do Euklidovského prostoru.
Prostfednictvim zobrazeni se pak prendSeji vlastnosti, které jsou definovany
v Euklidovském prostoru, na varietu, ¢imZ jsou vlastnosti na ni definovany.
Jednorozmérnad varieta je naptiklad kruznice ST a dal3i dvourozmérna varieta je naptiklad

povrch koule S2.

2.2. Kule¢nikovy tok

Definice 2.7: Stav pohybujici se ¢astice uvnitf D v kazdém case je specifikovdn pomoci
pozice ¢astice q € D a jednotkového rychlostniho vektoru &astice v € S1. Tudiz prostor
tvoreny vSemi stavy, takzvany fdzovy prostor, je tfidimenzionalni vyplnény torus (viz

kapitola 6.1) a vyjadfuje se takto:

Q={(q,v)} =D xSt shranicidQ =T x S1. (2.8)
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Pozndmka 2.2: S je takzvana jednorozmérna varieta (Pozndmka 2.1) kruznice. Kruznice je

lokalné podobna Euklidovskému prostu pfimce, ale ma odliSnou topologii.

Pohyb ¢astice na kule¢niku vyvolava skupinu transformaci toru 1 v samo sebe.
Lépe Feceno pro kazdy stav (q,v) € Q v kazdém cCase t € R kule¢nikova &éstice startuje
ve stavu (q, v) az dojde do urcitého bodu (g;, v;) € Q v Case t. Tedy dostdvame zobrazeni

(q,v) — (qs, ve) na Q, které oznacime @,

Definice 2.8: Posloupnost zobrazeni {®!} se nazyva kulecnikovy tok na fazovém prostoru

Q) a je to vlastné grupa, pro kterou plati ®¢ o 5 = ®*+S pro kaidé t,s € R.

Pozndmka 2.3: Grupa je pojem z lineérni algebry a pfedstavuje usporadanou dvojici (G,°),
kde G je mnozina prvkd a o bindrni zobrazeni oznacené jako f:G X G = G nad prvky
mnoziny G. Toto binarni zobrazeni, nékdy také grupova operace, musi spliiovat nasledujici

vlastnosti:

e asociativita — pro vsechny prvky a,b,c € G plati (aeb)oc =ao (boc)

e uzavienost — pro vSechny prvky a,b € G plati,Zzei(a°b) € G

e existence neutralniho prvku — existuje prvek n € G takovy, Ze pro viechna a € G
platia en = n o a = a, takovyto prvek se nazyva neutralni

e existence inverzniho prvku — pro kazdy prvek a € G existuje prvek i € G, pro ktery

platiaeci =1io0a = n, prveki se nazyva inverzni

Véta 2.2: Necht q € D oznatuje pozici pohybujici se bodové &astice a v € R? jeji
rychlostni vektor. Tedy g = q(t) a v = v(t) jsou funkce €asu t € R. KdyZ se bodova
Castice pohybuje uvnitf kulecnikového stolu, tak Ze q € intD, pak je zachovana

konstantni rychlost a plati:

qg=v a v=0, (2.9)

kde int D je vnitini oblast kule¢nikového stolu a ¢arka nad g a v oznacuje prvni derivaci.

Véta 2.3: Jestlize se bodova Castice stietne s pravidelnou ¢asti hranice (stény) kulecniku,
pak jeji pozice se zméni na q € I a jeji rychlostni vektor se odrazi pres tecnu v bodé gq.
Opét vse probiha na zakladé zakladniho pravidla, Ze Uhel dopadu se rovnd uhlu odrazu, a

mulzZeme to matematicky vyjadrit takto:
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vt =v~ —2(v,n)n, (2.10)
kde v* a v~ znadi rychlostni vektory po a pted kolizi s hranici, n jednotkovy normalni

vektor v bodé g, I; stény kuleéniku a (v, n) skalarni soucin vektorl v a n.

T -

Obrazek 2.4

Obrazek 2.4 vyznacuje odrazy od rozptylujici a soustfedujici stény kulecniku a jak

se rychlostni vektor méni od kolize ke kolizi.

Rovnice o pohybu bodové ¢astice (2.9) a (2.10) zachovavaji rychlostni vektor v a je

obvyklé nastavit hona 1tedy v = 1.

Definice 2.9: Rikdme, Ze kolize je pravidelnd, kdyz q € T; a vektor v~ neni te¢nou kT a
=, U---UTL,i=1..r.Vtomto pfipadé je v* # v~ (v~ musi byt vné D a v* uvnit¥
D). Jestlize je v~ te€nou k T vbodé stietu, pak vt = v~, a takovéto kolize se nazyva

tangencidlni.

2.3. Fazovy prostor kule¢nikového toku

Fazovy prostor kule¢nikového toku je tfidimenzionalni vyplnény torus Q = {(q,v)} =

D x S s hranici 9Q = T x S (viz Definice 2.7).
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Oznacime pomoci m, a m, zobrazeni zQ na D (pro q) a S (pro v), tak aby

ne(q,v) = qam,(q,v) =v.

Véta 2.4: Necht Q) c Q predstavuje soubor stav(i (g, v), na kterych je dynamika pohybujici
se Castice definovana ve vSech ¢asech —oo < t < oo. TudiZ obdrzime skupinu transformaci

(tok) s jednim parametrem:

P Q- Q, (2.11)
se spojitym ¢asem t € R. Navic ®° = identifikovatelné a ®!+S = dt o ®5 pro viechny

t,s ER.

Kazda trajektorie kule¢nikového toku {®%x}, kde x € §, predstavuje spojity oblouk
v Q. Je také obvyklé nazyvat zobrazeni z trajektorie kule¢nikového toku m,(®fx) na
kuleénikovy stal D kule¢nikovou trajektorii. Jeji ¢asti mezi po sobé jdoucimi kolizemi jsou

takzvané spojeni.

Jestlize je kule¢nikovy stdl ohrani¢end oblast D © R?, pak volna draha pohybu
mezi kolizemi nem(zZe byt vétsi nez priimér D, a proto kazda trajektorie kule¢nikového

toku prochazi nekoneéné mnoho kolizemi. Toto ale neplati, jestlize D & Tor?.

Véta 2.5: Jestlize D je kuleénikovy stil na Tor?, pak kazda trajektorie kule¢nikového toku

prochazi, bud nekoneéné mnoho kolizemi, nebo zadnou.

Definice 2.10: Necht 0 = (. U {3, kde {}. obsahuje viechny trajektorie s kolizemi a {; je
sjednoceni viech trajektorii bez kolizi, které mohou existovat jen za podminky D & Tor?.

Je dUleZité poznamenat, Ze (). i ()r jsou neménné podle ot

Definice 2.11: Kuleénikovy stll D & Tor? ma takzvany konecny (ohraniceny) horizont,
jestlize plati ﬁf = (. Vopacném pripadé se tika, Ze ma nekonecny (neohraniceny)

horizont.
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2.4. Souradnice reprezentujici kulecnikovy tok

V této kapitole se budeme zabyvat kuleénikovym tokem ®! se soufadnicemi
(x,y,w) naQ, kde g = (x,y) € D.Zde jsou x a y klasické kartézské soufadnice v roviné a
w € (0, 2m) oznacuje protichidny (proti sméru hodinovych ruci¢ek) dhel mezi kladnou x-

ovou osou a rychlostnim vektorem v.

Pro kazdé t € R definujeme zobrazeni ®¢ na Q a uvaZujeme libovolny bod a jeho

obraz:
ot 2.12
xmym07) D (0. (212
Na&s3 cil je vypoditat prvni derivaci zobrazeni ®°.
Jestlize nenastanou kolize, potom:
xt=x"+4+tcosw,y* =y +tsinw,
wt=w". (2.13)

Pfedpokladejme, Ze nastala pravé jedna kolize v bodé na kule¢nikové sténé [}
v prabéhu ¢asového intervalu (0, t). Pak pfimy vztah mezi (x~,y ", w™ ) a (x*,y", w?) je
docela tézky odvodit. Abychom zjednodusili situaci, zavadime nékteré jednoduché

proménné.

Obrazek 2.5
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Zavadi se tyto proménné: (x,y) € I; oznaduje bod stietu, T je te¢ny vektor k T;
v bodé stfetu a Uhel y svirajici T a kladna x-ovd osa. Dale necht s~ znadi ¢as kolize a

oznadujici Uhel mezi vt a T, vie je vykresleno v obrazku 2.5.

Potom plati tyto vztahy:

X =x—s"cosw”, xt=x+stcoswt,
y =y—s"sinw”, yt=y+stsinw’,
w =y —1, wt =y +1. (2.14)

Budeme diferencovat rovnice (2.14), pak:

dx = cosydr,
dy =sinydr,
dy = —Kdr, (2.15)

kde r oznacuje parametr délky oblouku na I; a K znaci zakfiveni (dy je uréeno orientaci I;

viz rovnice 2.6).
Dale pomoci rovnic (2.14) dostaneme:
dx* =cosydr+ coswdst —stsinwtdw”

dyt =sinydr +sinwtdst + st coswtdw™

dwt = —Kdr + dy (2.16)

dx~ =cosydr —cosw™ ds™ +s sinw” dw”
dy” =sinydr —sinw™ ds™ —s~ cosw™ dw™

dw™ = —Kdr — dy. (2.17)

Upozornéme, 7e s* + s~ = t = konstantng, a proto ds* + ds~ = 0, a obdrzime:

dxt* ANdyT Adwt =dx” Ady” Adw™, (2.18)

kde symbol A oznacuje vnéjsi soucin diferencidlnich p-forem (viz kapitola 6.2).
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Véta 2.6: Kuleénikovy tok ®! zachovavd objem formy dx A dy A dw, tudiZ zachovéva

takzvanou Lebesgueovu miru (viz kapitola 6.3) dx dy dw na (.

2.5. Kolizni zobrazeni

Ve studiich o dynamickych systémech je béiné zredukovat kulecnikovy tok na

zobrazeni zkonstruované jako prurez.

Definice 2.12: Je déan kuleénikovy tok ®t: Q) — Q na (, zde miZeme najit takzvanou
nadrovinu N < Q pfiénou ke kule¢nikovému toku tak, Ze kazda trajektorie protind N

nekonec¢né mnohokrat.

Definice 2.13: Pak kule¢nikovy tok vyvolava takzvané zobrazeni ndvratu F:N — N a

funkci doby ndvratu L(x) = min{s > 0: ®*(x) € N} na N tak, aby F(x) = &™) (x).

Obrazek 2.6: nadrovina N

Véta 2.7: Naopak je dan méfitelny prostor N, méfitelné zobrazeni F: N — N, a pozitivni
funkce L: N — R™, pak mGZeme sestrojit prostor Q = {(x,s):x € N,0 < s < L(x)}a
kulegnikovy tok ®t: QO — Q definovany pomoci ®¢(x, s) = (x, s + t) s identifikaci bod(

(x,L(x)) a (F(x), 0).

Véta 2.8: Kule¢nikovy tok @t je méfitelny na Q. Jestlize zobrazeni F zachovava miru

pravdépodobnosti g na N a

18



L= fNL(x)du(x) < 0, (2.19)

pak kulegnikovy tok @t zachovava miru pravdépodobnosti 1; na  definovanou takto:

du, = L du x ds. (2.20)
Pozndmka 2.4: Pro pfipomenuti nadefinujeme miru pravdépodobnosti u na G jako kazdé

zobrazeni u: G - R U {0}, kde G je o-algebra G < 2%, a plati:

e u(A) =0proAEeaqa,

e u® =0,

e u(Q) =1, kde Q je mnozina véech moznych vysledk( pokusu,

o u(UierAy) = Xier u(4;) pro libovolnou spocetnou mnozinu {4; € G|i € I}, kde
A;NA; = @ prokaidéi,j € I takové, Ze i # j,

e o-algebra je podmnozina 29 obsahujici Q uzaviend na sjednoceni, dopliiky a navic

na spocetna sjednoceni.

Definice 2.14: Zobrazeni F se Casto oznacuje jako zdkladni transformace, L(x) funkce

horni meze a ®t nosny kuleénikovy tok.

T F(z) F*a)

Obrazek 2.5: nosny kule¢nikovy tok

Pro kule¢nikovy systém se nadrovina na () obvykle konstruuje na hranici
kule¢nikového stolu, tudiz na mnoziné I’ X St. Vzhledem k tomu, ze mame identifikované
rychlostni vektory pfed kolizi v~ a po kolizi vt vztahujici se k rovnici (2.10), lze efektivné
transformovat S* na pdl kruZnici. Abychom mohli toto spocitat, je obvyklé popsat prifez

jako mnozinu vsech rychlostnich vektor( po kolizi:
M =U; Mil Mi = {X = (q,v) € qc€ Fi' (U, n) 2 O}I (221)
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kde n oznacuje jednotkovy normalni vektor k I; wuvnittr D. MnoZina M je

dvojdimenzionalni v ) a nazyva se kolizni prostor (viz kapitola 2.2).

Definice 2.15: Jestlize trajektorie ®'x pro x € M je definovana b&hem néjakého ¢asového
intervalu (0, €), pak musi trajektorie kfiZit plochu I' X S v budoucim ¢€ase t(x) > 0 podle

Véty 2.5 a 7(x) se nazyva doba ndvratu.

Vzhledem k tomu, Ze rychlost je uréena na 1, 7(x) bude stejnd jako vzdalenost
kulecnikové trajektorie vytvarejici se v x dfive nez nastane dalsi kolize. Jakakoliv

trajektorie kule¢nikového toku ®*: (., — §, protina plochu M nekone&né mnohokrit.

Definice 2.16: Necht M = M N Q a pomoci nasledujici rovnice definujeme zpétné
zobrazeni:

F:M — MaF(x) = dTO+0y, (2.22)

Zobrazeni F se nazyva kolizni zobrazeni.
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3. Priklady matematickych kule¢nikt

V dalsim zkoumani pokracujeme s jednoduchymi priklady na téma matematické
kule¢niky a to zejména s kulecnikem na elipse. Také se ale zaméfime na kule¢nik na

kruhu, ktery je specidlnim pripadem kule¢niku na elipse.

3.1. Kule¢nik na kruhu

Pripomenme, Ze kruznice predstavuje mnoZinu vsech bodl roviny, které maji od
daného bodu - stfedu, danou stejnou vzdalenost, ktera se nazyva polomér. MnoZina bodu

leZici uvnitf a na kruznici se nazyva kruh.
KruZnice je speciadlnim pfipadem elipsy, kdy ohniska elipsy splyvaji v jedno.
Definice 3.1: Kruh ma v analytické geometrii pfedepsanou stfedovou rovnici

x2+ y2 <1r?, (3.1)

kde r je polomér kruznice a stfed kruhu splyva s pocatkem kartézské soustavy souradnic.

Necht D predstavuje jednotkovy kruh o rovnici x? + y? < 1. D zde povaZujeme
za kule¢nikovy stil. Mame bodovou bezrozmérnou ¢&astici, ktera se pohybuje uvnitf D
s konstantni rychlosti a odrazi se od hranice kruhu (kruznice) dD podle zakladniho zdkonu

optiky: Uhel dopadu se rovna Ghlu odrazu.

Definice 3.2: Souradnice pohybujici se ¢astice definujeme pomoci vektoru pozice
q: = (x;,y:) vase t a rychlostni vektor (ve smyslu smérového vektoru) této Castice

ur¢ime takto v; = (ug, wy).
Dusledek 3.2: Pak umisténi ¢dstice a jeji rychlost v ¢ase t + s se vypocita nasledné,
Xe4s = Xg T US Utys = U

Yevs = Y T WS Wits = Wy (3.2)
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ale za predpokladu, Ze se ¢astice pohybuje uvnitf D a nestietava se s hranici dD.

Jestlize se pohybujici &astice stfetne s hranici dD = {x? + y? = 1}, jeji rychlostni
vektor v, se odrazi napfic¢ te¢nou k hranici dD v bodé stfetu. Nasledné po tomto stfetu
s hranici pokracuje pohybujici ¢astice uvnitf D ve svém volném pohybu, aZ dokud se opét
nestretne s hranici kruhu. Potom se znovu odrazi a tento pohyb m{zZe pokracovat az do

nekonecna.

Obrazek 3.1: odrazy uvnitf kruhového kule¢niku

Mohou nastat také zvlastni pripady, kdy se naptiklad ¢astice pohybuje podél
praméru kruznice a tim padem se jeji rychlostni vektor neustale vraci tam a zpatky podél
priméru po kazdém stretnuti s hranici. Existuji i dalSi podobné pfipady, kdy rychlostni

vektor Castice opisuje strany nékterych pravidelnych mnohouhelnik.

(7N
\/ Y,
~—

Obrazek 3.2: zvlastni pripady pohybu ¢astice uvniti kruhového kulecniku

]

Hlavni cil dynamickych systém( je popsat vyvoj systému vcéase a jeho

asymptotické chovani v ¢ase t — co. Budeme se soustfedit na takovyto popis.
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Predpoklad 3.1: Necht je jednotkovd kruinice x2+ y? =1 parametrizovana
protichGdnym (proti sméru hodinovych ruci¢ek) dhlem 68 € [0,27]. Jeho hodnoty 0 a 27

jsou identifikované. Také oznacime Uhel odrazu symbolem y € [0, ] (obrazek 3.1).
Kazda kolize s hranici je charakterizovana dvéma Cisly: 8 (bod) a Y (Uhel).

Definice 3.4: VSechny kolize vytvareji kolizni prostor se soufadnicemi 8 a Y. Tento prostor
ma tvar valce s kruhovou podstavou, protoZe 6 je kruhovd soufadnice, a budeme ho

znacit M.

Definice 3.5: Pohyb ¢astice, od stfetu do stfetu, odpovidd zobrazeni F: M — M, které

nazyvame koliznim zobrazenim.

M

g

Obrazek 3.3: kolizni prostor kruhového kule¢niku

Pozorujeme, Zze F stale spirdlovité opousti kazdy vodorovny stupen valce, ktery
oznaCime Cy = {y = konstanta}. Uhel rotace neboli rotaéni ¢&islo se neustale méni
z kruhu na kruh, na dné (¥ = 0) je Uhel 0 a pak roste az na 2w na vrcholu (Y = m). Valec

M je Sroubovité rostouci podle zobrazeni F (obrazek 3.3).

Pevna rotace kruhu je elementdarni priklad v takzvané ergodické teorii. Rotace o

racionalnich dhlech jsou periodické, zatimco rotace o iraciondlnich Uhlech jsou ergodické.

Pozndmka 3.1: Na obrazku 3.4 Ize dobte vidét, Ze trajektorie pohybuijici ¢astice vypadaji
hustéjsi blizko wvnitfni hranice prstenu zndzornéného na obrazku. Trajektorie se

soustreduji k vnitini kruznici prstenu, proto by zde bylo ,velmi horko”, kdyby trajektorie
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predstavovaly laserové paprsky a jednotkovy kruh perfektni zrcadlo. Tato vnitfni kruznice
prstenu se oznacuje jako caustickd, coz znamend horky v fectiné. Tento termin je
vypujceny z optiky, kde oznacuje oblouk, na ktery se soustiedi svételné paprsky po odrazu

od zrcadla.

Obrazek 3.4

Dale muzZeme zafixovat rychlost pohybujici se ¢astice, ta zlstane konstantni. Je
obvyklé rychlost nastavit na jedna (v = 1). Potom rychlostni vektor v ¢ase t muze byt
popsan pomoci Uhlové soufadnice w;, takie v; = (cosw; sinw;) a w; € [0,2m]
s krajnimi body 0 a 2m, které jsou identifikované. Tim padem kolizni zobrazeni F: M — M

reprezentuje jen strety s hranici kruhu.

Abychom popsali pohyb éastice uvniti D, uvazujeme vSechny mozné stavy (g, v),
kde g € D je umisténi &astice a v € S1, kde S predstavuje kruh v roving, je rychlostni

vektor Castice.

Definice 3.6: Prostor tvofeny vsemi stavy je tedy tfidimenziondlni a vyjadfuje se takto
Q =D x S, kde Q je takzvany vyplnény torus (viz kapitola 6.1), a oznacuje se jako fdzovy

prostor.

Specidlni pripad 3.1: Nyni budeme uvazovat ¢astou modifikaci kule€niku na kruhu, a sice
se omezime pouze na horni polovinu jednotkového kruhu. Oznac¢ime horni polovinu
jednotkového kruhu jako D, vyjadFenou rovnicemi x? + y2 < 1, y > 0. Necht se bodova
Castice pohybuje uvnitf D, a odrdZi se od hranice kruhu §D,. Pomoci D_ je oznacena
dolni polovina jednotkového kruhu a plati D_ = D\D,. D_ m{zZe byt oznadeno jako

zrcadlovy obraz D, skrze osu x oznaéenou zde jako L = {y = 0}. Toto omezeni nam
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umoziuje zredukovat model kule¢niku na celém jednotkovém kruhu na model

jednodussi.

Obrézek 3.5: kulecnik na pal kruhu

3.2. Kule¢nik na elipse

Dale se dostdvam ke stézejnimu tématu této bakalarské prace a to ke kulecniku

tentokrat na elipse.

Pro pripomenuti elipsa predstavuje mnozinu bod0 v roviné, které maji od dvou
danych bodl F; a F, konstantni soucet vzdalenosti |P, F;| + |P, F,| = 2a, kde a je hlavni

poloosa elipsy a P je bod na elipse, kde se pohybuijici ¢astice odrazi.

Elipsa je charakterizovana ohnisky, coZ jsou body F;a F,, hlavni poloosou a a
vedlejsi poloosou b. Obé ohniska leZi na poloose a elipsy. Bod O je stred elipsy a P
pfedstavuje body stfetu na elipse. Elipsa je téZistém bodd P € R?. Na obrazku 3.6 je

znazornéno veskeré oznaceni v elipse véetné os, které jsou vyznaéeny ¢arkované, a plati:
|F,F,| =2c |0OB|=a |0OD|=0»b
a’?—b?=c? |DF)|=|DF|=a

|P,F,| + |P,F,| = 2a. (3.3)
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Obrazek 3.6

Definice 3.7: Stfedovd rovnice elipsy, kdy stfed elipsy O splyva s pocatkem soustavy
soufadnic a poloosy a,b splyvaji sosami x,y kartézské soustavy souradnic, vypada
nasledné:

2 2
“+L =1,kdea>b > 0. (3.4)
a b

Tedy vnitfni oblast elipsy, v ¢estiné neexistuje jednoslovny ndzev tak jako pro kruh, Ize

2 2
definovat takto z—z + i—z <1,kdea>b>0.

Dale pfimka t je te¢nou k elipse v bodé P a pfimka n je kolmici k pfimce t v bodé
P, tyto pfimky jsou vyznageny v obrazku 3.6. Uhly a a 8 jsou totoZné a sviraji je Use&ky

F,;P a F,P ste¢nou t.

Obrazek 3.7
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Véta 3.1: Obrdzek 3.7 znazoriuje thly a, B, y a §, coz jsou Uhly dopadu, odrazu a jejich

obrazy podle osy a zaroven tec¢ny t, vSechny tyto uhly jsou stejné velké.

Dukaz 3.1: KdyZ sestrojime obrazy bodu F; a F, podle tecny t v bodé P (bod odrazu), tak
usecky F,P a F; P prodlouZené nad te¢nu t v obrazku 3.8 prochazi témi obrazy F;," a F,".
Také trojuhelniky PF,B s PF,’B a PF;A s PF; A jsou shodné a to proto, Ze Usecky F,B s
F,’BaF,AsF,”"Aauhly <F,BP s <F,"BP a <F, AP s <F; AP jsou shodné a Usecky PB a

AP maji trojuhelniky spolecné.

Obrazek 3.8

Stejné jako u kruhu oznacime pomoci D ohrani¢eny vnitrek elipsy, ktery bude
predstavovat kule¢nikovy stlil. Bezrozmérna bodova ¢éstice se volné pohybuje uvnitf
elipsy, dokud nenarazi do hranice elipsy v bodé P a odrazi se od tecny t na zédkladé
zakladniho zdkonu optiky a také na zakladé D(ikazu 3.1, Ze uhel dopadu se rovna uhlu

odrazu (@ a 8 se rovnaji).

Bodova c¢astice uvnitf D se pohybuje, mlze a nemusi projit jednim z ohnisek, zalezi

na uhlu, pod kterym je ¢astice uvedena do pohybu.

Véta 3.2: Kdyz trajektorie pohybujici se castice projde jednim z ohnisek, musi se
samoziejmé odrazit od hranice elipsy dD vbodé P € dD, pak vsak vidy pokracuje

do druhého ohniska a znovu se vSe opakuje stejné.
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Dukaz 3.2: Toto tvrzeni vyplyvd ze samotné definice elipsy.

Po mnoha odrazech od hranice elipsy se bodova castice zacina pohybovat podél

hlavni poloosy a viz obrazek 3.9.

N,
=
[\

| u elipsy existuji specialni pfipady jako naptiklad, kdyz trajektorie pohybujici se
Castice opisuje bud hlavni, nebo vedlej$i osu elipsy. Potom se ¢astice pohybuje stdle po
jedné z téchto os, tam a zpét. Trajektorie mlze také opisovat i néktery z mnohouhelnikd,

vSe je vykresleno v obrazku 3.10.

Obrazek 3.10: specialni pripady pohybu ¢astice na eliptickém kule¢niku

Abychom mohli popsat stfety pohybujici se ¢astice s hranici elipsy, budeme stejné

jako u kule¢niku na kruhu zavadét souradnice popisujici zminéné stiety.
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Predpoklad 3.2: U elipsy se pouzivaji soufadnice 1 a r, kde 1 je stejné jako u kule¢niku na
kruhu Uhel odrazu od hranice elipsy a r predstavuje parametr délky oblouku na elipse,

pozor zde to neni polomér.

Jako r = 0 vybereme bod (a,0), ktery se nachazi na elipse nejvice vpravo.
Parametr r je orientovan protichGdné (proti sméru hodinovych rucic¢ek). Pro i a r plati

nasledujici0 <Y <ma0<r <|dD]|.

Definice 3.8: Kolizni prostor M je opét vdlec, jehoZ zakladna je tvaru elipsy a vyska je m.
Pfipustnd mnozina vSech kolizi je vyjadfena pomoci obdélniku [0, |0D|] % [0, ], pficemz

pravé i levé strany obdélniku musi byt identifikované.

Definice 3.9: Pohyb ¢astice uvnitt elipsy od stietu ke stfetu odpovida koliznimu zobrazeni

F:M—-> M.

B

“\_“‘___f““-\_&__ﬂ_#’_,-'”

M
0 D]

Obrazek 3.11: kolizni prostor eliptického kuleéniku

Trajektorie pohybujici se &astice, které prochazeji skrz ohniska, jsou vykresleny
v obrazku 3.11 jako tvar lezaté osmicky, ktera oddéluje bilou a Sedou ¢ast v pripustné
mnoziné vSech kolizi. Tim padem trajektorie, které prochdzeji skrz ohniska, vytvareji

specidlni jedno-dimenzionalni ,,rodinu“ v M.

Definice 3.10: Trajektorie pohybujici se ¢astice uvnitf elipsy Ize rozdélit na dva typy: za
prvé ty, které protinaji vnitfni ¢ast usecky F;F, na hlavni ose elipsy po kazdém odrazu
takzvané vnitini trajektorie, a za druhé ty, které tuto ¢ast neprotinaji takzvané vnéjsi

trajektorie.
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Véta 3.3: Pro vSechny vnéjsi trajektorie existuje elipsa s ohnisky F; a F,, ktera je tec¢na
k témto vnéjsim trajektoriim. Ddle pro vSechny vnitfni trajektorie existuje hyperbola

s ohnisky F; a F,, kterd je te€na k témto vnitfnim trajektoriim.
Tato véta je nejdllezitéjsi vlastnosti kule¢nikd na elipse.

Dukaz 3.3: Na obrazku 3.12 lze vidét, Ze A;A a A,A jsou dvé po sobé jdouci Usecky
vnéjsich trajektorii. Body B; a B, dostaneme jako obrazy ohnisek F; a F, podle usecek
A1A a A,A. Tyto uhly «B;AA,, ¥A,AF;, ¥F,AA, a %A,AB, jsou stejné, a proto
trojuhelniky AB,F, a AB,F; jsou shodné a plati |B,F,| = |B,F,|. Z toho divodu plati také

|F1C1| + |F2Cq| = [F1Cy| + |FLCy, (3.5)
kde C; a C, jsou prlseciky usecek A;A, B, F, a A, A, B,F;. Tudiz body C; a C, jsou body
nové vzniklé elipsy se stejnymi ohnisky F; a F, a usecky A;A a A,A jsou tecny k této

elipse. Obdobné by se postupovalo pfi dlikazu pro vnitini trajektorie.

Obrazek 3.12

Definice 3.11: Jestlize kazda usecka predstavujici trajektorii pohybujici se ¢astice uvnitr D,
jejiz krajni body jsou body odrazu od hranice elipsy, je tecnou k urc¢itému danému
oblouku, pak tento oblouk nazyvdme causticky (viz kapitola 3.1, pozndmka 3.1). Na
obrazku 3.13 jsou vykresleny dvé elipsy, vlevo pro vnéjsi trajektorie lze vidét elipticky

causticky oblouk a vpravo pro vnitfni trajektorie |ze vidét hyperbolicky causticky oblouk.
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Obrazek 3.13

VSechny trajektorie tecné ke caustické elipse leZi na uzavieném oblouku v koliznim
prostoru M. Takovéto oblouky Ize nalézt v obrazku 3.11, jsou to horizontdlni viny v bilé
oblasti grafu (pravé i levé strany obdélniku musi byt identifikované). Kazdy takovy oblouk
zUstava neménny na zdkladé zobrazeni F. Na kazdém neménném oblouku zobrazeni F je

odvozena pevna kruhova rotace pres néjaky uhel, ktery nazyvame rotacni cislo.

7 vrs

Véta 3.4: Rotacni Cislo se méni neustale a monotéonné s kazdym neménnym obloukem.

Dikaz 3.4: Uvazujme dvé vnéjsi trajektorie zacinajici ve stejném bodé A, € dD, ale
s raznymi eliptickymi caustickymi oblouky. Oznacime A’,, odrazové body trajektorie, u niz
je elipticky causticky oblouk mensi, a A”,, odrazové body druhé trajektorie. Z obrazku

3.14 Ize vypozorovat, Ze se posloupnost {A",,} bude pohybovat uvnitf elipsy rychleji nez

{A7n}.

Ap

Obrazek 3.14
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Déni v zobrazeni F na kazdém neménném oblouku se da analyzovat explicitné a

rotacni Cislo Ize vypocitat analyticky.

Dale vSechny trajektorie te¢né ke caustické hyperbole leZici na dvou uzavienych
obloucich v M, kazdy oblouk nalezneme jako oval v jedné poloviné Sedé oblasti grafu,
ktery ma tvar lezaté osmicky (obrazek 3.11). Zobrazeni F transformuje kazdy oval
videnticky oval, ale uvnitf druhé pllky leZzaté osmicky Sedé oblasti grafu. Tudiz
sjednoceni téchto dvou identickych oval( je neménné na zakladé zobrazeni F a kazdy

oval jednotlivé je neménny na zakladé zobrazeni F?2.

Z tohoto dlvodu vypada kolizni prostor M kulecniku na elipse ,listovité” diky
neménnym obloukiim. V tomto smyslu je kule¢nik na elipse podobny kule¢niku na kruhu.
Ve fyzice takovéto modely patfi do specidlni tfidy modeld, které jsou charakteristické tim,
ze dynamika v takovémto systému je kompletné pravidelnd. Tento systém je nazyvan jako

integracni a tim padem kulec¢nik na elipse i na kruhu je pravidelny.

Specidini pfipad 3.2: Stejné jako u kule¢niku na kruhu je moZno se omezit pouze na horni

nebo dolni polovinu elipsy. Oznacime horni polovinu elipsy jako D, , ktera je vyjadrena
rovnicemi z—z + Z—z <1, y = 0. Bodova ¢astice se opét pohybuje uvnitf D, a odrazi se od
hranice elipsy 6D,. Plati D_ = D\D,, kde D_ oznacuje dolni polovinu elipsy. D_ je tim
padem zrcadlovy obraz D, skrze osu x oznalenou zde jako L = {y = 0}. Jestlize
pohybujici se ¢astice narazi do L, jeji trajektorie se odrazi od L a také mizZeme vykreslit
zrcadlovy obraz v D_ pod L. Dalsi odraz se vyvine v D_ symetricky jako redlna trajektorie v
D, az dokud se neodrazi znovu. Pak se tyto dvé trajektorie Castic spoji a pohybuji se
spolecné v D, néjakou chvili az do dalsi kolize s L, kdy se znovu rozdéli, a tak znovu a
znovu. Je dUlezité si uvédomit, Ze se zrcadlova trajektorie nikdy vlastné neodrazi od L,
vidy jen L protina. Toto omezeni umoznuje zjednoduseni modelu kuleéniku na celé elipse.

Stejné bychom mohli vyjadrit pohyb bodové ¢astice na pll elipse, ktera by byla rozdélena

vedlejsi poloosou b (tedy celou osou v tomto pripadé).
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Obrazek 3.15: kule¢nik na pul elipse

Specidini pripad 3.3: DalSim specialnim pfipadem je kule¢nik na ¢tvrt elipse o rovnici

Z—z + i—j <1,y =0,x = 0, ktery je vykreslen na obrazku 3.16. VSechny odrazy se
uskutecnuji na zakladé zakonu optiky, kdy Uhel dopadu se rovna uhlu odrazu, v pripadé
krivky si samoziejmé musime jesté pomoci sestrojenim te¢ny v bodé odrazu. VSechny
trajektorie se daji zobrazit ve zbyvajici ¢asti elipsy a vidy se spoji s trajektoriemi ve ctvrt
elipse tak jako v pal elipse. Trajektorie se zobrazuji osové podle osy x a y a stfedo podle

stfedu S, v obrazku jsou vyznaceny vzory a obrazy vidy stejnou barvou.

Obrazek 3.16: kule¢nik na ¢tvrt elipse
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4. Prakticke priklady

4.1. Zakladni mySlenka pohybu ¢astice uvnitr elipsy z pohledu
analytické geometrie

Budeme vychazet z analytické geometrie kuzelosecek, tedy v mém pripadé elipsa,
a konkrétné budeme potrebovat kapitolu o vzajemné poloze elipsy a pfimky a také
odchylce ptimek. Pfimka mlzZe mit Zadny, jeden nebo dva spole¢né body s elipsou,
v pfipadé zadného bodu se jednd o vnéjsi pfimku, v ptipadé jednoho bodu o tecnu a

v pfipadé dvou bod( o se¢nu. U kule¢nikli bude zapotrebi pouze se¢na a tecna.

Budeme popisovat pohyb bodové castice uvniti elipsy a jeji odrazy od hranice

elipsy krok za krokem.
I.  Mdme bodovou ¢astici, kterd se pohybuje uvnitf elipsy o zakladni stfedové rovnici
x2 v _ 4.1
—+ = 1, (4.1)
kdea > b > 0, v ptipadé, Ze stred elipsy splyva pocatkem soustavy souradnic.

Jestlize stfed s pocatkem nesplyva, rovnice elipsy vypada néasledné:

(x-m)? (y—n)? l 4.2
a? + b2 ’ ( )
kde S[m, n].

Konecné jesté uvedeme obecnou rovnici elipsy tedy

Ax*+By*+Cx+Dy+E =0, (4.3)
kde A,B,C,D,E,F € R.

II. Uvedeme bodovou castici do pohybu pod urcitym Uhlem a a uréitym smérem.
Trajektorie bodové Castice predstavuje primku (se¢nu) t o smérnicové rovnici

y=kx+gq, (4.4)
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ktera protne elipsu ve dvou bodech, ale nds bude zajimat pouze ten prisecik nachazejici
se ve sméru, ve kterém jsme uvedli bodovou ¢&astici do pohybu. Uhel a, pod kterym jsme
uvedli ¢astici do pohybu, svird hlavni poloosa a s pfimkou t. Prlsecik primky t a elipsy
nalezneme tak, Ze do jakékoli rovnice elipsy dosadime za y rovnici pfimky t: y = kx + q.
Rovnici upravime a vyjadfime x; a x, pomoci diskriminantu D a dopocditame y; a y,
dosazenim x; a x, do rovnice pfimky t. Ziskdme 2 priseciky, potfebujeme v3ak jen jeden

atobod T = [ty, t,], ktery je prisecikem ve sméru trajektorie pohybujici se ¢astice.

lll.  Bodova Castice se odrédzi pravé vbodé T = [t,t,], ve kterém sestrojime tecnu

k elipse. Rovnice tecny [ k elipse v bodé T vypada nasledné:

(x=m)(ty—-m) n -n)(ta-n) _ 1. (4.5)

a? b2

Tato tec¢na [ je potiebnd, proto aby bylo mozné nalézt trajektorii, oznacime ji pfimku k,

po odrazu v bodé T.

IV.  Zjistime odchylku w, coZ je Uhel B, pfimek t a [l pomoci vzorce

|lu vy +u, v,
7
24,2, [1)211,2
\[u1+u2-\/v1 T2 (4.6)

kde potfebujeme smérové nebo normdalové vektory pfimek t a | U= (us,u,) a

CoOSw =

U = (vq,v,). Ty Ize ziskat z obecnych rovnic pfimek t a .

V.  Uhel B, ktery svira pfimka t a te¢na [, takzvany Ghel dopadu, musi byt stejny jako
uhel y, ktery svira tecna [ a pfimka k, takzvany uhel odrazu. Pomoci tohoto tvrzeni
a pomoci vzorce pro odchylku pfimek je mozné zkonstruovat pfimku k a zjistit
rovnici této primky.

VI.  Dale se bodova ¢astice bude pohybovat po pfimce k az do dalSiho stfetu s hranici

elipsy, kdy budeme znovu hledat prlsecik elipsy a primky k.
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Obrazek 4.1: popis elipsy a pfimek z prikladu 4.1

Komplexni priklad 4.1:

Mame danou stfedovou rovnici elipsy e: % + y?z =1, pocatecni bod startu
pohybujici se &stice A[—1,0] a smérovy vektor ¥ = (1,1). Vypoéteme pribéh
drahy bodové castice uvnitr elipsy a to nasledné:

ax + by + ¢ = 0 - obecna rovnice pfimky

smérovy vektor w = (1, 1) = normélovy vektor 71 = (1,—1), kde 7 = (a, b)

1x — 1y + ¢ = 0 - zjistujic

1:(-1)—1:0+ c =0 - dosadime bod A

¢ = 1 - vysledna rovnice pfimky t: x —y+1=0

Vzajemna poloha primky t a elipsy e:

X2 y?

4+ =1

6+3
x—y+1=0-»y=x+1

2 2
x_+m=1 /-6
6 3

X2+ 2x%>+4x+2=6
3x°+4x—4=0
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VI.

X, = % -y, = g — dostali jsme dva body, pruseciky primky t a elipsy e, bude

nas zajimat pouze druhy bod, ktery se nachazi ve sméru, ve kterém jsme poslali

bodovou ¢asti do pohybu, ozna¢ime jej T E,g]

Vypocitame te¢nu [ v bodé T':

w |

x-

w [N

y-

+=2=1

@|
“|

X 5y _ .
5+?—1 /-9

x + 5y — 9 = 0 > normdlovy vektor i = (1, 5) z rovnice te¢ny [ a normalovy

vektor 7 = (1, —1) z rovnice p¥imky t pouZijeme k vypoc¢tu odchylky w p¥imek t a

l:

_ri4snl o 4 2
CoOSw = v - s mss 0,5547

w = 56°19” — Uhel dopadu
Uhel dopadu se rovna Ghlu odrazu a na zékladé toho zjistime rovnici pFimky k:

|1'm1+5'm2|

V1+25- ’m%+m%

normalovy vektor te¢ny a na druhy normalovy vektor 71 musime dojit:

c0s 56°19" = — dosadili jsme do vzorce pro odchylku pfimek

zaménime jen znaménko ve vektoru 71 a dostavam vektor m = (—1,1), ktery

dosadime do rovnice
|1-m1+5-m2|

V1+25- ’m%+m%

_ |1 (=1)+5-1]
T V1+25+/1+1

0,5547 = 0,5547

cos 56°19" =

cos 56°19°

ax + by + ¢ = 0 - dosadime normdlovy vektor 7 za a, b a dale dosadime za x, y

bod dotyku T
—1-241-24c=0
3 3

c=—-1-pfimkak:x—y—-1=0
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Pomoci analytické geometrie jsme ziskali pribéh pohybu ¢astice uvnitf elipsy pfi

zanedbani rychlosti ¢astice, dostdvame pouze drdhu pohybu ¢astice.

’z

4.2. Pocitacova vypomoc pri vykreslovani drah pohybujici ¢astice

Na nasledujicim odkazu http://demonstrations.wolfram.com/DynamicBilliardsInEllipse/

je mozno stahnout program Wolfram CDF Player 9, ve kterém lze spustit vselijaké
interaktivni demonstrace rtznych situaci a také, coz je podstatné, simulace kulecniku na

elipse.

Prostredi programu muZete vidét v obrazku 4.2.

T R =

-
| Dynamic Billiards in Ellipse L
| C =
starting position
I g2 —0.75 B e L s s e s ey T T T
angle of starting position
= —5.71
number of reflections
= 63 10
horizontal axis of ellipse “
- = O
It = 1.25 il — -;'!-___"'h“,‘,:‘—-l‘-.-h
vertical axis of ellipse = "}5‘_“‘_;"“\“"\
=
- 1 =1 [ X35 =T
aim (Bme] [12
foci
X3 B
05}
=10}
—1.5 " . " L L
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 Lt
[ 100% =~
- = —— e

Obrazek 4.2

V tomto programu jde jednoduse namodelovat rizné situace, kdy se bezrozmérna

Castice pohybuje uvnitf elipsy. Modelujeme zde trajektorie pohybu ¢astice. Elipsa je
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zasazena do kartézské soustavy souradnic se stfedem elipsy v po¢atku. Startovni pozice
jsou na horni hranici p(l elipsy a mizZeme si je nastavit pomoci tlacitka vlevo s ndzvem
starting position. Dale lze nastavit Uhel pfi startovni pozici tlaCitkem angle of starting
position, pocet odrazli od hranice pomoci tlacitka number of reflections, horizontalni
poloosu a tlacitkem horizontal axis of ellipse, vertikalni poloosu b tlacitkem vertical axis of
ellipse, tlacitkem foci nastavujeme, jestli chceme zobrazit ohniska nebo ne a tlacitkem aim
nastavujeme, jestli chceme, aby trajektorie prochdzela jednim z ohnisek nebo ne. Vsechny
nastavitelné funkce jsou v urcitych danych mezich. Diky témto funkcim je mozné nastavit i

kruh misto elipsy a simulovat tak kule¢nik na kruhu.
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5. Teorie deterministického chaosu

Chaos je ¢ast matematiky, kterd je jako systém velmi citliva zejména na pocateéni
podminky. Velmi mala zména ve startovni pozici chaotického systému vyvola velkou
zménu za kratkou chvili. Chaoticky systém mUzZeme pfirovnat k pfedpovédi o pocasi, i
kdyZ je pocasi peclivé méreno, tak mald zména muze predpovéd zcela zménit. Nékteré
systémy jako tfeba pravé pocasi mohou vypadat jako ndhodné, ale jsou ve skuteénosti
predvidatelné pomoci deterministickych rovnic, ne vzdy jdou vsak tyto rovnice jednoduse

Zjistit.

Chaotické kule¢niky jsou velice citlivé na uhel, pod kterym pohybujici ¢astici
uvedeme do pohybu. Musi se viak jednat o sloZity nepravidelny kule¢nikovy stul
s prekazkami, protoZze chovani takovéhoto systému v budoucnu je velice sloZité popsat.
V tomto ptipadé je nékdy lepsi povazovat systém za ndhodny a popisovat ho pomoci
termin( teorie pravdépodobnosti. V obrazku 5.17 lze vidét trajektorie pohybuijici se
Castice pfi zméné pocatecniho Uhlu o 3 stupné ¢astice u kule€niku na elipse bez prekazek
(vlevo) a s prekazkami (vpravo). Z obrazku 5.17 lze usuzovat, Ze Cisté kule¢nik na elipse se

chaoticky nechova a je vlastné pravidelny ve svém chovani.

PN

O
O O

Obrazek 5.17

40



6. Dodatky

6.1. Torus

V geometrii torus predstavuje rotacni plochu, kterd se vytvori otdc¢enim kruznice
kolem osy, ktera vSak musi leZet ve stejné roviné a nesmi mit s ni spolecné body. Tvar,

ktery se vytvori, pfipomina obruc¢ nebo donut (kobliha bez vnitrku).

Obrazek 6.1: tvar toru

Definice 6.1: Parametricky muUzeme torus, ktery je stfedové soumérny podle pocatku a

osoveé podle osy z v kartézskych soutadnicich, vyjadfit nasledné:
x(u,v) = (R+rcosv)cosu

y(u,v) = (R+rcosv)sinu

z(u,v) = rsinv. (6.1)
Obecnd rovnice: (R —Jx2 + yZ) + 7% =12, (6.2)

kde u,v € (0, 2m), R je vzdalenost stfedu ,trubice” ke stfedu toru, r je polomér ,trubice”.

Topologicky je torus uzaviend plocha definovdna v kartézském systému dvou

kruhd ST x S1.

Pozndmka 6.1: Topologie je Cast geometrie, které se zabyva velmi obecnym popisem

prostoru. NezaleZi zde na vlastnostech, jako jsou vzdalenosti nebo krivost. Napfiklad
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Ctverec a kruh jsou zhlediska topologie vroviné stejné, protoze jsou to
jednodimenziondlni objekty a rozdéluji rovinu na dvé plochy. Topologie zkouma nékteré
vlastnosti prostorl a to souvislost, kompaktnost a spojitost. DleZity je pojem topologicky
ekvivalentni, takto muZeme oznalit dva prostory, pokud mlZeme jeden v druhy

deformovat bez toho, aby se roztrhl nebo spojil.

6.2. Vnéjsi soucin diferencialni p-forem

Linedrni zobrazeni n: E — R nazyvame linearni forma (nebo také 1-forma) na E,
kde E je m-rozmérny redlny vektorovy prostor. Tedy pro p = 0 ozna¢ime E? = E X E X

... X E p-tou kartézskou mocninu vektorového prostoru E.

Definice 6.2: Zobrazeni n: EP — R definujeme jako takzvanou antisymetrickou p-formu,

jestlize je splnéno nasleduijici:

e Pro kazdé i, kde 1 <i <m, a pro kaidé &!,...,et" L et*l .., e™ € E zobrazeni

E3e-n(el, .., et e ettt ., e™) € Rje linedrni.
e Prolibovolné indexy i,j, kde 1 < i < j < m, alibovolné vektory &, ..., & € E plati

nasledujici:

N(&rs s € s §jp oo €p) = (€1 ) &y oe) Eiy o Ep), (6.3)
kde na leveé strané rovnice je vektor & na druhém misté a vektor & na tfetim misté

v zavorce a na pravé strané rovnice jsou tyto vektory v opaéném poradi.

Pro zjednoduseni budeme ddle mluvit jen o p-formach misto o antisymetrickych p-

formachnaE.

Dale oznagime AP E* mnoZinou p-forem na E a polozime A! E* = E*, kde E* je
mnoZina linearnich forem na E. Uvedena mnozina ma samoziejmé strukturu redlného
vektorového prostoru, kde jsou definované operace jako scitani a nasobeni skalarem,

které jsou definované vztahy:
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(n+p)(er, &) =1(er, r &) + p(er, - 8p),

(@ m(epr8p) =a-n(ey, .., &), (6.4)
kden,p EAP E*, &,...,e, EEaa ER.

Lemma 6.1: Vektorovy prostor AP E*, pro p = 1, se oznaduje jako prostor p-forem na E.
Také plati toto: AP E* = {0} pro p > m, coz znamend, ze kazda p-forma pro p > m je

nulova.
Definice 6.3: Mame p-formu 1 a g-formu p na E. Pro libovolne vektory &y, ..., €44 € E
poloZzime

1
p!q!

Y5591 0 - 1(Es(1), 1 €5(p))P(Eapr1ys - Eo(pra)): (6.5)

(77 A p)(‘gl! L £p+q) =
kde 0:{1,2,..,p+q}—->{12,..,p+q} je permutace mnoziny {1,2,..,p+q} a
znaménko této mnoziny sgn o = 1, pokud je permutace suda, a sgn 0 = —1, pokud je

permutace licha.

Rovnice (6.5) definuje takzvany vnéjsi soucin p-formy n a q-formy p, ktery se

oznacuje jako (p + q)-forman Ap naE.

Lemma 6.2: Zobrazeni AP E* X ATE* 3 (n,p) — nAp € APT1 E* je bilinedrni. Také pro

libovolné formyn € AP E*, p € AT E*, w € A" E* plati:

nAp=(CDPpAn,
MAp)Aw=nA(pAw). (6.6)
Dikaz 6.2: [4], str. 56

6.3.Lebesgueova mira

Pomoci Lebesgueovy miry lze pridélit miru podmnozindm n-dimenzionalniho

Euklidovského prostoru.
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Definice 6.4: Necht | je libovolny interval z R™ skrajnimi body a = (a4,a,,...,a,) a

b = (by, by, ...,b,) proa; < b;, i = 1,2, ...,n, pak nezaporné Cislo

m,(J) = (by — ay)(b; — az) - (b, — ay), (6.7)

nazyvame n-rozmérny objem intervalu J.

Z toho plyne, ze m,,(J) = 0 pravé, kdyz je a; = b; pro aspori jeden index i. Dale
pak v pfipadé n = 1 je m;(J) délka intervalu J s krajnimi body a, b, pro n = 2 je m,(J)
plocha obdélnika J s délkami stran b, — a; a b, — a, a pron = 3 je ms(J) objem kvadru J

s délkami hran b; — a4, b, — a, a b; — as.

Definice 6.5: Dale necht J;,/,,...,Jx jsou po dvou disjunktni intervaly a necht Z je

libovolna elementarni mnozina z E,, a plati:

Z=UlJ;

k

m, (A =Zm ;

pak nezaporné ¢islo n(4) = nUj) (6.8)
]:

nazyvame n-rozmérnym objemem elementdrni mnoZiny Z.

Definice 6.6: Vztah (6.8) Ize chapat jako predpis, ktery kazdé mnoziné Z € E,, pfifazuje

realné ¢islo m, (Z) € (0, ), a tim padem tento vztah definuje jistou funkci

my,: E, — (0, ). (6.9)
Defini¢nim oborem této funkce jsou mnoziny v R", proto fikdme takovym funkcim také

mnoZinové funkce.

Predpoklad 6.1: Necht § je mnoZinova funkce, kterad kazdé mnoziné Z € A pfrifazuje Cislo
6(Z) € R* = (—o0,+), kde A je libovolny systém mnozin, a pfepokladame, ze systém A

obsahuje prazdnou mnozinu @.

Definice 6.7: Podle definice mnozinové funkce 6: A —» R*, tedy kazdd mnozinova funkce

mdZe nabyvat hodnot z R!, pak Fikdme, e funkce § je koneénd, ale také hodnot —oo, + 0.

Definice 6.8: Mnozinou funkci §: A - R* lze nazvat jako aditivni, respektive subaditivni,
jestlize 6(@) =0 a pro kaidy systém po dvou disjunktnich mnozin Z,,Z,,...,Z; z A
takovych, zZe Ui-‘lei € A plati
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6(U§=1Zi) = Z{‘(=1 8(Zy),
respektive
8(Uiz1Z;) < Xisa 6(Z0). (6.10)
Definice 6.9: Mnozinou funkci 6: A —» R* lze nazvat jako o-aditivni, respektive o-
subaditivni, jestlize §(@) =0 a pro kaidy systém po dvou disjunktnich mnoZin

Zy,Zy, ..., Zy 7 A takovych, ze U2, Z; € A plati

6(Ui21Z;) = X2, 6(Zy),
respektive
6(U21Z;) < X2, 6(Zy). (6.11)
Lemma 6.3: Jestlize systém mnozin A je okruh, respektive g-okruh, pak podminky @ € A a

U§‘=1 Z; € A, respektive U2, Z; € A, jsou splnény.

Pozndmka 6.2: Okruh A je neprazdny systém mnozin a musi pro néj platit nasledujici: pro
kazdé A, BeE A:AUB€AaABeEA:A\B € A. g-okruh je okruh, pro ktery navic plati
toto: pro kazdé Cy, C, ... € A: U2, C; € A.

Definice 6.10: Mnozinova funkce & se nazyvda nezdpornd, pokud nabyva pouze
nezapornych hodnot, tedy §(Z) € (0, +). Nezaporna o-aditivni mnozinova funkce se

oznacuje jako mira a nezdporna aditivni mnozinova funkce jako objem.

Definice 6.11: Necht mnoZinova funkce § je objem definovany na okruhu H podmnoZin
v prostoru R", pak fikdme, Ze § objem je reguldrni pravé tehdy, kdyz ke kazdé mnoziné
Z € H a ke kazdému 9 > 0 existuji mnoziny P,R € H takové, Zze P je uzaviend a R je

otevienda P c Z c R aplati

6(R)—9<6(Z)<6(P)+9. (6.12)
Definice 6.12: MnoZinovou funkci A*: expR™ — R*, kde 1 je reguldrni objem na okruhu E,,

v R", definovanou predpisem

A(Z) = inf)ep, 2ie1 A(G;) pro
kazdé Z € R", (6.13)
kde P, oznacuje systém vsech spocetnych pokryti mnoziny Z € E,, otevienymi mnozinami

z E,,, kdy prvky systému P, jsou takové posloupnosti (G;) otevienych mnoZin z E,,, pro
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které plati, Ze Z c U G; (exp ainf oznaluji exponencialni funkci a infimum). Potom

predpis (6.13) nazyvame vnéjsi mirou indukovanou objemem A.

Predpoklad 6.2: Dale oznatime M, jako systém vSech podmnoZin Z c R", pro které
existuje posloupnost (Z;) mnozin z E,, takova, ze Z;, = Z pro k = oo a oznac¢ime M jako
systém vSech podmnozin Z c R", pro které existuje posloupnost (Z;) mnozin z M,

takova, Zze Z = U Z;.

Definice 6.13: Vychdzime z reguldrni mnoZinové funkce A na E,;, mnozinu E,, rozsifime na
o-okruh M a funkci A rozsifime na miru A* na M, protoZe E,, € M, € M, mlieme
misto symbolu A* pro miru na M pouZit symbol A. Takzvanymi A-méritelnymi mnoZinami
budeme nazyvat prvky o-okruhu M. Za mnoZinovou funkci A na E,, miZeme ve
specidlnim pfipadé dosadit n-rozmérny objem m, a takto ziskanou miru A budeme
nazyvat Lebesgueovou mirou v R™, oznacuje se jako m,, a prvky g-okruhu M budeme

nazyvat lebesgueovsky méfitelnymi mnozinami.
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Zaver

V této praci jsem se pokusila nastinit problematiku matematického kule¢niku na
elipse, se kterym se vSak v realném Zivoté pfilis nesetkavame. Tyto matematické kuleéniky
byly vytvoreny hlavné proto, aby se mohla Iépe zkoumat teorie deterministického chaosu,
zde maji tedy matematické kulecniky veliké uplatnéni. V mé préci jsem dosla na to, ze
chovani v eliptickém kulecniku je pravidelné a fidi se urcitymi zakonitostmi a to znamen3,
Ze zde nenastava chaos. Musi se viak jednat o jednolity kule¢nikovy stal bez jakychkoliv
prekazek nebo otvoru. Tedy u klasického kule¢niku, ktery je znamy jako hra, k chaosu
nejsme daleko, protoZe zde mame prekdazky, ostatni koule, a také otvory na koule. Je to
proto velmi tézké pfedvidat pohyb koule a hraci kule¢niku musi byt mistfi ve svém oboru

a také musi trochu spoléhat na ndhodu.

Pti psani této prace jsem Casto nardzela na mnoho novych pojmi, které jsem se
snazila samostatné dohleddvat a jednoduse vysvétlovat. Prace ma spiSe kompilaéni
charakter a méla by byt uréena pro matematicky znalé ¢tenare. Naucila jsem se zejména
pracovat s anglicky psanou matematickou literaturou a vytvofila jsem si znalosti v

programu Geogebra 4.2, ktery se vyuziva na vytvareni geometrickych obrazcu.

Pres veskera uskali, se kterymi jsem se musela vyporadat, si myslim, Ze mi tato
prace pomohla v tom byt nejenom lepSim hracem kulecniku, ale také lepsim
matematikem obohacenym o velice neobvyklé téma, o kterém jsem predtim nikdy

v Zivoté neslysela.
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Seznam priloh

Priloha A
CD s programem Wolfram CDF Player 9 na vykreslovani trajektorii uvnitf kule¢niku

na elipse.
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