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Uvod

Jak jisté¢ plyne znazvu, cilem prace je pomoci programu GeoGebra vyieSit vybrané
konstrukéni ulohy s vyuzitim geometrickych zobrazeni v roving.

S konstruk¢nimi ulohami shodnosti a podobnosti jsme se setkali jiz na zékladni Skole, kdy
jsme vyuzivali véty o shodnosti a podobnosti trojihelnikli. Na stfedni Skole jsme se uz setkali
néjaky utvar. To vSak bylo pro mnoho zékd velkym problémem. Na zdklad¢ toho jsem
se rozhodla zpracovat fesené priklady s vyuzitim téchto zobrazeni v roving.

Cela prace je rozdélena do Ctyt kapitol. Prvni kapitola se zabyva programem GeoGebra
a jeho moznostmi.

Druhé az ¢tvrta kapitola je zamétena na konkrétni zobrazeni v rovin€. Uvedeme si definice
a vlastnosti shodného a podobného zobrazeni. Podivime se na véty o shodnosti a podobnosti
trojhelniki. A v neposledni fadé¢ se postupné budeme zaobirat jednotlivymi shodnymi
a podobnymi zobrazenimi vroviné. UkdZeme si feSeni vybranych konstrukénich tuloh
spojenych s danym zobrazenim.

Vsechny konstrukéni tlohy jsou v této praci stejné strukturovany, nejprve je napsané
zadani ulohy a nasledn¢ feseni ulohy, které obsahuje postup konstrukce zapsan symbolikou,
konstrukei, diikkaz a diskuzi. Pii feSeni konstruk¢nich tloh se déla vzdy nacrtek s rozborem.
Rozbor je tivaha o feSeni ulohy a je obvykle nacrtnut rukou. Kdybychom jej rysovali
v pocitaovém programu, jednalo by se o stejny obrazek jako samotna konstrukce. Z tohoto
divodu jej v feSenych ulohach vynechame a budeme uvadéet pouze ostatni Casti.

K jednotlivym kapitolam této prace jsou vytvoieny v programu GeoGebra struéné obrazky,
jez maji pomoci pochopit danou latku. Soucasti je také GeoGebra kniha snazvem
»Geometricka zobrazeni vroviné - konstrukcéni ulohy®, kterou muzeme oteviit zde:

https://www.geogebra.org/m/aavijymj7. Jak vyplyva z ndzvu knihy, jsou zde vyfeSené vybrané

konstrukéni ulohy s vyuzitim geometrickych zobrazeni v roving, tedy hlavné postup
konstrukce a samotnd konstrukce. U konstrukci lze zde ménit velikosti a polohy prvki
a zobrazovat je postupné krok za krokem. V knize najdeme u nékterych piikladi také otazky,
rozbor ¢inéjakou poznamku. Tento materidl je vefejné dostupny a muze slouzit jako
didaktickd pomucka ucitelim matematiky stfednich Skol nebo zadkiim ¢i studentiim, ktefi si
s feSenim podobnych tloh nevi rady.

Soucasti prace je Seznam matematickych symbolt, které v té této praci pouzivam.



https://www.geogebra.org/m/aavjymj7

1 Program GeoGebra

GeoGebra je matematicky software spojujici geometrii, algebru, tabulky, grafy, statistiku
apocet vjednom programu. Nabizi on-line platformu s vice nez milionem bezplatnych
ucebnich zdrojii. Podporuje vzd€lavani v oblasti védy, techniky, inzenyrstvi a matematiky
a inovace ve vyuce a uceni. Aplikace GeoGebra, uc¢ebni zdroje, GeoGebra Classroom a dalsi
funkce jsou kazdému dostupné zdarma jak ke stazeni, tak on-line na webovych strankach
geogebra.org. Vyhodou programu je také, ze je pielozen do nékolika svétovych jazyku,
vcetné Cestiny.

Na webovych strankdch geogebra.org 1ze po piihlaSeni vytvofit dva druhy materiali,
kterymi jsou Aktivita a Kniha. Aktivita ma velkou $kdlu moZnosti vlozeni riznych prvki,
tj. text, GeoGebra, poznamka, otdzka (uzaviena/ oteviend), video, obrazek, PDF soubor
a webovy prvek. Z vytvofenych Aktivit, je mozné sestavit Knihu. Vyhodou GeoGebry knihy
je, ze Aktivity, které spolu souvisi, jsou v jednom souboru na jednom misté. Je mozné je
rozdélit do kapitol, 1épe je najit, Iépe s nimi pracovat, porovnavat je ¢i prezentovat. Pro lepsi
vyhledavani je pfi vytvareni Knihy mozné vlozit klicova slova, kterd material vystihuje,
a cilovou skupinu, pro kterou je material ur¢en. Kazdou Aktivitu i Knihu Ize ulozit soukromé,

sdilet odkazem ¢i zvetejnit. (GeoGebra, © 2022)


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/

2 Geometricka zobrazeni v roviné

Nez se dostaneme k jednotlivym zobrazenim je potfeba si nejprve definovat pojem
zobrazeni v roving.

Je-li kazdému bodu X roviny piifazen (uréitym piedpisem) pravé jeden bod X' téZe roviny,
pak mluvime o zobrazeni Z v roving. Zapisujeme Z: X — X'. Bod X nazyvame vzor bodu X’
a bod X' nazyvame obraz bodu X. (Molnar, 2001, str. 83)

Body X, pro jejichz obrazy plati X' = X, se nazyvaji samodruzné body zobrazeni
Z v roving. Obrazem geometrického utvaru U v daném zobrazeni je geometricky utvar U'.
Je-li U' = U, nazyvame utvar U samodruznym utvarem zobrazeni Z v roviné. Zobrazeni,

ve kterém je kazdy bod samodruzny, se nazyva identita. (Pomykalova, 2006, s. 124)



3 Shodna zobrazeni v roviné

Zobrazeni Z v roviné se nazyva shodné zobrazeni (neboli shodnost ¢i izometrie), prave
kdyz pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y’ v tomto zobrazeni plati:
|XY| = |X'Y'|.

Shodnost zapisujeme symbolem =. Kazdé¢ shodné zobrazeni, které neni identitou, mizeme
nazorn¢ realizovat pfemisténim, napi. uzitim prisvitného papiru, nasledovné: Na prasvitny
papir nakreslime rovinny utvar U. Prisvitku pfemistime (mizeme i obratit ,,na rub®) a Utvar
obkreslime. Dostaneme tak shodny ttvar U’, ktery je obrazem ttvaru U. Podle toho, zda
prusvitku ponechame ,licem* ¢i ji obratime ,na rub®, rozliSujeme shodnost pifimou
a neptimou. Jestlize pfi pfemistovani nechdme prusvitny papir ,licem* (nebudeme obracet),
bude se jednat o shodnost piimou a bude zachovana orientace. Pokud vSak prisvitku
pii pfemisténi obratime ,,na rub®, budeme hovofit o shodnosti neptimé, u které se orientace

méni. (Poldk, 2012, str. 464)

Druhy shodnych zobrazeni v rovine:
a) primé shodnost: sttedova soumérnost, otoc¢eni, posunuti,

b) nepiima shodnost: osova soumérnost, posunutd soumernost.

V kazdém shodném zobrazeni plati:

a) obrazem kazdé tsecky AB je ise¢ka A'B’ s ni shodna,

b) obrazem kazdé poloptimky — AB je polopiimka — A'B’; obrazy navzajem opaénych
polopiimek jsou opacné poloptimky,

¢) obrazem kazdé pifimky < AB je ptimka < A'B’; obrazy rovnobé&znych ptimek jsou
rovnob¢zné piimky,

d) obrazem kazdé poloroviny + pA je polorovina — p'A’; obrazy navzijem opaénych
polorovin jsou opacné poloroviny,

e) obrazem kazdého konvexniho uhlu <AV B je konvexni tthel <A'V'B’ s nim shodny,

f) obrazem kazdého trojuhelniku A ABC je trojihelnik A A'B'C’ s nim shodny.
(Polak, 2012, str. 464)

Veta o urcenosti shodného zobrazeni v roviné:
Jsou-li dany dva shodné trojuhelniky A ABC = A A'B'C’. Existuje pravé jedno shodné
zobrazeni v roving, které pfifazuje A » A', B = B', C = C'. (Sedivy, 1980, s. 20)



Shodn4 zobrazeni umoziuji zpfesnit pojem shodnosti geometrickych utvart: Dva
geometrické utvary U, U’ jsou shodné utvary v roving, pravé kdyz existuje shodné zobrazeni
této roviny na sebe, v némz jeden z Gtvart je obrazem druhého. PiSeme pak U = U'. (Poldk,
2012, str. 468)

Nyni se blize podivame na shodnost trojuhelnikii a s tim souvisejici véty o shodnosti
trojuhelnikfi. Nasledné pak na jednotliva shodnd zobrazeni v rovin€é. Uvedeme si konkrétni

konstrukcni ulohy s vyuzitim daného zobrazeni a jejich feseni.



3.1 Shodnost trojihelniku

a

A/

Obr. 3.1-1 Shodné trojuhelniky

Trojuhelniky ABC, A'B’C’ jsou navzajem shodné trojihelniky (obr. 3.1-1) pravé tehdy,

kdyz maji stejné velikosti odpovidajicich si stran a stejné velikosti ptislusnych hld, tj. kdyz

plati:

a=a,b=>b, c=c,

a=a,p=pv=Yv.

Shodnost trojuhelniku zapisujeme symbolicky A ABC = A A'B'C’; potadi pismen piitom

volime tak, aby vrcholy, které si odpovidaji, byly zapsany v obou trojicich na tychz mistech.

(Kadlecek, 1996, str. 15)

Mame-li zjistit, zda jsou dva trojuhelniky shodné, neni nutné ovétovat shodnost vSech tii

dvojic stran a tfi dvojic vnitfnich 0hli. Staci ovéfit, je-li splnéno nékteré z kritérii,

postacujicich podminek, shodnosti trojihelnik (tab. 3.1-1). (Poldk, 2012, s. 436)

Tab. 3.1-1 Véty o shodnosti trojuhelnikii

Typ véty | Definice Nadrtek a symbolika
Vétasss | Dva trojuhelniky jsou shodné,

shoduji-i se ve vSech tiech

stranach. b
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Véta sus

Dva trojahelniky jsou shodné,
shoduji-li se ve dvou stranach

a thlu jimi sevieném.

Véta usu

Dva trojahelniky jsou shodné,
shoduji-li  se vjedné  stran¢

a ve dvou thlech k ni pfilehlych.

Véta Ssu

Dva trojahelniky jsou shodné,
shoduji-li se ve dvou stranach

a v thlu proti vétsi z nich.

je-lib>a,paka’ =a, b’ =b,p =P

(Kadlecek, 1996, str. 16)
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3.2 Osova soumérnost

Necht' je vroviné dana pfimka o. Osovou soumérnosti s osou o (obr. 3.2-1) rozumime
shodné zobrazeni O(0) v roving, v némz je kazdy bod ptimky o samodruzny a kazdému bodu
X & o roviny je pfifazen bod X' tak, ze piimka o je osa isecky XX'. Pfimka o se nazyva osa

soumeérnosti. (Molnar, 2001, str. 86)

|

|

|

X I
|

|

¥

|

|

Obr. 3.2-1 Osova soumeérnost

Osova soumérnost je shodnost s ménici se orientaci, tzn. nepiima. Z definice plyne, Ze
osova soumérnost je jednozna¢né urcena osou soumeérnosti 0. Muze vSak byt urcena dvojici
riznych bodt X, X', jestlize kazdy znich je obrazem druhého v této soumérnosti. Osou
soumérnosti je v tomto piipadé osa tsecky XX'.

Siln¢ samodruznymi pfimkami osové soumérnosti jsou v dané roviné osa soumeérnosti o

a slabé samodruznymi ptimkami vSechny pfimky k ni kolmé. (Pomykalova, 2006, s. 125, 126)

3.2.1 Resené konstrukéni tilohy
Dynamické konstrukce jednotlivych uloh, jejich postup, rozbor ¢i otazky k tlohdm
se nachazi v GeoGebfe knize — kapitole Osova soumérnost. Odkaz zde:

https://www.geogebra.org/m/aavijymj7#chapter/916317.

Priklad 1

Zadani: Je dana piimka p a body A, B lezici v opacnych polorovinach s hrani¢ni piimkou p
(AB neni kolma k p). Sestrojte na ptimce p bod V tak, aby osa tthlu AVB lezela v ptimce p.
(Pomykalova, 2006, s. 132)

Postup konstrukce:
1. Déano:p, A, B
2. A; 0(p):A- A
3. A'B=gq
12
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4. B'; O(p):B - B’
5. ®AB' =r
6. V;Vegnr

Konstrukce:

B

A

Obr. 3.2.1-1 Konstrukce bodu V

Diikaz: Uloha je feSena s vyuZitim osové soumérnosti s osou soumérnosti p. Z definice
tohoto zobrazeni plyne: AA" L p, BB’ 1 p, piicemz |Ap| = |A'p|, |Bp| = |B'p|, piimky q,
jsou navzajem osové soumérné podle osy p a velikosti thla |xgp|, |&rp| jsou shodné.

Hledany bod V splituje podminky tlohy.

Diskuse: Pocet feSeni zalezi na poloze bodii A, B. Uloha mé jedno fe$eni, je-li |Ap| # |Bpl|

(obr. 3.2.1-1). Je-li |Ap| = |Bp|, Gloha nema zadné feseni (p Il g Il 7).

Priklad 2

Zadani: Jsou dany dvé riznobézky p, q a kruznice k. Sestrojte usecku XY tak, aby platilo
X €ek,Y €p, usecka XY je kolma na piimku g a stfed GseCky XY lezi na piimce q. Zvolte
postupné vzajemnou polohu kruznice a pfimek tak, aby uloha méla 2 feSeni, resp. 1, resp. 0

tesSeni. (Petakovd, 2013, s. 79)

Postup konstrukce:
1. Déano: p, q, k(S,7)
2. p;0(@:p-p
3. X; Xep'nk
4. k'; 0(q):k(S,m) = k'(S",1)
5. Y;YeEk'np
6. XY

13



Konstrukce:

Obr. 3.2.1-2 Konstrukce uisecky XY — 2 FeSeni

Dukaz: ReSeni plyne z vlastnosti osové soumérnosti, kde pfimka g je osou soumérnosti.
Z definice tohoto zobrazeni plyne, 7e XY L q, |Xq| = |Yq|, pticemz X € k, Y € p. Usecka
XY splnuje podminky tlohy.

Diskuse: Pocet feSeni zavisi na vzajemné poloze p¥imek p, q a kruznice k. Uloha ma pravé
dvé fteSeni, je-li obraz piimky p v osové soumérnosti s osou g se¢nou kruznice k (obr.
3.2.1-2). Je-li obraz piimky p v tomto zobrazeni te¢nou kruznice k, pak ma uloha prave jedno
feseni. Uloha nema zadné feSeni, jestlize je obraz piimky p vtomto zobrazeni vngjsi

ptimkou kruznice k.

Priklad 3

Zadani: Kruznice k,(04; 1), k2(05; 1) lezi v opaénych polorovinach s hrani¢ni pfimkou p.
Sestrojte kosoctverec ABCD tak, aby jeho vrcholy A, C lezely po fad¢€ na kruznicich k4, k,
a uhlopticka BD (|[BD| =5 c¢m) na piimce p. Volte vzajemnou polohu kruznic k;, k,

a pfimky p tak, aby tloha méla 2, resp. 1, resp. 0 feSeni. (Pomykalova, 2006, s. 132)

Postup konstrukce:
1. Déno: p, k1(04; 1), ky(04; 1)
Hledame bod A na kruznici k;.
2. k3 O(p)ika = k3
3. A; A€k nk,

14



Hledame bod C na kruznici k.

4. ki; O(p):iky = kg

5. C; A€k, Nky

Hledame body B a D na ptfimce p.
6. S;SeEPNAC

7. L 1(5;§|BD| =25 cm)

8. B,D; {B,D}elnp
9. kosoctverec ABCD

Konstrukce:
= 1.5
&

= 2

-

B0/ 5
o
P

Obr. 3.2.1-3 Konstrukce kosoctverce ABCD — 2 reseni

Duikaz: Uloha je feSena s vyuZitim osové soumérnosti s osou soumérnosti p. Z vlastnosti
tohoto zobrazeni plyne, ze AC L p, pficemz |Ap| = |Cp|. Bod A tedy lezi na kruznici k;
a obrazu kruznice k,. Use¢ky AD, CD a tsetky AB, CB jsou navzajem soumérné podle osy p.
Z vlastnosti kosoétverce plyne: |AB| = |BC| = |CD| = |DA]|, velikosti proté&jSich thli jsou
shodné, bod S je stredem uhlopfi¢ek a uhlopficky jsou na sebe kolmé. Kosoctverec ABCD

spliiuje podminky zadani.

Diskuse: Pocet feSeni zavisi na vzadjemné poloze kruznic k4, k,. Uloha ma pravé dve feseni,

ma-li obraz kruznice k, v osové soumérnosti s osou p s kruznici k; spolecné pravé dva body

15



(obr. 3.2.1-3). Ma-li obraz kruznice k, v tomto zobrazeni s kruznici k; spole¢ny prave jeden

bod, pak uloha ma jedno feSeni. Je-li prinik obrazu kruznice k, v tomto zobrazeni s kruznici

k, prazdna mnozina, pak tloha nema feSeni.

Priklad 4

Zadani: Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC (AB je zakladna), je-li |AB| = 6cm, y =

105°. (Pomykalova, 2006, s. 131)

Postup konstrukce:

Zpusob feSeni 1
Sestrojime dany thel y.
1. <XCX'; |«XCX'| = 105°
Hledame bod A.
2. 0; ojeosaxXCX'
3. pipllo A lpol = ;1AB| =3 cm
4. A; AeEpne CX
Hleddme bod B.
5. B; 0(o):A—- B
6. AABC

Konstrukce:

Zpusob feSeni 2

1. Déano: |AB| =6cm
Hledame bod C.

2. o0; ojeosausecky AB

3. ¥ABA'; |<ABA’| = 105°
4., p;pL—»BA'AB€Ep

5. §$;Se€Epno

6. Gq95; G105 = — BSA

7. C;C € 0N Gygs

8. AABC

Obr. 3.2.1-4a Trojuhelnik ABC — zpiisob resent 1
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y = 105°
-  © G1os
|AB| = 6
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i

I
Obr. 3.2.1-4b Trojuhelnik ABC — zpiisob reseni 2

Dikaz: Uloha je feSena svyuzitim osové soumérnosti. Z vlastnosti rovnoramennych
trojuhelnik plyne, ze osa usecky AB puli thel pti vrcholu C. Tato osa o je osou soumernosti
v zobrazeni O(0) a rozdéluje rovnoramenny trojihelnik na dva shodné, osové soumérné,
pravouhlé trojuhelniky. Bod C se nachazi na ose soumérnosti o a bod B je obrazem bodu A

v tomto zobrazeni. Trojihelnik ABC spliuje podminky zadani.

Diskuse: Uloha ma v dané poloroving jedno fe$eni (obr. 3.2.1-4a/b).

Priklad 5
Zadani: Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, je-li dan jejich obvod 0 = 12 ¢m a Ghly a =
60°, f = 45°. (Pomykalova, 2006, s. 130)

Postup konstrukce:
1. Déano:o = |C,C,| =12 cm
Hleddme bod C.
2. ¢ R(Cyy 3a=30°):C, > ¢
3. »(CiCy=q
4. ¢ R(Cy =38 = —225°):C, > (]
5. »C,Cl=p
6. GGCepNngq
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Hledame bod A.

7. 04; 01 jeosausecky C;C
8. A; A€o n CC,
Hledame bod B.

9. 05; 0, jeosauseCky CC,
10. B; B€ o, N C,C,

11. A ABC

Konstrukce:

Obr. 3.2.1-5 Trojuhelnik ABC

Diikaz: Reseni tlohy plyne z vlastnosti osové soumérnosti. Trojithelniky C;AC a C,BC jsou
rovnoramenné. Z definice plyne, Ze osa usecky C;C je osou soumérnosti v zobrazeni

0(0,): AC; » AC aosatisecky C,C je osou soumérnosti v zobrazeni O(o,): BC, — BC.

Diskuse: Uloha ma jedno fe$eni (obr. 3.2.1-5).
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3.3 Stiedova soumérnost

Necht' je dan bod S. Stfedovou soumérnosti se sttedem S (obr. 3.3-1) nazyvame shodné
zobrazeni 8§(S) vroving, vnémz je bod S samodruzny a kazdému bodu X # S roviny
je pfifazen bod X' tak, Ze bod S je stiedem usecky XX'. Bod S se nazyva stfed soumérnosti.

(Molnar, 2001, str. 95)

X
Obr. 3.3-1 Stredova soumeérnost
Stiedova soumérnost je shodnost pfimd, zachovavajici orientaci. Jednoznacné je urCena
sttedem soumérnosti S. Je vSak jednozna¢né uréend také dvojici riznych boda X, X', jestlize
kazdy znich je obrazem druhého v této sttedové soumérnosti. Sttedem soumérnosti je pak
stfed tsec¢ky XX'.
Slab¢ samodruzné pfimky stfedové soumeérnosti jsou vSechny ptimky, které prochdzeji

sttedem soumérnosti S. (Pomykalova, 2006, s. 133)

3.3.1 ReSené konstrukéni tilohy
V GeoGebie knize — kapitole Stfedovd soumérnost se nachéazeji dynamické konstrukce,

postup ¢i rozbor piikladi: https://www.geogebra.org/m/aavjymj7#chapter/916318.

Priklad 1

Zadani: Jsou dany dvé soustiedné kruznice k,(0; 1), k,(0; 1), r, > 1y, a bod S lezici
na mens$i z nich. Sestrojte rovnob&znik ABCD se stiedem S, jehoz vrcholy lezi na danych

kruznicich. (Pomykalova, 2006, s. 135)

Postup konstrukce:
1. Dano: k,(0; 1), k,(0; 1,), S
Hledame body B a C na kruznici k.
2. ki; 8(8):k1(0; 1) = k1(0; 1)
3. C,B; {C,B}=k,Nnk;
Hledame body A a D na kruznici k.
4. A,D; 8§(5):C >AB-D
5. rovnobéznik ABCD
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Konstrukce:

=15
@
ko
Iy = 2.5
®

k1 D C K

Obr. 3.3.1-1 Konstrukce rovnobézniku ABCD
Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim stfedové soumérnosti, kde stiedem soumérnosti je bod S.
Z definice tohoto zobrazeni plyne: |AS| = |CS|,|BS| = |DS|, tedy bod C lezi na priniku
kruznice k, a obrazu kruznice k; v zobrazeni §(S): A — C (obdobné bod B). Protéjsi strany
Styithelniku jsou rovnob&zné a maji stejnou velikost. Ctyfuhelnik ABCD spliiuje podminky

zadani.

Diskuse: Pocet feSeni zavisi na poloméru kruznic kq, k,. Je-li r; > %rz, pak uloha ma jedno
feSeni, kruznice k, se protne s obrazem kruznice k; ve dvou bodech (obr. 3.3.1-1). Je-li r; =
;Tz, kruznice k, s obrazem kruznice k; mé jeden spole¢ny bod a vysledkem je tusecka, coz
neodpovidd zadani. V ptipad¢, ze by r; < %rz, pak by kruznice k, s obrazem kruznice k,

nem¢la zadny spole¢ny bod, tudiz by nevznikl Zadny rovinny utvar, ktery by spliioval zadani.

Priklad 2

Zadani: Jsou dany dvé riiznobézky p, g abod M (M & p, M & q). Sestrojte useCku XY tak,
aby platilo: X € p, Y € g abod M je stied useCky XY (Petakova, 2013, s. 79).

Postup konstrukce:
1. Déno:p,q, M
Hledame bod X na ptimce p.
2. q'; S(M):q~q'
3. X; Xepnyq'
Hledame bod Y na pfimce q.
4. Y; S(M):X->Y
5. XY
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Konstrukce:

Obr. 3.3.1-2 Konstrukce usecky XY

Duikaz: Uloha je feSena s vyuZitim stfedové soumérnosti se stiedem soumérnosti M. Dle
vlastnosti stredové soumérnosti jsou piimky p, g vtomto zobrazeni rovnobézné se svymi
obrazem p’, q' v tomto pofadi, tim je zajisténo: |XM| = |YM|. Bod X je obrazem bodu Y,
ktery lezi na pfimce g, proto bod X je prinikem piimky p a obrazu pfimky g v zobrazeni

S(M).

Diskuse: Uloha ma jedno feSeni, nebot’ obraz pi¥imky g protne p¥imku p v jednom bodé

(obr. 3.3.1-2).

Priklad 3

Zadani: Je dana tsecka CS;, |CS;| = 3 cm. Sestroj trojuhelnik ABC, pro ktery je usecka CS;
téznici t, a pro ktery plati: a = 3,5 cm, b = 5 cm. (Petakova, 2013, s. 80)

Postup konstrukce:
1. Dano: CS;;|CS;| =3 cm
Hledame bod A.
2. ki;k(C;b=5cm)
3. C;8(5):C-C'
4. kyk,(C';a=3,5cm)
5. A;A€kink,

Hledame bod B.
6. B;8(S,):A—-B
7. ANABC

21



Konstrukce:

t.=3

C

a=3

©

b

3}

5

©

Obr. 3.3.1-3 Konstrukce trojuhelniku ABC

Duikaz: Reseni tlohy plyne z vlastnosti stiedové soumérnosti se stfedem soumérnosti S;.
V tomto shodném zobrazeni plati, ze |AS;| = |BS;|, tedy bod B je obrazem bodu A

v zobrazeni §(S;).

Diskuse: Uloha ma dvé feseni, nebot’ kruznice k,(C; |CB|) a k,(C’;|CA|]) maji spole¢né
pravé dva body B; a B, (obr. 3.3.1-3).

Priklad 4
Zadani: Je dana tseCka AA; (JAA;| = 5 cm). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro které
je AA; téznici t, a pro které plati b = 6 cm, [ = 45°. (Pomykalova, 2006, s. 135)

Postup konstrukce:
1. Dano:t, = |AA;| =5cm
Hleddme bod B.
2. A'; §(A)):A- A
3. k; k(A';b=6cm)
4. qAAX; |«AAX| = 45°
S. ppLl-A X NAED
6. 0;0jeosadA;
7. §;SE€EPNO
8. S'; 0O(AA)):S- S
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9. —ASA, — AS'A;

10. Gys; Gus = — A1SA U — AS'A,
11.B;BE GysNk

Hledame bod C.

12.C; §(4,):B— C

13. A ABC

Konstrukce:

t,=5

Obr. 3.3.1-4 Konstrukce trojuhelniku ABC

Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim vlastnosti stfedové soumérnosti. Z definice tohoto
zobrazeni plyne, ze bod A; je sttedem soumérnosti a bod B lezici na mnozin€ G5 je obrazem

bodu C, tedy |CA;| = |BA;|. Trojuhelnik ABC spliiuje podminky zadani.

Diskuse: Kruznice k(A’; b) ma s mnozinou G,5 pravé dva spole¢né body (bod B trojuhelniku

ABC), tudiz uloha ma dvé feseni (obr. 3.3.1-4).
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3.4 Posunuti

Je dana nenulova orientovana tsecka AB. Posunuti neboli translace (obr. 3.4-1) je shodné

zobrazeni T (ﬁ) v roving, které kazdému bodu X piifazuje bod X' tak, Ze orientované usecky

XX a AB maji stejnou délku a stejny smer.

Obr. 3.4-1 Posunuti

Orientovana tsecka AB se nazyva vektor posunuti a udava velikost a smér posunuti.
Translace je shodnost pfima a zachovava orientaci.

Posunuti ur¢ené nulovou orientovanou useckou nazyvame identitou. Posunuti urCené
nenulovou orientovanou useckou nema zadné samodruzné body. Slab¢ samodruzné piimky
posunuti jsou vSechny piimky rovnobézné s orientovanou useCkou urcujici posunuti.

(Pomykalova, 20006, s. 139, 140)

3.4.1 Resené konstrukéni tilohy
Dynamické konstrukce jednotlivych tloh, jejich postup ¢i otazky k ptikladu 2 mizeme
nalézt v GeoGebfie knize — kapitole Posunuti. Odkaz zde:

https://www.geogebra.org/m/aavijymj7#chapter/916319.

Priklad 1

Zadani: Jsou dany piimky a || b a bod M, ktery lezi v rovinném pasu (a,b). Sestrojte

kruznici, ktera se dotyka piimek a, b a prochézi bodem M. (Pomykalova, 2006, s. 142)

Postup konstrukce:
1. Dano:a, b, M
Sestrojime si pomocnou kruznici k', ktera bude vzorem kruZnice, jeZ mame sestrojit.
2.pppla
3. T, T"epna
4. T"; T"€epnb
5. S 8"ep A|S'T'|=|S'T"|
6. k's K'(S"; IS'T'])
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Zobrazime si bod M do této pomocné kruznice k'.

7. mymlla ANMEm

8. Mj,My; {M;,M;} =mnk'

S vyuzitim posunuti zkonstruujeme kruznice, které prochazeji bodem M.

9. o;o0lla NS €o
10. Sy T(W):s' =S,
11. kqy; k,(Sy; 1S M])
12.5,;; T (MzM):S' > 5,
13. ky; ko (Sy; 1S.M])

Konstrukce:

Obr. 3.4.1-1 Konstrukce kruznic

Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim shodného zobrazeni v roving, kterym je posunuti.
Kruznice k' je vzorem v zobrazeni s vektory posunuti W a W, tedy T (W) k' - kyq,
T (MjM): k' > ky. Usecky S'M] || S,M, S'Mj || $,M. Body dotyku T',T;, Ty se nachazeji
na pruseciku pfimky a a ptimky kolmé na a prochézejici sttedem urcité kruznice (obdobné
body dotyku T", T,, T,). Kruznice k; a k, spliiuji podminky zadani.

Diskuse: Uloha ma dvé feSeni, jestlize se bod M nachazi uvnitf rovinného pasu (a,b)

(obr. 3.4.1-1). Lezi-li bod M na jedné ze zadanych rovnobéznych piimek a, b, tloha ma praveé

jedno feseni, bod M je bodem dotyku hledané kruznice.
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Priklad 2

Zadani: Je dana kruznice k, pfimka p a tsecka AB. Sestrojte tisecku XY tak, aby platilo X €
k, Y € p, tsecka XY je rovnobézna stiseCkou AB. Zvolte postupné vzijemnou polohu
kruznice a pfimky tak, aby uloha méla 4, resp. 3, resp. 2, resp. 1, resp. 0 feSeni. (Petdkova,

2013, 5. 79)

Postup konstrukce:
1. Déno: p, k(S,r), AB
Hledame bod Y na piimce p.
2. k'; T(AB):k > k' nebo k"; T(BA):k — k"
3. Vi; Vepnk’neboY,; Y, Epnk”
Hleddme bod X na kruznici k.
4. p'; T(ﬁ):p — p' nebo p"’; .‘T(E):p - p"
5. X;; X, €knp'nebo ¥y, ¥V, €eknp”
6. XY

Konstrukce:

r=2

|AB| = 3.5 A B

Obr. 3.4.1-2 Konstrukce uisecky XY — 4 reseni

Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim vlastnosti zobrazeni posunuti. Z téchto vlastnosti plyne, ze
useCka AB je orientovanou useCkou zobrazeni, ktera udava velikost a smér posunuti. Usecky

AB, X;Y; (i=1,2,3,4) jsou navzajem rovnobézné¢ a maji stejnou velikost. Body X;, X,
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se nachazeji na kruznici k a obrazu piimky p v zobrazeni I (ﬁ) a body Y3, Y, se nachazeji
na pfimce p aobrazu kruznice k v zobrazeni T (E) Usecky X;Y; (i = 1,2,3,4) spliuji
podminky zadani.

Diskuse: Podet feseni zavisi na poloze piimky p a kruznice k. Uloha ma &tyfi feseni, maji-li
kruznice k s pfimkou p pravé dva body spoletné a zaroven obrazy piimky p s vektory

posunuti AB a BA jsou se¢nami kruznice k (obr. 3.4.1-2). Uloha ma tfi feSeni, jestlize ma

kruznice k spiimkou p pravé dva spolecné body a zaroven obraz piimky p s vektorem
posunuti BA je te¢nou kruznice k a obraz piimky p s vektorem posunuti AB je secnou
kruznice k, nebo 1 naopak. Ma-li obraz piimky p v zobrazeni T (ﬂ) praveé dva spolecné body
s kruznici k a obraz pfimky p v zobrazeni T (E) nema s kruznici k zadny spolecny bod, pak
ma tloha dvé feeni. Uloha ma také dvé feSeni pravé tehdy, je-li knp =2 a p || AB. Je-li
pifimka p tecnou obrazu kruznice k v zobrazeni T (ﬁ) a prinikem kruznice k s obrazem
pifimky p v zobrazeni T (ﬁ) je prazdnd mnozina, pak ma uloha jedno feSeni. Jestlize
kruznice k nema sobrazem pifimky p jak v zobrazeni T (E) tak v zobrazeni T (ﬂ)

spolecny zadny bod, uloha nema feseni.
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3.5 Otoceni

Je dan bod S a orientovany uhel, jehoz velikost je ¢. Otoceni neboli rotace kolem stiedu S
(obr. 3.5-2) je shodné zobrazeni R(S,¢) vroviné, vnémz je bod S samodruzny. Toto
zobrazeni pfifazuje kazdému bodu X # S bod X' tak, ze |X'S| = |XS| a orientovany uhel
XSX' ma velikost @. Bod S se nazyva stied otoCeni a orientovany uhel o velikost ¢ se nazyva

uhel otoceni. (Pomykalova, 20006, s. 147, 148)

¢ =50°

’/Xy
]E. 35‘20 "

Otoceni je shodné zobrazeni zachovavajici orientaci, tzn. shodnost piima. Z definice tohoto
shodného zobrazeni v rovin€ plyne, Ze je jednoznacné urcené stiedem otoceni S, velikosti
uhlu otoeni ¢ a danym smyslem otoceni. (Poldk, 2012, str. 466)

Specidlnim piipadem otoceni je sttedova soumérnost se stiedem S, tj. ¢ = 180°+ k - 360°,
k € Z. V ptipadé, ze ¢ = k - 360°, k € Z, je zobrazeni identitou. Otoceni, které neni stredova

soumeérnost, nema samodruzné piimky. (Pomykalova, 2006, s. 148)

3.5.1 ReSené konstrukéni tilohy

Odkazem https://www.geogebra.org/m/aavjymj7#chapter/916320 se dostaneme

do GeoGebry knihy — kapitoly Otoceni, kde se nachazi dynamické konstrukce uloh a jejich
postup nebo otazky k ptikladu 2.

Priklad 1

Zadani: Jsou dany dvé rovnobézné piimky a, b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fad¢ na piimkéach a, b. (Pomykalova,
2006, s. 149)

Postup konstrukce:
1. Dano:a, b, C
Hledame bod B na ptimce b.
2. a'’; R(C;60°):a - a’ ' neboa"; R(C; —60°):a - a”’
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3. B;;Bebna'neboB,; B,ebna”

Hledame bod A na piimce a.

4. Ay; R(C;—60°): B; — Ay nebo A,; R(C; 60°): B, —» A,
5. A A;B,C;nebo A A,B,C,

Konstrukce:

Obr. 3.5.1-1 Konstrukce trojuhelniku ABC

Diikaz: Uloha je fe$ena s vyuzitim vlastnosti otogeni, kde sttedem otoceni je bod C a thel
oto¢eni ma velikost 60° (thel kazdého vnitiniho thlu v rovnostranném trojihelniku je 60°).
V tomto zobrazeni je obrazem bodu A, bod B; a obrazem piimky a piimka a’, proto bod B; €

a’' N b. Podminky zadani jsou splnény.

Diskuse: Uloha méa dvé feSeni (obr. 3.5.1-1), nebot’ pfimku a miZeme otocit v kladném
1 zaporném smyslu. V ptipad¢, ze by piimky a, b byly totozné, uloha by méla jedno feSeni

(zdkladna AB by lezela na ptimce a, resp. b).

Priklad 2

Zadani: Jsou dany dvé riiznobézky p, g abod M (M & p, M € q). Sestrojte usecku XY tak,
aby platilo X € p, Y € q, |RXMY| = 60°, |MX| = |MY|. Zvolte postupné vzajemnou polohu
piimek p, q tak, aby tloha méla 2, resp. 1, resp. 0 feSeni. Pii jaké vzajemné poloze p, q, M

ma tloha nekonecné mnoho teseni? (Petdkova, 2013, s. 79)
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Postup konstrukce:
1. Déno:p,q, M
Hledame bod X na ptimce p.
2. q'; R(M,+60°):q - q' nebo q"'; R(M,—60°):q - q"'
3. X;; X;€png’nebo Xy X, €Epng”’
Hledame bod Y na piimce q.
4. Y;; R(M,—60°):X, - Y, neboY,; R(M,+60°):X, - Y,
5. X;{Y; nebo X Y;

Konstrukce:

¢=30°
e

Obr. 3.5.1-2 Konstrukce tisecky XY — 2 reSeni

Duikaz: ReSeni plyne z vlastnosti rotace. V této tlloze je stfedem oto¢eni bod M a uhlem
otoCeni £60°. V zobrazeni R(M, 60°) je bod X obrazem bodu Y. Proto piimku p, na niz ma
lezet bod A, v tomto zobrazeni otoCime. Bod Y je pak prisecikem obrazu pfimky p v tomto

zobrazeni a piimky g, na niz ma dle zadani lezet. Usetka XY splituje podminky zadani.

Diskuse: Pocet feSeni ulohy zavisi na velikosti konvexniho hlu svirajici rtiznobézky p, q
a na poloze bodu M. Uloha ma dvé feSeni, pravé kdyz velikost konvexniho thlu ptimek p, q
se ne nerovna 60°, tj. |[Xpq| # 60° (obr. 3.5.1-2). Ma-li konvexni thel pfimek p, q velikost
pravé 60°, tj. |Xpq| = 60°, tloha ma jedno feseni. Pokud by bod M byl pruse¢ikem piimek p,

q a zaroven |&Xpq| = 60°, pak by tloha mé¢la nekone¢né mnoho feseni.
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3.6 Skladani shodnych zobrazeni

Jsou dana dvé shodna zobrazeni Z4, Z, a libovolny bod X roviny; Z1: X = X', Z,: X' > X"'.
Zobrazeni Z: X — X"' se nazyva slozené zobrazeni Z ze zobrazeni Z, Z, v tomto poiadi.

Symbolicky zapiseme Z = Z, o Z4. (Pomykalova, 2006, s. 153)

Pro skladani shodnosti plati tyto véty:
1. Slozenim dvou pifimych shodnosti nebo dvou nepfimych shodnosti vznikne shodnost
piima. SloZenim pfimé a nepfimé shodnosti dostaneme shodnost nepiimou.
2. Kazdou ptimou shodnost lze slozit ze dvou osovych soumérnosti. Kazda neptima
shodnost je bud osovd soumérnost, anebo zobrazeni slozené ze tfi osovych

soumeérnosti (resp. z osové soumérnosti a posunuti podél jeji osy).

Shodné zobrazeni v rovin€ vzniklé slozenim osové soumérnosti a posunutim podél této osy
se nazyva posunuta soumérnost Ps, resp. posunuté zrcadleni (obr. 3.6-1). Lze ji ziskat také
slozenim stfedové soumérnosti a osové soumérnosti, jejiz osa neprochazi stfedem
soumeérnosti. Posunutd soumérnost nema zadné samodruzné body. (Poldk, 2012, s. 467)

0

ST

IXV

"

L

Obr. 3.6-1 Posunutda soumérnost
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4 Podobna zobrazeni v roviné

Nez si nadefinujeme samotné podobné zobrazeni v roviné, zaméfime se nejprve
na kapitolu stejnolehlé zobrazeni. To s podobnym zobrazenim uzce souvisi. Uvedeme si

piiklady souvisejici se stejnolehlosti a jejich feseni.

4.1 Stejnolehlost

V geometrickych zobrazenich v roviné neexistuji pouze shodna zobrazeni, ve kterych
je obrazem usecky usecka s ni shodna. Ale existuji také zobrazeni, ktera ptifazuji k sobé jako
vzor a obraz usecky o nestejné velikosti. Pfitom pomér délek usecek, obrazu a vzoru
je konstantni.

Je dan bod S a redlné cislo 4 (A # 0). Stejnolehlost neboli homotetie se stfedem S
a koeficientem stejnolehlosti A je zobrazeni H (S, 1), které pritazuje:

— kazdému bodu X # S bod X' tak, ze plati |SX'| = |1] - |SX|; pFitom pro A > 0 lezi bod
X' na polopiimece — SX, pro A < 0 je bod X’ bodem opaéné poloptimky,
— boduSbod S’ =S.

Je-li X vzor a X' jeho obraz ve stejnolehlosti H (S, 4), pisSeme H (S, 1): X — X'. O Gtvarech
U, U', pro nézZ plati 7 (S,A1): U — U’ tikdme, Ze jsou stejnolehlé. (Pomykalovd, 2006, s. 160,
161)
Ukazme si stejnolehlost H'(S,4) na piikladu tse¢ky AB (obr. 4.1-1): Jestlize je dana
useCka AB a bod S jako stied stejnolehlosti, pak pro obrazy této usecky plati:
a) je-li A = 1, pak kazdy bod usecky AB je samodruzny; zobrazeni je identita,
b) je-li A > 1, pak obraz A7 bodu A tGsecky AB lezi na poloptimce = SA a zaroven plati
|SA7| > |SA|; obdobné pro bod B,
c) je-li A € (0,1), pak obraz A}, bodu A tse¢ky AB leZi na polopiimce — SA a zaroven
plati [SA’,| < |SA|; obdobné pro bod B,
d) je-li A = —1, pak je zobrazeni sttedovou soumernosti se sttedem S,
e) je-li A < —1, pak obraz A} bodu A use¢ky AB leZi na polopfimce opaéné k — SA
a zaroven plati |SA,| > |SA|; obdobné pro bod B,
f) je-li 1 € (—1,0), pak obraz As bodu A tse¢ky AB lezi na polopiimce opacné k — SA
a zaroven plati |SAc| < |SA|; obdobné pro bod B,

g) jsou rovnobézné s useckou AB,
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h) jsou souhlasné orientovany ve stejnolehlosti s kladnym koeficientem (H, H;, H,)

a opacné orientovany se zapornym koeficientem shodnosti (H3, H,, Hs).

a) H(S,2):AB > A'B’

¢) H,(S,2): AB - A, B}
d) H5(S,2): AB — A} B}
e) H,(S,2): AB > A, B},
f) H5(S,2): AB - A5BS

Obr. 4.1-1 Stejnolehlé zobrazeni usecky AB

Stejnolehlost zachovava velikost Ghli. Jedingm samodruznym bodem ve stejnolehlosti,
ktera neni identitou, je stfed stejnolehlosti. Slabé samodruzné ptimky jsou vSechny pfimky,
které prochézeji sttedem stejnolehlosti.

Z definice plyne, ze stejnolehlost je jednoznacné urCena svym sttedem S a koeficientem
stejnolehlosti A. Miize vSak byt také dana stftedem S a dvojici bodi: vzoru A # S a jeho
obrazu A" # S. Snadno pak sestrojime ke kazdému bodu X # S jeho obraz X', ktery musi
lezet na ptimce < SX a na piimce vedené bodem A’ rovnobézné s piimkou < AX.
(Pomykalova, 2006, s. 162, 163)

Necht' jsou dany dvé rovnobézné usecky ruznych délek, pak existuji pravé dveé

stejnolehlosti, které zobrazi jednu usecku na druhou.

- N -
— e
—

*

i “aN
’S -~ — _ /52\
! T N
D - —

Obr. 4.1-2 Stejnolehlost dana dvema rovnobéznymi uiseckami
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Je-1i useCka CD obrazem tusecky AB (obr. 4.1-2), pak pro stejnolehlost se stfedem S; je

koeficient 1, = % a pro stejnolehlost se stfedem S, je koeficient A, = —%. Bod §;

se nazyvad vné&jsi stfed stejnolehlosti a bod S, se nazyva wvnitini stied stejnolehlosti.

(Pomykalova, 2000, s. 165)
Ke kazdé stejnolehlosti H (S, 1) existuje stejnolehlost H (S, %), kterd zobrazuje obrazy

v pivodni stejnolehlosti zpét na jejich vzory. Obé¢ stejnolehlosti nazyvame navzajem inverzni.

(Kadlecek, 1996, s. 101)

4.1.1 ReSené konstrukéni ilohy
Dynamické konstrukce ptikladii a jejich postup nalezneme v GeoGebie knize — kapitole

Stejnolehlost: https://www.geogebra.org/m/aavjymj7#chapter/916321.

Priklad 1

Zadani: Narysujte stfedy stejnolehlosti dvou tsec¢ek KL, MN, které lezi na jedné piimce.

Usecky KL a MN nemaji zadny spoleény bod. (Petdkovd, 2013, s. 82)

Postup konstrukce:
1. Déno:p, KL € p, MN €p
Sestrojime si pomocny trojuhelnik nad tseckou KL.
2. o k; |xkp| =«
3. » L |xpll =8
4. X;X€eknl
5. AKLX
K tomuto trojuhelniku sestrojime podobny trojuhelnik nad tiseckou MN.
6. »m; |[<mp| =«
7. »n; |apn| =B
8. Y;YeEmnNn
9. AMNY;; AMNY, ~AKLX
Nyni mizeme najit stfed stejnolehlosti.
10. & XY, = q4
11.5;; Si€pNqq
Druhy stfed stejnolehlosti nalezneme obdobné. Pouze A MNY, podobny s A KLX

sestrojime pod tseCkou MN. Stied stejnolehlosti pak lezi na pruniku pfimky p a & XY,.
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Konstrukce:

S

Obr. 4.1.1-1 Stredy stejnolehlosti usecek KL, MN

Duikaz: Uloha je feSena s vyuZitim stejnolehlého zobrazeni. Z vlastnosti tohoto zobrazeni

plyne, z&¢ A MNY, ~ A KLX a A NMY, ~ AKLX, tedy KX | MY, || NY,, LX || NY, | MYy,

KLl |KX| _ |LX| _ |KX| _ |LX|
IMN|  [MY1|  INYi]  INY2|  MYp|

aMN.

Stfedy stejnolehlosti se nachdzeji mimo zadané tisecky KL

Diskuse: Uloha ma dvé feseni, nebot’ obraz MN tisetky KL miizeme zobrazit ve stejnolehlosti

s kladnym i z&pornym koeficientem (obr. 4.1.1-1).

Priklad 2

Zadani: Narysujte spoleéné te¢ny danych dvou kruznic k;(0;; 3,5 cm), k,(05; 1,5 cm),
|0,0,| = 6 cm. (Petdkova, 2013, s. 82)

Postup konstrukce:
1. Dano: k1(04; 3,5 cm), k,(0,; 1,5 cm), |0,0,]| = 6 cm
Nejprve hledame stied stejnolehlosti danych kruznic.
2. ©0,0,=0

XY O e X\ i AN {X VY eEkiAN{X Vi) €0

XY X, ¥, | X.Yy A O, € X,Y, A {X,, Yy} € ky

o XX,

AN DN B~ W

Si; S1€E0nNe XX,
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Pomoci Thaletovy kruznice sestrojime body dotyku tecen kruznic.
7. A;|AS; | = |A0,|

8. Ta; Ta(4; [A04])

9. Ty, Ty Ty, T} =14 N ky

10. B; |BS;| = |BO,|

11. 7g; 7(B; |BO,|)

12. T3, Ty; {T5, T4} = 15 Nk,

Nyni jiz sestrojime tecny kruznic.

13.oTiT; =t

14. & T,T, = t,

Dalsi dvé teCny sestrojime obdobnym postupem, ale se stfedem stejnolehlosti S.

S, €o0ne XY,

Konstrukce:

Obr. 4.1.1-2 Konstrukce tecen kruznic kq, k,
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Diikaz: Uloha je feSena s vyuZitim stejnolehlosti dvou kruznic. Body S;, S, jsou stfedy

. . . . . ) 35 7 y
stejnolehlosti a kruznice k; je obrazem kruznice k, s koeficientem A = i Pro tecny

Diskuse: Uloha mé Gtyii feSeni (obr. 4.1.1-2). V piipadé, Ze by kruznice k; a k, mély
spoleény jeden bod (vné&jsi dotyk), tj. |0,0,| = 5 cm, uloha by méla tfi feSeni, nebot’ tento
spolecny bod by byl bodem dotyku obou kruznic a tecna by byla kolma na osu o. Pokud by
kruznice k; a k, mély jeden spole¢ny bod (vnitini dotyk), tj. |0,0,| = 2 cm, tloha by m¢la
prave jedno feSeni. Tento bod je jediny bod dotyku, kterym je vedena spolecné tecna kruznic.
Tecna pak prochdzi timto bodem a je kolma na osu o. V pfipad¢, Ze by kruznice k, lezela
uvnitf kruznice k; a tyto kruznice nemély zadny spole¢ny bod (]|0;0,| < 2 ¢cm), pak by uloha

nemela feSeni.

Priklad 3

Zadani: Je dan ¢tverec ABCD (|AB| = 4 c¢cm). Uvniti ¢tverce zvolte bod M, pro ktery plati:
[CM| = 3 c¢cm, |BM| = 1,5 cm. Sestrojte vSechny usecky XY tak, aby body X, Y lezely
na obvodu ¢tverce a aby platilo: |MX|: |MY| = 3 : 2. (Petdkova, 2013, s. 83)

Postup konstrukce:
1. Dano: O ABCD, M

Hleddme bod X.

2. DAB'C'D'; 3 (M; —3): ABCD > A'B'C'D’
3. X;Xe€ABCDn A'B'C'D’

Hleddme bod Y.

4. OA"B"C'"D": K (M; —g) . ABCD — A"B"C"'D"
5. Y:Y € ABCDn A"B"C"D"

6. XY
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Konstrukce:

a=4

|CM| =3
o

IBM| = 1.5
° A

’r(v/ D/

Obr. 4.1.1-3 Konstrukce usecky XY

Diikaz: ReSeni tlohy plyne z vlastnosti stejnolehlého zobrazeni, kde bod M je stfedem

stejnolehlosti. Ma-li bod X leZet na obvodu ¢tverce ABCD a |[MX| : |[MY| = 3 : 2, pak tento

vr v . , , . 3
bod lezi na obrazu tohoto cCtverce vtomto stejnolehlém zobrazeni s koeficientem =3

(obdobné bod Y). Use¢ky X,Y; a X,Y, spliuji podminky zadani.

Diskuse: Uloha ma dv¢ feSeni, nebot obraz ctverce ABCD s jeho vzorem maji pravé dva

body X;, X, spole¢né (obr. 4.1.1-3).

Priklad 4

Zadani: Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, znate-li: a:b=4:5, y =60° v, =3 cm.
(Petdakova, 2013, 5. 83)

Postup konstrukce:

Nejprve sestrojime pomocny trojihelnik A’'B'C" s vy$kou v;, kde a’ =4 cm, b’ = 5 cm,

y = 60°.

l.

A

a’; a' =|B'C'|=4cm
XB'C'X; |¥B'C'X| = 60°
k;k(C';5cm)

A A ekne C'X
AA'B'C’
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6. p;pLA'B"AC' €Ep

7. P;; P.eEpne A'B'

8. v, vi/=C'P

Z vlastnosti stejnolehlého zobrazeni sestrojime podobny trojuhelnik ABC s vyskou
v, =3 cm.

9. L;I(C3cm)

10.P; P.elnp

11.v.; v, = CF.

12.q;q 1< A'B'AP, € q

13.A;,A€eqnw- CA

14.B;Begnw CB’

15. A ABC

Konstrukce:

a'=4

o

A

Obr. 4.1.1-4 Konstrukce trojuhelniku ABC

Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim stejnolehlého zobrazeni se stfedem stejnolehlosti ' = C.
Z vlastnosti tohoto zobrazeni plyne, ze A ABC ~ A A'B'C’. Odpovidajici si strany A ABC
aAA'B'C' a jejich vysky v, v} jsou v uréitém poméru A. Velikost uhlu pfi vrcholu C’
trojuhelnika A'B’C’ je shodné s velikosti thlu pfi vrcholu C trojihelnika ABC. Trojuhelnik
ABC spliuje podminky zadéni.

Diskuse: Uloha ma v dané poloroviné jedno fe$eni (obr. 4.1.1-4).
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4.2 Podobna zobrazeni v roviné

Zobrazeni Z v roviné nazyvame podobnym zobrazenim (neboli podobnosti), pravé kdyz
kazdé dvojici bodt X, Y roviny pfifazuje jako obrazy takové body X', Y', ze plati:
|X'Y'| = k- |XY],
kde k>0 je dand konstanta zvana koeficient podobnosti. Symbolem ~ zapisujeme
podobnost. (Polak, 2012, str. 468)
Stejnolehlost s koeficientem stejnolehlosti A je podobnost s koeficientem podobnosti |A].
Shodnost je zvlastni ptipad podobnosti pro k = 1. Je-li k > 1 predstavuje podobnost zvétSenti,

je-li k € (0,1) ptedstavuje zmenSeni. (Pomykalova, 2006, s. 180)

V kazdém podobném zobrazeni plati:

a) obrazem kazdé GseCky AB v podobnosti s koeficientem k je usecka A'B’ délky
|A'B'| = k- |AB|,

b) obrazem kazdé poloptimky — AB je poloptimka — A'B’; obrazy navzajem opacénych
polopfimek jsou navzajem opacné polopiimky,

c) obrazem kazdé piimky < AB je pfimka < A'B’; obrazy rovnobéznych pfimek jsou
rovnobézné piimky,

d) obrazem kazdé poloroviny — pA je polorovina = p'A’; obrazy navzajem opaénych
polorovin jsou navzajem opacné poloroviny,

¢) obrazem kazdého konvexniho tthlu <AV B je thel €A'V'B’ s nim shodny,

f) obrazem kazdého trojuhelniku A ABC je podobny trojuhelnik A A'B'C’.

Analogicky jako u shodnosti lze definovat pfimou a nepfimou podobnost. Podobné
zobrazeni zachovavajici orientaci (neméni smysl obihani) se nazyva pifima podobnost.
Naopak podobné zobrazeni s ménici se orientaci (méni smysl obihani) se nazyva nepiima

podobnost.

Véta o urcenosti podobného zobrazeni v roviné:

Jsou-li dany dva podobné trojihelniky ABC, A'B'C’, existuje pravé jedno podobné
zobrazeni v roving, které zobrazuje A —» A, B —» B', C = C'. (Sedivy, 1963, s. 64)

Podobné zobrazeni umoznuji definovat pojem podobnosti geometrickych utvari: Dva
geometrické tvary U, U’ jsou podobné tutvary vroving, pravé kdyZ existuje podobné
zobrazeni této roviny na sebe, ve kterém jeden z ttvarli je obrazem druhého. PiSeme pak

U~U'. (Poldk, 2012, str. 468)
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Slozenim stejnolehlosti a libovolné shodnosti vznika podobnost, a naopak kazdou
podobnost 1ze rozlozit ve stejnolehlost a shodnost. (Pomykalova, 2006, s. 183)
Nyni se podivejme blize na podobnost trojihelnikli a s tim souvisejici véty o podobnosti

trojuhelnikt. Nasledné pak na feSeni ptikladu s vyuzitim znalosti podobného zobrazeni.

4.2.1 Podobnost trojuhelniki

Obr. 4.2.1-1 Podobné trojuhelniky

Dva trojihelniky ABC a A'B'C’ (obr. 4.2.1-1) se nazyvaji podobné trojihelniky, pravé
kdyz existuje takové kladné ¢islo k, ze plati: a’ = k-a, b'=k-b, ¢’ = k- cili
@_r_d_,
a b ¢ '
Symbolicky pak piSeme A ABC —~A A'B'C’.
Pro podobné trojuhelniky Ize na zéklad¢ definice dokédzat vétu: V podobnych
trojuhelnicich ABC, A'B'C’ jsou odpovidajici si thly shodné a tedy plati: @ = &', B =f,
y =v'. (Poldk, 2012, str. 436, 137)
Pro ovéiovani shodnosti trojihelniku jsme pouzivali véty o shodnosti. Podobné¢ tomu tak

bude také pro ovétovani podobnosti trojuhelniki (tab. 4.2.1-1).

Tab. 4.2.1-1 Véty o podobnosti trojuhelnikii

Typ véty | Definice Nacrtek a symbolika

Vétasss | Dva trojuhelniky jsou si navzijem
podobné, shoduji-li se vSechny tfi Y

poméry velikosti sobé odpovidajicich a /

stran. (
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Vétasus | Dva trojuhelniky jsou si navzijem

podobné, shoduji-li se v jednom tuhlu o ’
avpomérech velikosti sob& dvou /A ) /
odpovidajicich stran tomuto uhlu : :

piilehlych.

Vétauu | Dva trojuhelniky si jsou navzijem

podobné, shoduji-li se ve dvou thlech.

L& (] A\ (7]
a =a B =p
Véta Ssu | Dva  trojuhelniky  jsou navzijem
podobné, shoduji-li se poméry velikosti . ﬂ
dvou dvojic sob& odpovidajicich stran ,ﬂ ” l
amaji-li oba trojuhelniky stejné velky (’
uhel proti vétsi z téchto stran. jellic=a,paka:a=c":c,y =y

(Kadlecek, 1996, str. 77)

4.2.2 ReSené konstrukéni ilohy
V GeoGebie knize — kapitole SloZena zobrazeni se nachdzi dynamické konstrukce ptikladt

a jejich postup. Odkaz zde: https://www.geogebra.org/m/aavjymj7#material/jb3umbxg.

Zadani k prikladu 1: Je ddna usecka OP, |OP| = 4 cm. Sestrojte kruznici k(0; 2,5 cm)
apiimku p, p L OP AP € p. Dale sestrojte jeden bod M, pro ktery plati |OM| =3 cm
a |XPOM| = 30°. (Petdkovd, 2013, s. 84)

Postup konstrukce:
1. Déno: |OP| =4cm
2. k; k(0;2,5cm)
3. ;pLOP APED

Hledame bod M.

4. ; 1(0;3 cm)

5. P'; R(0;30°):P - P’
6. » OP'

7. M;M€lnw OP'
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Konstrukce

|OP| = 4 P

Obr. 4.2.2-1a Zadani k prikladu 1

Priklad 1

Zadani: Je dana piimka p, kruznice k a bod M. Sestrojte vSechny obdélniky ABCD tak, aby
platloA=M A B€p AND €k A |AB|:|BC|=2:1.

Postup konstrukce:
1. Déno:p, k, M
Hledame bod B na ptimce p.
2. k'; R(M;—-90°):k - k'
3. kK" H(M;2): k' - k"
4. B;Bepnk"
Hleddme bod D na kruznici k.
5. p'; R(M;90°):p - p’
6. p''; ?[(M;%):p’ -p"
7. D;Deknp”
Hledame bod C.
8. ©BX; ©BXI|AD N B €& BX
9. ©DY; DY ||AB AN D €ee DY
10.C; C & BX N & DY
11. obdélnik ABCD
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Konstrukce:

Obr. 4.2.2-1b Konstrukce obdélnika ABCD

Diikaz: Uloha je feSena s vyuzitim skladani dvou zobrazeni, jeZ jsou otogeni a stejnolehlost.
Stiedem otoceni 1 stfedem stejnolehlosti je bod M. Bod B obdélniku ABCD ma dle zadani
lezet na pfimce p a bod D na kruznici k. Proto, Ze ¥DAB je pravym uhlem a velikost stran
AD a AB maji byt v poméru 1: 2, bod B musi leZet na obraze k'’ kruZznice k v zobrazeni
R(M; —90°) o H(M;2), kde k — k"". Bod B tedy lezi na priniku pfimky p a obrazu k"
kruznice k vtomto sloZeném zobrazeni. Obdobné bod D, ktery musi leZet na obraze p'’
ptimky p v zobrazeni R(M;90°) o 3 (M ; %), kde p —» p”’. Bod D tedy lezi na priniku
kruznice k a obrazu p'’ pfimky p vtomto sloZeném zobrazeni. Obdélnik ABCD spliiuje
podminky zadéni.
Diskuse: Uloha ma dvé feseni, nebot’ obraz kruznice k v zobrazeni R(M; —90°) o H(M; 2)
ma s piimkou p dva spolecné body (obr. 4.2.2-1).
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Z.aveér

Cilem této bakalarské prace bylo vyfesit vybrané konstrukéni tllohy na zékladé shodnych
nebo podobnych zobrazeni. Pomoct zZakim ¢i studentiim 1épe pochopit feSeni téchto typu tloh
a pomoct ucitelim stfednich skol pii vysvétlovani tohoto uciva.

V této préci jsou vypracovany ulohy jak polohové, tj. je dana poloha zadanych prvki, tak
nepolohové, kde neni uréena poloha zadanych prvki. Polohové tlohy zacinaji zpravidla slovy

¢

,Je dan prvek...“, timto prvkem pak musime pii konstrukci zacit. Nepolohové ulohy
zpravidla zacinaji slovy ,,Sestrojte ... je-li ...“, , Narysujte ... plati-li“. Tyto ulohy lze
sestrojit kdekoli v roviné a je na nas, jakym prvkem pii konstrukci zacneme. Umistime-li
tento prvek nepolohové tlohy na rovinu, tloha se zméni na polohovou.

Osové soumérnosti vyuzivame v Ulohdch, vnichz jsou dény dva utvary v roviné
a pfimka p a hleddme usecku, jejiz body lezi na danych utvarech a maji od pfimky p stejnou
vzdalenost. Takovou ulohu feSime tak, ze utvary zobrazime v této soumérnosti s osou
soumérnosti p. Body hledané useCky jsou pak prinikem vzoru jednoho tutvaru a obrazu
druhého utvaru. Obdobné postupujeme u jinych shodnych zobrazeni v roviné stim, Ze
namisto piimky p mame zadany jiny prvek. U uloh s vyuzitim stfedové soumérnosti mame
dan stted, ktery je sttedem soumeérnosti. U posunuti mame danou orientovanou usecku, ktera
je vektorem posunuti tohoto zobrazeni. U uloh s vyuzitim oto¢eni madme dan stfed a thel
otoceni.

Ulohy, kde se vyuziva poméru, napf. hledani Gise¢ky v daném poméru, jsou konstruovany
s vyuzitim stejnolehlého zobrazeni. Stejnolehlosti se vyuziva také u tloh, kde hledame te¢ny
dvou danych kruznic s riznym polomérem.

Pocet feSeni danych uloh neni vzdy na prvni pohled viditelny. AvSak
v pocitacovych programech, jako napiiklad GeoGebra, miizeme zietelnéji urcit za jakych
ruznych geometrickych prvki, které jsou dany v zadani, ndzorné vidét, co se s nimi d¢je.

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze tfadu konstrukénich uloh, mlzeme vyfesit s vyuzitim
shodnosti nebo podobnosti. Pocitatovy program GeoGebra ndm lépe pomize zjistit vSechna

feSeni dané ulohy.
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Seznam pouzivanych matematickych symbolu

A
« AB

— AB
AB

AB

r—)pA

<AVB

a>b(a<b)
AeEp(Aép)
A€Epng
{A,B}=pngq
A=B(A#B)
p=q®+*q)

bod A

piimka AB

piimka p

poloptimka AB

usecka AB

orientovand usecka AB s pocatecnim bodem A a koncovym
bodem B

polorovina pA (polorovina s hrani¢ni pfimkou p a wvnitfnim
bodem A)

konvexni uhel AVB (konvexni uhel svrcholem V a rameny
v poloptimkach VA, VB)

orientovany uhel AVB s podateénim ramenem VA a koncovym
ramenem VB

rovinny pas a, b (pas ohrani¢eny rovnobézkami a, b)

trojuhelnik ABC

ctverec ABCD

téznice vedena vrcholem A trojuhelniku

vyska na stranu a trojihelniku

polomér kruznice

kruznice k se stfedem S a polomérem r

Thaletova kruznice nad useckou AB

kruznicovy oblouk (kruznicovy oblouk se stfedem S a krajnimi
body A, B)

mnozina bodt, ze kterych je vidét usecky pod thlem ¢

a zaroven

a je vétsinez b (a je mensi nez b)

bod A lezi (nelezi) na piimce p

bod A lezi na priniku pfimky p a ptimky g

body 4, B jsou priseciky pfimky p a ptimky g

bod A splyva, resp. je totozny s bodem B (rizny od bodu B)

piimka p splyva, resp. je totozna s ptimkou q (rizna od piimky q)
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pligtaq)
plgq

A ABC = A KLM
AABC ~ A KLM
|AB|

|pAl

lpql

|%AVB|

30°

V4

Z:A- A

0(o)

8(S)

7(4B)

R(S, ®)

H(S, 1)

Z,0Z,

pfimka p je (neni) rovnobézna s piimkou q
piimka p je kolma k ptimce q

trojuhelnik ABC je shodny s trojuhelnikem KLM
trojuhelnik ABC je podobny s trojuhelnikem KLM
délka usecky AB

vzdalenost bodu A od piimky p

vzdalenost rovnobéznych piimek p, q

velikost konvexniho thlu AVB

30 stupna

zobrazeni Z

bod A’ je obrazem bodu A v zobrazeni Z

0sova soumérnost s 0sou soumernosti o

sttedova soumérnost se stfedem soumérnosti S
posunuti (translace) uréené orientovanou tseckou AB
otoceni (rotace) se stiedem S a uhlem otoceni ¢
stejnolehlost se stfedem S a koeficientem A

zobrazeni slozené ze zobrazeni Z4 a Z, v tomto poiadi
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Obr. 3.1-1 Shodné trojuhelniky

Obr. 3.2-1 Osova soumérnost

Obr. 3.2.1-1 Konstrukce bodu V

Obr. 3.2.1-2 Konstrukce uisecky XY — 2 reSeni
Obr. 3.2.1-3 Konstrukce kosoctverce ABCD — 2 Feseni
Obr. 3.2.1-4a Trojuhelnik ABC — zpiisob reseni |
Obr. 3.2.1-4b Trojuhelnik ABC — zpiisob resent 2
Obr. 3.2.1-5 Trojuhelnik ABC

Obr. 3.3-1 Stredova soumérnost

Obr. 3.3.1-1 Konstrukce rovnobézniku ABCD
Obr. 3.3.1-2 Konstrukce usecky XY

Obr. 3.3.1-3 Konstrukce trojuhelniku ABC

Obr. 3.3.1-4 Konstrukce trojuhelniku ABC

Obr. 3.4-1 Posunuti

Obr. 3.4.1-1 Konstrukce kruznic

Obr. 3.4.1-2 Konstrukce uisecky XY — 4 reseni
Obr. 3.5-2 Otoceni

Obr. 3.5.1-1 Konstrukce trojuhelniku ABC

Obr. 3.5.1-2 Konstrukce uisecky XY — 2 Feseni
Obr. 3.6-1 Posunuta soumérnost

Obr. 4.1-1 Stejnolehlé zobrazeni usecky AB

Obr. 4.1-2 Stejnolehlost dana dvema rovnobéznymi useckami
Obr. 4.1.1-1 Stredy stejnolehlosti usecek KL, MN
Obr. 4.1.1-2 Konstrukce tecen kruznic kq, k,
Obr. 4.1.1-3 Konstrukce usecky XY

Obr. 4.1.1-4 Konstrukce trojuhelniku ABC

Obr. 4.2.1-1 Podobné trojuhelniky

Obr. 4.2.2-1a Zadani k prikladu 1

Obr. 4.2.2-1b Konstrukce obdélnika ABCD
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Tab. 3.1-1 Vety o shodnosti trojuhelniku
Tab. 4.2.1-1 Véty o podobnosti trojuhelnikii

P¥ilohy

Vramci teSenych tuloh bakalafské prace vznikly dynamické konstrukce v programu
GeoGebra. Tyto konstrukce, otdzky kuloham ¢i rozbory naleznete v GeoGebie knize
pod ndzvem ,, Geometricka zobrazeni v roviné — konstrukcni ulohy

https://www.geogebra.org/m/aavijymj7.
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