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Uvod

Smisené distribuce jsou pomérné mladou oblasti matematické statistiky. Prvni
zminka o nich se datuje do konce 19. stoleti, kdy je vyuzil kanadsko-americky ma-
tematik Simon Newcomb k detekci odlehlych pozorovani. V poslednich letech se
rozsah a potencidl pouziti smiSenych distribuci Siroce rozsifil. Aplikace smisSe-
nych distribuci se uplatnily naptiklad v astronomii, biologii, genetice, mediciné,
psychiatrii, ekonomii ¢i marketingu.

Smeési distribuci jsou velmi flexibilni metodou analyzy dat, pfedevsim protoze
umoznuji pracovat s daty, jejichz tvar distribu¢ni funkce neodpovida zadnému
znamému rozdéleni pravdépodobnosti. To jen dopliuje jejich hlavni pouziti v
pripadech, kdy jsou data néjakym zptisobem rozdélena na skupiny, nebo pokud
takovou strukturu chceme v datech zkoumat. Smisené distribuce jsou také vhodné
pro posuzovani sensitivity a specificity diagnostickych testid v pripadech, kde
neni k dispozici zlaty standard. Stejné tak lze vhodné vyuzit smés distribuci v
problematice neuronovych siti.

Prvni c¢ast této prace bude vénovana obecnym postuptim uplatiovanym pii
modelovani smisenych distribuci a problémtim s timto modelovanim souviseji-
cim. Bude zde tedy obsazena zakladni definice smisené distribuce, ukazkové pii-
klady, jeji identifikovatelnost a teoreticky zalad EM algoritmu, ktery je v soucasné
dobé nejpouzivanéjsim pristupem k odhadu parametri smési distribuci. Pozor-
nost bude mimo jiné vénovana stanoveni poc¢tu komponent ¢i zptsobtim volby
pocatecnich odhadii.

Pozdéji se budeme vénovat problematice smisenych distribuci v kontextu re-
gresni analyzy, ktera patii k zakladnim a nejcastéjsim metodam statistické ana-
lyzy vztaht. Je to metoda hojné uzivana v praxi a je obsazena ve vétsiné standard-
nich statistickych programovacich systémt. Navic ji lze pouzit v kterékoli védni
oblasti, kde sledujeme zavislost mezi veli¢cinami. V ramci této kapitoly bude pted-
staven EM algoritmus aplikovany na smési regresnich modelti. Pozornost bude

vénovana také alternativnim metodam, jako jsou klasifikacni EM algoritmus a



stochasticky EM algoritmus.

V posledni ¢asti prace svou pozornost obratime na praktické vyuziti doposud
shrnutych znalosti. Pfedmétem zkoumani budou data firmy Seco GOUP a.s., na
kterych budeme demonstrovat nejen modelovani smiSené distribuce, ale téz odha-
dovani regresnich parametrii pomoci smési regresnich modelt. Ke vSem vypoctim

vyuzijeme program R a funkce balickti mixtools, fpc a flexmix.



1 Uvod do problematiky smiSenych distribuci

1.1 Strucdéna historie

Smisené distribuce jsou pomérné mladou oblasti matematické statistiky. Jejich
prvni objev ve statistické literatute se datuje do konce 19. stoleti, kdy je vyuzil
kanadsko-americky matematik Simon Newcomb k detekci odlehlych pozorovani.

Prvni vyznamnou analyzu, ktera zahrnovala pouziti smisenych distribuci, pro-
vedl o par let pozdéji znamy anglicky biometrik Karl Pearson a zalozil ji na me-
todé momentti. Data ke zkoumani mu poskytl ptitel W.F.R. Weldon, kery mél k
dispozici 1000 méfeni pomeéru cela k celkové délce téla krabii ze zatoky Naples.
Weldon si v§iml znac¢né Sikmosti v histogramu téchto dat a pfemgyslel nad tim,
zda by se ve skutecnosti nemohlo jednat o populaci skladajici se z dvou novych
poddruhii. Jelikoz vsak jeho znalosti matematiky nebyly dostacujici, obratil se s
problémem na Pearsona, ktery se rozhodl ho fesSit pomoci modelovani smeési dvou
normalnich distribuci s rozdilnymi stfednimi hodnotami p; a ps a rozptyly o, a
09 s proporcemi m; a mo. Pearson se tedy potykal s odhadem péti parametri a
momentovou metodou se dostal az k feseni polynomu 9. stupné, coz na danou
dobu byla velmi slozita vypocetni operace.

Pearsonovu metodu zalozenou na velkém mnozstvi algebraickych vypocti se
na zacatku 19. stoleti pokusilo nékolik matematikii zjednodusit. Piesto vsak bylo
dalsich 30 let ve zkoumani smisenych distribuci vyuzivano prevazné metody mo-
mentt a doslo pouze k rozsifeni této metody o pripad dvou hustot z dvourozmeér-
ného norméalniho rozdéleni a o pripad vice nez dvou jednorozmérnych normalnich
hustot.

Kwviili slozitosti vypoctia byl diraz kladen na grafické techniky modelovani
smisenych distribuci, avsak s nastupem vykonnéjsich a rychlejsich pocitact se
pozornost obratila k odhadu pomoci maximalni vérohodnosti. Oficiadlné tuto me-
todu zcela poprvé v kontextu smisenych distribuci pouzil matematik a statistik

C.R. Rao v roce 1948, ackoliv podle nékterych statistika (R.W. Butler) to byl jiz



Newcomb, ktery vymyslel itera¢ni metodu, jejiz podstata by se dala oznacit jako
EM algoritmus, ktery iteracné fesi maximalizaci vérohodnostni funkce.

Po roce 1948 nebyla metoda maximélni vérohodnost déle rozsifovana az do ob-
dobi 60. let, kdy byla problematika smisenych distribuci obohacena o k-slozkovou
smés normalnich distribuci se stejnym rozptylem a nasledné o smés exponenci-
alnich rozdéleni. Az v 70. letech bylo nékolika statistiky demonstrovano, ze je v
pripadé smisenych distribuci misto momentové metody vhodnéjsi pouzivat od-
had pomoci maximéalni vérohodnosti, a roku 1977 byl A.P. Dempsterem polozen
teoreticky zaklad pro EM algoritmus a jeho pouziti pfi modelovani smisenych
distribuci.

V poslednich letech se rozsah a potencial pouziti smisenych distribuci Siroce
rozsitil. Aplikace smisenych distribuci se uplatnily naptiklad v astronomii, biolo-
gii, genetice, mediciné, psychiatrii, ekonomii ¢i marketingu.

Jednim z mnoha vyuziti je naptiklad shlukovéa analyza, coz je snadno odvodi-
telné jiz ze samotné podstaty smisenych distribuci. Dale jsou smisené distribuce
vhodné pro posuzovani sensitivity a specificity diagnostickych test v piipadech,
kde neni k dispozici zlaty standard. Stejné tak lze vhodné vyuzit smés norméalnich
distribuci se spoleénym rozptylem pro aproximaci libovolnych spojitych funkei.
Diky své flexibilité nasly smisené distribuce uplatnéni také v problematice neu-

ronovych siti. [13] §]

1.2 Formulace problému smisenych distribuci

Smisené distribuce poskytuji matematicky zalozeny pristup ke statistickému
modelovani Siroké skaly riiznych jevi. Diky uzitecnosti, ktera je dana znac¢nou fle-
xibilitou pii modelovani, ziskaly modely smisenych distribuci zna¢nou pozornost
nejen z praktického, ale i z teoretického tthlu pohledu.

T rozsahu n,

Nejprve zmirime, ze uvazujeme ndhodny vybér Y= (Y,...,Y,)
kde Y je p-dimenzionalni nahodny vektor s funkei hustoty f(y;) definovanou na

RP. Vektor Y tim padem reprezentuje cely vybér, coz je n-tice bodu v RP. Ozna-



¢enim y= (y,,...,y,)T budeme v dal§im textu rozumét napozorované hodnoty

nédhodného vektoru Y.

Definice 1.1. Necht f;(y;) je hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro kazdé i =
1,...,ca0<m<1,i=1,2,-- ¢ jsou konstanty takové, ze plati >, jm = 1.

Potom hustotu
fly;) = Zﬂifz‘(}’j) (1)
i=1

nazveme smisenou hustotou. Ji odpovidajici distribu¢ni funkci F'(y;) nazveme

smisenou distribuct.

Vzhledem ke skutecnosti, ze tato prace bude zaméfena na smisené hustoty
normalniho rozdéleni, je na tomto misté vhodné uvést také parametrickou formu-

laci.

Definice 1.2. Nechf pro kazdé i = 1,...,c je fi(y;; 0;) hustota rozdéleni prav-
dépodobnosti nalezici do znamé tfidy hustot a 0 < 7, < 1, =1,2,--- ¢, jsou

konstanty takové, ze plati > m; = 1. Potom hustotu
Fly5, ®) = mifilys; 63) (2)
i=1
nazveme smisenou hustotou. Ji odpovidajici distribu¢ni funkci F(y;, ¥) nazveme

smisenou distribuct.

Vektor ¥ obsahuje vSechny neznamé parametry smisené distribuce a mizeme
ho zapsat jako
T\T
v = (7T17"'77Tc—17€ ) :

Symbolem €2 ozna¢ime parametricky prostor pro ¥. Parametry 7y, - - - , 7. udavaji

vahy slozek smisené distribuce a vektor & obsahuje vSechny parametry

07,05,...,00)".



Znaceni f;(y; ;) reprezentuje hustotu i-té slozky, jejiz parametry jsou zastoupeny
vektorem 6;. Pocet slozek smisené distribuce je dan parametrem c.

Jelikoz funkce fi(y), ..., fe(y) jsou hustoty zndmych rozdéleni pravdépodob-
nosti, plati také, ze funkce f(y) ze vztahu je hustotou. A protoze vahy slozek
smisené distribuce 7; jsou normované, jejich sou¢tem musime dostat ¢islo 1. Diky
tomu v definici vektoru ¥ miizeme vynechat parametr ..

V této formulaci modelu je pocet slozek modelu stanoven. Mtze se ale stat,
Ze je pocet slozek neznamy, a pak je nutno jej odvodit z dat spolu s dalsimi
parametry.

Funkéni hodnotu f(y;) potom spocitame tak, ze uréime funkéni hodnoty dil-
¢ich hustot f;(y;;0;) v bodé yj, vynasobime je pfislusnymi vahami a seCteme je.

[13]

1.3 Koncept neuplnych dat

Necht je Z; kategorialni ndhodna promeénna, jejiz dosazitelné hodnoty jsou
1,...,c¢ s jim nalezicimi pravdépodobnostmi 7y, ..., 7.. Potom mizeme fici, ze
hustota vektoru Y, je f;(y;) za pfedpokladu, ze Z; =i, kde i = 1,..., c. Margi-
nalni (nepodminéna) hustota vektoru Y, je dana jako f(y;). Z téchto informaci
je zietelné, Ze proménnd Z; miZe byt brana jako oznaceni slozky, do které bude
zafazen vektor Y;. V dalsim textu pro nas vSak bude vyhodnéjsi uvaZovat na-
misto kategoridlni proménné vektor Z;, jehoz slozky jsou Z;; = (Z;); a mohou
nabyvat hodnot 0 ¢i 1 - dle toho, zda vektor Y; v smiSené distribuci nalezi ¢i
nenalezi do slozky i. Je tedy ziejmé, ze vektor Z; podléhd multinomickému roz-
déleni odpovidajicimu tahu z ¢ kategorii s pravdépodobnostmi 7, ..., 7.. Jinak
feceno

Z; ~ Mult.(1, ).

Interpretace takto zapsaného modelu je nasledujici: feknéme, ze smiSena dis-

tribuce se sklada z c slozek a vektor Y, je ¢len ndhodného vybéru z populace

G, ktera je tvorena c¢ skupinami G,...,G,., jejichz proporce v populaci jsou

10



i, ..., 7. Déle pokud hustota vektoru Y; ve skupiné G; je dana jako f;(y;) pro
t=1,...,c, pak hustota vektoru Y; je ddna vztahem .

Ukazuje se, ze tento koncept je vyhodny pfedevsim z hlediska nasledujiciho
feSeni maximalizace vérohodnostni funkce skrze EM algoritmus, v jehoz ramci
nahlizime na napozorovana data y,...,y, jako na netplna. K nim jsou pfidru-
zeny vektory udavajici prislusnost k jednotlivym slozkam z., ..., z,, které jsou z

naseho pohledu nedostupné. Kompletni data potom vypadaji nasledovné

Yk = (y,z),

kde index k vyjadiuje, ze data jsou kompletni, a

y=(y1, -, ¥n)"

jsou napozorovana neuplna data a

z=(21,...,2,)"

je nepozorovatelna matice udavajici prislusnost k jednotlivym slozkam.

V tomto kontextu lze na proporci m; nahlizet jako na ptivodni pravdépodob-
nost, ze subjekt patii do i-té slozky smisené distribuce. Pravdépodobnost 7;(y;),
Ze subjekt nalezi do i-té slozky, avSak za podminky, Ze mame k dispozici napo-
zorovana data y;, je potom déana vztahem [13]

™ fi(y;)

Ti(YJ>:P(Zij:1|Yj):W, i=1,...,¢, j=1,...,n
J

1.4 Smisené distribuce s normalné rozdélenymi slozkami

Tato prace se bude zabyvat problematikou modelovani smisenych distribuci,
kde jednotlivé slozky maji normalni rozdéleni. Proto si v této podkapitole pfed-
stavime teorii potfebnou k pochopeni jednorozmérnych i vicerozmérnych smise-
nych distribuci slozenych z hustot nahodnych vektort podléhajicich normalnimu

rozdéleni. Tato kapitola je zpracovana predevsim pomoci zdroji [13, [10]

11



Jednorozmeérné smisené distribuce normalnich rozdéleni

Pro lepsi predstavu vyznamu definice 1.1 si v nasledujici ¢asti predstavime
nékteré poznatky o smisenych distribucich slozenych ze dvou slozek s normalnim
rozdélenim. Nejprve si ukazeme, jak vypadaji vybrané hustoty dvouslozkovych

2

smiSenych distribuci normalnich rozdéleni se stejnym rozptylem o°, za predpo-

kladu proporci 7; a 7wy a stfednich hodnot p; a ps. Odpovidajici hustota ma

tvar
fy) = mo(y; 1, 0%) + m20(y; pa, 0°), (3)
kde
Sy %) = (2m) 2o expl— (y — w)?/o?)

vyjadiuje hustotu normdlniho rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o2.

(a) (b)

0.00 0.05 010 015 020
1

0.00 0.05 010 015 020
1

0.00 005 010 015 020
1 1 1

0.00 005 010 015 020
1 1 1

Obr. 1.1: Grafy hustot smisenych distribuci dvou normalnich homoskedastickych
rozdéleni s rozptylem o = 2, stejnymi vahami slozek a stfednimi hodnotami

1 =6 a s =6+ 2A, kde je A rovno: (a)A =1, (b)A =2, (¢)A =3, (¢)A = 4.
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(a) (b)

0.00 005 010 0.5 0.20
000 005 010 0.15 0.20

(c) (d)

0.00 005 010 015 0.20
0.00 005 010 015 0.20

0 ] 10 15 20 0 ] 10 15 20

Obr. 1.2: Grafy hustot smisenych distribuci dvou normalnich homoskedastickych
rozdéleni s rozptylem o = 2, vahami slozek m; = 0.3 a m = 0.7 a stfednimi
hodnotami p1; = 6 a py = 6+ 2A, kde je A rovno: (a)A =1, (b)A =2, (¢)A =3,

(d)A = 4. Na obrazku (a) je navic Sedé znazornéna hustota pro m = m = 0.5.

Hustotu f(y) ze vztahu (3|) ozna¢ime za bimodélni, pokud se stfedni hodnoty
(1 a iy od sebe dostatecné lisi. V tomto pfipadé bude hustota f(y) vypadat jako
dvé hustoty polozené vedle sebe. Naopak unimodéalni hustotu dostaneme, jestlize
jsou si stredni hodnoty dostatecéné blizko. Obecné je vzdalenost stfednich hodnot

definovana vztahem

A = |M1_M2|
g

Nazyvame ji Mahalanobisova vzdalenost mezi homoskedastickymi slozkami smi-
sené distribuce norméalnich rozdéleni.

Priklady smiSenych distribuci o dvou normélné rozdélenych slozkach se stej-
nym rozptylem lze spatfit na obrazku 1.1. Jednda se o ¢tyfi rizné smisené dis-

tribuce lisici se rozdilem stfednich hodnot jejich slozek tak, ze vysledna hustota

13



prechazi z unimodalni do bimodalni.

Pomoci smisené distribuce lze také dosdhnout asymetrické hustoty. Stane se
tak v pfipadé, ze stredni hodnoty obou slozek jsou blizké, avsak kazda slozka ma
jinou vahu. Pro nazornost v obrazku 1.2 uvedeme smisené distribuce z grafi v

1.1, avsak tentokrat zménime proporce na m; = 0.3 a m, = 0.7.

(a) (b)
] |
o
(=1
=
o -
(=1
o
- _| (=]
(=1
o | o
= T T T T T T T = T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3
() (d)
o
&
(=]
Ll | -
o
&
(=]
o
D_
- =1
o o g 4
T T T T T T T =1 T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 o 1 2 3
() ]
= =+
[=1 =
o | m
(=1 (=]
o o
o (=1
= 5
=2 =2
= T T T T T T T = T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 o 1 2 3

Obr. 1.3: Grafy dvouslozkovych normalnich distribuci z tabulky 1.1.

Sikmost a &picatost f(y) lze v piipadé stejného rozptylu obou slozek vypoditat

dle néasledujicich vzorci

B ala —1)A3
N7 A+ (a + )27
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_a(a® —4da+1)A*
T A (1)

kde a je pomér vétsi vahy slozky k mensi a A je Mahalanobisova vzdalenost mezi

slozkami.
graf nazev hustoty hustotaf (y)
(a) Gaussova N(0,1)
(b) Spic¢atd unimodélni %N(O, 1) + %N(O7 (1—10)2)
(c) Odlehla LN(0,1) + ZN(0, (%)%
(d) Bimodalnf N1, () + 3N(L (3))
(e) Oddélené bimodalni %N(—%, (%)2) + %N(%, (%)2)
(f) Sikm4 bimodéalni %N(O, 1) + iN(%, (%)2)

Tabulka 1.1: Dvouslozkové normélni smisené distribuce.

S rozdilnym rozptylem slozek se samoziejmé celd situace komplikuje. Uzitec-
nou publikaci o této problematice napsal I. Eisenberger, ktery napiiklad definoval
nerovnost, podle které je mozné rozhodnout o bimodalité distribuce. Hustota smi-

Sené distribuce f(y) neni bimodalni, pokud plati
A? < (2703)/[4(1 + k)],

za predpokladu, Ze k = 02 /0?. Naopak opa¢na nerovnost
A? > (2703) /[4(1 + k),

znamena, ze existuje takové 7, pro které je hustota f(y) bimodalni.
Priklady nékolika reprezentativnich dvouslozkovych smisenych distribuci na-

lezneme na obrazku 1.3 a v tabulce 1.1 jsou uvedeny tvary téchto distribuci.
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Obr. 1.4: Grafy viceslozkovych smiSenych distribuci z tabulky 1.2.
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Ptesutime se k problematice c-slozkovych smisenych distribuci, ktera je vsak

natolik rozmanita, Ze se v této praci omezime pouze na predstaveni nékolika vy-

branych prikladi grafti smisenych hustot pro riizné pocty slozek, stfedni hodnoty

a rozptyly. Grafické zobrazeni nalezneme v obrazku 1.4 a zadani smisenych funkci

v tabulce 1.2.

graf nazev hustoty

hustotaf(y)

(@)
(b)
()
(d)
()

e

Sikmé unimodalni
Silné zeSikmena
Trimodalni

Drap

Dvojity drap

Asymetricky drap
Asymetricky dvojity drap

Hladky hieben
Diskrétni hieben

IN(0,1) +
>io éN (3[<3

1o
\_/
[S——
)
—~
Nls oy w7
N—
[\~
S
N—

ﬁ?oN( 1,(3)? ) 14090N(1 (5)°
+ 300 7N (= 3)/2, (555)7)

SN0, 1) + 300,27 /31)N (i+%a(2”’/10)2¢)
> im0 705V (20 = 1,(3)) + 20 355N (=5 (155)%)
+ Zz‘:l 500V (55 (165)%)
S 2571 /63N ((65 — 96

(3)'/21), (2)%/2*)
52, 2N((12i —15)/7,(2)*

)+ s s NV (20/7, (1))

Tabulka 1.2: Viceslozkové norméalni smisené distribuce.

Vicerozmérné smisené distribuce

V této ¢asti si struéné predstavime zaklady vicerozmérnych smisenych distri-

buci, v nasem pripadé se omezime na smisené distribuce slozené z p-rozmérnych

normalnich rozdéleni. Obecné je takovato hustota vyjadiena v nasledujicim tvaru

f(y) =mf(y; oy, B1) + 12 f (y; gy Ba) +

iy WCf(Ya M, 26)7y € Rp?

kde opét predpokladame, ze Y ;  m = 1,7 > 0. Vektor p; reprezentuje vektor

stfednich hodnot -té slozky a matice X; je jeji variancni matice.
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2 Odhady parametri smisenych distribuci

Jak jiz bylo stru¢né zminéno v sekci 2.1, v pribéhu let bylo pouzito mnoho
ruznych pristupi k odhadu parametrii ve smisenych distribucich. Tyto pristupy
zahrnovaly napriklad grafické metody, momentové metody, metody zaloZené na
minimalni vzdalenosti, maximalni vérohodnost a bayesovské pristupy. Pravde-
podobné hlavni dtvod velkého poctu praci zabyvajicich se touto tématikou je
skutec¢nost, Ze prozatim neni k dispozici zadna explicitni formule pro odhad pa-
rametri. Napiiklad odhad pomoci metody maximalni vérohodnosti nelze pocitat
analyticky a je nutné pouzit iteracni postup. Tim je v nasem piipadé EM algo-
ritmus.

Také jiz bylo Tfeceno, ze od zavedeni EM algoritmu je metoda maximalni véro-
hodnosti nejpouzivanéjsi metodou v této oblasti, proto se nadale budeme zabyvat

jen touto metodou a EM algoritmem.

2.1 Identifikovatelnost

Predpoklad identifikovatelnosti je zakladem vétsiny statistické teorie a praxe.
Predevsim v praxi je velmi dilezité zvazit identifikovatelnost, protoze bez ni by
procedury umoznujici odhady nemusely byt spravné definovany.

Pro odhady parametrti smisené distribuce je klicové védeét, zda je vektor ¥
identifikovatelny a zda je tim padem smysluplné snazit se ziskat jeho odhad.
Obecné mutizeme fici, ze t¥ida hustot f(y;, ¥) je identifikovatelna, pokud jednot-

livé hodnoty parametru W urcuji jednotlivé ¢leny t¥idy hustot.

Definice 2.1. Necht f(y;, ¥) je tfida hustot, pro kterou plati, ze odlisné hodnoty

parametru W urcuji odlisné ¢leny tiidy hustot

{f(y;, ®): ¥ € Q}.

Jinak Teceno,

f<Yj7\Il) = f(Yja\Il*)a
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tehdy a jen tehdy, kdyz
U =U"

Potom fekneme, Ze je tato tfida hustot identifikovatelna.

Obecné u smisenych distribuci rozeznavame tfi hlavni druhy neidentifikova-
telnosti. Prvni dva jsou povazovany za lehce Tesitelné a lze jim zabranit pomoci
vhodnych omezeni. Mnohem podstatnéjsi problém je nazyvan genericka identifi-

kovatelnost. [13], [16]

2.1.1 Neidentifikovatelnost zpusobena invarianci vzhledem ke zméné

oznaceni komponent

Tento druh neidentifikovatelnosti byl poprvé zaznamenan Renderem a Walke-
rem v roce 1984. Mizeme ho definovat jako moznost prohodit potadi a oznaceni
jednotlivych slozek, aniz by se zménila vysledna smisend distribuce.

Jako priklad mtizeme uvést smisenou distribuci skladajici se z dvou normalné
rozdélenych slozek, f(y;, ¥) = m1o(yj; 1, 0%) + mad(y;j; 12, 03). V tomto piipadé
0y = (ur, o))" a ¥ = (07,0, ,m,m)" € Q. Potom také existuje vektor ¥* =
(03, 0?,7@, 7)Y, ktery vznikne ptehozenim potadi jednotlivich komponent. Je

ziejmé, Ze vysledné smiSené distribuce vytvorené pomoci ¥ a ¥* jsou identické
f(y;, ®") = maf(y5; o, 03) + T f(y35 411, 01) =
T f(yii i, 01) + w2 f (55 2, 03) = f(y;, ®)

V tomto pojeti tedy tato smiSend distribuce neni identifikovatelna. [16]

2.1.2 Neidentifikovatelnost zpusobena potencialnim pieurcenim

Dalsim problémem s identifikovatelnosti je moznost preurceni modelu, kterého
dosédhneme, kdyz do smisené distribuce zahrneme vice slozek, nez je potieba.

Uvazujme konec¢nou smisenou distribuci s ¢ slozkami, definovanou jako
fy;:®) = Zﬁifi(}’ﬁ 0;),
i=1
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kde ¥ = (7mq,... ,7Tc_1,01T, ce OCT)T € Q.. Dale méjme smisenou distribuci ze
stejné parametrické tridy distribuci, avSsak s pouhymi c-1 slozkami. Jak Craw-
ford v roce 1994 dokazal, jakakoli smiSena distribuce s ¢-1 komponentami urcuje
neidentifikovatelnou podmnozinu v parametrickém prostoru €2., ktery odpovida
smisené distribuci s ¢ komponentami, kde jedna z nich ma nulovou vahu nebo
jsou dvé komponenty shodné.

Pokud se vratime k prikladu uvedenému v predchozi podkapitole, vektor pa-
rametrii je W = (my, i1, 0%, T, la, 05)T € €y a uvaZujeme smisenou distribuci
sklddajici se z dvou hustot normalniho rozdéleni. Jakakoli smiSena distribuce
dvou normalnich hustot miize byt zapsana jako tfislozkova distribuce pridanim

slozky 73 s vahou 0, coz mtzeme vyjadrit jako
fy;,®) = m1f(y5 1, 07) + maf (y; p2, 03) =

T f (5 1, 05) + ma f (yy; o, 03) + 0+ f(y; i3, 03).-

Ke stejné neidentifikovatelnosti dospéjeme, pokud vytvorime smisenou dis-
tribuci rozdélenim jedné slozky ptivodni identifikovatelné dvouslozkové smisené

distribuce:
f(y;, ®) = f (v 1, 05) + maf(yj; p2, 05) =
T f (y5; 1, 05) + (2 — m3) f(yj; b2, 03) + 73f (s p2. 03),

kde hustota f(y;, ¥) bude stejnd pro vSechny hodnoty w3, pro které plati 0 <

R} S 9. [16]

2.1.3 Omezeni vektoru parametra

V mnoha piipadech shledame smiSenou distribuci neidentifikovatelnou ve smys-
lu vysSe uvedenych druhti neidentifikovatelnosti, avsak tento nedostatek neni pre-
kazkou pro obycejné odhady parametrti smisenych distribuci pomoci EM algo-

ritmu, problém predstavuje az v bayesovském pojeti smisenych distribuci. Navic
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lze neidentifikovatelnost téchto druht snadno zvladnout pomoci restrikce vek-
toru parametri W takovym zptisobem, ze smisena distribuce bude obsahovat ¢
rozdilnych neprazdnych slozek.

Nejdiive je nutné omezit vahy slozek tak, aby kazda z nich byla kladna a
nedoslo tak k neidentifikovatelnosti zptisobené prazdnymi slozkami. Jednoducha

podminka je nasledujici

m >0, i=1,...,c (4)

Déle je tfeba omezit parametry tak, abychom se vyhnuli neidentifikovatelnosti
zpusobené rovnosti slozek smési. V piipadé jednoparametrickych slozek budeme

tedy pozadovat, aby

92‘7&9,'/, VZ#Z/, i,i'zl,...,c.

U smiSenych distribuci s viceparametrickymi slozkami jsou k dispozici dveé
obdobné podminky, jedna velmi silna a jedna slabsi. Misto jednorozmérného pa-
rametru 6; ted totiz pracujeme s celym vektorem parametri 6;, tudiz miZeme
porovnavat vice slozek vektoru. Siln€jsi z podminek fika, ze pokud uvazujeme
0; a 0, pak se slozky s témito dvéma vektory parametri lisi pouze tehdy, kdyz
se vektory lisi ve vSech svych slozkach. To je ovSsem ponékud silny predpoklad,
protoze po jeho aplikaci bychom nemohli vytvorit naptiklad smisenou distribuci o
dvou normaélnich slozkach, kde rozptyly slozek jsou shodné, avsak stfedni hodnoty
se lisi. Jako vhodnéjsi se tedy jevi pouzivat slabsi podminku, které pozaduje, aby
se vektory parametri lisily alespon v jedné slozce, coz musi platit pro vSechny
dvojice komponent smisené distribuce.

Toto byly podminky zabranujici preurcenosti smisené distribuce. Nasledujici
omezeni ndm naproti tomu pomuze vyvarovat se neidentifikovatelnosti zptisobené
invarianci vzhledem ke zméné oznaceni komponent. Zaroven lze podminku upravit

tak, aby zahrnovala i vztah (4)):
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O<m<...<m..

13, [16]

2.1.4 Genericka identifikovatelnost

Navzdory tomu, ze provedeme vsechna potiebna omezeni vektoru parame-
trd ¥, mize smisend distribuce ztstat neidentifikovatelnou ve smyslu generické

identifikovatelnosti.

Definice 2.2. Necht

Y,]v Zﬂ—zfz Y_]a

fly; ¥%) ZW fily;; 6;)

jsou libovolné dvé smisené distribuce nalezici do dané t¥idy smisenych distribuci.

Potom o této tiidé fekneme, zZe je identifikovatelnd pro ¥ € 2, pokud

f(YJﬂ ‘I,) = f(Yja ‘I’*)7

a to tehdy a jen tehdy, kdyz ¢ = ¢* a je mozné permutovat oznaceni slozek tak,

v

ze
T=7" a fily;,0:) = fily;,0;) prokazdéi=(1,...,c).
Symbol = zna¢i rovnost hustot pro téméf vSechna y,. [13]

Véta 1. Necht
F={F(x,0),0 c ®xcR

je trida d-dimenziondlnich distribucnich funkci, ze kterych budou smisené distri-
buce sestaveny. Ddle méejme tridu H konecnych smisenych distribuci o sloZkdch z

F,

H={H(x Zm (x;6,) 7T1>OZ7T,—1F 0,) € F,x € R%}.
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Takto definovand trida distribucnich funkci H je konvexnim obalem F. [16]

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze je mnozina H konvexni. Mé&jme libovolné G(x), H(x) €

‘H, pro které plati
G(x) = Z ;i F(x; ), H(x) = Zﬁz‘F(X; Vi),
i=1 i=1

kde F(x; 1), F(x;vy) € Foop, 5 > 0,57 o = >, f; = 1. Déle necht \ €

[0, 1] je libovolnélené. Potom
[(x) = AG(x) + (1 = MVH(x) = Y AaiF(x; ;) + (1= NBF(x; )
i=1 i=1

Tato konvexni kombinace nélezi do mnoziny H, nebot Aay, (1 — A\)p; > 0 a
AY " ai+ (1= N) Y, Bi = 1. Z toho plyne, Ze H je konvexni mnozina.

V dalsim kroku je nutné dokazat, ze H je konvexnim obalem mnoziny F,
tedy Ze H je nejmensi konvexni mnozina, kterda obsahuje F. Necht Y je libovolna
konvexni mnozina takova, ze F C Y. Jelikoz je Y konvexni mnozina, tak plati,
ze kazda konvexni kombinace prvkia z Y je také prvkem Y, tudiZz mnozina H,
jakozto mnozina tvorend konvexnimi kombinacemi prvki z F, ktera navic obsa-
huje restrikce vah prvki, musi byt podmnozinou takové mnoziny Y. Protoze Y

je zcela libovolna,
conv(F) = (| Y2 *, (5)
YDF
kde conv(F) znac¢i konvexni obal mnoziny F. Ze vztahu [5| plyne, ze conv(F) D
H. Avsak pokud je conv(F) nejmensi konvexni mnozina obsahujici F a pokud
zéroven vime, ze H je konvexni, potom zfejmé conv(F) C H. Dohromady tedy
dostaneme [15]

H = conv(F).
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Véta 2. (Yakowitz-Spraginsova) Trida koneéngch smisengch distribuci H je iden-
tifikovatelnda, pravé pokud je F linearné nmezduvislou mnoZinou, tj. pokud jsou
vsechny jeji prvky linedrné nezavislé na oboru redlngch cisel R. Tato podminka

je nutnd a zdroven postacujict.

Diikaz. Nejprve dokazeme nutnost této podminky. Predpokladejme, ze F neni
linedrné nezavisla mnozina na R. Potom pro néjaké k£ > 0 existuje nulova kombi-
nace ruznych cleni z F takova, ze pro libovolné m,0 < m < k, 22:1 O Fy = 0,
plati

I, <0 pro h<m

I, >0 pro h >m.

Potom
k

D nlEn=Y" [0alF (6)
h=1

h=m+1

Na zakladé vyse uvedeného vztahu a faktu, ze {F},} jsou distribué¢ni funkce, plati

m k
D10 = 2 Il =1,
h=1 h=m+1
pokud uvazujeme nastaveni vSech Fj, na hodnotu 1. Jestlize dale zadefinujeme
¥
Ap = |_bh| pro h=1,...,k,

miizeme vztah () modifikovat na

m k
Z’)\thh: Z ‘)\h|Fh
h=1 h=m+1

Nyni tedy méame k dispozici dvé rozdilné reprezentace stejné konecné smisené
distribuce, coz implikuje, Ze H neni identifikovatelna.
V dalsim kroku provedeme diikaz, Ze se jedné o postacujici podminku. Jelikoz

je F linedrné nezavisla mnozina na R, tvoii také bazi pro linedrni obal mnoziny
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F,(F). Potom mé kazdy ¢len z (F) unikatni reprezentaci jako linearni kombinace
slozek z F. Identifikovatelnost H je pfimo odvoditelna ze skute¢nosti, ze H C (F).
I16] O

2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti (zkracené MLE z anglického Maximum Li-
kelihood Estimation) je univerzalni metoda pro konstrukci odhadii parametri.
Pouzivame ji pro odhad parametri, které urcuji rozdéleni pravdépodobnosti,
napri. stfedni hodnota a rozptyl normalniho rozdéleni, pravdépodobnost nastou-
peni jevu alternativniho rozdéleni apod. Princip metody maximalni vérohodnosti
spociva v tom, zZe za odhad neznamého parametru vezmeme tu jeho hodnotu, ve
které tzv. vérohodnostni funkce nabyva svého maxima.

Podivejme se nejprve na tuto metodu z obecného hlediska. Méjme ndhodny
vibér X = (X1,..., X,)T pofizeny z rozdéleni, které je charakterizovano hustotou
f(x,0). Toto rozdéleni zavisi na vektoru nezndmych parametri 6 = (6y,...,6,)7T,
pricemz 0 nalezi do parametrického prostoru O, ktery je podmnozinou p-rozmérného
prostoru realnych cisel RP. Protoze slozky nahodného vybéru jsou nezavislé na-

hodné veli¢iny, sdruzena hustota nahodného vektoru X je dana predpisem
fx1, 20, .., 2,;0) = Hf(xi,e).
i=1

Funkci f(x;0) proménné 6 pro pevné x nazveme vérohodnostni funkci a ozna¢ime
ji L(0),

n

L(6) = || f(x:0).

i=1
Analogicky v pripadé diskrétniho rozdéleni ndhodného vybéru charakterizova-
ného pravdépodobnostmi p(x;;0),i = 1,2, ..., n, definujeme vérohodnostni funkci

jako



Vektor 6 € © nazveme maximalné vérohodnym odhadem parametru 6, jestlize

pro jeho vérohodnostni funkci plati [17]

L(6) > L(6) pro kazdé 6 € ©.

Tento obecny postup lze snadno aplikovat na piipad odhadu parametr smi-
sené distribuce, pouze zaménime nahodny vektor X za vektor Y, abychom dostali
znaceni z predchozich kapitol, a jako vektor odhadovanych parametri budeme
uvazovat W. Stéle pracujeme s napozorovanymi daty y= (yi,...,y,)" a se smi-

senym modelem

f(y;, ¥) = Zﬂz‘fi(YJS 0:).

Pricemz

v = (7T1, e ,Wc_l,sT)T
je vektor obsahujici vSechny neznamé parametry, kde my, - - - , 7w, jsou vahy slozek
smisené distribuce a vektor &£ obsahuje vSechny parametry 64, ..., 0..

Aplikaci metody maximalni vérohodnosti na tento model se dostavame k tloze

maximalizace rovnice
n

L(w) = [[ (v, )

j=1

pro pozorovani yi,...,y,. Tento vztah mizeme prepsat v logaritmické podobé

jako
mL(®)=> Inf(y;, ¥)=> InY mfily;,0:).
j=1 j=1 =1
Maximalné vérohodny odhad vektoru ¥ ziskame feSenim rovnice
OL(W)/0¥ =0,
¢i ekvivalentné

Oln L(¥) /0% = 0. (7)
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Podminénou pravdépodobnost, Ze j-té pozorovani néalezi do i-té slozky smi-
sené distribuce, to vSe za podminky, ze mame k dispozici vektor napozorovanych

hodnot y, vyjadiime jako

i fi(y;,0:)
Yona Thfn(yj, 0n)

7i(y;, ¥) = P{Z;; = 1]y} = (8)
Pomoci \il, maximalné vérohodného odhadu mnoziny neznamych parametrta
¥, mizeme odhadnout vahy slozek
T'L— T; ) 5 ‘/I}
go 2T ®) (9)

n

Jednotlivé odhady proporci tedy vzniknou jako primér ze vSech n hodnot 7;(y;, \/I\l),
jinak Teceno jako primér pres vSechna j ze vSech podminénych pravdépodobnosti
P{Z; =1]y}.

Déle zavedeme néasledujici restrikei:

c " ~ 8lnfl( ja/éi)
> > nlys, ‘I’)—az = 0. (10)

i=1 j=1

Tento vztah zjednodusuje rovnici (7). Misto celé logaritmické vérohodnostni funkce
derivujeme pouze logaritmické hustoty jednotlivych slozek a to podle vektoru
€= (67],...,0"). Tuto derivaci musime nésledné vynasobit pravdépodobnosti ze
vztahu , jakozto potfebnou vahou, s jakou bude derivace obsazena ve vysled-
ném souctu. Ten probihé pfes vSechny slozky a pfes vSechna pozorovani.

Vztahy @ a byly v minulosti zavedeny hned nékolika matematiky ve
snaze vyrtesit rovnici a slouzi jako zaklad k itera¢nimu vypoctu, ktery nazy-
vame EM algoritmus.

Vzhledem k tomu, Ze na data nahlizime jako na nekompletni (viz kapitola
, musime tomu pfizpisobit i vérohodnostni funkci. Pfipometime si, Ze z;; je

realizace sloZzek Z;; nahodného vektoru Z;. Hodnoty z;; mohou nabyvat hodnot
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0 ¢i 1 dle toho, zda pozorovani y; pochazi ze slozky ¢. Potom

InLe(®) = > ) 2 In{mifily;;0:)} (11)

i=1 j=1

= Z Z zig{Inm; +1n fi(y;;0:)}

i=1 j=1

je logaritmicka vérohodnostni funkce pro ¥ za predpokladu kompletnich dat.

2.3 EM algoritmus

EM algoritmus (z anglického Expectation-Maximization algorithm) je v praxi
velmi pouzivanou metodou odhadovani parametrt smisenych distribuci. Jedna se
o itera¢ni algoritmus slouzici k nalezeni maximalné vérohodnych odhadt. Tato
metoda je uzitecna predevsim proto, ze jednodussi metody Casto nelze efektivné
pouzit. O historii této metody jsme se struc¢né zminili v kapitole 2.1.

EM algoritmus je dvoukrokovy proces skladajici se z E-kroku a M-kroku.

Jednotlivé kroky obnaseji:

e E-krok: Spocitame aposteriorni pravdépodobnost, ze k-té pozorovani na-

lezi do i-té slozky, kterd je dana aktudlnimi parametry. (Expectation)

e M-krok: Aktualizujeme odhady parametri pomoci maximalizace oceka-

vané logaritmické vérohodnostni funkce. (Maximalization)

Nyni se na oba kroky podivame blize. [10]

2.3.1 E-krok

Pii pouziti EM algoritmu na z;; nahlizime jako na chybéjici data a jejich za-
hrnuti do vypoctu provedeme v E-kroku. Ten pracuje s podminénou ocekavanou

hodnotou logaritmické vérohodnostni funkce pro kompletni data, uvazujici napo-

~ (0
zorovana data y a soucasny odhad pro W. Proto je nutné specifikovat \Il( ) jako

pocétecni feseni (viz kapitola ({2.5))).
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V prvnim kroku iteracniho EM algoritmu provedeme v E-kroku vypocet oce-

kavané logaritmické vérohodnostni funkce, In L.(¥), za podminky, Ze mame k

~ (0
dispozici data y, a pouzijeme pocatecni odhad \Il( ), coz muzeme zapsat jako

(0)

Q¥ ) = E_o{ln L(¥)]y}.

Stejné tak pro (k+1)-ni iteraci plati
= (k)
Q(¥, ¥ ") = Egom{lnL(¥)|y}.

~ (k
Ocekavana hodnota E je indexovana vektorem \Il( ), aby bylo ziejmé, Ze misto

vektoru ¥ vyuziva jeho odhad \Tl(k) ziskany v k-té iteraci. Vime-li, ze In L.(¥),
logaritmicka vérohodnostni funkce kompletnich dat, je linearni v nepozorovatel-
nych datech z;, viz vatah (11]), potom ziejmé E-krok v (k+1)-ni iteraci vyzaduje
vypocet soucasné ocekavané hodnoty nahodné veli¢iny Z;; podminéné tim, Ze

mame k dispozici napozorovana data y. To zapiseme jako

Egm(Zily) = 1-Pyw{Z =1y} +0- Pym{Zi; = 0ly}
~ (k)
= Pew{Z =1y} =7(y;, ¥ ),

kde zohlednime vztah , takze

~ ~(k) ~ ~(k)
~k, iy 0 ) Ay, 8;)
iy, ) = =F, T e~k ~(k)
f(y;, ¢ ) D17 Su(ys,0,0)
pro 1=1,...,¢c a j=1,...,n

~ (k
S touto znalosti jiz mizeme Q(W, \Il( )) prepsat pomoci vztahu 1} jako [13]

Q. #") = 3" 7y, ) {lnm + In fily;;6,)).

i=1 j=1
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2.3.2 M-krok

~ (k
V M-kroku v (k+1)-ni iteraci provedeme maximalizaci Q( ¥, @' )) pfes vSechna
~ (k
W 7 parametrického prostoru Q. Toho dosdhneme zderivovanim funkce Q (¥, \I'( )),
tj.

c n = (k)
0> i1 2 i Ty, ¥ ) In{mifi(y;; 0:)}
owr '

Tato derivace je poloZena rovna nule a je spoc¢itano maximum. Tim zaktualizu-
. pa = (kD)
jeme odhad ¥ a ziskdme ¥ .

Kdyby z;; byly pozorovatelné hodnoty, bylo by mozné maximélné vérohodny
odhad vahy ; psat jako

n

~ @ -
7TZ—. L 1=1,...,c (12)
7j=1

~(k
Avsak v E-kroku dochézi k nahrazeni z;; ofekdvanou hodnotou Ti(yj,\Il( )

) v

logaritmické vérohodnostni funkci kompletnich dat, tudiz aktualizovany odhad ;

~ (k
vznikne analogicky nahrazenim z;; ofekdvanou hodnotou 7;(y;, \Il( )) ve vztahu

. Ve vysledku dostavame

1) =Ty, ¥ ) 1
T Z—n , i ..., C

2
J=1

E-krok a M-krok se opakuji, dokud se rozdil mezi hodnotami vérohodnostnich

funkci v k-té a (k + 1)-ni iteraci

nezméni pouze o zanedbatelnou hodnotu. Tento rozdil bude klesat s kazdou novou
iteraci, protoze algoritmus je konvergentni. Stejné tak bude platit, ze hodnota

vérohodnostni funkce roste v kazdém kroku, tedy
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[13]

2.4 Pocet komponent

V nékterych modelech je pocet komponent predem znédm, nicméné pokud
tomu tak neni, je tfeba ho odvodit z dat spolecné s dalsimi nezndmymi parametry.
Za timto ucelem bylo navrzeno mnoho postupti, v této sekci si pouze strucné
predstavime hlavni kategorie metod a jejich teoretické pozadi. Skupiny metod

jsou nasledujici:
1. Testy hypotéz
2. Informacni kritéria
3. Klasifika¢ni kritéria
4. Minimalni informac¢ni pomérovy ukazatel a pridruzena kritéria
5. Ostatni kritéria

Intuitivni postup, jak rozhodnout o poctu slozek v modelu, je testovani hy-
potézy o tomto poctu. Obvykle testujeme nulovou hypotézu, ze model se sklada
z K slozek, proti alternativé, Ze pocet trid je K+1. K tomu se vétsinou pouziva
obecné znamy test pomérem veérohodnosti. V ramci tohoto testu je vyuzivana
metoda Monte Carlo, ktera vyzaduje pouziti bootstrappingu k ziskani odhadu p-
hodnoty. Metoda Monte Carlo je vhodna predevsim proto, Ze smisené distribuce
zcela nesplnuji podminky regularity.

Prirozené, jak pocet slozek v modelu roste, hodnota vérohodnostni funkce
roste téz. Testy vyuzivajici vérohodnostni funkce proto maji tendenci uptednost-
novat prehnané komplikované modely. To lze vykompenzovat zahrnutim néjakého
druhu penalizace k logaritmické vérohodnostni funkci. Penalizace poroste se stou-

pajicim poctem slozek, aby byla vybalancovana vérohodnost odhadu proti poc¢tu
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odhadovanych parametrii. Tento pristup k odhadu spravného poctu slozek smi-
sené distribuce fesi informacni kritéria, mezi ktera radime napiiklad Akaikeho
informacni kritérium, Takeuchiho informac¢ni kritérium ¢i Bayesovské informacni
kritérium (k dispozici je samoziejmé i fada dalsich informacnich kritérii, ale uve-
dené priklady patii mezi ty nejznaméjsi).

Zatimco informacni kritéria se snazi zabranit preurceni modelu, klasifika¢ni
kritéria se snazi zajistit, aby slozky smiSené distribuce byly dostatecné oddéleny,
tedy aby se jedna od druhé dostatecné lisily. K ohodnoceni dostatecné separace
slozek se daji vyuzit odhady vah jednotlivych slozek. Mezi tato kritéria fadime
napriklad entropické kritérium ¢i klasifikacni vérohodnostni kritérium.

Minimalni informacni pomérové ukazatele jsou inspirovany vlastnostmi matice
informacnich pomeérovych ukazatel. Tato kritéria mohou byt vypocitana jako
funkce miry konvergence EM algoritmu.

Posledni skupina kritérii obsahuje vSechny metody, které nemohou byt zaia-
zeny do Zadné z vyse zminénych kategorii. Radi se sem napiiklad grafické metody
¢i metody vyuzivajici derivace funkce.

Jelikoz predstaveni a popis vSech moznych metod odhadujicich pocet slozek
by byl velmi naro¢ny a zcela nad ramec této prace, omezime se pouze na krité-
rium, které bude pouzité v praktické ¢asti, coz je Bayesovské informacni kritérium
(BIC), a na test pomérem vérohodnosti, jakozto obecné zndmé testovaci krité-

rium. [14]

Test pomérem vérohodnosti s vyuzitim bootstrappingu

Nejznaméjsim pristupem k rozhodovani o poctu slozek ve smisené distribuci
je stanovit hypotézu a ovérit jeji platnost pomoci poméru vérohodnosti. Méjme
nulovou hypotézu Hy uvazujici sqg slozek a proti ni postavme alternativni hypotézu
Hy s sy slozkami, tedy

Hy: S = s, Hy:S=s, kde s1 > sp,81 = so + 1.
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Test pomérem vérohodnosti je pfi splnéni podminek regularity vhodnym k

porovnani téchto dvou modeld a zadefinujeme ho néasledujicim zptsobem

—2In\=—2In EE?)] = 2{In L(¥,,) — In L(T,,)}. (13)

v,

Pokud nulovou hypotézu zamitame, je béznym postupem pokracovat v testo-
vani a pfridavat pokazdé o jednu komponentu vic, dokud zména ve vérohodnosti
nebude tak maléa, abychom mohli zamitnout alternativni hypotézu.

Na smisené distribuce ovSem nemuzeme klasicky test pomérem vérohodnosti
uplatnit, protoze vztah nesplnuje klasické podminky regularity tykajici se
asymptotickych vlastnosti maximalné vérohodnych odhadu (viz [I]). Hlavnim
problémem je zde fakt, Ze za platnosti Hy pracujeme s neidentifikovatelnou smi-
senou distribuci v parametrickém prostoru €2, . Proto nelze, jako ve vétsiné béz-
nych situaci, predpokladat, ze ma testova statistika pri platnosti nulové hypotézy
asymptoticky x? rozdéleni pravdépodobnosti, jehoz stupné volnosti jsou rovny
rozdilu mezi po¢ty odhadovanych parametrt pfi nulové a alternativni hypotéze.
Neidentifikovatelnost v tomto pripadé zpiisobuje, Ze za predpokladu nulové hy-
potézy je nemozné urcit asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu.
Zaroven vede k degeneraci informacni matice, jestlize pracujeme s asymptotickym
rozdélenim logaritmické vérohodnostni funkce vytvorené za platnosti alternativni
hypotézy. [13] [14]

Vhodnou metodou, jak se vyporadat s timto nedostatkem, je moznost boot-
strappingu. Postup pro tuto metodu v tomto kontextu je nasledujici. Provedeme
odhad parametrii smiSené distribuce za platnosti nulové i alternativni hypotézy,
tedy pro model s poctem slozek sy a s;. Bootstrappingovy vzorek je vygenero-
van ze smisené distribuce odhadnuté za nulové hypotézy, jinak feceno, vybeér je
porizen za pouziti vektoru \/I\lso, maximalné vérohodného odhadu vektoru ¥, .
Analogicky postupujeme pro model odhadnuty za platnosti alternativni hypo-

tézy. Néasledné je pro kazdou dvojici bootstrappingovych vzorku (jeden uvazujici
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model o sg slozkach a druhy pofizeny za predpokladu s;-slozkového modelu) spo-
¢itana hodnota —2In A. Proces se B-krat nezavisle opakuje, dokud neziskame
dostatecny pocet hodnot —2In A k odhadnuti rozdéleni pravdépodobnosti této
statistiky. Jakmile odhadneme parametry tohoto rozdéleni, miizeme jiz spocitat

p-hodnotu a vyhodnotit cely test pomérem vérohodnosti. [13]

BIC

Bayesovské informacni kritérium je hlavni kritérium zaloZzené na bayesov-
ském pristupu, ktery uprednostiiuje model s nejvyssi podminénou pravdépodob-
nosti. Pokud uvazujeme S moznjch modelii, podminéna pravdépodobnost modelu
M, (s=1,...,5), pokud mame k dispozici vektor pozorovani y, bude na zakladé

Bayesovy véty nasledujici:

P(y|M,)P(M
P(Mly) = (yIM,) PM,) pro s=1,...,5.

Y7 P(y|M,)P(M,)

Podminénou pravdépodobnosti P(y|My) je v tomto kontextu myslena véro-
hodnost modelu M, a pravdépodobnost P(M;) znaci celkovou pravdépodobnost,
ze model bude vybran, kterou v tomto pripadé vnimame pro vSechny modely jako
ekvivalentni.

Bayesovské kritérium bylo navrzené Gideonem E. Schwarzem v roce 1978,
ktery ptivodné pouzil aproximaci vérohodnosti modelu a nazval ji Schwarzovym

kritériem, jehoz podoba je:
k
In P(y|M,) = In L(M,) — B In(n),

za podminky, Ze k je pocet parametrii a n je pocCet pozorovani. Kass a Raftery v
roce 1995 vynasobili pravou stranu minus dvéma a vysledek oznacili jako Baye-

sovské informacni kritérium,
BIC = kln(n) — 21In L(Mj).

Jako vhodny model zvolime ten s nejmensi hodnotou BIC. [14]
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2.5 Podatedéni reSeni

Jelikoz je EM algoritmus itera¢ni procedura, na jejim zacatku je nutné za-

~

dat pocatecni odhad vektoru W, ktery oznacime ‘I'( ). Tento pocatecni odhad
miize spolecné s ukoncovacimi kritérii silné ovlivnit vysledné odhady parame-
trii. Také vime, ze konvergence EM algoritmu je pomérné pomald, pricemz prii
Spatné volbé startovacich odhadii se doba konvergence celé procedury jesté vice
prodluzuje. Zaroven se miize stat, ze na okrajich parametrického prostoru je vé-
rohodnostni funkce neomezena a posloupnost odhad pofizenych EM algoritmem
{{I\l(k)} diverguje, pokud je poc¢atecni odhad zvolen prili§ blizko témto okrajim.

Dalsi zavazny problém predstavuje vérohodnostni rovnice, kterd mé obvykle
vice nez jeden kotfen odpovidajici lokdlnimu maximu. Pokud neméame k dispo-
zici zadnou napozorovanou hodnotu ¢i konzistentni odhad vektoru W, logicky
vybirdme ten kofen vérohodnostni rovnice, ktery odpovida nejvétsimu lokalnimu
maximu. Ani tento postup vsak nezarucuje, ze vysledna posloupnost kotent bude
konzistentni a asymptoticky eficientni.

P1i pouziti EM algoritmu v kazdém E-kroku provadime aktualizaci podmi-
néné pravdépodobnosti 7(y;, ¥) toho, Ze pozorovani nalezi do dané slozky smi-
sené distribuce. Pro prvni E-krok v algoritmu je tedy nutné specifikovat vSechny

pocate¢ni hodnoty Tj(O) pro 7(y;, ¥), kde

T(yﬁql) - (71(Yj7l1’)7 ce aTc(Yj7lI’))

je vektor obsahujici vsech ¢ podminénych pravdépodobnosti udavajicich nalezi-

tost k jednotlivym slozkdm pro napozorovany vektor y;. [13]

2.5.1 Nahodné pocatecni odhady

Jednim ze zpiisobi, jak uréit poc¢ateéni odhady z(?, je ndhodné roziazeni dat
do ¢ skupin odpovidajicich ¢ slozkam smisené distribuce. To mizeme provést

tak, Ze pro kazdé y; vygenerujeme cislo od 1 do ¢, véetné okrajovych hodnot.
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Jestlize takto ziskdme hodnotu h, nasledné nastavime i-tou slozku vektoru /Z\go)

rovinu jedné pro ¢ = h, pro ostatni hodnoty ¢+ budou slozky rovny nule.

Pokud EM algoritmus pracuje s témito nahodnymi startovacimi hodnotami,
centralni limitni véta zarucuje, ze parametry vsSech slozek budou podobné pri-
nejmensim pii velkém poctu pozorovani. Jednim ze zpiisobl, jak tomuto efektu
zabranit, je nejprve vybrat mensi ndhodny vzorek z dat, ktery nahodné rozdélime
do ¢ skupin. Poté v ramci tohoto vzorku provedeme M-krok, avsak musime dbat
na to, aby byl vzorek pro tyto tucely dostatecné velky. Pokud naptiklad chceme
odhadnout parametry smisené distribuce sestavené z p-dimenzionalnich normal-
nich rozdéleni, musime mit k dispozici nejméné (p+1) pozorovani ke kazdé slozce,
abychom se vyhnuli singularité odhad.

Alternativni cestou, jak urcit ndhodné startovaci hodnoty, je vygenerovat
primo odhady parametrt jednotlivych rozdéleni pravdépodobnosti, ktera ve smi-
Sené distribuci vystupuji. Uvazujme pro jednoduchost smés ¢ normalnich kompo-
nent se stfednimi hodnotami p; a varianénimi maticemi X;. Misto z(®). budeme
(©
i

tedy generovat 1" jako

I/;’Z(O)a s >ﬁ£0) ~ N(yvv)a

kde ¥ je vybérovy primeér a V je vybérova kovariancéni matice. Pouziti této

) pro stfedni hodnotu

metody zarucuje vétsi rozdily mezi pocatecnimi odhady ﬁl(.o
p; a odhady pofizenymi pomoci ndhodného prifazeni dat do jedné z c skupin.
Dalsi vyhodou je mensi vypocetni naro¢nost.

Varian¢ni matice jednotlivych komponent 3; urcime jako if.o) = V a vahy

0)

komponent %Z( pomoci vztahu

Klicovym faktorem se ukazal byt co nejpresnéjsi odhad vah slozek smisené dis-
tribuce. Napriklad pro jednorozmeérné smisené distribuce Charless Fowlkes navrhl

vyuziti Q-Q grafu k zjisténi jejich pocate¢niho odhadu. Ostatni parametry mo-
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hou byt potom jednoduse odhadnuty rozdélenim dat do tiid na zakladé odhadi
vah. [14]

2.5.2 Deterministicky Zihany EM algoritmus

Jak jiz bylo feceno drive, EM algoritmus velmi trpi kvili problému nalezeni
nejlepsiho lokalniho maxima. Spatné zvolené pocatecni odhady miiZzou zpiisobit,
ze algoritmus bude konvergovat pouze do lokalniho, nikoli globalniho maxima ¢i
do sedlového bodu vérohodnostni funkce. Tomu se d4 zabranit naptiklad tim, ze
EM algoritmus opakujeme nékolikrat s nahodnou volbou startovnich hodnot a
jako vysledek vezmeme ty odhady, které nejvice svédci pro to, Ze jsme nalezli
globalni maximum. Kromé tohoto postupu byl navrzen také deterministicky zi-
hany EM algoritmus (DAEM z Deterministic Annealing EM algorithm), ktery
misto maximalizace logaritmické vérohodnostni funkce fesi minimalizaci termo-
dynamické volné energie definovanou principem maximalni entropie a analogii se
statistickou mechanikou.

Zatimco klasicky EM algoritmus maximalizuje v kazdém M-kroku funkci

(%)

Q(\Il,\/I\l ), DAEM se pokousi fesit minimalizaci funkce volné energie, kterou

zapiseme nasledovné:

1
Fﬁ(‘I’) = _B IHZ P(Xp7 Xch‘\I’)B’
Xch
kde x.n jsou nepozorovatelna (tedy chybéjici) data a x, napozorovana data. V
podstaté se jedna o nakladovou funkci zavisici na parametru , ktery nazyvame
teplota.

V kontextu smisSenych distribuci se DAEM projevi tim, ze dosud pouzivany

= (k)

odhad podminéné pravdépodobnosti 7;(y;, ¥ ), ze pozorovani y; nalezi do i-té

skupiny, nahradime vyrazem [13]

{Ti yj7 )
> he1 {Th y],\fl

}k pro i=1,...,c.

)y
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zvysovat po kazdé iteraci podle vzorce
B+ — gBk)

Koeficient d se pohybuje v intervalu (1,1.5), dokud S*+Y = 1.

Pro 8 blizké nule jsou efekty y; témér totozné, tudiz pocatecni odhady pod-
minénych pravdépodobnosti urcujicich nalezitost k jednotlivym slozkam smisené
distribuce jsou blizké hodnoté }1' Jak hodnota parametru 3 roste k jedné, efekty
y; se postupné lokalizuji. Ueda a Nakano (1998) argumentuji, ze timto postupem
je algoritmus schopen potlacit vliv Spatné zvolenych pocateénich odhadti, které

mohou byt velmi vzdalené pravym hodnotam. [13], [19]

2.5.3 Stochasticky EM algoritmus

Stochasticky EM algoritmus (zkracené SEM z anglického Stochastic EM al-
gorithm) je modifikovanou verzi EM algoritmu. Stejné jako DAEM byl navrzen
proto, aby dokazal zabranit konvergenci EM algoritmu ke Spatnému lokalnimu
maximu, coz je obvykle zptisobenou spatnou volbou pocatec¢nich odhadi, na kte-
rou je EM algoritmus velmi citlivy.

Stochasticky EM algoritmus vychazi z Monte Carlo EM algoritmu, ktery je
obohacen o S-krok, kde jsou P-krat nasimulovana chybéjici data. V nasledujicim
M-kroku dochézi ke klasické maximalizaci vérohodnostni funkce, ve které ted
budou zahrnuta nejen napozorovana data, ale téz nasimulované chybéjici hodnoty
z. Stochasticky EM algoritmus, ktery byl poprvé navrzen statistiky Celeuxem a
Dieboltem v roce 1985, pracuje na podobném principu, avSak misto P simulaci je

v S-kroku provedena simulace jedina. To provedeme tak, ze provedeme nahodny

vybér /z\gk) pro kazdé 5,7 = 1,...,n, z multinomického rozdéleni o ¢ kategoriich s
pravdépodobnostmi
= (k) = (k = (k)
Ty, ¥ ) =y, € ) 7e(y;, )T (14)
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Timto postupem piifadime kazdé pozorovani y; pifimo do jedné z c slozek
smisené distribuce misto toho, abychom jim pouze prifazovali vahy prislusnosti
ke slozkam, vyuzivajic soucasnych odhadt podminénych pravdépodobnosti, které
jsou dany vektorem (14).

Neoddiskutovatelnou vyhodou stochastického EM algoritmu je moznost ite-
racniho procesu vzpamatovat se z pocatecnich odhadi, jez vedou ke Spatnému
lokadlnimu maximu, a zacit konvergovat spravnym smeérem. Na druhou stranu
tento algoritmus neni nejvhodnéjsi ve chvili, kdyz se blizime k vhodnému ma-
ximu, proto je vyhodnéjsi v pozdéjsich stadiich iteracniho procesu zacit opét

pouzivat obycejny algoritmus EM. [13]
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3 Smeési linearnich regresnich modela

3.1 Regresni analyza

Jelikoz jsme jiz dostatecné popsali zakladni principy smisenych distribuci,
miizeme se presunout ke stéZzejni casti této prace, kterou predstavuji aplikace
smisenych distribuci v regresni analyze.

Jednorozmérna regresni analyza umoznuje jejimu uzivateli popsat zavislost
vystupni veli¢iny Y na vstupnich nezavislych veli¢inach pomoci matematického
vzorce, ktery popisuje Y jako funkci proménnych xq, ..., z;. Regresi rozumime
zavislost mezi stfedni hodnotou jednorozmérné ndhodné veliciny Y a proménnou
X.

V této praci se omezime na regresni analyzu opfenou o linearni regresni model,

coz znamena, ze funkce zavislosti f je sestavena jako linearni kombinace k& funkci

E(Y|x) = Bifi(x) + ... + Brfr(x),

pficemz jednotlivé funkce fi(x),..., fr(x) nemusi byt linearni, avSak zavislost
funkce f(x) na koeficientech i, ..., fx musi. Tyto koeficienty navic rozsifime o
absolutni ¢len fy, jehoz zatazeni do rovnice je matematicky vyhodné a vyplyva z
existence nezarazenych a neuvazovanych vlivi.

Zcela linedrnim modelem rozumime
k
Y =Bo+ Pz ...+ Bante= B+ Y Bz +e.
j=1

Podivejme se na tento model z vice praktického hlediska a predstavme si,
Ze experiment provedeme pii n riznych nastavenich xq,xs, ..., x;. Tuto situaci
mtizeme piepsat pomoci vektoru Y = (Y3,...,Y,)"T a nestochastické matice ¢isel
Xpx(k+1), kde kazdy fadek piedstavuje jedno z n nastaveni. Oznac¢me k +1 = p
a navic uvazujme plnou hodnost matice X, h(X) = p, a n > p. Tim je zaruceno,
7e matice XX je symetricka regularni matice, ke které existuje inverzni matice

a jejiz determinant je vétsi nez nula.
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Pokud se Y ridi linearnim modelem, pak
Y =X3 +¢,

kde B = (Bo, B1,---,B)t je vektor nezndmych parametrti a € = (e1,...,6,)7 je
vektor nahodnych chyb.

Nejpouzivanéjsi metodou k odhadu regresnich parametrt je metoda nejmen-
Sich ¢tverci, kterd je také nejefektivnéjsi metodou v pripadé normalné rozdéle-

nych dat.
Véta 3. (Gauss-Markovova) Uvazujme ndsledujici podminky:

e E(g;)=0 pro j=1,2,...,n

2

o var(e;) =0 pro j=12,....n

o cov(ejiei) =0, #1
e x; je nenahodnd konstanta

Za téchto podminek je odhad vektoru B porizeny metodou nejmensich ctverci

nejlepsi nestranny linedrni odhad. [17]

3.2 Smési linearnich regresnich modela

Metoda nejmensich c¢tverct je, jak potvrzuje i metoda maximéalni vérohod-
nosti, nejlepsi volbou za podminky, Ze jsou chyby méreni normalné rozdéleny.
Pokud tomu tak ovSsem neni a mizeme u vektoru Y pozorovat podobnost se
smiSenou distribuci, mizeme pristoupit k pouziti smési regresnich model. Cilem
této metody je vérohodné popsat podminénou distribuci Y,|X;.

Smeési regresnich modeld byly primarné zkoumany v kontextu ekonometrie a
poprvé byly pfedstaveny madarskym ekonomem R.E. Quandtem jako ” switching
regimes” (také ” switching regression”). Systém ” switching regimes” je ¢asto pfi-
rovnavan ke strukturalnim zménam, avsSak strukturalni zména v datech pred-

poklada, ze systém je deterministicky zavisly na néjaké pozorovatelné proménné,
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zatimco ” switching regimes” vychazi z faktu, Ze nejsme schopni urcit pri¢inu zmén
mezi regresemi. Richard De Veaux ptizptisobil EM algoritmus pro smés dvou re-
gresi. Jones, McLachlan a Turner tuto praci dale rozsitovali, zatimco Hawkins se
zacal zabyvat odhadem vyznamnych slozek smési regresnich model.

Stejné jako v ivodu této kapitoly uvazujeme vektor y, skladajici se z n ne-
zavislych pozorovani i, ..., y,, a designovou matici X,,«,. Déle pfedpokladejme,
ze kazdé pozorovani (y;,x;) nalezi do jedné z ¢ t¥id. Za podminky, Ze pozorovani
nalezi do i-té tfidy, mzeme vztah mezi y; a x; zapsat jako klasicky regresni
model

Y; = X;‘F/Bi + €44,
kde ¢;; ~ N(0,07), B; je p-dimenzionalni vektor regresnich koeficientii a o7 je
rozptyl ndhodnych chyb i-té tridy. VSechny tyto podminky plati, pokud mluvime

o i-té slozce. Kompletni smés regresnich modeli vypada nasledovné:

x?,@l +e¢1; s pravdépodobnosti m;

V= 4 x}rﬂQ + e9; s pravdépodobnosti
i . )

| X;Fﬂc +¢e¢ s pravdépodobnosti .

Dodrzenim struktury smési se dostaneme ke vztahu pro podminénou hustotu
Flyslx, ®) = mo(y;|x) By, 07). (15)
i=1

Znacenim ¢(-|x] B;, 07) myslime hustotu normélniho rozdéleni se stiedni hodno-
tou XJT,Bi a rozptylem o?. Pfi této znalosti miizeme smisenou distribuci rozepsat

jako

c T 2
_1 _(?Jj —x;3;)
f(yjlx;, ®) :;m (2707) 2eXp{ 2U§J }
Vektor ¥ ma v tomto pripadé podobu

‘Il = (ﬂ—l) e 77TC7 (13’11‘70-%)7 ttt 7( CT70-3))T’
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Stejné jako u smisenych distribuci se budeme snazit maximalizovat logarit-

mickou vérohodnostni funkci [7, 2]
In L(\I’|X1, ey Xpy Y1, .- 7yn) = Z In (Z W2¢l(y]|ijﬂz7 0-7?))7
j=1 i=1

neboli

- - o1 —(y; — %7 B:)°
In L(¥|X1, ..., Xn, Y1y -+ Yn) :ZIH Zm (2mo;) "2 exp 552 :
j=1 i=1

7

Podobné jako ve smési distribuci mtizeme vyjadiit podminénou pravdépodob-
nost, ze j-té pozorovani patii do i-té slozky. Tato bude obdobna jako ve vztahu
(12), avsak hustotu f;(y;,0;) nahradime hustotou normélniho rozdéleni pravdeé-

podobnosti ¢(y;|x] B;, 7). Tim se dostavame ke vztahu

B 7Ti¢(yjyx;'r/6iaai2)
22:1 7Th¢(yj|X]T/3ha ;)

(16)

Ti j

kde 7;; je zkraceny zapis pro 7;(y;, ¥), ktery budeme v nasledujicim textu pou-
zivat pro tispornéjsi podobu vzorci.

Vime-li, ze vahy sloZek jsou normované, tedy > ;_; m; = 1, mizeme logaritmic-
kou vérohodnostni rovnici rozsitit ve smyslu Lagrangeovy metody. Na maximum
logaritmické vérohodnostni funkce v tomto pripadé nahliZime jako na extrém

vazany podminkou

kterou muzeme také zapsat jako
7T1+7T2+...+7Tc—1:Z7T7;—1:0.
i=1

Potom lze vytvorit Lagrangeovu fukci

In L, (¥|X1, ., Xn, Y1y - - > Yn) (17)
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= Zln (ngbl y]]xTBz, o; ) —A (Zm — 1)

za pouziti Lagrangeova multiplikatoru A. Pfi snaze maximalizovat tuto rovnici
provedeme jeji parcidlni derivace dle odhadovanych parametrii a polozime je

rovny nule.

oL, “ 1

= (k) — A =
om S i )45( ) 0 (18)
OL, _§~ 1 96x) _
dof JZl S mois) 907 0 (19)

oL, < 1 ¢ (%)

kde ¢;(x) vyjadiuje ¢;(y;|x]B;,07) a L, je zkrdceny vyraz pro rozsifenou vé-
rohodnostni funkei L,(¥|xq,...,X,, Y1, .- .,Yn) ze vztahu . Abychom mohli
odhadnout pfidany parametr A, vynasobime obé strany vztahu (18)) vahou 7; a

seCteme obé strany pfes vSechna i, takZze dostaneme rovnici

& ZC 7rz¢z*
DB S arrye) ‘AZ”"O

j=1

tedy

A=n.

Déle se budeme zabyvat odhadem parametru m;. Proto upravime rovnici ,

vynasobime ji vahou 7; a dostaneme se ke vztahu

7Tz¢z o
ZZZ 17TZ¢Z )—7Ti)\—0,

44



coz muzeme vyjadrit jako
n
Z Tij —Tmn = 0,
j=1

tudiz

Zn T
~ =1 "4
n

Jiz zbyvé pouze odhadnout ¢? a 3;. K tomu pouzijeme odhad 7;; ze vztahu
a pomoci ného upravime rovnice a . Nejprve obé strany rovnice ([19)
vynasobime vyrazem ¢;(x)/¢;(x) :

7Tz¢z a¢2(*) 1 _
Z Z =1 ﬂ-l(bl ) aO.Z? ¢z(*) B 0

Potom tedy

n

G0t =2 gt

)

a analogicky

OL, <~ Olngy(x)
o, " =" og, "

Tyto upravené rovnice oc¢ividné koresponduji se vztahem . Neni to nic ne-
obvyklého, vyse uvedeny postup je totiz analogicky i pro smés distribuci, prestoze
odhadujeme odlisné parametry. Tudiz rovnice pro odhad regresnich parametrt 3,

a rozptylu o2 jsou v podstaté vazené priiméry maximalné vérohodnjch rovnic [3]

01ln ¢;(*)

D€ =0.

3.3 EM algoritmus pro smeés regresi

Postup pii vypoctu odhadu regresnich parametrtt pomoci EM algoritmu bude

analogicky jako u smisenych distribuci. Nejprve provedeme E-krok, ktery je stejny
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~ (k
pro vSechny koneéné smisené modely. Necht \Il( ) je odhad parametri po k-té ite-
raci, potom E-krok v (k+1)-ni iteraci obsahuje vypocet hodnoty funkce @, ktera
zastupuje ocekavanou hodnotu logaritmické vérohodnostni funkce za predpokladu

kompletnich dat

c

n

’\(k) k) ok
=33 W g xTB 50,
j=1

=1

kde vztah pro odhad aposteriorni pravdépodobnosti 7' odpov1da , tedy

(k ~(k) AQk
MO 7T§ : (3/j|XT5 ( ))
i
Zh:l 7Th (yJ‘XTﬁh 7Uh ))

(21)

~ (k+1
M-krok slouzi k aktualizaci odhadu lIl( " ), ktery maximalizuje funkci @) pres

vSechny W. Nejprve spocitame aktualizaci vah slozek

%5’“*1) _ Z?ﬂ_ﬂ'(f) pro i=1,..., c
n

Potom mutzeme pristoupit k odhadu regresnich parametri pro jednotlivé slozky
pomoci metody maximalni vérohodnosti. Pro i-tou slozku uvazujeme nahodné
chyby €;; ~ N(0,07), i =1,2,...,n. Dale méjme (n X p)-dimenzionalni designo-
vou matici X, diagonalni matici W; rozmérii (n x n) s prvky 7,; na diagondle, tj.
W, = Diag(71, ..., Tin), a n-dimenzionalni vektor y realizaci zavislé proménné.
Odhady parametrt lze potom odvodit pomoci maximélné vérohodného odhadu
pro vazenou regresi s matici vah W,. Pro jednoduchost vynechejme oznaceni ¢isla

iterace a uvazujme obecny vypocet.

Funkce hustoty jednotlivych chyb mé v tomto pripadé tvar

1 1 8?]-)
€ij) = ——F—e€xp| — =5 — ).
flew) = e 207 75
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Podobné vyjadiime tvar hustoty vektoru nahodnych chyb jako sdruzenou hustotu
[T;_, f(eij). Vérohodnostni funkce se da zapsat néasledovné
- L 2m)e L W,
L(B,of) = [[ o) = emEexp = 556 Wi

i=1 i
nebo obdobné

1

L(By, 07) = Wexp(—Ql (y — XB8,)"Wi(y — Xﬁ))

Po logaritmizaci se dostavame ke vztahu

.(2

7

1 1
In L(B3;,07) =In (m exp ( - T‘?(y —X3,)"Wi(y — XBi)))

=1In (0;”(27r)_%) —

1
357 ¥ = XB) Wiy = XB) = — In(2m)

Ly~ XB)TWi(y - XB,).

—n In(o;) — 552

Tuto funkci s proménnymi 3; a 02 se snazime maximalizovat, a proto ji budeme
derivovat nejprve podle vektoru 3; a poté dle proménné 2. Tyto vyrazy polozime

rovny nule a feSime vzniklé rovnice.

dln L(B;,07) _ 12 (—2X"W,y + 2X"W,X3,) =

2B, 20°
—2 =—-——++ 3 =0
Jo; o; o;

)

Resenim prvni rovnice dojdeme k odhadu regresnich koeficientii
B, = (XTW,X)" ' XTW,y. (22)

Z druhé rovnice potom vyplyva hodnota odhadu parametru o2,

n
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ktery muzeme také vyjadrit jako

52 _ Z;L:I 7ij (yj — X}ﬁz’)Q

' D o1 Tij

Pokud uvazujeme (k+1)-ni iteraci, mizeme vztahy a prepsat nésle-

dujicim zptisobem

~(k+1

ﬁi o (XTWEk)X)*lXTWSk)y pro i=1,...,c (24)
a

~(k+1)  (k+1)
— X, W, (y — X8,
82(k+1) — (y /37, ) (y 137, )’ pro i = 17 e (25)
n

[2, 7, [17]

3.4 Klasifikaéni EM algoritmus

Pro modelovani smési regresi se da kromé EM algoritmu pouzit téz diive zmi-
nény SEM algoritmus ¢i, jak ukédzeme v této kapitole, klasifikacni EM algoritmus
(CEM z anglického Classification EM algorithm). Podobné jako SEM i klasi-
fika¢ni EM algoritmus obsahuje navic jeden krok mezi E-krokem a M-krokem.
Ulohou C-kroku je pfifadit kazdé pozorovani do jedné z ¢ komponent na zakladé
podminénych pravdépodobnosti ptislusnosti k jednotlivym slozkam. Pozorovani
bude pfifazeno do slozky, jejiz podminénd pravdépodobnost 7;; je nejvyssi. Takto
odhadneme cely vektor z a ziskame logaritmickou vérohodnostni funkci, kterou

budeme chtit v M-kroku maximalizovat, v nasledujicim tvaru:

C C
Z Z T 2
lnL(‘]”Zl?"'7Zn7X1a"'7xn7y17"'ayn>: hl( 7TZ¢1(?JJ|X]/61’O-Z)>7
=1 {jlzj=i}
kde {j|z; = i} znadi, Ze budeme s¢itat pfes vSechna pozorovani pfifazend do i-té

slozky.
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E-krok tohoto algoritmu odpovidd EM algoritmu. V C-kroku v (k+1)-ni ite-
raci jsou vSechna pozorovani (xi,y1), ..., (Xn,yn) roziazena do skupin vyjadie-
nych vektorem P*+1) = (Pl(k+1), . 7PC(ICH)) tak, Ze

k+1 k k
P = {(xg,99) 7y = maxny) )

P(k+1)

Pokud narazime na piipad, kdy Ti(f) = T}EI;), kde i < h, potom (x;,y;) € P, .
Jestlize je né&jaka ze slozek P*+Y prazdna, je vhodné uvazit smés ¢ — 1 regresnich
modeld misto c.

V M-kroku je potom provedena aktualizace odhadu parametrt \/I\l(kﬂ) za po-
uziti podmnozin pozorovani Pi(kﬂ). Odhad vah slozek je dan explicitné vztahem

~(k+1 n; )
7T£ )= pro i1=1,...,c,
n

kde n; znac¢i pocet pozorovani pochazejicich z i-té slozky. Odhad regresnich pa-

rametri po M-kroku bude nasledujici:

(k1
ﬁz( ) _ XITWHX)IXT WPy, pro i=1,...,¢c

pficemz X; je (n; X p)-dimenzionalni designova matice pro i-tou slozku, ng)

je diagonélni matice rozméru (n; x n;) s prvky Ti(jk) na diagonale a y; je n;-
dimenzionalni vektor zavislé proménné pro i-tou slozku. Rozptyl nahodnych chyb

pro slozku ¢+ odhadneme pomoci vztahu

ni (k) ~(k+1)
~2(k+1) Zj:l Tij (yj — X;'F,@z' )? .
o; = ) pro 1=1,...,c
Zj:l Tij

Kroky E, C a M opakujeme, dokud algoritmus nesplni pozadované kritérium

konvergence. [7]
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4 Modifikace smési regresnich modelt

Jiz v drivejsich kapitolach bylo zminéno, Ze smisené distribuce jsou feSenim
pro modelovani dat, kterd pochazeji z vice distribuci a tvori tedy v populaci
jisté podskupiny, pricemz diivod této rozdilnosti dat neni pfimo pozorovatelny
¢i teoreticky podchytitelny. Ve smisenych distribucich 1ze onu pfic¢inu diference
dat oznacit jako doprovodnou proménnou. Tuto proménnou lze zaradit do modelu
smisené distribuce ¢i smési regresnich modelt a dosdhnout tak mnoha vyhodnych
vlastnosti. V kontextu smési linearnich regresi se jedna predevsim o predikce
zévisle proménné ¢i odhad chybéjicich dat. Ukazuje se, ze moznosti standardniho
modelu smési regresi jsou v této oblasti znacné omezené, coz bude mimo jiné
demonstrovano v kapitole (5.3)).

Pripomenme si, ze klasicka smés regresnich modeli ma tvar
(&
T 2
Flyslxy) =Y mo(y;|x] B, 07).
i=1

Pomoci EM algoritmu je mozné odhadnout vektor parametri

¥ = (m,.. 7 (B1,07), - (B 02)) T
ktery nam jiz umoznuje pracovat s predikcemi ¢i chybéjicimi hodnotami. P¥i praci
s regresnim modelem se casto dostavame do situace, kdy mame k dispozici nové
hodnoty vysvétlujici proménné a snazime se na jejim zakladé predikovat hodnoty
veli¢iny Y. S odhadnutymi parametry standardni smési regresnich modelti je tato

situace jednoducha, avsak vysledek neni zcela uspokojujici. Nejlepsi predikce je

v tomto pripadé déna na zékladé vztahu (15), tedy
C N T,\
Zﬂi(xfﬁi)v (26)
=1

kde x; je p-dimenzionalni vektor novych pozorovani. Takovato predikce je oci-
vidné silné nepresna, protoze odhadnuta hodnota bude v podstaté vazenym prii-
mérem z hodnot odhadnutych pomoci jednotlivych regresnich funkci, bude se

tedy pohybovat nékde mezi shluky dat.
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Ptidanim doprovodné proménné do modelu se zpisoby predikce zlepsuji a

interpretace modelu je realnéjsi.

4.1 Smés regresnich modelii doprovodné proménné

Tento model je zalozen na klasické smési regresi, ale navic vyuziva paramet-
rizace marginalnich pravdépodobnosti 7;, coz znamena, ze je na tyto pravdépo-
dobnosti nahlizeno jako na funkce doprovodné proménné. Smés regresnich modelt

doprovodné proménné zapiseme jako
Fyilxj,wi) = milw;, 0u)d(y;|x] By, 07),
i=1

kde jiz klasicky x; oznacuje j-té pozorovani vysvétlujici proménné, y; pozorovani
zavisle proménné a w; jsou hodnoty doprovodné proménné. Jiz zminéna parame-
trizovana pravdépodobnost 7;(w;, o;) zavisi na hodnotach w; a parametrech o;.
Vektor ¥ obsahujici vSechny odhadované parametry se v tomto ptipadé upravi
do podoby

T = ((a,8;,01),- -, (ac. Be,o2))"
Stejné jako v predchozich kapitolach uvazujeme restrikce marginalnich pravdé-

podobnosti

c
Zm(wj,ai) =1 a mwja;) >0 proi =1,...,c.
i=1
Pro tyto pravdépodobnosti je obvykle uvazovan multinomicky logitovy model,

ktery zapiSeme pomoci vztahu

T s
exp®s ¥
ﬂ-i(wj7 al) = T pro L= 17 y G,
Sy e
h=1XP
pfiemz a = (@, . .., @) a parametr a; = 0. [9)

Podobné jako v piipadé klasické smési regresnich modelt je k odhadu ne-

znamych parametri pouzivan EM algoritmus. Mame k dispozici n pozorovani
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(y1,X1,wW1), -+, (Yn, Xp, Wy ) a skryté proménné zi, ..., z,. EM algoritmus je po-
tom dan ve dvou krocich.
E-krok: Probihé vypocet podminénych pravdépodobnosti 7;;, Ze j-té pozorovani
nalezi do i-té slozky, pomoci vzorce
(k) ~
(k) _ Wi(wjaaz( )¢(yj|x;rﬁz

%

za podminky, ze ( ,,6 (%)) jsou odhady ziskané v piedchozi iteraci.

M-krok: Pomoci pofizen}'/ch odhadt podminénych pravdépodobnosti 7;; 1ze zis-

= (k+1 N
kat novy odhad \Il( ) vektoru parametri pomoci maximalizace funkce

~(k+1)

Qw, 8"y = (8" 5200y ) 4y, "),

kde
(k—i—l) N @ L (k+1)
QB3 ) &) = 373 m (o B 5H)
Jj=1 =1
a
QQ(a(kJrl) Z (k <7Tz wj7a(k+1))> _
7=1 =1

Funkce @)1 a ()2 lze také maximalizovat samostatné. Maximalizaci (); ziskame

~ (k+1
odhady parametri (6( v 52(k+1)) a podobné maximalizaci @, obdrzime aktua-

lizaci odhadi &*Y. [9][18]
4.2 Saturovana smés regresnich modelt

Dalsim zptisobem, jak rozsitit standardni smés regresi, je model zvany sa-
turovand smés regresi. Jeho vyhodou je, ze v ném doprovodna proménné neni
zahrnutd piimo, ale jeji vlastnosti promitneme do vysvétlujici proménné x, dojde

tedy k jejimu znédhodnéni. Sjednoceny model v tomto pfipadé vyjadiime jako

fly,x, ®) Zm (y|x"B,0%) f(x]7:),
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kde f(x|v;) je funkce popisujici rozdéleni pravdépodobnosti proménné x pro i-tou
slozku. Parametry tohoto rozdéleni jsou ~,. [1§]

Toshiya Hoshikawa ve svém ¢lanku ([11]) pfedpoklada, ze f(x|v,) je hustota
vicerozmérného normélniho rozdéleni, tedy ¢(x|u;, X;). Vektor p, reprezentuje
vektor stfednich hodnot i-té slozky a matice X; je jeji varian¢ni matice. Celkovy
odhadovany parametr ¥ nelze v tomto pripadé vyjadrit pomoci vektoru a proto

jej vyjadrime mnozinou ve tvaru

v = (7T17 <. 77T0717ﬁ170-%7 v 7/8070-37#’1'721‘)'

Klicovy rozdil mezi klasickym modelem a saturovanou verzi je zfejmy pfi
snaze predikovat hodnoty zévisle proménné Y pomoci x;, novych hodnot vy-
svétlujici proménné. Na rozdil od vztahu (26)), saturovand smés regresi poskytne
predikovanou hodnotu Y pomoci hodnot E(Z;|xy), které vyjadiuji podminénou
pravdépodobnost, ze nové pozorovani nalezi do i-té slozky za podminky napozo-

rovanych dat xy. Tato pravdépodobnost je dana jako

(x|, )
Ti(xs) = B(Zi|xs) = ———— L=
Zh:l 7rh¢(xf‘lih> 2h>

Predikci potom vypocitame pomoci vztahu

(&
5
Z Ti(xs)(x; B;)-
i=1
Mizeme tedy Tict, ze ¢im vice jsou distribuce vysvétlujicich proménnych mezi
skupinami separované, tim lépe si tento model pii predikci povede. [11]
je vyuziti podminénych pravdépodobnosti 7;(xf), pomoci kterych pfifadime nové

pozorovani x; do i-té slozky na zakladé pravidla

= 0.3
max Ti(Xf) = max Cﬂ-lgé(xjc“ll“,\ Z)A .
i=1,...,c i=1,...,c Zh:l Wh¢(xf‘ﬂh7 Eh)
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Predikci zavisle proménné potom spocitame jako

~ TS
Yr = Xf/@z‘-
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5 Prakticka ¢éast

Firma Seco GROUP a.s. je dominantni virobce Zacich traktori v Ceské repub-
lice a vyznamny dodavatel této techniky zejména do zemi Evropské unie. Patti
k vedoucim slévarndm v Ceské republice v oblasti mensich pfesnéjsich odlitki z
tvarné litiny zejména pro evropské vyrobce osobnich a nékladnich automobild,
traktorii a stavebnich stroji. Tato spolecnost je také dominantni vyrobce vlo-
zenych valct do dieselovych motortt v Ceské republice a vyznamny dodavatel
renomovanych vyrobct motori zejména v Evropské unii.

Cela tovarna vyuziva systému trubek slouziciho k rozvodu stlaceného vzdu-
chu. Tento stlaceny vzduch je generovan ¢tyimi kompresory, jez tvoti hlavni zdroj
odbéru energie pro celou vyrobni halu. Pro spole¢nost by proto bylo zadouci znat
vztah mezi dodanou energii do kompresort a objemem vydaného stlaceného vzdu-
chu. TTi z téchto kompresori jsou ovladany velmi jednoduse - kdykoliv je objem
stlaceného vzduchu nedostatecny, kompresory jsou postupné zapinany, naopak
pri prebytku vzduchu opét vypinany. Posledni z kompresori lze jako jediny z
celé skupiny regulovat, tudiZ je nasim hlavnim zajmem popsat funkéni zavislost
objemu vydaného vzduchu na dodané energii pravé do tohoto kompresoru.

Idealni by samoziejmé bylo modelovat vztah zahrnujici vSechny ¢tyii kompre-
sory, avSak tento model by bylo slozité teoreticky podlozit v pfedchozich kapi-
tolach a praktickd ¢ast by se svou délkou také vymykala moznostem této prace.
Dalo by se tedy fici, Ze nasledujici ptiklad neni pfesnym fesenim daného pro-
blému, ktery firma Seco GROUP a.s. zadala, ale je vhodnym nazornym piikla-
dem k nami polozenému teoretickému zakladu a z praktického hlediska by jeho
feSeni mohlo prispét k vylepseni regula¢niho systému, na jehoz zakladé kompresor
doposud fungoval. Hodnoty dodané energie do kompresoru a celkového objemu
vzduchu jsou k nalezeni v priloze 1.

V nésledujicich dvou kapitolach se budeme postupné zabyvat modelovanim
smési normalnich rozdéleni pro objem vzduchu a modelovanim smési regresnich

modell pro zavislost objemu vzduchu na energii dodané do kompresoru. [12]
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5.1 Smés dvou normalnich distribuci

Na datech popisujicich objem komprimovaného vzduchu mizeme piehledné
demonstrovat postup pfi modelovani jednorozmérné smisené distribuce, skladajici
se ze dvou normalnich rozdeéleni, v programu R. Pokud vykreslime histogram pro
tato data (viz obréazek 5.1), je z néj zfejmé, ze hodnoty proménné nepochazeji z

normalniho rozdéleni.

relativni frekvence
0.0004 0.0006 0.0008 0.0010 0.0012
| | | | ]

0.0002
|

0.0000
L

[ I I I I 1
2000 2500 3000 3500 4000 4500

objem vzduchu (m3)

Obr. 5.1: Histogram pro objem vzduchu.

Avsak podle tvaru histogramu lze zjevné usuzovat na smés dvou normalnich hus-
tot. Jejich parametry budeme chtit odhadnout pomoci EM algoritmu, ktery pro-
gram R nabizi v rdmci funkce normalmixEM z balicku mixtools. Tato funkce je
urcena specialné pro pfipad, kdy modelujeme smés normalnich distribuci. Jakozto
iteracni procedura ma tato funkce mnoha nastaveni souvisejici s pocatec¢nimi od-
hady, poctem iteraci ¢i ukoncovacim kritériem. Nejdilezitéjsi parametry si zde

strucné predstavime:

X vektor rozméru n x 1 obsahujici jednorozmérna zkoumana data,
matice rozméru n X p pro p-rozmérna zkoumana data
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lambda

mu

sigma

epsilon

maxit

arbmean

pocatecni hodnoty odhadu vah slozek smisené distribuce. Pti zadani
pouze jedné hodnoty bude tato vaha pouzita pro vsech k slozek, po-
sléze budou hodnoty normalizovany, aby jejich soucet daval ¢islo 1.
Pokud neni lambda specifikovana, budou jeji hodnoty nahodné vy-
generovany s pouzitim rovnomeérného rozdéleni pravdépodobnosti
a nasledné opét normalizovany.

pocatecni hodnoty pro odhad stfednich hodnot slozek. Jestlize je
zadan nenulovy vektor, algoritmus tyto hodnoty vyhodnoti jako
pocatecni hodnoty a zaroven automaticky nastavi parametr k na
hodnotu délky tohoto vektoru. Pokud vsSak zadame pouze jednu
hodnotu, ta bude platit jako pocatecni odhad pro vSechny slozky
a zaroven bude parametr arbmean nastaven na FALSE. Nezadame-
li hodnotu parametru sami, bude poc¢atecni odhad nahodné vyge-
nerovan z normalniho rozdeéleni, jehoz stfedni hodnoty jsou dany
rozdélenim dat do skupin.

startovaci hodnoty pro odhad smérodatné odchylky. Jestlize je za-
dan nenulovy vektor, algoritmus tyto hodnoty vyhodnoti jako po-
c¢atecni hodnoty a zaroven automaticky nastavi parametr k na hod-
notu délky tohoto vektoru. Pokud vsak zadame pouze jednu hod-
notu, ta bude platit jako pocatecni odhad smérodatnych odchy-
lek pro vSechny slozky a zaroven bude parametr arbvar nastaven
na FALSE. Nezadame-li hodnotu parametru sami, bude poc¢atecni
odhad roven prevracené hodnoté odmocniny z vektoru hodnot na-
hodné vygenerovanych z exponencionalniho rozdéleni, kde stfedni
hodnoty jsou definovany opét pomoci prerozdéleni dat do skupin.

pocet komponent smisené distribuce. Ztetel je na tuto hodnotu bran
pouze, pokud nejsou zadané vektory pocatecnich odhadu stiednich
hodnot, vah slozek ¢i smérodatnych odchylek. Jinak feceno je pri-
marné hodnocena délka téchto vektorti, a teprve pokud nejsou tyto
startovaci hodnoty zadany nebo jsou v podobé skalaru, bude pocet
slozek urcen parametrem k.

ukoncovaci kritérium. Algoritmus je ukoncen, jakmile je rozdil v
hodnotach logaritmickych vérohodnostnich funkci v po sobé jdou-
cich iteracich mensi nez dana hodnota parametru.

maximalni pocet iteraci.

Hodnota tohoto parametru je implicitné nastavena na TRUE, coz
znamena, ze algoritmus neptedpoklada stejné mu pro vSechny slozky.
Hodnota tohoto parametru je ignorovana, pokud jsou zadané vek-
tory pocatecnich odhadt strednich hodnot, vah slozek ¢i smérodat-
nych odchylek.
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armvar Hodnota tohoto parametru je implicitné nastavena na TRUE, coz
znamena, ze algoritmus nepfedpokladéa stejné sigma pro vsSechny
slozky. Hodnota tohoto parametru je ignorovana, pokud jsou za-
dané vektory pocatecnich odhadi stiednich hodnot, vah slozek ¢i
smérodatnych odchylek.

Pro néazornost si predstavime nékolik zptisobti zadani funkce pro nase data.
Nejprve vyzkousejme proceduru normalmixEM za predpokladu, ze zadame pouze
odhadovany pocet slozek, ktery urc¢ime z histogramu. Poc¢atecni odhady nechame
vygenerovat, maximalni pocet iteraci a hodnotu epsilon nechdme na implicitnim
nastaveni, tedy maxit=1000 a epsilon=10"%. JelikoZ nepiedpokladdme rovnost
stfednich hodnot ¢i rozptylii, oba parametry arbmean a armvar ponechame na

prednastavené hodnoté TRUE.

> library(mixtools)

> mix=normalmixEM(y, lambda = NULL, mu = NULL, sigma = NULL, k=2)
number of iterations= 124

> summary (mix)

summary of normalmixEM object:

comp 1 comp 2
lambda 0.685125 0.314875
mu 2879.692103 3626.775127

sigma  260.394462 191.325710
loglik at estimate: -3286.568

Program R poskytuje odhad proporci slozek pod nédzvem lambda, odhad stied-

nich hodnot mu a smérodatnych odchylek sigma. Mezi vystupy miizeme nalézt

také logaritmickou vérohodnost odhadu a pocet provedenych iteraci algoritmu.
Pocet iteraci se samoziejmé bude lisit v zavislosti na ndhodném generovani starto-

vacich hodnot. Tyto zakladni vystupy nam umoznuji vykreslit odhadnuté hustoty

normalnich rozdéleni, aby bylo mozné je porovnat s dfive uvedenym histogramem

napozorovanych hodnot (viz obrazek 5.2) Kéd potiebny k vytvofeni tohoto gra-

fického vystupu je nasledujici:

hist(y, 30, col="red",ylim=c(0,0.0012),x1im=c(2000,4500) ,main="Histogram",
xlab="objem vzduchu (m3)", ylab="relativni frekvence",prob=TRUE)

xfit<-seq(2000,4400,length=40000)

yfit<-mix$lambda[1] *dnorm(xfit,mean=mix$mu[1],sd=mix$sigmal1])

lines(xfit, yfit, col="blue", lwd=2)

xfit<-seq(2000,4400,1length=40000)

58



yfit<- mix$lambda[2] *dnorm(xfit,mean=mix$mu[2],sd=mix$sigmal[2])
lines(xfit, yfit, col="green", lwd=2)

0.0010 0.0012

0.0006 0.0008

relativni frekvence

0.0002 0.0004

0.0000
L

[ T T T T 1
2000 2500 3000 3500 4000 4500

objem vzduchu (m3)

Obr. 5.2: Histogram pro objem vzduchu spoleéné s odhadnutymi hustotami

normalnich rozdéleni pravdépodobnosti.

Podrobnosti o celém iteracnim algoritmu ziskame jednoduse pomoci vypsani

vsech poskytovanych vystupi
> mix[c("lambda", "mu", "sigma","all.loglik","restarts","posterior")]

Tento prikaz ndm umozni pracovat nejen se zakladnimi hodnotami, ale také zob-
razi hodnoty logaritmickych vérohodnostnich funkci $all.loglik pro kazdou
iteraci, pocet restarti EM algoritmu $restarts (nastava v pripadé Spatné zvole-
nych startovacich hodnot) a posteriorni pravdépodobnosti pfislusnosti k jednot-
livym slozkdm pro kazdé pozorovani $posterior. Ukazku jmenovanych vystupi
muzeme vidét zde

> mix[c("lambda", "mu", "sigma","all.loglik",'"restarts","posterior")]

$lambda
[1] 0.6851244 0.3148756

$mu
[1] 2879.692 3626.775

$sigma
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[1] 260.3943 191.3259

$all.loglik
[1] -3444.444 -3308.050 -3302.103 -3299.186 -3297.535 -3296.617 -3296.061
[8] -3295.657 -3295.304 -3294.963 -3294.621 -3294.273 -3293.919 -3293.560

[92] -3286.568 -3286.568 -3286.568 -3286.568 -3286.568 -3286.568 -3286.568
[99] -3286.568 -3286.568 -3286.568

$restarts

(11 o

$posterior

comp.1 comp.2

[1,] 0.9998905534 1.094466e-04
[2,] 0.9999976449 2.355097e-06
[3,] 0.9999874950 1.250500e-05
[4,] 0.9999999150 8.496126e-08
[5,]1 0.9999994588 5.411789e-07
[6,] 0.0477560826 9.522439e-01
[7,] 0.0209495260 9.790505e-01
[8,]1 0.0020922212 9.979078e-01
[9,] 0.0080444135 9.919556e-01
[10,] 0.0014095558 9.985904e-01

[444,] 0.9998386500 1.613500e-04

[445,] 0.9999818870 1.811300e-05

Analogicky muzZzeme postupovat v pripadé, kdy udame priblizné odhady pro
vahy a stfedni hodnoty. Tyto hodnoty jsou ¢itelné z histogramu na obrazku 5.1,
kdy zvolime p; = 2900, pus = 3700 a m; = 0.6, m3 = 0.4. To urychli konvergenci
EM algoritmu, takze zatimco v predchozim piipadé byl pocet iteraci obvykle
vyssi nez 100, nyni se pohybujeme mezi 60 az 100 iteracemi.
> mix2=normalmixEM(y,lambda = c(0.6,0.4), mu = c(2900,3700), sigma = NULL, k=2)
number of iterations= 80
> summary (mix2)
summary of normalmixEM object:

comp 1
0.685125

comp 2

lambda 0.314875
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mu 2879.692314 3626.775423
sigma  260.394596 191.325533

loglik at estimate: -3286.568

Ziskané odhady jsou ocividné stejné presné jako odhady ziskané predchozim algo-

ritmem (nepatrné rozdily vznikaji pro kazdy algoritmus i pfi stejné nastavenych

parametrech kvili zahrnuté ndhodnosti v itera¢nim procesu). Jisty rozdil v od-

hadnutych hodnotéach lze pozorovat pfi omezeni poctu iteraci, coz lze pozorovat

v prvni ¢asti nize uvedeného kédu, ¢i pii snizeni hodnoty epsilon.

> mix3=normalmixEM(y, lambda =

WARNING! NOT CONVERGENT!
number of iterations= 40
> summary(mix3)

summary of normalmixEM object:

comp 1 comp 2
lambda 0.572274 0.427726
mu 3374.989647 2759.050123

sigma  342.801305 202.226122
loglik at estimate: -3295.986

> mix4=normalmixEM(y, lambda =
number of iterations= 36
> summary (mix4)

summary of normalmixEM object:

comp 1 comp 2
lambda 0.654774 0.345226
mu 2859.373989 3595.639613

sigma  248.116991 210.676178
loglik at estimate: -3287.029

NULL, mu =

NULL, mu =

NULL, sigma

NULL, sigma

NULL, k=2, maxit=40)

NULL, k=2, epsilon=0.1)

V obou téchto pripadech jsou odhady velmi nepfesné a v pripadé omezeni

poctu iteraci i samotny program R upozoriiuje uzivatele hldaskou WARNING! NOT

CONVERGENT!, ze algoritmus nekonverguje. Jelikoz EM algoritmus je pro tyto

jednoduché smeési distribuci v programu R zélezitosti nékolika vtefin i pri velkém

poctu iteraci, omezovani poctu iteraci ¢i ukoncovaciho kritéria se nedoporucuje.

[6]
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5.2 Smés linearnich regresnich modelu

Nyni se pokusime odhadnout parametry regresni funkce vyjadiujici zavislost

mezi energii dodanou do kompresoru a objemem stlaceného vzduchu. Pro pouziti

obycejné linearni regrese je vSak potieba, aby data spliovala jisté pozadavky.

Jeden z nich je norméalni rozdéleni chyb méreni, coz v nasem pfipadé, jak brzy

ukazeme, neni splnéno. Navic ze samotného zobrazeni zavislosti dvou zkoumanych

veli¢in je ziejmé, Ze data se pravdépodobné skladaji ze dvou riznych skupin, jak

lze pozorovat na obrazku 5.3.

objem vzduchu (m3)

4000

3500

3000

2500

energie (kWh)

Obr. 5.3: Zobrazeni zavislosti objemu vzduchu na dodané energii.

Pfi pokusu o pouziti klasické linearni regrese Y; = By + [(12; + &; dostaneme

nasledujici vysledky:

> linreg=lm(y~x)

> summary (linreg)

Call:
Im(formula = y ~ x)
Residuals:

Min 1Q Median
-1001.5 -320.5 -103.8
Coefficients:

3Q
372.9

Max
1171.9
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Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 3220.896 38.374 83.935 < 2e-16 *x*x*
X -3.465 1.074 -3.226 0.00135 *x*
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 418.4 on 443 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.02295, Adjusted R-squared: 0.02074
F-statistic: 10.41 on 1 and 443 DF, p-value: 0.001349

objem vzduchu (m3)
3500 4000
I

3000
|

2500
|

energie (kWh)

Obr. 5.4: Prolozeni dat regresni pfimkou.

Jiz podle indexu determinace a obrazku 5.4, ktery demonstruje prolozeni dat
regresni primkou s parametry ziskanymi klasickou linearni regresi, je ziejmé, ze
model nebude prili§ spolehlivy. Zaroven je mozné analyzovat predpoklad norma-
lity napf. pomoci Q-Q grafu (viz obrazek 5.5) nebo testt normality. Q-Q graf 1ze

v programu R vykreslit pomoci kédu

> library(car)

> qqPlot(linreg, main = "QQ Plot")
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Studentized Residuals(linreg)

t Quantiles

Obr. 5.5: Q-Q graf porovnavajici teoretické kvantily normalniho rozdéleni s

kvantily ndhodnych chyb.

Jelikoz se hodnoty od stfedové piimky, reprezentujici podobnost s norméalnim
rozdélenim, silné odchyluji (zcela mimo meze vykreslenych intervalil), lze usuzo-
vat, ze nahodné chyby nejsou norméalné rozdéleny. Tuto hypotézu potvrzuje také

Shapiro-Wilkiv test normality
> shapiro.test(residuals(linreg))

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(linreg)
W = 0.9585, p-value = 6.993e-10
Na zékladé p-hodnoty miizeme zamitnout nulovou hypotézu, ze data pochéazi z

normalniho rozdeéleni.
Podle obrazku 5.3 lze navic soudit, ze se v datech vyskytuji jisté podsku-

piny, a jelikoz jsme nebyli schopni identifikovat latentni proménnou a na jejim
zékladé data rozdélit, je pouze logické pokusit se zavislost téchto dvou veli¢in
modelovat pomoci smési linearnich regresi. Pro tuto proceduru program R pou-
ziva v jednodussich pripadech funkci regmix z balicku fpc, u které si stejné jako
v predchozi kapitole predstavime zakladni parametry, jez budeme vyuzivat. Tato
procedura umoznuje vypocet maximalné vérohodného odhadu regresnich para-
metrl, rozptylu a vah slozek pomoci EM algoritmu. Pocet slozek je uréen pomoci

Bayesovského informacniho kritéria.
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indep

dep

ir

nclust

icrit

minsig

¢iselny vektor ¢i matice hodnot nezavisle proménné.

¢iselny vektor hodnot zavisle proménné.

pozitivni ¢islo udavajici pocet iteraci, které budou provedeny pro
kazdy zadany pocet slozek. Implicitné je tento argument nastaven
na hodnotu 1.

vektor obsahujici pozitivni cisla, ktera reprezentuji pocty slozek,
pro které algoritmus bude spustén.

ukonc¢ovaci kritérium (rozdil hodnot logaritmickych vérohodnost-
nich funkci ve dvou po sobé jdoucich iteracich). Implicitni nastaveni
je hodnota 1072,

pozitivni ¢islo reprezentujici minimalni hodnotu pro odhady roz-
ptyli - pokud mohou jit odhady rozptylt k nule, vérohodnost se
stava neomezenou. Pfeddefinovana hodnota je 107°.

matice pozitivnich ¢isel, jejiz pocet sloupcii musi byt roven poctu
slozek a pocet radkt musi byt totozny s poctem pozorovani. Soucet
kazdého radku pres vSechny sloupce musi byt roven jedné. Jedna
se o pocatecni odhady pravdépodobnosti, ze pozorovani prislusi k
dané slozce. Startovaci hodnoty jsou vygenerovany pomoci funkce
randcmatrix.

V nasem pripadé zvolime velmi obecné nastaveni. Zvysime pouze pocet ite-

raci z jedné na dvé, abychom zarucili vétsi presnost. Déle spustime algoritmus pro

jednu, dvé ¢i tii slozky, ¢imz nastinime moznost postupu v piipadé, Ze si poctem

slozek nejsme jisti. Program R nam jako vysledek poskytne hned nékolik uzitec-

nych vystupti. Hodnota parametru clnopt udéava idealni pocet slozek, loglik

je logaritmickd maximalni vérohodnost pro tento pocet, bic obsahuje vSechny

logaritmické vérohodnosti, coef uvadi odhady regresnich parametri, var potom

odhady rozptyli a eps odhady vah slozek. Matice z obsahuje vahy prislusnosti

bodi k jednotlivym shlukiim a g je vektor zobrazujici rozdéleni napozorovanych
bodt do jednotlivych slozek. [5]

> library(fpc)

> fit=regmix(indep=x, dep=y, ir=2, nclust=1:3)

Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration

1 for 1 clusters.

2 for 1 <clusters.
1 for 2 clusters.
2 for 2 <clusters.
1 for 3 clusters.
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Iteration
> fit
$clnopt
[1] 2
$loglik
[1]
$bic
[1] -6651

$coef
[1,] 2956
[2,] -4

$var
[1] 43329

$eps

-3215.

2 for

19

.628 -6473.066 -6493.605

[,1]
.415545 30
.280718

.15 39225.

3

80
15

57

[1] 0.553335 0.446665

$z

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,]
[6,]
(7,]
[8,]
[9,]
[10,]

N N W W +~»,r B, O © O

[445,]1 9

$g
[11 1 1

[408] 1 1
[445] 1

[,1]

.000000e+00
.951437e-01
.966573e-01
.999989%e-01
.000000e+00
.181662e-03
.652361e-04
.213027e-06
.318477e-05
.627882e-07

.970331e-01

11122

22222

2

2

clusters.

[,2]
.46436
.53675

[,2]
.481728e-09
.856335e-03
.342714e-03
.077640e-06
.986967e-09
.988183e-01
.996348e-01
.999968e-01
.999768e-01
.999997e-01

.966924e-03

22221111122222211111221111111

21111111111111111122222221111
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Obr.5.6: Data prolozena regresnimi funkcemi.

Na obrazku 5.6 lze vidét odhadnuté regresni primky pro prvni slozku
Y1 = 2956.4155 — 4.2807x; a druhou slozku 75; = 3080.4644 + 15.5368z;.
Samotna dokumentace programu R vsak uvadi, ze k odhadu parametrti smési
regresi jsou vhodnéjsi funkce a metody obsazené v balicku flexmix. Vhodnou
funkci pro nase tcely je funkce initFlexmix. Tato funkce umoznuje nékolikrat
opakovat EM algoritmus pro kazdy zadany pocet komponent, nacez pro kazdy po-
¢et vybere model s maximéalni vérohodnosti. Zékladni parametry této procedury,

které v této praci vyuzijeme, jsou

formule symbolicky zapis modelu.
data moznost zvoleni datasetu, z kterého ¢erpame hodnoty proménnych.

concomitant objekt tiidy FLXP. Udava, jaky model pro doprovodnou promén-
nou budeme uvazovat. Implicitné je zaddn model FLXPconstant,
ktery pracuje s konstantnimi marginalnimi pravdépodobnostmi.
Dalsi volbou je FLXPmultinom(formula= 1) reprezentujici multi-
nomicky logitovy model.

control objekt tfidy FLXcontrol. Udava seznam piikazt kontrolujicich pri-
béh procedury. Mezi tyto prikazy patii napriklad zpiisob klasifikace
dat (zde lze zaradit S-krok a C-krok), maximalni pocet iteraci ¢i
ukoncovaci kritérium.
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k vektor obsahujici pozitivni cisla, kterad reprezentuji pocty slozek,
pro které algoritmus bude spustén.

nrep pro kazdy pocet slozek k bude algoritmus proveden pravé nrep-krat
a ponechava si pouze odhadnuty model s maximalni vérohodnosti.

Pokusime se aplikovat funkci initFlexmix na nase data a analogicky jako
v pfredchozim pripadé zaddme k=(1:3) a nechdme algoritmus urcit idealni po-
¢et slozek. Navic vSsak pridame pocet opakovani algoritmu pro kazdy pocet z
k pomoci parametru nrep. Znovu spusténi algoritmu nékolikrat za sebou zvysi
pravdépodobnost, ze alespon v jednom ptipadé EM algoritmus dokonverguje do

globalniho maxima vérohodnostni funkce.

> flex <- initFlexmix(y ~ x, nrep = 5, k = c(1,2,3), data = dataset)
1 @ % % % *x %
R EERE

3 : ok %k ok ok %
* k x

> flex

Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, k = c(1, 2, 3), nrep = 5)

iter converged k kO logLik AIC BIC ICL

1 2 TRUE 1 1 -3316.669 6639.339 6651.633 6651.633
19 TRUE 2 2 -3215.197 6444.393 6473.080 6573.779

3 36 TRUE 3 3 -3213.278 6448.556 6493.635 6704.818

Podle vystupu, ktery nam funkce primarné poskytla, je zfejmé, ze idedlni
pocet slozek je k=2, jeho vérohodnost sice neni maximalni, avsak to je pocho-
pitelné vzhledem k faktu, ze vérohodnost bude pro rostouci pocet slozek vzdy
stoupat. Smérodatné jsou v tomto pripadé hodnoty Akaikeho a Byesovského in-
formacniho kritéria, jez dosahuji minima pravé pro smés dvou regresi. Je tedy
nasim zajmem praveé tento model prozkoumat blize, proto pfikazem getModel ()
zvolime pro zobrazeni pouze model s dvéma slozkami. Nejprve nam program R
zobrazi tabulku s proporcemi jednotlivych slozek (sloupec prior) a poétem po-
zorovani do slozek pfifazenych (sloupec size). Déle v tabulce nalezneme sloupec
post>0 udavajici pro kazdou slozku pocet pozorovani, pro kterd je podminéna
pravdépodobnost, Ze dané pozorovani nélezi do i-té slozky, vétsi nez § (implicitné
§ = 107%). V poslednim sloupci lze nalézt pomér poétu pozorovani ze size a po-

zorovani ze sloupce post>0. Pomoci funkce refit () lze ziskat dalsi podrobnosti
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o modelu.
> fit=getModel(flex, which=2)

> summary(fit)

Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, k = 2, nrep = 5)

prior size post>0 ratio
Comp.1 0.448 194 335 0.579
Comp.2 0.552 251 408 0.615

’log Lik.’ -3215.197 (df=7)
AIC: 6444.393 BIC: 6473.08

> summary(refit(fit))

$Comp. 1
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 3077.232 46.883 65.636 < 2.2e-16 *x*x*
X 15.624 1.417 11.027 < 2.2e-16 *x*x
Signif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .’ 0.1 ¢ > 1
$Comp . 2

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) 2955.92604 31.49177 93.8635 < 2.2e-16 **x
X -4.27281 0.69434 -6.1537 7.568e-10 **x*

Signif. codes: 0 ‘*x**’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*x’> 0.056 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Procedura initFlexmix kromé zakladnich informaci o slozkach a proporcich
nabizi také detaily obou regresnich modelti, coz miize byt zna¢nou vyhodou. Po-
kud navic chceme informace o rozdéleni jednotlivych pozorovani do slozek na
zékladé podminénych pravdépodobnosti, mizeme toho lehce dosahnout pomoci
prikazu clusters(), ktery poskytne ¢islo slozky, do které je pozorovani 1,...,n
pritazeno. Funkce posterior () potom zobrazi pro kazdé pozorovani pravdépo-

dobnost prislusnosti k jedné ¢i druhé slozce.

> clusters(fit)
[11 222221111111 2222211111122222112222222

[408] 2211111112222222222222222211111112222
[445] 2
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> posterior(fit)

[,1] [,2]
[1,] 5.204984e-09 1.000000e+00
[2,] 5.323314e-03 9.946767e-01
[3,] 3.652405e-03 9.963476e-01
[4,] 1.272171e-06 9.999987e-01
[5,] 1.078326e-08 1.000000e+00
[6,] 9.987836e-01 1.216438e-03
[7,] 9.996218e-01 3.782174e-04
[8,] 9.999966e-01 3.404020e-06
[9,] 9.999756e-01 2.437861e-05
[10,] 9.999997e-01 2.818729e-07

[445,] 3.240439e-03 9.967596e-01

Pokud si situaci vyjadiime graficky, mizeme pozorovat rozdéleni dat do shlukt
a odhad regresni funkce pro kazdy z téchto shlukd. Takto mtzeme porovnat
vysledky metody regmix a initFlexmix, jak lze pozorovat na obrazku 5.7. Jiz
z pouhého pohledu lze soudit, ze shluky jsou témér totozné za pouziti jakékoli

funkce, totéz plati pro odhady parametri.
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Obr. 5.7: Porovnani graf pro rozdéleni dat a odhad regresnich funkci pomoci

funkce regmix (vlevo) a initFlexmix (vpravo).
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Dale muzeme pristoupit k metodam predikovani hodnot zavislé proménné,
které potidime pro novéa data x = (0,8.7,17.3,26,34.7,43.3,52,60.7,69.3, 78).

> X <- seq(0, 78, length.out = 10)

> predict(fit, newdata = data.frame(x = X))

Pomoci vyse uvedenych prikazi program R vypocita predikci vysveétlované
proménné pro kazdou slozku. Program tedy vezme hodnotu x; a spocita pro ni
predpovéd 7y; podle prvni regresni funkce a predpovéd 7»; podle funkce druhé.
Tyto predikce jsou zanesené v tabulce 5.1. Déle skrze vahy komponent vime, s
jakou pravdépodobnosti bude dané pozorovani nalezet do jedné ¢i druhé slozky.
Program R se tedy odchyluje od bézného pojeti predikce v klasické smési regresi,
jak jsme ho predstavili ve vztahu , avsak vysledek je podobné nejasny, protoze
nemuzeme nijak rozhodnout, do které slozky pozorovani zaradit - mizeme pouze
odhadovat na zakladé vah slozek. [4]

~

X )1 Yo

0 3077,2 | 2955,831
8,666667 | 3212,536 | 2918,795
17,33333 | 3347,871 | 2881,76
26 | 3483,207 | 2844,725
34,66667 | 3618,542 | 2807,69
43,33333 | 3753,878 | 2770,655
02 | 3889,214 | 2733,62
60,66667 | 4024,549 | 2696,584
69,33333 | 4159,885 | 2659,549
78 | 4295,22 | 2622,514

Tabulka 5.1: Nova pozorovani z a jim prislusici predpovéd proménné Y.

Dalsim pristupem k odhadu parametri regresnich modelti pro jednotlivé slozky
by mohla byt metoda zalozena na analyze zavisle proménné. Jak bylo demonstro-

vano v kapitole (5.1]), po spusténi EM algoritmu pro vysvétlovanou proménnou
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bylo jednim z vystupt také rozdéleni dat do jednotlivych slozek. Nabizi se tedy
otazka, zda misto aplikace EM algoritmu na smés regresi nestaci rozdélit data na
skupiny podle téchto klasifika¢nich idaji a poté provést klasickou linearni regresi
pro kazdy ze shlukii pozorovani. Pravdou vsak je, ze takto pofizené odhady by
byly velmi nepfesné, protoze by nevychazely z informace o ndhodnych chybéch
¢i podminéné pravdépodobnosti, ale pouze z analyzy zavisle proménné. Je tedy
zjevné, ze tak by doslo ke ztraté informace. Zaroven by v odhadu parametrii jed-
noho regresniho modelu chybéla informace poskytnuta druhym shlukem dat. Ze
vztahu je zfejmé, ze EM algoritmus pro smés regresnich modelid tuto infor-
maci pri odhadu parametri vyuziva, je to ziejmé z toho, ze odhady pro i-tou
slozku pracuji v podstaté se vSemi pozorovanimi, pouze nékterd z nich penali-
zuji skrze matici vah. Ackoliv se tedy tento postup jevi intuitivnim, v praxi by

zpusobil zna¢nou nepfesnost odhadi.

5.3 Smés regresnich modelt doprovodné proménné

Teoreticky zdklad k této ¢asti byl poloZen v kapitole 4.1 Tato teorie pracuje
s doprovodnou proménnou w, ktera poskytuje vnéjsi informaci, jez by mohla
pomoci s budouci praci s odhadnutym modelem. Nékdy se jedna o samostat-
nou veli¢inu, avsak v nasem pfipadé je mozné jako doprovodnou veli¢inu pouzit

vysvétlujici proménnou. Budeme tedy uvazovat model

2
fyjlx;) = Z”Z Xj, 04;)¢ y]‘XTﬁmU)
i=1

Pro marginalni pravdépodobnosti 7;(x;, ;) pouzijeme multinomicky logitovy

model, ktery zapiseme pomoci vztahu

xT
(X, o) = L pro i=1,...,c (27)

Zh 1 epr ayp,
Pouzitim tohoto modelu opét dostaneme dvé predikce hodnoty Y;, tedy 7;; odpo-
vidajici regresnimu modelu prvni slozky a predpoveéd 7»; odpovidajici regresnimu
modelu druhé slozky. Rozdil pfichazi v podobé marginalnich pravdépodobnosti,

které udavaji, s jakou pravdépodobnosti bude pozorovani nalezet do prvni ¢i

druhé slozky - a to pouze na zakladé hodnoty z;. Jako vyhodné;jsi potom zvolime
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predpovéd z té slozky, pro kterou je marginalni pravdépodobnost prislusnosti
daného pozorovani vyssi.

Odhady parametri vyse uvedené smési regresnich modeld doprovodné pro-
ménné je mozné ziskat opét pomoci funkce initFlexmix, kterda ma moznost pra-
covat mimo jiné i se smeési regresnich modelt doprovodné proménné, ktera byla
pfedstavena v kapitole [£.1l Model bude odpovidat teoretickému zakladu této me-
tody a kéd pro R software bude nasledujici:

> fit2 <- initFlexmix(y ~ x, nrep = 5, k = 2, data = dataset,

+ concomitant = FLXPmultinom(~x))

Pro strucnéjsi zapis se omezime jiz pouze na model s dvéma komponentami,
naopak pridame piikaz concomitant = FLXPmultinom( x), kterym programu R
sdélime, ze chceme pouzit smés regresnich modelti doprovodné proménné, kterou
je v tomto pripadé vysvétlujici proménna podléhajici multinomickému logitovému
modelu. Nejprve zavolame funkci initFlexmix a nechame si zobrazit zakladni
informace o poctu iteraci a velikosti shlukd. Pomoci summary () lze obdrzet dalsi
informace o smési a jejich slozkach, avsak pokud chceme blize prozkoumat regresni
modely pro obé slozky, je potieba stejné jako v predeslém prikladé vyuzit funkci
refit().

> fit2

Call:

initFlexmix(y ~ x, data = dataset, concomitant = FLXPmultinom(“x),
k = 2, nrep = 5)
Cluster sizes:
1 2
295 150
convergence after 25 iterations

> summary(£fit2)

Call:

initFlexmix(y ~ x, data = dataset, concomitant = FLXPmultinom(“x),

k = 2, nrep = 5)

prior size post>0 ratio
Comp.1 0.651 295 353 0.836
Comp.2 0.349 150 343 0.437

’log Lik.’ -3180.064 (df=8)
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AIC: 6376.127 BIC: 6408.912

> rfit2 <- refit(£fit2)
> summary(rfit2)
$Comp. 1
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) 2898.0120 30.5450 94.877 < 2.2e-16 **x

X 19.4791 1.1005 17.700 < 2.2e-16 *xx*
Signif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .’ 0.1 ¢ > 1
$Comp . 2

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 2.7081e+03 6.1943e+01 43.719 <2e-16 **x
X 1.5225e-02 1.1752e+00 0.013 0.9897

Signif. codes: 0 ‘*x**’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*x’> 0.056 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Miizeme si téz nechat zobrazit odhady parametri pro doprovodnou proménnou,

kdyz argumentem which specifikujeme, Ze se zajimame pravé o tento model.

> summary(rfit2, which = "concomitant")
$Comp. 2

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) -3.684427 0.557854 -6.6046 3.985e-11 **x*
X 0.091593 0.012918 7.0901 1.340e-12 *x*x

Signif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.05 .’ 0.1 ¢ > 1

Odhady regresnich parametri jsou v tomto pfipadé ocividné odlisné, stejné
tak se lisi rozdéleni pozorovani do slozek smiSenych regresi, jak lze vidét na ob-
razku 5.8. Smés modeli doprovodné proménné porovnavame s klasickou smeési
regresi, ¢imz myslime smés bez doprovodné proménné - pro nase potieby zvolime
model vypocitany pomoci funkce initFlexmix.

Nespornou vyhodou tohoto postupu je moznost zaradit pozorovani do jedné
ze slozek na zakladé vah slozek, které je tato funkce schopna spocitat pro kazdé
nové pozorovani, a to pouze na zékladé hodnot proménné z. Nechf nové hod-
noty proménné z jsou totozné s novymi hodnotami v predchozi kapitole, potom
pravdépodobnosti pfislusnosti k jednotlivim slozkdm pro kazdé pozorovani vy-

pocitdme pomoci piikazu prior:
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Obr. 5.8: Porovnani grafi pro rozdéleni dat a odhad regresnich funkci pomoci
klasické smési regresnich modeli (vlevo) a smési regresnich modelt doprovodné

proménné (vpravo).

> prior(fit2, newdata = data.frame(x = X))

1 2
1 0.97550357 0.02449643
2 0.94737366 0.05262634
3 0.89056519 0.10943481
4 0.78626849 0.21373151
5 0.62448483 0.37551517
6 0.42914966 0.57085034
7 0.25364402 0.74635598
8 0.13316953 0.86683047
9 0.06493860 0.93506140
10 0.03043898 0.96956102

Tyto hodnoty jsou vypocteny na zakladé vztahu , kde implicitné a; = 0
a ay = (—3.6844,0.0916)T je maximalné vérohodny odhad vektoru . Dale
muzeme predikovat hodnoty Y v kazdé slozce

> predict(fit2, newdata = data.frame(x = X))

$Comp. 1

[,1]
1 2898.012
2 3066.831
3 3235.650
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3404 .468
3573.287
3742.106
3910.925
4079.744
4248.562
10 4417.381

© 00 N O O b

$Comp. 2

(,1]
2708.081
2708.213
2708.345
2708.477
2708.609
2708.741
2708.873
2709.005
2709.136
10 2709.268

© 0 N O O W N -

a pro kazdé nové pozorovani vybrat slozku, pro kterou svédci vyssi pravdépodob-

nost prislusnosti. [4]

5.4 Klasifika¢ni a stochasticky EM algoritmus

Poslednimi metodami, které bude tato prace demonstrovat, jsou klasifikacni
a stochasticky EM algoritmus. Oba algoritmy lze spustit pomoci jednoduché mo-
difikace funkce initFlexmix, kde pfidame parametr control a pomoci néj zatfa-
dime do algoritmu C-krok ¢i S-krok. Zaroven je pro tento tcel nutné zaradit do
funkce argument model, kterym zadefinujeme parametrickou tiidu distribuci, ze
které bude algoritmus vychazet. V nasem ptipadé predpokladdme normalni rozdeé-
leni slozek, tudiz zvolime family="gaussian". Protoze zakladni informace o al-
goritmu jsou opét pouze elementarni, nechame si detailni vystupy vypsat pomoci
summary (). Ani tato funkce vSak neposkytne informace o regresnich modelech a
v piipadé klasifika¢niho a stochastického algoritmu nelze vyuzit funkce refit (),

proto si o parametry regresnich funkci fekneme primo piikazem parameters().

> fitCE <- initFlexmix(y ~ x, nrep = 5, k = 2, data = dataset,
+ model = FLXMRglm(“x,family="gaussian") ,control=list(classify="CEM"))

2 ok %k ok ok %
> fitCE
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Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, model = FLXMRglm(“x, family = "gaussian"),
k = 2, control = list(classify = "CEM"), nrep = 5)

Cluster sizes:
1 2
157 288
convergence after 7 iterations

> summary (fitCE)

Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, model = FLXMRglm(“x, family = "gaussian"),
k = 2, control = list(classify = "CEM"), nrep = 5)

prior size post>0 ratio
Comp.1 0.359 157 295 0.532
Comp.2 0.641 288 411 0.701

’log Lik.’ -3226.624 (df=7)
AIC: 6467.247 BIC: 6495.934

> parameters (fitCE)

Comp.1 Comp.2
coef. (Intercept) 3323.641116 3001.271901
coef.x 9.396995  -4.943646
sigma 1568.902161 206.894326

Odhadnuté parametry se v tomto ptripadé opét ponékud lisi od odhadt porize-
nych predchozimi metodami. Pro nazornost graficky porovnejme regresni funkce
ziskané touto metodou a klasickou smési regresi v obrazku 5.9.
Analogicky tomu bude pii pouziti stochastického EM algoritmu, taktéz zadana
funkce a vystupy budou v podobném tvaru.
> fitSE <- initFlexmix(y ~ x, nrep = 5, k = 2, data = dataset,
+ model = FLXMRglm(“x,family="gaussian") ,control=list(classify="SEM"))

2 1 ok ok ok ok %
> fitSE

Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, model = FLXMRglm(“x, family = "gaussian"),
k = 2, control = list(classify = "SEM"), nrep = 5)

Cluster sizes:
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1 2
193 252
convergence after 34 iterations

> summary (fitSE)

Call:
initFlexmix(y ~ x, data = dataset, model = FLXMRglm(“x, family = "gaussian"),

k = 2, control = list(classify = "SEM"), nrep = 5)

prior size post>0 ratio
Comp.1 0.449 193 331 0.583
Comp.2 0.551 252 411 0.613

’log Lik.’ -3215.636 (df=7)
AIC: 6445.272 BIC: 6473.958

> parameters (fitSE)

Comp.1 Comp.2
coef. (Intercept) 3064.76278 2943.449170
coef.x 16.22244  -3.914172
sigma 193.37561 212.403852
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Obr. 5.9: Porovnani grafi pro rozdéleni dat a odhad regresnich funkci ziskanych
pomoci klasického EM algoritmu (vlevo) a klasifikaéniho EM algoritmu

(vpravo).

Vysledné odhady opét porovname se standardni smési regresi, kterou povazu-

jeme za jakysi zaklad v problematice odhadovani parametri smési regresi. Oba
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grafy jsou k nalezeni v obrazku 5.10 a lze z nich vycist, Ze tentokrat jsou odhady

pofizené pomoci SEM velmi blizké tém ptivodnim. [4] [9]
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Obr. 5.10: Porovnani grafi pro rozdéleni dat a odhad regresnich funkci
ziskanych pomoci klasického EM algoritmu (vlevo) a stochastického EM

algoritmu (vpravo).

5.5 Porovnani jednotlivych modelu

Na zavér je vhodné pro vétsi prehlednost uvést vsechny modely spolecné s
jejich odhady parametrii a charakteristikami hodnoticimi jejich kvalitu. Tabulka
5.2 obsahuje kazdy stézejni demonstrovany model a pro n€j odhady regresnich
parametrid pro obé slozky, smérodatné odchylky téchto parametrii, odhad para-
metru o a statistiky hodnotici cely model, tedy Bayesovské informacni kritérium
a logaritmickou vérohodnost modelu.

V tabulce 5.2 nalezneme pét zakladnich metod, rozdéleni na slozky a jim pii-
slusici odhady. Charakteristiky slouzici k porovnani celého modelu, kterymi jsou
v nasem piipadé vérohodnost modelu a Bayesovské informacni kritérium, 1ze vy-
uzit v pripadé, ze k odhadu parametri pouzivame maximalizaci vérohodnostni
funkce stejného tvaru. To miizeme prohlasit o klasické smési regresi, kde jsme
pouzili bud funkci regmix ¢i initFlexmix, ale téZ o klasifikaénim ¢i stochastic-

kém EM algoritmu, kde maximalizujeme stale tu samou vérohodnostni funkci,
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pouze ménime postup maximalizace pfidanim C- a S-kroku. Podle téchto sta-
tistik jsou nejkvalitnéjsi modely odhadnuté pomoci standardniho EM algoritmu
a funkci regmix a initFlexmix. Z tabulky lze vycist, ze jejich vérohodnost je
shodna a BIC se lisi jen minimalné, to odpovida skutecnosti, ze i jejich parame-
try jsou velmi blizké. Témto hodnotam se téz blizi odhady potizené pomoci SEM
algoritmu, jehoz vérohodnost je jen nepatrné mensi nez pro klasickou regresi a
Bayesovské informacni kritérium je rovnéz nizsi pouze o par desetin. Algoritmus

CEM v tomto ohledu poskytuje nejméné vystizné odhady.

sl. | vdha | g 51 o Vvar(Bo) | y/var(B1) | log. véro- | BIC
hodnost
o | 1 | 0.448 | 3077.23 | 15.62 | 199.09 | 46.88 1.42
(S s -3215.2 | 6473.08
2 | 0.552 | 2955.93 | -4.27 | 208.73 | 31.49 0.69
< | 1 | 0447 | 3080.47 | 15.54 | 198.05 | - ;
(s o -3215.2 | 6473.07
2 | 0.553 | 2956.42 | -4.28 | 208.16 | - ;
J 1 ] 0.651 | 2898.01 | 19.48 | 230.87 | 30.55 1.1
gfgﬁfgﬁf&la -3180.06 | 6408.91
2 | 0.349 | 2708.1 | 0.015 | 194.15 | 61.94 1.18
1 | 0359 | 3323.64 | 9.4 | 158.90 | - -
CEM -3226.62 | 6495.93
2 | 0.641 | 3001.27 | -4.94 | 206.89 | - ;

1 | 0.449 | 3064.76 | 16.22 | 193.38 | - -
SEM -3215.64 | 6473.96

2 | 0.551 | 2943.45 | -3.91 | 212.40 | - -

Tabulka 5.2: Prehled charakteristik jednotlivych modelt.

Déle lze porovnévat smérodatnou odchylku regresnich parametri, kterou be-
reme jako ukazatele piesnosti odhadnutych parametr. Udaje o smérodatngch
odchylkach poskytuje funkce flexmix pouze pro pripad klasické smési a smési re-
gresnich modelti doprovodné proménné. Jelikoz jsme vsak klasickou smés regresi
drivé vyhodnotili jako nejkvalitnéjsi podle hodnot vérohodnosti a BIC, mizeme
ji brat jako zékladni metodu k porovnavani. Podle smérodatnych odchylek je po-
tom patrné, ze modely nelze takto srovnat, kdyz pro prvni slozku je vyhodnéjsi
model s doprovodnou proménnou a pro druhou naopak klasicka smés.

Déle lze k porovnani pouzitych metod vyuzit odhad sigma, tedy odhad sméro-

datné odchylky nahodnych chyb. Podle téchto idaji lze soudit, Ze nejvice chybovy
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je model smési regresnich modeld doprovodné proménné a piekvapiveé presny se
naopak jevi model potrizeny pomoci CEM algoritmu.

Ptes vSechny tyto poznatky je ovsem dobré si pripomenout smysl pouziti
jednotlivych procedur. Naptiklad model vyuzivajici doprovodnou proménnou se
miize jevit jako znacné nepfesny, avsak je tfeba si uvédomit, ze divod k pouziti
tohoto modelu tkvi predevsim ve zlepseni moznosti predikce. Podobné je tfeba
uvazovat také o stochastickém a klasifikacnim EM algoritmu. Ucdelem téchto me-
tod je dosdhnout lepsi konvergence algoritmu, takze i pres to, zZe v tomto pripadé
se tyto metody nemusi jevit nejlépe, je tieba uvazit jejich nespornou vyhodu v
pripadé, kdy méame k dispozici problémova data a mame obavy o konvergenci al-
goritmu. Zaroven tyto algoritmy konvergenci iterac¢ni procedury znac¢né zrychluji.
Griin a Leisch ([9]) navrhuji postup, pii kterém jsou nejprve pouZity algoritmy
SEM a CEM, z jejichz odhadi vybereme ten nejkvalitnéjsi a ten nasledné po-
uzijeme jako pocatecni feSeni pro EM algoritmus. Tento postup by mél zarucit

rychlou konvergenci algoritmu k vhodnému lokalnimu maximu.
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Zavér

Zavérem lze Tici, ze problematika smisenych distribuci je velmi obsahlé a tato
prace obsahuje opravdu jen jeji zlomek. Cela prace byla soustfedéna nejprve na
uvod do tématu smisenych distribuci a jejich vlastnosti, poté byly predstaveny
charakteristické priklady takovych smési. Déle byl dtiraz kladen na EM algoritmus
a jeho modifikace souvisejici s rychlosti a kvalitou jeho konvergence.

Po tomto nezbytném tvodu bylo mozné pristoupit ke smési regresnich modeli,
pro kterou jsme si pfedvedli princip fungovani EM algoritmu, jez je spojenim kla-
sického EM algoritmu a zakladnich vztahii z regresni analyzy. Pro lepsi moznost
predikci jsme navazali se smési regresnich modelti doprovodné proménné a satu-
rovanou smesi regresi.

Zaveérecny usek prace obsahuje aplikaci diive zminénych metod na realnych
datech poskytnutych firmou SECO Group a.s., nejprve byl demonstrovan vypocet
odhadi parametr smési norméalnich hustot a nasledné jsme postoupili ke smési
regresnich modelt - s i bez doprovodné proménné. Hlavnim piinosem této sekce
je prezentace funkci, pomoci kterych se v programu R lze s podobnymi daty
vyrovnat.

Cela prakticka ¢ast byla zakonc¢ena porovnanim uzitych metod a prehlednym
vyctem ziskanych parametri a charakteristik odhadovanych modeld. V souctu
tedy prace poskytla uceleny pohled na problematiku smisenych distribuci a smési

regresi skladajicich se z normalné rozdélenych slozek.
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Priloha 1

Tabulka obsahujici hodnoty zavisle a nezavisle proménné. Energie dodana do

kompresoru métrena v kilowatthodinach predstavuje vysvétlujici proménnou, me-

try krychlové stlaceného vzduchu potom reprezentuji vysvétlovanou proménnou.

Obé veli¢iny jsou méfeny v hodinovych intervalech.

pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWD) | (m?) (kWD) | (m?) (kWD) | (m?)

1 63,08 | 2830,12 21 45,08 | 3738,36 41 42,6 | 3839,59
2 16,04 | 2656,59 22 36,28 | 3468,09 42 52,76 | 3891,67
3 20,68 | 2729,97 23 21,52 | 3407,13 43 | 46,16 | 3885,27
41 32,72 | 2518,63 24 26,6 | 3100,13 44 | 52,64 | 3844,31
5 46,6 | 2594,29 25 25,12 | 3088,29 45 | 44,16 | 3859,55
6| 47,08 | 3569,32 26 15,64 | 3073,72 46 | 46,92 | 3663,27
7| 34,72 | 3644,93 27 2,84 | 2946,33 47 | 32,76 | 3687,95
8| 35,16 | 3897,33 28 9,44 | 2946,14 48 34,72 | 3187,5
9| 43,32 | 3740,13 29 9,56 | 3115,79 49 10,68 | 3016,65
10 | 41,96 | 3951,71 30 20,08 | 3318,2 50 13,16 | 3157,37
11 4728 | 3464,2 31 10,2 | 2934,01 51 14,88 | 3023,57
12 20,16 | 3546,73 32 24,04 | 2604,03 52 10,48 | 2839,89
13 24,2 1 2971,81 33 54,68 | 2849,23 53 3,36 | 3142,65
14 | 27,36 | 2931,67 34 3,76 | 2798,59 54 22,8 | 3230,7
15 5,76 | 2936,48 35 2,44 | 2840,21 55 17,04 | 2909,8
16 12,2 | 2783,53 36 16,92 | 2776,41 56 14,36 | 2556,25
17| 61,32 | 2813,32 37 12,28 | 2634,74 57 50 | 2954,03
18 | 37,04 | 3657,97 38 45,4 | 2543,71 58 7,92 | 2891,4
19 22,32 | 3693,5 39 70,36 | 2463,72 59 15,28 | 2716,87
20 | 37,72 | 3785,6 40 | 67,16 | 2889,96 60 10,04 | 2772,63
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pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWh) | () (kWH) | () (W) | ()

61 3,8 | 2769,13 86 62,4 | 2630,48 111 51,52 | 2503,92
62 5,84 | 2776,23 87 | 55,08 | 2534,88 112 62,84 | 2697,47
63 13,52 | 2412,74 88 48,4 | 2755,92 113 | 40,64 | 3500,96
64 | 54,52 | 2765,91 89 41,6 | 3540,86 114 27,2 | 3521,08
65 50,76 | 3888,25 90 28,36 | 3867,9 115 20,76 | 3545,98
66 | 43,16 | 3866,71 91 31,96 | 3708,83 116 23,2 | 3200,33
67 | 38,52 | 3861,48 92 31,36 | 3757,18 117 7,4 | 3569,8
68 | 42,84 3844 93 26,28 | 3629,39 118 25,88 | 3479,11
69 40,2 | 3920,81 94 28,48 | 3586,53 119 17,68 | 3308,99
70 | 41,52 | 3620,67 95 16,68 | 3311,28 120 6,76 2877
71 27,52 | 3671,87 96 20,6 | 3213,6 121 40,88 | 2864,07
72 29,76 | 3230,39 97 21,6 | 3027,37 122 7,96 | 2895,13
73 12,16 | 3195,77 98 14,56 | 2983,76 123 37,72 | 3048,51
74 23,8 | 3434,31 99 7,56 | 3007,74 124 | 32,92 | 2588,05
75 18,68 | 3167,43 100 2,04 | 2973,2 125 31,16 | 3600,56
76 7,44 | 3091,58 101 1,56 | 3111,17 126 | 46,36 | 3727,01
771 30,96 | 3189,41 102 13,32 | 3289,29 127 | 52,08 | 3710,86
78 4,84 | 3252,64 103 7,92 | 2969,38 128 52,32 | 3761,95
79 12,36 | 2884,61 104 17,52 | 2360,11 129 56,36 | 3527,58
80 | 45,08 | 2620,25 105 54,2 | 2670,15 130 38,92 | 3513,71
81 61,28 | 2968,88 106 23,16 | 2949,12 131 37,68 | 3258,49
82 | 47,772 | 28755 107 | 23,64 | 2693,05 132 0 | 3281,81
83| 61,88 | 2598,77 108 18,52 | 2868,43 133 5,84 | 3225,11
84 59 | 2676,3 109 16,44 | 2646,5 134 11,48 | 3072,18
85 59,56 | 2673,82 110 | 39,76 | 2672,95 135 12,72 | 2857,95
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pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWh) | () (kWH) | () (W) | ()

136 3,88 | 3126,57 161 21,16 | 3043,75 186 9,64 | 2770,18
137 7,12 | 3132,04 162 19,96 | 3244,72 187 | 31,76 | 2648,87
138 3 | 3026,47 163 7,04 | 28525 188 33 | 2927,46
139 4,52 | 2883,82 164 56,08 | 3219,01 189 1,72 | 2910,88
140 10,48 | 2954,92 165 | 46,12 | 3095,74 190 10,04 | 2783,49
141 3,92 | 2999,18 166 14,76 | 2780,18 191 17,32 | 3069,67
142 8,4 | 2701,85 167 | 61,16 | 2885,61 192 14,96 | 2945,61
143 7,84 | 2897,25 168 | 69,12 | 2798,62 193 0,16 | 2970,18
144 | 20,72 | 2626,18 169 69,8 | 2844,53 194 10,04 | 2610,35
145 77,32 | 2806,01 170 | 69,04 | 2691,33 195 44 | 2476,48
146 27,72 | 2582,63 171 51,04 | 2703,67 196 442 | 3394,08
147 | 51,04 | 2618,16 172 | 46,88 | 3654,74 197 18,96 | 3553,5
148 | 46,04 | 3656,82 173 26,4 | 3489,6 198 20,84 | 374754
149 | 30,32 | 3807,25 174 21,88 | 3602,7 199 34,28 | 3685,89
150 | 32,08 | 3665,99 175 24,68 | 3651,24 200 29,6 | 3696,08
151 29,48 | 3617,55 176 22,28 | 3809,71 201 26,08 | 3619,56
152 21,52 | 3690,85 177 28,4 | 3523,17 202 17,24 | 3457,19
153 20,24 | 344741 178 14,68 | 3406,12 203 18,8 | 3330,26
154 13,52 | 3414,71 179 18,68 | 3336,52 204 15,28 | 3225,38
155 13,52 | 3024,39 180 24,24 | 3214,37 205 1,4 | 3012,08
156 9,2 | 3140,07 181 16,96 | 3181,44 206 39,92 | 3043,55
157 13,4 | 3041,43 182 13,64 | 2875,28 207 46,8 | 2854,19
158 24,72 | 3071,68 183 5,2 | 2993,24 208 60,04 | 3117,35
159 54,2 | 3103,77 184 4,52 | 3134,87 209 21,24 | 3215,79
160 27,16 | 3151,87 185 9,56 | 3229,05 210 25,72 | 3034,96
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pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWh) | () (kWH) | () (W) | ()

211 49,24 | 2621,06 236 | 30,72 | 3662,44 261 16,28 | 3553,45
212 40,2 | 2829,37 237 17,6 | 3644,57 262 19,68 | 3426,11
213 | 68,12 | 3007,66 238 35 | 3416,65 263 29,16 | 3227,79
214 | 57,08 | 27225 239 8,04 | 3271,06 264 7,12 | 3086,6
215 64 | 2848,51 240 4,28 | 32684 265 4,2 | 299288
216 70,28 | 2828,62 241 11,8 | 3054,08 266 3,68 | 2794,6
217 | 68,24 | 2787,68 242 34,8 | 2944,08 267 23,8 | 2821,13
218 | 63,44 | 2477,92 243 54,2 | 3247,22 268 14,64 | 3054,63
219 | 41,16 | 2703,54 244 9,44 | 3323,45 269 6,84 | 2881,6
220 | 33,32 | 3415,25 245 11,48 | 2993,56 270 22,96 | 2559,81
221 23,68 | 3713,92 246 | 34,92 | 2746,93 271 53,56 | 2789,62
222 26,52 | 3575,41 247 | 58,12 | 2774,6 272 37,52 | 2811,38
223 24,64 | 3597,69 248 | 63,24 | 2798,74 273 25,16 | 2530,13
224 | 22,16 | 3694,96 249 | 62,48 | 2721,39 274 72,2 | 2613,53
225 26,32 | 3411,68 250 | 64,32 | 2758,45 275 70,48 | 2479,86
226 21,24 | 3377,33 251 60,56 | 2514,19 276 63,04 | 2565,92
227 24 | 2802,82 252 | 48,72 | 2484,85 277 67,6 | 2468,2
228 | 48,28 | 2842,55 253 | 46,64 | 2315,05 278 62,56 | 2677,34
229 56,2 | 2973,82 254 | 32,12 | 2523,59 279 | 41,12 | 3654,43
230 9,24 | 3000,24 255 39,76 | 3627,43 280 24,68 | 3534,56
231 17,12 | 2823,44 256 27,92 | 3723,01 281 23,72 | 38148
232 | 34,64 | 3854,94 257 | 24,36 | 3670,69 282 | 41,44 | 3884,85
233 | 35,72 | 3823,61 258 22,6 | 3483,33 283 38,76 | 3855,42
234 | 34,72 | 3671,36 259 18,56 | 3559,05 284 | 36,64 | 3809,87
235 17,28 | 3647,86 260 24,64 | 3593,77 285 27,88 | 3434,3
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pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWh) | () (kWH) | () (W) | ()

286 21,12 | 2901,52 311 17,28 | 3310,78 336 8,84 | 2929,55
287 25,6 | 3039,62 312 6,64 | 3235,38 337 | 45,68 | 2795,41
288 14,92 | 3020,74 313 16,24 | 3188,63 338 58,16 | 2533,5
289 13,8 | 3132,72 314 21,12 | 3083,14 339 19,6 | 3601,88
290 15,6 | 2928,13 315 5,92 | 3010,72 340 19,56 | 3548,65
291 11,84 | 3002,91 316 19,76 | 3164,89 341 27,72 | 3701,5
292 25,44 | 3044,04 317 14,92 | 2784,06 342 27,64 | 3792,27
293 8,76 | 2835,05 318 33,6 | 2587,22 343 34,96 | 3500,13
294 48,6 | 2673,94 319 45,2 | 2937,99 344 19,44 | 3581,86
295 57,6 | 3071,45 320 11,566 | 2923,5 345 25,96 | 3344,24
296 27,4 | 28334 321 2,32 | 2747,39 346 13,48 | 3189,82
297 | 66,12 | 2660,32 322 30,6 | 2749,36 347 21 | 3113,03
298 | 62,48 | 272147 323 | 35,08 | 2489,53 348 22,2 | 3273,71
299 58,84 | 2554,04 324 | 65,44 | 2578,62 349 11,72 | 2986,95
300 49,8 | 2611,76 325 65,72 | 2344,65 350 2,92 | 3046,15
301 53,24 | 2445,81 326 54,24 | 2560,19 351 19,96 | 3234,24
302 46,4 | 2724,54 327 | 35,08 | 3452,78 352 3,24 | 2906,88
303 29,2 | 3640,78 328 | 31,92 | 3487,37 353 14,28 | 2718,76
304 | 25,12 | 3722,56 329 20,72 | 3560,54 354 11,84 | 3075,12
305 29,44 | 3931,68 330 54,88 | 3929,37 355 18,44 | 3063,14
306 52,16 | 4063,58 331 38,24 | 3840,8 356 20,08 | 2758,11
307 41,4 | 42493 332 56,36 | 3431,25 357 | 25,68 | 2929,55
308 51,56 | 3933,88 333 18,84 | 3410,15 358 24,96 | 2666,32
309 | 36,08 | 3695,41 334 17,76 | 3212,61 359 | 41,08 | 2764,42
310 | 30,16 | 3563,76 335 17,2 | 3039,72 360 35,6 | 2560,18
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pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch || pozor. | energie | vzduch
(kWh) | () (kWH) | () (W) | ()

361 25,76 | 2686,42 386 | 40,96 | 3629,95 411 24,92 | 3396,58
362 29,8 | 3545,6 387 | 29,84 | 3608,61 412 31,16 | 3460,45
363 | 37,16 | 3671,56 388 28,52 | 3632,8 413 28,08 | 3547,39
364 | 31,76 | 3950,08 389 | 30,32 | 3511,92 414 | 29,12 | 3711,75
365 | 41,44 | 3759,53 390 25,52 | 3898,89 415 30,72 | 3276,56
366 29,8 | 3766,15 391 35,04 | 3436,53 416 14,8 | 3297,57
367 | 37,64 3518 392 10,96 | 3512,79 417 17,88 | 3052,87
368 15,68 | 3293,2 393 23,12 | 3340,85 418 5,24 | 3002,54
369 12,8 | 31495 394 10,24 | 3174,57 419 17,32 | 3036,69
370 5,8 | 3027,58 395 17,08 | 3041,54 420 29,08 | 2843,21
371 3,28 | 3202,62 396 14,36 | 2999,31 421 57,48 | 2738,6
372 17,04 | 3089,57 397 13,92 | 2939,66 422 68,04 | 2836,96
373 11,4 | 2766,48 398 5,12 | 2918,98 423 61,44 | 2829,33
374 | 56,36 | 2911,79 399 12,36 | 2997,26 424 | 63,68 | 2622,4
375 46,2 | 3051,06 400 17,28 | 3088,94 425 | 49,44 | 2151,96
376 | 30,52 | 2742,79 401 16,56 | 2555,28 426 23,48 | 2138,07
377 | 61,12 | 244752 402 36,52 | 2879,21 427 | 37,24 | 2473,05
378 | 45,76 | 2739,17 403 8,52 | 2868,14 428 | 47,76 | 2410,76
379 | 66,04 | 2748,25 404 19,44 | 2490,22 429 | 47,04 | 2623,24
380 64,6 | 2656,57 405 74,32 | 2700,86 430 | 43,64 | 2482,54
381 63 | 2698,26 406 26,04 | 2664,15 431 52,68 | 2530,11
382 | 61,84 | 2509,3 407 | 58,96 | 2513,35 432 | 41,52 | 252412
383 54,96 | 2711,32 408 | 43,52 | 2476,22 433 29,52 | 2574,2
384 | 61,96 | 2537,26 409 | 62,64 | 2536,05 434 | 37,12 | 334391
385 50,4 | 2798,83 410 | 38,64 | 3446,19 435 124 3217
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pozor. | energie | vzduch
(kWh) | ()

436 5,88 | 3469,19
437 | 20,52 | 3412,59
438 21,24 | 3706,82
439 | 30,96 | 3290,15
440 21,04 | 3285,3
441 19,64 | 2770,58
442 | 45,52 | 2678,11
443 | 60,68 | 2767,05
444 | 31,04 | 2848,68
445 21,96 | 2746,67
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Priloha 2

Prilozené CD obsahuje soubory se vstupnimi daty, kédy z programu R po-

tfebné k praktické ¢asti a kédy pouzité k vykresleni grafii v kapitole [1.4
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