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Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou numerické metody urcovani imaginar-
nich kotenti polynomi. Cilem této prace je nastinit studenttim vybrané me-
tody, kterych muzeme pouzit pro hlednani imaginarnich kofent polynomri.
vybranymi numerickymi metodami, v praktické ¢asti se nachézi sbirka ukéz-
kovych prikladi.

Teoreticka ¢ast prace se skldda z nékolika kapitol. V prvni kapitole jsou

zopakovany zakladni poznatky o polynomech. Druhé kapitola je zamérena
zejména na lokalizaci a metody urceni poc¢tu realnych a imaginarnich korent
polynomt.
v ni se tfemi metodami, kterych mtizeme pouzit pro urceni imaginarnich
korenti polynomt. Konkrétné se jedna o metody Laguerrovu, Bairstowovu a
Graeffovu. Popis kazdé metody je ukoncen ukazkovym prikladem, na kterém
je predvedeno, jak s konkrétni metodou pracujeme v praxi.

V posledni kapitole se nachazi tesené priklady, které vychazi z metod
popsanych v teoretické casti. Jedna se o Sest prikladi, které jsou postupné
feseny vSemi tfemi metodami. Tyto priklady jsou, spolu s ukazkovymi pri-
klady ze treti kapitoly, feSeny v programu MS Excel.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V prvni kapitole uvedeme zékladni poznatky o polynomech. Zaroven zminime
stézejni véty a definice, na které se budeme pozdéji odkazovat. Vice k této
kapitole lze nalézt naptiklad zde [5].

Definice 1.1 Nechf T je téleso a z € T prvek, ktery nazveme neurcitd.
Vyraz ve tvaru

f(2) = ap2™ + ap_12" P4 ...+ a1z + ao, (1.1)
ag, . ..,a, € T an € Ny, nazveme polynom jedné neurcité z nad télesem T.
Prvkam aq, . .., a, fikdme koeficienty polynomu f(z). Stupen polynomu f(z)

budeme znacit st f(z). Polynom je stupné n, jestlize a,, # 0. Mnozinu vsech
polynomu jedné neurcité z nad télesem 7" oznac¢ime symbolem 7'[z].

Definice 1.2 Necht mdme polynomy f(z) = a,z" + ...+ a1z + ag, g(z) =
bnz™ + ...+ bz + by nad télesem T'.

(i) Souc¢tem polynomi f(z), g(z) je polynom f(2)+ g(z) = vp2® + ... +
+v12 409, kde v; = a; +b;, proi =0, 1,... k. Zaroven k = st(f(2)+g(z)) =
max{stf(z), stg(z)}.

(ii) Soucinem polynomu f(z), g(z) je polynom f(z)-g(z) = w,zP+...+wiz+
+wp, kde wy, = 3,4 ;- a;-bj, prok = 0,1,...,p. Zdroven p = st f(z) +stg(z).

Véta 1.3 (T'[z],+, ) tvori obor integrity.

Véta 1.4 Necht f(z) € T[z] je nenulovy polynom a necht & € T. Potom
existuje jediny polynom g¢(z) € T'[z] takovy, ze

f(z) = (2 =8&)g(2) + f(£). (1.2)



Viraz (z — &) tedy déli f(z) v T'|z] pravé tehdy, kdyz f(£) = 0 v T. Tomuto
vyrazu potom tikame linedrni cinitel.

Definice 1.5 Prvek £ € 7" O T, kde T je nadtéleso télesa T, nazyvame
koren polynomu f(z) € T[z] pravé tehdy, kdyz plati f(£) = 0.

Véta 1.6 (Bezoutova véta) Necht f(z) € T'[z] je polynom stupné n > 1.
Prvek & € T je korenem polynomu f(z) pravé tehdy, kdyz (z — &) déli f(z)
v Tz].

Definice 1.7 Necht f(z) € T[z] je polynom stupné n > 1. Necht k € N a
£ €T DT, kde T' je nadtéleso télesa T. Rekneme, Ze prvek € je k-ndsobngm
korenem polynomu f(z), jestlize (z — &)F déli f(z), ale (z — &)**! nedéli f(z)
v T[z].

Véta 1.8 (Zakladni véta algebry) Téleso komplexnich cisel je alge-
braicky uzaviené. Nebo-li kazdy polynom nad télesem C stupné n > 1 ma
v C pravé n kofent, pocitame-li kazdy koten tolikrat, kolik ¢ini jeho nésob-
nost. Polynom tvaru (1.1) muzeme tedy také zapsat ve tvaru

f2)=an(z =&)(z = &) - (2 = &). (1.3)

Je dilezité uvédomit si také, ze jsou-li vSechny koeficienty a; redlné, po-
tom ke kazdému imaginarnimu kotfenu &; = a + bi existuje také komplexné
sdruzeny koren & = a — bi.

Na konci této kapitoly uvedeme princip Hornerova schématu. Jedna se
o efektivni zptsob, jak muzeme nejen jednoduse délit polynom f(z) € Tz]
linedrnim cinitelem (z — &), ale také zjistit hodnotu polynomu f(z) v libo-
volném & € T'.

Véta 1.9 Necht f(z) = a,2" + ...+ a12 + ap € T[z] je polynom stupné
n € N. Déle necht polynom g(z) = b,_12"' + ... 4+ b1z + by je podil a f(£)
je zbytek po déleni polynomu f(z) linedrnim ¢initelem (z — &), kde £ € T.
Pro polynom g¢(z) potom plati tyto rovnosti

bn—l = Up,
bn—2 - é—bn—l + Qp—1,
bn73 = £bn72 + ap_2,



b1 = &b + ay,
b() = Sbl + aq.

Zaroven plati f(&) = &by + ao.
Tyto vztahy muizeme schemtaicky zapsat nasledovneé.

H Qp, ‘ Ap—1 ‘ Ap—2 ‘ . ‘ aq ‘ Qo

5 gbn—l gbn—2 s fbl fbo
ap | Ebpor +an_q1 | Ebpo +an_o | ... | b1+ ay | by + ag
~~ —_— | ———

bn—1 b2 bn—3 bo f(é)

Ukézkovy priklad 1 Hornerovym schématem vydélte polynom f(z) =
24 — 223 + 42 — 40 linerdnim ¢initelem (z + 3) a urcete zbytek f(—3).

Protoze délime polynomem (z + 3), hodnota £ = —3. Podle vyse po-
psaného postupu si vytvorime tabulku a vypocitame koeficienty polynomu

9(2).
[1]-2]4] 0 |40

-3 =3 |15 | =57 | 171
11 -=5119| =57 | 131

Koeficienty hledaného polynomu g(z) vidime v poslednim fadku, tedy
g(z) = 2 — 522 + 192 — 57, a zbytek r = f(£) = 131. TakZe pro polynom
f(2) plati

f(2) = (z+3)(2* — 52% + 192 — 57) + 131.

Zvlastnim pripadem Hornerova schématu je tzv. zobecnéné Hornerovo
schéma, kdy polynom f(z) = a,2"™ + ... + a1z + ap délime kvadratickym
trojclenem d(z) = 2?2 + pz + ¢. Budeme provadét tzv. dvoji déleni, pro jehoZ
potteby si zhotovime nasledujici tabulku.

Qp, Qp—1 Ap—2 . as (05} aq Qo
-p —pb,  —pbp_1 ... —pby —pbs —pby
—q —qb, ... —qbs —qby —qgbs —qby
b, b._1 b2 o b3 ba by bo
—p —pC,  —pPCi ... —PpC4
—q —qC, ... —qCs —(qcy4
Cnp Cn—1 (o)) c. C3 Co
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Po prvnim délen{ je polynom g(z) ve tvaru b,z"2+...+bzz+by. Pro jeho
koeficienty plati:

bj:aj—pbj_l—qu_g, j:17...,n—2,

bn = Qp,
bn—l = Qp-1 _pbna
bl = a1 —pb2 — qbg (].4)

Po druhém déleni mé polynom g(z) tvar 2" 4 sz + e, kde
koeficienty c; jsou urceny podobné jako vyse:

Cj:bj_pc.jfl_qc.ij, j:3,...,n—2,

Cn = bna
Cn—1 = bn—l — PCn,
Co = by — qey. (1.5)

Ukazkovy priklad 2 Pomoci zobecnéného Hornerova schématu vydélte
polynom f(z) = 425 4+ 22 — 23 + 822 — 42 + 1 kvadratickym trojclenem
d(z) = 2% -3z +2.

Vytvorime si tabulku, kde do prvniho fadku vepiseme koeficienty poly-
nomu f(z). Do prvniho sloupce zaneseme hodnoty p = —3, ¢ = 2 s opacnym
znaménkem. Zbyvajici hodnoty vypocitame podle vztahu (1.4) a (1.5).

4 2 -1 8 —4 1
3 12 42 99 237
-2 -8 =28 —66 —158
4 14 33 79 167 —157
3 1278
-2 -8 —52
4 26 103 27

Z posledniho fadku ziskdme koeficienty vysledného polynomu g¢(z) =
423 +262% + 1032 + 27.
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Kapitola 2

Separace realnych a
imaginarnich korent polynomi

Jednim z prvnich dilezitych krokt pti uréovani kotfenii polynomu je jejich
separace. Tim myslime nalézt intervaly, ve kterych se nachazi pravé jeden
koren. V néasledujici kapitole si tedy ukazeme, jak urcit pocet korenu poly-
nomu, které lezi v daném intervalu. Zaroven se také podivame, jak muzeme
urcit, kolik ma polynom kladnych a kolik zapornych realnych kotent, a zda
ma polynom koreny imaginarni.

Méjme polynom f(z) nad télesem R, ktery budeme zapisovat ve tvaru
f(z)=anz"+ ...+ a1z + aop. (2.1)

Kofeny (redlné i imagindrni) tohoto polynomu budeme znacit pismeny

517527'-~7§n'

Definice 2.1 [3] Necht &1, ..., &, je posloupnost nenulovych redlnych cisel.
Pro libovlonou dvojici &, &1 plati:

(i) Jestlize & - &ry1 < 0, fekneme, ze pro &, &k41 nastdvd znaménkovd zména.
(ii) Jestlize naopak & - &1 > 0, Tekneme, Ze dvojice &, &pr1 znaménko
zachovdvd.

Véta 2.2 (Descartova véta) [3] Pocet kladnych redlnych kofeni poly-
nomu nad R (pocitdno s ndsobnosti) je bud roven poc¢tu znaménkovych zmén
v poslosupnosti jeho koeficient ag, . . ., a, nebo je o sudé ¢islo mensi.

Nerovna-li se navic zadny z koeficienti aq,...,a, nule, plati, Ze pocet
zapornych realnych kofenti se rovna poctu zachovani znamének v této po-
sloupnosti nebo je o sudé ¢islo mensi.
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Véta 2.3 (Budan-Fourierova véta) [!1] Necht a,b jsou reilna disla.
Méjme polynom (2.1), pro ktery plati ay > 0. Déle necht a < b a zéro-
ven f(a)f(b) # 0. Ozna¢me o(z) pocet znaménkovych zmén v posloupnosti
f(2), f'(2),..., f™(2). Potom pocet redlnych kofenti polynomu (2.1), kterd
lezi v intervalu <a,b>, se rovna hodnoté o(a) — o(b).

Symboly f'(2), f"(2) ..., f™(z) z véty (2.3) rozumime postupné prvni az
n-tou derivaci polynomu f(z).

V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat zptsobem, jak mtizeme uréit pocet
realnych korenti polynomu v daném intervalu.

Definice 2.4 [l] Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu f(z) na-
zveme posloupnost realnych polynomu

fO(Z)7f1(Z) - '7fm(z)7

kde fo(2) = f(2), fi(2) = fy(=) a polynomy fi(2), k = 2,...,m, jsou
rovny zbytku po déleni polynomu f;_o(z) polynomem f;_1(z) a vyndsobe-
nému ¢islem —1. V piipadé, Ze polynom f(z) nemd nésobné kofeny, je po-
sledni polynom f,,(z) nenulové realné ¢islo.

Ozna¢me symbolem o(z) pocet znaménkovych zmén ve Sturmové po-
sloupnosti polynomt fo(z),. .., fim(2).

Véta 2.5 Necht polynom f(z) nemé nasobné kofeny a necht f(a)- f(b) # 0
pro a,b € R. Potom pocet navzajem ruznych redlnych kofeni polynomu f(z)
lezicich v intervalu <a, b> je roven ¢islu o(a) — o(b).

Dusledek 2.6 Je-li f(z) # 0, pak pro pocet kladnych kofent ot a pro
pocet zapornych kofeni o~ polynomu f(z) plati:

ot =0(0) — o(+00),
o~ = o(—o0) —0c(0).

Disledek 2.7 Necht polynom f(z) stupné n nemda ndsobné koteny. Aby
mél polynom f(z) vsechny kofeny redlné, staci, aby platilo

o(—00) — o(+00) =n.
Vsechny koteny polynomu f(z) = a,z" + ...+ a1z + ag, kde a,, > 0, jsou

realné tehdy a jen tehdy, plati-li:
(i) Sturmova posloupnost ma n + 1 prvki, tedy m = n,

13



(ii) u vSech polynomu Sturmovy posloupnosti jsou koeficienty u nejvyssich
mocnin proménné z kladné.

Ukazkovy riklad 3 Urcete pomoci Sturmovy posloupnosti intervaly, kde
lezi reélné kofeny polynomu f(z) = 2* 4 223 — 522 + 42 + 1. Zdroven urcete
pocet imaginarnich kofent polynomu f(z).

Nejdiive sestrojime Sturmovu posloupnost piislusnou polynomu f(z),
ktera vypada takto

fo(z) = 22 +22° =522 + 42+ 1
fl(z): 2 +6z — 10z + 4,
fa(2) = — 62"+ 10z — 4,
f3(2) = 132* — 172 — 10,
fa(z) = 164z + 267,
f5(2) = —1402193.
Pro urceni poc¢tu realnych korent si sestavime tabulku
[ = [AE [AE [AE) [AE) [AE) [oF) ]
—o ] + | + [ + [ -] -1
too | + | = | + | + | - [ 3
o | + | - | - | + | - |3
1 - [ =1 + | + | - | 2
—4 + + + — - 1
3 - [+ | + | - | - 12
Z tabulky plyne
o(o00) —o(—o0) =2 — 2 redlné koreny
o(0) —0(0)=0 —  zadny redlny koren
0(0) —o(—00) =2 — 2 realné kofeny
0(0) —o(=1)=1 — 1 redlny kofen v intervalu <0;-1>
0(=3)—o(—4)=1 — 1 reélny kofen v intervalu <-3;-4>

Jelikoz je polynom f(z) 4. stupné a ma 2 redlné (zaporné) koreny, ma
také 2 imaginarni komplexné sdruzené koreny.
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Kapitola 3

Metody urcovani imaginarnich
korent polynomiu

Pro vypocet imaginarnich kofent polynomu lze pouzit nékterych metod, po-
moci kterych urcujeme realné koreny. Nejznaméjsi takovou metodou je New-
tonova metoda, kde stac¢i pouzit komplexni pocatecni aproximaci. Jeji popis
1ze najit napiiklad v [1] nebo [8]. V této préaci bych se vSak rdda zamérila na
specialni metody urcovani imaginarnich kofent polynomi, z nichz nékteré si
nyni popiseme.

3.1. Laguerrova metoda

Nejdrive si ukazeme, jak tato metoda funguje pro polynomy s redlnymi koefi-

cienty a;,i = 1,...,n, a navzajem riznymi realnymi koteny &, . . . , &,. Postup
je odvozen z [0], [7], podrobné&jsi popis potom muzeme najit napiiklad v [¢]
nebo [10].

Laguerrova metoda je zalozena na myslence opakovaného sestrojovani pa-
rabol, jejichz priseciky s osou x lezi co nejblize ke krajnim bodtm intervalu
I; =< &;,&1 >. S kazdou dalsi sestrojenou parabolou se budeme ¢im dal vice
priblizovat k jednomu z krajnich bodt intervalu I;, tedy ke korenu samotného
polynomu.

Necht mame polynom

f(z) =apnz" + ...+ a1z + ao, (3.1)
jehoz koreny oznacime &;, ¢ = 1,2, ..., n. Polynom f(z) prepiSeme na rozklad
linearnich ¢initel

f(z2) = an(z = &)(z = &) ... (2 = &) (3.2)

15



Polynom f(z) zderivujeme:

2 =G-8 -&G)+(E-8)(E-8&)... (2= &)+
+... 4. (z2=&) =

f(mzf& Zj&+.“+zj&) (3.3)

Zlogaritmovanim rovnice (3.2) ziskdme

In|f(2)] =Inlz = &| +1Injz — &+ ...+ 1Injz — &, (3.4)

Oznacme pismeny G, H prvni a druhou derivaci rovnice (3.4), pro které
plati

Cdlnff(z)] 1 L f(z)

G = In _Z_§1+. T T T (3.5)
_ dhff@)] 1 L' k)

H=—m = T ER e s Lf(z)} f(z)"

Predpokladéame-li, ze vzdalenost korene & od soucasné aproximace z je
rovna a = z — & a vzdalenost ostatnich korenii je rovna b = z — &;, i =
2,3,...,n, muzeme hodnoty G, H vyjadrit takto:

1 n-—-1
G=- ,
a+ b

1 n—1
H:g—f—?

Vyfesenim této soustavy rovnic ziskame

T ex S -GY (36)

Po dosazeni vztahi (3.5) do (3.6) a néslednych upravach ziskdme
nf(z)
() %/ (n = Dl(n — D("(2)° —nf(2)f"(2)]
Nasledujici koten ziskame pomoci vztahu

nf(z)

Zk+1 = Rk — (38)

Filan) £\ /H(z)

kde n rozumime stupen polynomu a
H(z) = (n = 1)[(n — D(f' ()" = nf (z) f" ()]
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Znaménko ve vztahu (3.8) vybereme stejné jako u f(z;). V pripadé ima-
ginarnich kofenti znaménko vybirame tak, aby jmenovatel mél co nejvetsi
absolutni hodnotu.

Jestlize vybereme za pocatecni aproximaci zp a realné koreny jsou sera-
zeny tak, ze § < & < ... < &,, pak plati:

(i) Bude-li zg € (§-1,&), i = 2,3,...,n, konverguje vzorec (3.44) k jednomu
z korenu gi—l; 51

(ii) Jestlize bude zy < &, vzorec (3.44) konverguje k &;.

(iii) Bude-li 2y > &, konverguje vzorec (3.44) k &,.

Je dilezité si také uvédomit, ze ackoli zde predpokladame existenci pouze
realnych kofent, miize, v pripadé existence imaginarnich kofent, i realna
vychozi aproximace vést k imagindrnimu kofenu, nebot vyraz H(z) muze
byt také zaporny.

V pripadé nasobného realného korene bude sice tato metoda také kon-
vergovat, avsak jeji konvergence bude jen linearni v okoli ndsobného kotene.
Pokud metoda konverguje k jednoduchému imaginarnimu kotenu, je jeji kon-
vergence kubicka.

Pro komplexni polynomy s komplexnimi koteny (tedy redlnymi i ima-
gindrnimi) je metoda odvozend jinym zpusobem (viz napriklad [7]), avSak
vysledny iteracni proces zistava stejny.

Ukazkovy priklad 4 Uzitim Laguerrovy metody naleznéte vsechny koteny
polynomu f(z) = 23 — 922 + 5z — 6.
Nejdrive uréime prvni a druhou derivaci tohoto polynomu:

f'(z) = 32 — 182 + 5,
f"(z) = 62 — 18.

Nyni zvolime pocéateéni aproximaci a pouzijeme vztahu (3.44). Jednotlivé
aproximace jsou uvedeny v tabulce nize.

k 21k 22k

0 100 0

1 8,434 0,1570740,735371
2 || 8,49454 | 0,025265 + 0, 801681
3 || 8,49454 0,25273+40,80154i
4 || 8,49454 0,25273+4-0,80154i

Ackoli jsme prvni aproximaci z; o = 100 zvolili hodné vzdéalenou od sku-

tecné hodnoty kofene, zac¢ina tato metoda jiz po druhé aproximaci konver-
govat ke koteu & = §8,49454.
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Druhd pocatecné aproximace 229 = 0 konverguje k imaginarnimu kofenu
& = 0,25273 + 0,80154i. Soucasné s timto korenem jsme nalezli také koren
k nému komplexné sdruzeny & = 0,25273 — 0, 80154i.

3.2. Bairstowova metoda

Hlavni myslenka této meotdy je zalozena na nalezeni kvadratického trojélenu,
ktery je délitelem zadaného polynomu. Popis tohoto algoritmu pochézi z [3].
Mame polynom

f(z)=apnz"+ ...+ a1z +ap (3.9)
s realnymi koeficienty a;,7 =0,...,n.
Jestlize kvadraticky trojclen
d(z) = 2>+ pz+q (3.10)

deéli f(z), jsou koreny kvadratického trojcelnu (3.10) zéroven koteny zadaného
polynomu (3.9). Tuto myslenku muzeme zapsat takto:

f(z) =d(2)r(z) + Az + B, (3.11)

kde 7(2) = ¢, 22" 2+ ...+ 12 + cp a Az + B je zbytek po déleni, ktery je
zavisly na parametrech p, ¢q. Tedy plati:

A= Alp,q), B=B(p,q). (3.12)

Protoze ma kvadraticky trojclen d(z) délit polynom f(z), musime najit
takova cisla p, ¢, aby koeficienty A, B byly nulové, tedy

A(p,q) =0, B(p,q) =0. (3.13)

Tuto soustavu muzeme fesit Newtonovou metodou pro systémy nelineér-
nich rovnic, kterd je blize pospana napiiklad v [3].

Je-li kvadraticky trojclen dy(z) = 2%+ poz + qo prvni aproximaci délitele,
budeme dale hledat druhou aproximaci ve tvaru di(z) = 22 + p12 + q1, kde
pro parametry py, q; plati:

p1=Dpo+ h,
@1 =qo+k. (3.14)
Hodnoty h, k ziskdme ze soustavy rovnic:
0A 0A
| (i)--(sm) e
dp g
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kde 22 (resp. 24) rozumime parcidlni derivaci koeficientu A podle proménné
p q

p (resp. proménné q) a %—J; (resp. %—?) rozumime parcidlni derivaci koeficientu

B podle proménné p (resp. proménné q).

Soustavu rovnic (3.15) mizeme prepsat do tvaru

Alp,q) + A, (p, O)h + Al (p, )k = 0,
B(p,q) + B,(p,q)h + B(p, q)k = 0, (3.16)

o 43— 4, 94— 4, 92— B, 95— B,
K ziskani hodnot A(p, q), B(p, q) pouzijeme zobecnéného Hornerova sché-
matu pii déleni polynomu f(z) polynomem d(z), kde A = by, B = b.
Parcidlni derivaci vztahu (3.11) podle p, ¢ a nasledné tpravé ziskame
rovnice:

2r(2) = —qy(2)d(z) — A,z — By, (3.17)
r(z) = —ri(2)d(z) — A,z — By, (3.18)

q

Hodnoty —A}, —B,, jsou koeficienty linedrnich zbytkt pii déleni poly-
nomu zr(z) polynomem d(z) a hodnoty —A;, —B; jsou koeficienty linedrnich
zbytkl pii déleni polynomu 7(z) polynomem d(z). Koeficienty —A}, —B,
které budeme nadéale znacit takto:

—A,=a, —B,=b, (3.19)

ziskdme aplikaci zobecnéného Hornerova schématu pti déleni polynomu r(z)
polynomem d(z), kde a = c3, b = cs.
Po vynasobeni rovnice (3.18) ¢initelem z a néslednych upravach ziskdme

2r(2) = (a — 2r)(2))d(2) + (b — ap)z — aq. (3.20)
Porovnanim této rovnice s rovnici (3.17) ziskdme vztahy
A, =ap—b, B,=aq. (3.21)

Dosadime-li ziskané hodnoty do soustavy rovnic (3.16), mizeme ji prepsat
takto:

(ap—b)h —ak + A =0,
(ag)h — bk + B = 0. (3.22)
Jak jiz bylo zminéno vyse, fesenim této soustavy rovnic jsou hodnoty h, k,
pomoci nichZ ziskdme novou aproximaci kvadratického trojélenu d;(z) = 2%+

+(p+h)z+ (g + k).
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Ukazkovy priklad 5 Pomoci Bairstowovy metody naleznéte imaginarni
koteny polynomu f(z) = 24 + 2% — 1022 — 34z — 26.

Diky Sturmové vété vime, ze polynom f(z) mé 2 redlné a 2 imaginarni
komplexné sdruzené koreny.

Jako pocatecni hodnoty zvolime py = 1, qo = 1. Pocateéni aproximacni
kvadraticky trojclen je tedy ve tvaru do(z) = 2% + z + 1. Aplikujeme-li Hor-
nerovo zobecnéné schéma, ziskame tabulku:

1 1 =10 —-34 -26
-1 -1 0 11
—1 —1 0 11
1 0 —-11 =23 -15
—1 —1
—1 —1
1 -1 -12

V tabulce vychazeji hodnoty A = —23, B = —15, a = —1, b = —12. Po
dosazeni téchto hodnot do soustavy rovnic (3.13) ziskame:

11h+k =23
—h+ 12k = 15.

Resenim této sousravy je h = 1,9624, k = 1,41353. Za pouziti vztaht
(3.14) ziskdame hodnoty p; = 2,9624, ¢; = 2,41353. Upravili jsme tak kva-
draticky trojclen do(z) na polynom d;(z) = 2% + 2,9624z + 2,41353. Opét
aplikujeme zobecnéné Hornerovo schéma k nalezeni kvadratického trojclenu
dy(2) za pouziti hodnot py, ¢;. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud
absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich aproximaci bude zanedba-

telna. V tabulce jsou uvedeny dalsi aproxiamce parametri pg, .

k Pk Tk

0 1 1

1 29624 | 241353
2 || 7,54422 | 9,57276
3 || 5,67097 | 6,67463
4 || 4,42636 | 4,89323
5 || 3,62969 | 4,1842
6 || 3,94654 | 5,87141
7 || 3.87156 | 5.67905
8 | 3.8683 | 5,67608
9 || 3,86831 | 5,6761
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Z posledniho fddku ziskdme aproximacni trojclen ve tvaru dy(z) = 2% +
+3,868312 + 5,6761.

K nalezeni imaginarnich kofenti zadaného polynomu staci jiz jen najit
koreny kvadratického trojélenu dy(z). Jsou to

€10 =—1,93415 £ 1, 3911i.

3.3. Graeffova metoda

Hlavni myslenka této metody spoéiva v nahrazeni polynomu f(z) stupné n
polynomem, ktery je také stupné n a jehoz koteny jsou druhé mocniny korent
vychoziho polynomu. Provadime-li tento postup dostatecné dlouho, dojde
k separaci kofent s rtiznou absolutni hodnotou. Realné koteny pak muzeme
vypocitat pomoci koeficienti. Ve chvili, kdy maji nékteré koreny stejnou
absolutni hodnotu, povede nas tato metoda na vypocet korenti imaginarnich.
Cely postup vychazi z [3] a [9].

Necht je dan polynom

f(2) = fo(2) = an2" + ... 4 a1z + aq, (3.23)
jehoz koteny oznacime &;, + = 1,...,n. Déle necht pro tyto koreny plati
01> 02> ...> 0y, (3.24)

kde p; znaci absolutni hodnotu korene &;. Také budeme predpokladat, ze
polynom f(z) je v normovaném tvaru, tedy a, = 1.
Polynom f(z) upravime na rozklad kofenovych ¢initelu:

foz)=(=&)(z—=&)... (2 = &). (3.25)

Vynésobenim polynomu fy(z) polynomem fo(—2) = (=1)"(z2+&1) ... (2 +
+&,), ziskame fo(2)fo(—2) = (—1)"(2* — &) ... (2* — £2). Po provedeni sub-
stituce w = 2? dostaneme polynom

fi(w) = (=1)"fo(2) fo(=2) = (w = &) (w = &) ... (w — &), (3.26)

pricemz plati, ze kofeny tohoto polynomu jsou druhymi mocninami kofent
polynomu (3.25).

Koeficienty polynomu (3.26) jiz lze odvodit jednoduse. Po vynasobeni
polynomu f(z), f(—z) dostaneme

F(2)f(=2) = (=1)"]a22™ = (a2_y — 2anan_2)2"" 2+ ...+ (=1)"ag]. (3.27)
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Koeficienty a(l), ... ,aél) polynomu f;(w) jsou tedy uréeny vztahy

£ = O,
anl—)l = - |:<an0—1)2 - 2a$10)an0—2]7
a(l—)2 = (an0—2)2 - 2%0—1%0—3 + 2a$?)a2°_)4

i) = (=1 |(a)?]. (3.28)

Obecné jsou koeficienty polynomu f,41(2) = a™ Dz 4. 4a™ 440

urceny vztahy:
(r+1) T oone oD e m
oY = (—1)n [(aj a2 S (=1)Fa ], (3.29)
k=1

Vv v v . r+1
pticemz koteny polynomu f,,1(z) jsou ve tvaru & = .

Tato metoda vyuziva vztahit mezi koteny a koeficienty polynomu znamych
pod nazvem Viétovy vzorce. Ty muzeme zapsat timto zplisobem:

an_ r T T - r
a(r)lz—(gf +& +. .+ ==Y ¢, (3.30)
n =1
a/(rzz 2 T T ™ s T 27‘ 2T 27‘
o= CMEE GG G 8L =
= (-1)?Y_ & & (3.31)
1
()
a n T _Or T
a?” = (-D)"(E'& &)

Nejdiive budeme predpokladat, ze vSechny kofeny maji riznou absolutni
hodnotu a jsou ocislovany tak, aby pro né platil vztah (3.24).
Rovnici (3.30) prepiSeme vytknutim & na tvar

all = —¢¥ [1 + ;é <Z>2} (3.32)
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Protoze predpoklddame, ze polynom f(z) je normovany, muzeme na levé
strané rovnice (3.30) délitele nahradit jednickou.

Diky nerovnosti (3.24) muzeme zanedbat podily (%)y. Po nékolika upra-
vach pro dostatecéné velké r tedy plati
/27

(3.33)

01~ ’—ag—)1

Pro o, postupujeme podobné. Z rovnice (3.31) vytkneme (£2'€2) a

dostaneme

ag)2:§;§2r[1+ 2": (&“5@)?} (v, ko) # (1,2). (3.34)

k1,ka=1 5152

T

Opét diky nerovnosti (3.24) mizeme zanedbat podily (%g?) . Po tpra-
vach ndm pro dostateéné velké r vychazi
1/27
1) o (V2 [a™
o |y |5 (3.35)
01 a1
Obecné tedy dostavame vztah
a(r) 1/2"
o A (;;—’f . k=3,...,n (3.36)
an—k+1

Slovnim spojenim ,dostatecné velké r* myslime, Ze proces umocnovani
korentt budeme provadét tak dlouho, dokud nedojde k ustaleni aproximaci
absolutnich hodnot kofenii na pozadovaném poctu cifer.

Po separaci vSech kofent a urceni jejich absolutnich hodnot stac¢i dosadit
tyto hodnoty do rovnice f(z) = 0, ¢imz zjistime znaménka kotent.

Ukazkovy priklad 6 Pomoci Graeffovy metody urcete vSechny kofeny
polynomu f(z) = 23 + 2% — 10z + 8.

Nejdrive vytvorime podle vztahu (3.20) posloupnost polynomi f,.(z), je-
jichz koeficienty zaneseme do tabulky:

r agr) agr) agr) a((f)

0 1 1 ~10 8

1] 1 —21 84 —64

20 1 —273 4368 —4096

30 1 | —65793 | 16843008 | —1,7- 107
40 1 | -4,3-10°]2,8-10" | —2,8- 10
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Nyni podle vztahu (3.27) uréime absolutni hodnoty koteni.

r 01 02 03
1 4,58258 | 2 | 0,87287
2 || 4,06481 | 2 | 0,98405
3 || 4,00198 | 2 | 0,99951
4 4 2 1

Po dosazeni téchto tif hodnot do rovnice z° + 22 — 10z + 8 = 0 ziskdme
koteny & = —4, & =2 a &3 = 1.

Jak jiz bylo feceno vyse, jestlize maji nékteré koreny stejnou absolutni
hodnotu, méa vychozi polynom imaginarni koreny. To se projevi naptiklad
také v tabulce s koeficienty polynomu f,(z), kde v nékterych sloupcich dojde
ke stridani znamének. Nyni si ukdzeme, jak postupovat déle pro nalezeni
imaginarnich korenii.

Necht mé polynom (3.23) v; kofenti, jejichz absolutni hodnota je o;, kde
1=1,...,N, apro néz plati

Mi+ve+...+uy=mn, 01>0>...>0N. (3.37)

Déle necht plati p; = v1 + ... +v; proj = 1,...,N — 1. Z Viétovych
vztahtl plyne, Ze ve vyjadieni koeficientii a,(flw prevladajici ¢len v absolutni
hodnoté je .

(1" (o5 ... 07)” . (3.38)

Tedy plati
Q)

n—vj

v 1 I/j 27 T
= (&% ... 07) (1 +4\), (3.39)

kde symbolem 5](»T) zna¢ime zbytek na pravé strané rovnice (3.29), ktery je
oproti ostatim s¢itanctim zanedbatelné maly. Dostavame tedy podobny vztah

jako (3.36):
o M
oo = e (3.40)

lim
T—>00

(r)
urceni 01,..., ON-
Predpokladejme nyni, ze zname absolutni hodnoty g1, ..., on a pocet ko-
fentl prislusnych jedné absolutni hodnoté. Rovnaji-li se ¢isla v jedné, vSechny
kofeny polynomu (3.23) jsou redlné, jejich absolutni hodnoty zndme a zna-
ménka jednoduse urc¢ime dosazenim do rovnice f(z) = 0, jako jsme to udélali

vyse.

Koeficientim a tikdme hlavni koeficienty. Pravé téch pouzijeme k
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V pripadé, Ze je nékteré vy liché, existuje alespon jeden redlny koren o
této absolutni hodnoté. Jeho znaménko uréime jako v predchozim vykladu.

Je-li v, sudé, existuji polynomy tvaru g(z) = 2% + pz + ¢, kde ¢ = 4¢3,
pricemz tyto polynomy déli vychozi polynom. Kofeny tohoto kvadratického
polynomu jsou tedy zaroven kofeny polynomu (3.23). Nadale budeme pred-
pokladat, Ze ¢ = g3.

Nyni si ukdzeme, jak nalezneme polynom g(z) a jak zjistime jeho koteny.
Polynom (3.23) 1ze pfepsat do tvaru

W2+ an_ 12" P4 az+ag =

= (2 +pr+q) (2" 2+ b, 32"+ .+ bz + by), (3.41)

kde budeme predpokladat, ze a,, = 1. Porovname-li koeficienty u stejnych
mocnin, dostaneme po dalsich upravach vztahy

by = Qg2 — Pbpt1 — qbpyo, k=n-—3,...,0, (3.42)
bn—o = L,
b,—1 = 0.

Zde si muzeme si vSimnout, ze b,_; je polynom stupné k£ — 2 v neurcité
p. Porovname-li ve vztahu (3.41) absolutni ¢leny, dostaneme

ap = qbo. (3.43)

Jedna se o algebraickou rovnici stupné n — 2 o nezndmé p, jejiz vSechny
koeficienty muzeme urcit pomoci vztahu (3.42). Néktery redlny kofen této
rovnice je zaroveli hodnotou ¢&isla p v rovnici (3.41). Plati-li rovnost ¢ = 02,
je p = —2prcos ¢y, kde ;. znaci hlavni hodnotu argumentu komplexniho
c¢isla s absolutni hodnotou gy, tedy plati

p’ <4q. (3.44)

K teseni rovnice (3.43) lze opét uzit Graeffovu metodu, a protoze se zaji-
mame pouze o realné koreny, jejichz absolutni hodnota je omezena vztahem
(3.44), nedostaneme se jiz touto metodou k rovnicim typu (3.43).

Ukazkovy priklad 7 Pomoci Graeffovy metody naleznéte koreny poly-
nomu f(z) = z* — 52% — 222 4 62 + 20.

Postupujeme stejné jako u minulého ukazkového prikladu. Podle vztahu
(3.20) vytvotfime posloupnost polynomu f,.(2) a jejich koeficienty zaneseme
do tabulky:
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r ay) agr) agr) aﬁ” aér)

0 1 —5 ) 6 20

1] 1 —29 104 ~116 400

21 1 —633 4388 69744 160000
30 1 | —390913 | 1,1-10% | —3,3-10° | 2,6- 10
4 1 | =1,5-10"| 1-10% | —5,1-10' | 6,6 10%
50 1 | =2,3-102] 1-10% | —1,3-10% | 4,3- 10"
6 1 |—54-10%] 1-10% | —8,6-107 | 1,8 10%

V tabulce miizeme vidét, ze koeficienty agr) meéni znaménko, tedy zadany

polynom ma imaginarni koreny. Nyni vytvorime tabulku pro absolutni hod-
noty korent, které ziskdme pomoci vztahu (3.27).

r 01 02 03 04

1 5,38516 | 1,89373 | 1,05612 | 1,85695
2 || 5,015924 | 1,66699 | 1,94354 | 1,2307
31| 5,00046 2,0295 | 1,52552 | 1,29186
4 5) 2,00097 | 1,47629 | 1,3541
5 5) 2 1,44518 | 1,3839
6 ) 2 1,42961 | 1,39899

Z tabulky vidime, ze pouze hodnoty g1, 02 vykazuji dobrou konvergenci.
Po dosazeni téchto hodnot do rovnice f(z) = 0 ziskdvame dva reélné koteny

§1=5a& =2
Hodnoty o3, 04 nevykazuji dostatecnou konvergenci. Uzijeme tedy vztahu

(" 2
(3.31), kde o5 = ('IET)) . Prislusné hodnoty jsou uvedeny v tabulce:

05
1,96116

2,39102
1,97075
1,99903
1,99999
6 2

T W N 3

7 tabulky vyplyva, Ze g5 = v/2, tedy ¢ = 2. Rovnice (3.32) je ve tvaru
2528 — 222462 4+20= (22 +pz+2) (22 + bz + by).

Pouzitim vztaht (3.33) ziskdme by a rovnice (3.34) bude vypadat nésle-
dovné:

20 = 2(p* + 5p — 4).
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Snadno spocitame koreny této kvadratické rovnice, které jsou p; = 2 a
pa = 7. Pouze p; = 2 vSak vyhovuje nerovnosti (3.35).

Imaginarni koreny zadaného polynomu tedy hleddme jako koreny poly-
nomu z2 + 2z + 2. Vychdzi ndm &34 = —1 £ 1.
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Kapitola 4

P¥iklady

Priklad 1 Metodami popsanymi vyse nalezenéte vSechny kofeny polynomu
f(z)=2"+22% - 522 + 42+ 1.

Pomoci Sturmovy posloupnosti zjistime, ze polynom méa dva realné koreny
a jednu dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych korenti.

i) Nejdrive vypocitame koreny Laguerrovou metodou.
Vytvorime si tabulku pro jednotlivé aproximace kotrentl.

21k 22k 23k
1 —1 —4 +1i
0,8723-0,6055i —0,294 — 8,7407 - 10717 —3,6492 + 0,0002i

0,9236-0,7302i | —0,1978 +4,3312- 10717 | —3,6497 + 1,6 - 10713}
0,9237-0,72999i | —0,1977 + 6,7345 - 107 %1 | —3,6497 — 4,7 - 1071%
0,9237-0,72999i | —0,1977 — 6,1679 - 107181 | —3,6497 — 2,8 - 1077}

=W N = O R

Z tabulky vidime, Ze pfi pocatecni aproximaci 219 = 1 jsme dostali ima-
ginarni dvojici komplexné sdruzenych korent & » = 0,9237 & 0, 72999i.

Dalsimi kofeny jsou &3 = —0,1977 pii pocatecni aproximaci zo9 = —1
a & = —3,6497 pii pocatecni aproximaci 2390 = —4 +i. Na tomto piikladu
dobfe vidime, ze i imaginarni poc¢atecni aproximace nas muze dovést k real-
nému korenu.
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ii) Déle ur¢ime hodnoty kofent Bairstowovou metodou s pocatecnim
aproxima¢nim trojélenem do(z) = 2% + z — 1.

=N

Pk
1

~1,5
—3,5161
—2,6661
—2,1489
~1,9033
—1,8492
~1,8516
—1,8563
—1,8475
—1,8474

dk
-1
0
4
2,4563
1,6937
1,4228
1,386
1,3907
1,4016
1,3862
1,3861

© 00 O Ttk Wi+~ O

—
e}

7 posledn{ iterace dostavame priblizny kvadraticky trojélen dyg(z) = 2% —
—1,8474z 41,3861, jehoz koteny jsou &; 2 = 0,9238 £ 0, 7299i.

Po vydéleni zadaného polynomu linedrnimi ¢initeli (z — &) a (2 — &)
dostavame kvadraticky polynom, jehoz kofeny jsou &3 = —0,198 a &4

-3, 65.

iii) Nakonec nalezneme kofeny Graeffovou metodou.
Vytvorime tabulku pro koeficienty posloupnosti polynomu f,(z) a uréime
absolutni hodnoty kofent.

7

1

g

4
—26
—654
—428926
—1,84-10"

&
1

al”
2
~14
—174
—31486
—9,9-10°

11
—605
138435
—7,8-10°

W N~ O3

1 1
1 1
1 1
1 1

01 02 03 04

W N =S

3,741657
3,631929
3,649763
3,649699

0,886405
1,365531
1,203347
1,138043

1,537412
1,01966
1,15184

1,217957

0,196116
0,197745
0,197675
0,197675

7 tabulky

koreny & = —3,6497 a & = —0,1977.

Pro vypocet imagindrnich kofenti pouzijeme g5 = (
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vidime, zZe 01,04 konverguji k hodnotam 3,6497 a 0,19768.
Po dosazeni téchto hodnot do piivodniho polynomu nalezneme dva realné
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r 05

1] 1,36277
2 || 1,392378
3 || 1,386063
4 || 1,386088

Z této tabulky ziskame ¢ = 1, 3861 pro rovnici
2422 =522+ 4r + 1= (2% + pz + 1,3861) (2% + b1z + by).
Hodnotu p vypocitame z rovnice
1 =1,3861(p* — 2p — 6,3861).

Vychazi nam ¢isla p; = 3, 84747 a py = —1,8474. Z nich pouze py vyhovuje
podmince p? < 4q. Imaginirni kofeny zadaného polynomu hleddme jako
kofeny kvadratického trojclenu 2% — 1, 8474z + 1, 3861. Tyto kofeny vychézeji
€34 = 0,9237 £ 0, 729997i.

Vsechny metody nas dovedly ke stejnym vysledktim. Nejrychlejsi byla
Laguerrova metoda, ktera pro prvni dva kofeny konvergovala pri 4. iteraci
a pro treti kotfen jiz pfi 3. iteraci, zatimco Bairstowovou metodou jsme se
k vysledku dostali az pti 10. iteraci. Graeffovou metodou jsme realné koreny
nasli rychle pri 4. iteraci. Ackoli nalezeni imaginarnich korent touto metodou

vvvvvv

problém a metoda konvergovala velice rychle.
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Priklad 2 Naleznéte vSechny kofeny polynomu f(z) = 2% + 422 — 32 — 1.

Diky Sturmové posloupnosti zjistime, Ze polynom ma dva realné koreny
a jednu dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych korent.

i) Laguerrova metoda

21k 22k 23k
—1+3i 0 141
—0,7641+2,4799i —0,24534—-1,1 - 10717 0,18454-0,76371
—0,5523+2,1733i | —0,24923+7,9-10718i | 0,86799+0,42807i
—0,3635+2,0684i | —0,24923—9,2-10'% 0,90867-0,07472i
—0,3012+2,124i —0,24923+8,7 - 107184 0,8714240,00066i
—0,31105+2,12297i | —0,24923—-8,9 - 10718 0,87144+2,8 - 1079
—0,3111142,1231i | —0,249234+8§, 8 - 107184 0,87144—-2,5 - 107174
—0,31111+2,1231i | —0,24923—8,8 - 107184 0,87144

N O UL~ W N~ O

Hledanymi kofeny jsou & o = —0,31111 & 2,1231i, & = —0,24923 a
& = 0,87144.

ii) Bairtstowova metoda
Za pocatecéni aproximacni trojclen zvolime dy(z) = 22 — z + 1.

k Dk Tk
0 —1 1
1] —0,4737 | —0,3158
2 || —0,6232 | —0,2137
3| —0,6223 | —0,2172
4| —0,6222 | —0,2172

Ziskali jsme aproximacni trojclen dy(z) = 2% — 0,6222z — 0,2172, jehoz
koreny jsou & = 0,8714 a & = —0,2492.

Po vydéleni zadaného polynomu linedrnimi ¢initeli (z — &) a (z — &)
ziskdme kvadraticky polynom 2z? + 0,622z + 4,6039. Odtud jiZz jednoduse
dopocitame zbyvajici dva koteny &34 = —0,311 £+ 2, 1231i.

Na tomto prikladu lze vidét, ze Bairstowovu metodu muzeme pouzit také
pri hledani redlnych korent.

iii) Graeffova metoda
Vytvorime tabulku pro koeficienty posloupnosti polynomu f,(z) a uréime
absolutni hodnoty kofent.
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r aff) aér) agr) ag_T) aér)
0 1 0 1 —3 —1
1] 1 8 14 —17 1
2| 1 —36 470 —261 1
31 1| —356 202110 | —67181 | 1
40 1 | 277484 | 4,08-10° | —4,5-10° | 1
51 1 [4,6-10°]1,66-10% | —2-10"° | 1

01 02 03 04
2,82843 | 1,32288 | 1,10195 | 0,24254

2,44949 | 1,90085 | 0,86325 | 0,24879
2,08416 | 2,20936 | 0,87138 | 0,24923
2,18878 | 2,10361 | 0,87144 | 0,24923
2,00435 | 2,29718 | 0,87144 | 0,24923

T W N 3

Po dosazeni hodnot p3, 04 do piivodniho polynomu ziskdme hodnoty prv-
nich dvou kotent §; = 0,87144, §; = —0,24923. Pro nalezeni imaginarnich

M\ 2
kotfenti pouzijeme hodnotu g5 = (%) .
Ay

05
3,74166
4,65612
4,60467
4,60433
4,60433

U W N 3

Ziskali jsme q = 4,60433 pro rovnici
2t 442?32 — 1= (22 + pzr +4,60433) (2> + bz + b).
Hodnotu p hleddme jako koten rovnice
—1 = 4,60433(p* — 0,60433).

Ziskame p; = 0,62221, po = —0,62221, z nichz pouzijeme hodnotu p;.
Hledané kofeny zadaného polynomu hleddme jako kofeny polynomu z2 +
+0, 62222z + 4, 60433, které jsou {34 = —0,3111 £ 2, 1231i.

Nejrychlejsi se v tomto prikladé jevila Bairstowova metoda, kterd zacala
konvergovat jiz pri 4. iteraci. Graeffova metoda také konvergovala celkem
rychle a v pfipadé imaginarnich korenti se nevyskytl vaznéjsi problém. La-
guerrova metoda v pripadé realnych korent konvergovala také rychle, avsak
u imaginarnich kofenti zacala konvergovat az pri 7. iteraci.
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Priklad 3 Naleznéte viechny kofeny polynomu f(z) = 2° — 24 +22% - 322+
+z —4.

Pomoci Sturmovy posloupnosti zjistime, ze polynom ma jeden realny ko-
fen a dvé dvojice imaginarnich komplexné sdruzenych kofenti.

i) Laguerrova metoda

21k 22k 23k

141 —14i 3+i
0,419741,2883i | —0,5361+1,1136i1 1,3628-0,2827i
0,266541,3273i | —0,513641,09156i 1,4921-0,0039i
0,2645+1,3284i | —0,5136+1,0916i | 1,4982+7,72-1078%
0,264541,3284i | —0,513641,0916i | 1,4982—7,01 - 10~2%

=W N = O

Hledanymi koteny jsou &2 = 0,2645 %1, 32841, £54 = —0,5136 = 1, 0916i
a s =1,4982.

ii) Bairstowova metoda
Za pocatecni aproximacni trojclen zvolime do(z) = 2% + z + 1.

k| pk Tk

1 1
0,9355 | 1,3226
1,0307 | 1,4637
1,0149 | 1,4479
1,0274 | 1,4553
1,0274 | 1,4552

T W N~ O

Ziskavame polynom ds(z) = 22 + 1,0274z + 1,4552, z ného% vypocitame
prvni dva kotfeny zadané¢ho polynomu &, = —0,5137 £ 1,0915i.

Polynom f(z) vydélime linedrnimi ¢initeli (z —&;) a (z —&;). Ziskdme tak
polynom f*(z) = 23 — 2,02742% + 2,62782 — 2, 7495. Opakujeme Bairstowo-
vuv algoritmus pro tento polynom s pocatecnim aproximacnim trojclenem
di(z) =22+ 2+ 1.
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k Pk dk

0 1 1

1 0,1045 1,1533
2 —0,3255 | 1,3928
3 —0,499 1,5934
4 —0,5536 | 1,7219
5 —0,5611 | 1,7922
6 —0,5535 | 1,8254
7 —0,544 1,838
8 —0,5368 | 1,84409
9 —0,5323 | 1,8401
10 || —0,53001 | 1,8383
11 || —0,5290 | 1,8368
12 || —0,5288 | 1,8359
13 || —0,5288 | 1,8353

Ziskdvame polynom di;(z) = 2% — 0,5288z + 1,8353. Jeho koteny jsou
€34 = 0,2644 £ 1, 3287i.

Po vydeéleni polynomu f*(z) linedrnimi ¢initeli (2 —&3) a (2 — &) ziskdme
linedrni polynom, z kterého snadno dopocitame zbyvajici koren &5 = 1,4982.

iii) Graeffova metoda
Vytvorime tabulku pro koeficienty posloupnosti polynomu f,.(z) a zjistime
absolutni hodnoty koreni.

r || o al” al’ al al” al

0 1 —1 2 -3 1 —4

1 1 3 0 —13 —23 —16

2 1 -9 —32 —73 113 —256

3 1 —17 —64 —2705 —24607 —65536
4 1 —417 —137088 | —6395553 2,5-10% —4,3-10°
50 1 | —448065 | 1,4-100 | —1,1-10™ | 8,04-10% | —1,8-10
6 1 | —1,7-10"]9,3-10" | —1,3-10% | —4,1.10% | —3,4.10%
70 1| —3-102 | 4,4.10% | —1,6-10° | 8,3-10% | —1,2.107
81 1 | -88-10%|95-10™ | —2.6-1012 | 3,2.1013 | —1.101%
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01 02 03 04 1%
1,73205 0 déleni nulou | 1,33012 | 0,83406

1,73205 | 1,37318 1,22898 1,11542 | 1,22685
1,42497 | 1,18023 1,59679 1,31784 | 1,13026

1,458 | 1,43649 1,271467 1,25779 | 1,19422
1,50177 | 1,38173 1,32484 1,14284 | 1,27356
1,49826 | 1,36914 1,33982 1,21939 | 1,19354
1,49819 | 1,36181 1,34715 1,21261 | 1,20037
1,49819 | 0,35812 1,35081 1,20901 | 1,20374

CO 1 O U i W~

Po dosazeni p; do zadaného polynomu ziskdme realny koten & = 1,4982.

M\ 2"
Pro nalezeni imaginarnich kofent pouzijeme hodnoty o = (a ) a

2
o
07 = <a§”)2
T (r) :
CLST

06 %
2,08167 | 1,1094
1.6876 | 1,36845
1,88458 | 1,4895
7,82646 | 1,50208
1,83058 | 1,455
1,8344 | 1,45538
1.8346 | 1,45533
1,8346 | 1,45533

00 J O Ul = W3

Pro 0s = 1/0, 8346 ziskdme rovnici
22— 24228 322 42— 4 = (2% — pzr +0,8346) (2% + ba2® + b1z + by).
Hodnotu p vypocitame jako jeden z kofenii rovnice
—4 =1,8346(—p® — p* +1,66912p — 1,16544). (4.1)

Kotreny této rovnice spocitame opét Graeffovou metodou.

o) ag) aY) a(()r)
1 —1,66912 | —1,01492
_433824 | 48158 | —1,03006

—9,18872 | 14,2546 | —1,06103
~55,9234 | 183,6954 | —1,1258
—2760,03 | 33618,08 | —1,2674
—7550549 | 1,13-10° | —1,60627
—5,7-101 | 1,28-10' | —2,5801

e e e e 2

O Ul Wi~ O3
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01 02 03
2,08284 | 1,0536 0,4625

1,74106 | 1,11603 | 0,52233
1,65367 | 1,16028 | 0,52896
1,64081 | 1,16911 | 0,52908
1,64035 | 1,16943 | 0,52908
1,64035 | 1,16943 | 0,52908

O UL W N |3

Po dosazeni téchto ¢isel do rovnice (4.1) ziskdme hodnoty p; = —1, 6404,
py = 1,1694 a p3 = —0,5291, z nichz vyhovuje p3. Kofeny vychoziho poly-
nomu ziskdme jako kofeny polynomu 2% — 0,5291z + 1,8346. Je to dvojice
imaginarnich komplexné sdruzenych kotent £33 = 0,26455 =+ 1, 32837i.

Stejny postup opakujeme pro o7 = /1, 6331, kde ziskdvame rovnici
25— 4223 322 42— 4= (22 4+ pz +1,6331) (2% + by + b1z + by).
Hodnotu p vypocitame jako koren rovnice
—4 =1,6331(—p* — p* +1,2662p — 1, 3669). (4.2)

Pro vypocet korenii této rovnice pouzijeme opét Graeffovu metodu.

—~
<
~

agr) agr) a((]r)

1 —0,01066 | —1,20385
~2,82132 | 3237 | —1,44925
—1,48584 | 2,30056 | —2,10034
2,30338 | —0,04899 | —4,41143
—7,62626 | 22,01704 | —19,46068
—14,1258 | 187,926 | —378,7181
176,3137 | 24616,71 | —143427.4
18146,89 | 6,6-10% | —2,1-10%
9,8-108 | 4,3-10'7 | —4,2-10%°

a

OO Ul W N~ O3
T = T = T = S S S e S S U0

01 02 03
1,67968 | 1,07114 | 0,66912

1,10406 | 1,11549 | 0,9775
1,11526 | 0,8908 | 1,21175
1,13539 | 1,06851 | 0,99232
1,08627 | 1,08424 | 1,02214
1,08417 | 1,08023 | 1,02792
1,07962 | 1,08546 | 1,02728
1,08425 | 1,08084 | 1,02727

0 31 O Ul i W N3
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V tabulce vidime, Ze rovnice (4.2) mé jeden redlny a dva imagindrni ko-
feny. Nas bude zajimat pouze realny koten, ktery, po dosazeni jeho absolutni
hodnoty do rovnice (4.2), vychéazi p = 1,02727. Kofeny vychoziho polynomu
tedy hleddme jako kofeny polynomu z? + 1,02727z + 1,45533, které jsou
€15 = —0,51365 + 1,09156i.

Nejefektivnéjsi se v tomto prikladé ukazala byt opét Laguerrova metoda.
Bairstowova metoda v pripadé prvnich dvou korenti konvergovala také rychle,
avsak pri hledani dalsich kofenii touto metodou doslo ke konvergenci az
pri 13. iteraci. Graeffova metoda oproti minulym prikladim konvergovala
vyrazné pomaleji. Navic hledani imaginarnich kotenu ztizilo, Ze rovnice (4.1)
a (4.2) byly kubické, tedy pro jejich vyfeseni jsme museli opét pouzit nékteré
metody pro vypocet redlnych kotenii.
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Priklad 4 Naleznéte viechny kotfeny polynomu f(z) = 25 — 225 + 52% —
—62% + 222 + 82 — 8.

Diky Sturmové posloupnosti zjistime, zZe polynom ma dva realné koreny
a dvé dvojice imaginarnich komplexné sdruzenych korent.

i) Laguerrova metoda

k 21k 22k 23k 24k

0 2 0 —1+i —1+43i

1] 0,8539—1,0552i | 0,8192 —1,0625+0,1571i 0,0473+2,0376i
21/0,99898—0,9975i| 1,0057 —1,0007+40,0003i | —0,00002+42,00001i
3 0,9999—i 0,9999 |—0,9999—7,1-10""i| —2,8-107% +2i
4 1—i 0,9999999| —1+9,5-10"' —8,02 - 1071642

Hledanymi kofeny jsou hodnoty 10 = 1£i, &3 =1, = —1,a {56 = £21.

ii) Bairstowova metoda
Za poCatecni aproximaci zvolime kvadraticky trojclen dy(z) = 22+ 2 + 1.

k Pk 1
0 1 1
1 —0,3582 —0,7463
2 0,20624 —1,15007
3 0,04105 —1,02449
4 0,00185 —1,00083
51 —2,34-10717 -1
Ziskali jsme kvadraticky polynom ds(z) = 2% — 1. Kofeny tohoto poly-
nomu jsou &2 = £1. Po vydéleni zadaného polynomu linedarnimi ciniteli

(z — &) a (z — &) ziskdme polynom f*(z) = 2% — 223 + 622 — 82 + 8. Koreny
tohoto polynomu opét budeme hledat Bairstowovou metodou s pocatecnim

aproximacnim trojclenem djj(z) = 22 — 2z — 1.
k Pk 4k
—1 —1
142857 | 1

—1,96304 | 2,05482
—2,00054 | 1,99659
—2,00201 | 1,99599

=W N = O

Kvadraticky trojclen je ve tvaru dj(z) = z? — 2z + 2. Jeho kofeny jsou
€34 = 1£i. Po vydéleni polynomu f*(z) linedrnimi ¢initeli (z —&;) a (2 — &)
ziskdme polynom f**(z) = z? + 4. Kofeny tohoto polynomu jiz spocitdme
jednoduse pomoci diskriminantu a ziskame tak posledni dvojici imaginarnich
kotenti &5 6 = £2i.
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iii) Graeffova metoda
Vytvorime posloupnost polynomu f,.(z) a uréime absolutni hodnoty ko-

renu.
r aér) aér) ay) a;(f) ag") aY) a(()r)
0f 1 -2 5 —6 2 8 —8
1] 1 6 5 0 20 —96 64
21 1 —26 65 1480 1040 —6656 4096
3l 1 —546 83265 | —2,4-10° | 2,1-107 | =3,6-107| 1,7-107
411 1 | —131586 | 4,4-10° | —2,2-10'?]2,9-10" |—5,7-10'| 2,8 - 10
5( 1 |—8,6-10°(1,8-10" | —2,4-10**(7,9-10%® |—1,6-10*|7,9-10%
6/ 1 |—3,7-10"]3,4-10%|—-2,9-10*®]6,3-10°" |—1,3-10%|6,3-10°"
71 1 |—6,8-10%%(1,2-107 | —4,3-10% (3,9 - 105 —8- 10" [3,9-10"1°
8/ 11-2,3-1071,3-10"%*|—9,1-10"2]1,6 - 10%'| —3-10%" |1,6 - 10%!
r 01 02 03 04 (%] 06
1| 2,44949 | 0,91287 0 déleni nulou | 2,19089 | 0,8165
2 || 2,258101 | 1,25743 | 2,18443 0,91557 1,59054 | 0,8857
31 2,19861 | 1,874601 | 1,52164 1,31437 1,06689 | 0,90966
4 || 2,08906 | 1,916603 | 1,47611 1,35491 1,04351 | 0,95737
5 2,0438 1,95715 | 1,44518 1,38391 1,0219 | 0,97857
6 | 2,02178 | 1,97846 | 1,42961 1,39898 1,01089 | 0,98923
71 2,01086 1,9892 | 1,42189 1,40658 1,00543 | 0,9946
8 2,0054 1,99459 | 1,41805 1,41039 1,00271 | 0,9973

Dosadime-li hodnoty o5, 06 do zadaného polynomu, ziskdme prvni dva
hledané kofeny &; o = £1.
Hodnoty g1, 02 sice také vykazuji dobrou konvergenci, avsak po jejich do-
sazeni do zadaného polynomu zjistime, Ze tato ¢isla rovnici f(z) = 0 nevyho-

ol

2T
vuji. Imaginarni koreny zjistime pomoci hodnot g7 = (>) a 0g

(%

s
o0

2,23607
2,83041
4,12152
4,0039

T W N~

6 4

4,000008

NN DN NN

Pro o7 = 2 ziskdvame rovnici
28— 225 4524 — 6234222 482 -8 =
= (22 + pz 4+ 4)(2* + b3z + by2® + bz + by).
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Hodnotu p ziskdme jako reseni rovnice

—8 = 4(p* 4+ 2p* — Tp* — 10p — 2).

Tyto hodnoty vypocitame opét pomoci Graeffovy metody.

r | ol al” a al” all
0 1 2 -7 —10 0
1] 1 —18 89 —100 0
2 1 —146 4321 —10000 0
3 1 —12674 | 15751041 | —1-10% | 0
40 1 | —=1,3-10% | 2,5-10" | —1-101¢ | 0
50 1 | —=1,6-10%| 6-10*® | —1-10% | 0
6 1 |—2,6-10%]3,6-10°7 | —=1-10% | 0

r 01 02 03 04

1| 4,24264 | 2,22361 | 1,059998 | 0

2 || 3,476068 | 2,332426 | 1,2334 | O

3| 3,25735 | 2,43669 | 1,2599 | 0

4 || 3,21321 | 2,46857 | 1,26071 | 0

51 3,21021 | 247088 | 1,26071 | 0

6 || 3,21018 | 24709 | 1,26071 | 0

(4.3)

Po dosazeni absolutnich hodnot do rovnice (4.3) ziskdme p; = —3,21018,

P2 = 2a47097 b3 =

1,26071 a pys = 0, z nichz pouzijeme pravé py. Kofeny

zadaného polynomu uréime jako kofeny polynomu z? + 4, které jsou rovny

£34 = +2i.

Pro os = /2 dostévame rovnici

25— 925 4524 — 623 +222 482 —8=

= (22 +pz+2)(2* + 032 + by2® +brz + by).

Hodnotu p hledame jako kotfen rovnice

-8 =2(p" +2p° —p* —2p—4).

Koteny této rovnice zjistime Graeffovou metodou.

r |l al” al” aly) al” al
0 1 2 -1 —2 0
1 1 —6 9 —4 0
2 1 —18 33 —16 0
3 1 —258 513 —256 0
4 1 —65538 131073 —65536 0
5 1 | —4,3-10° | 8,6-10° | —4,3-10°| 0
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r 01 02 93 04
1| 2,44949 | 1,22475 | 0,66667 | O
2 || 2,05977 | 1,16362 | 0,83445 | O
31 2,00195 | 1,08971 | 0,91678 | O
4 1 2,000004 | 1,04427 | 0,9576 | O
5 2 1,0219 | 0,97857 | 0
Po dosazeni absolutnich hodnot do rovnice (4.4) nalezneme p; = —2,
p2 =1, p3 = —1 a py = 0, z nichz pouze p; vyhovuje zadanym podminkam.

Kofeny vychoziho polynomu hleddme jako kofeny polynomu z? —2z 42, které
jsou &6 = 1 £ 1.

Zatimco metody Bairstowova a Laguerrova konvergovaly rychle, u metody
Graeffovy jsme v nékterych pripadech museli dojit az k 8. iteraci. Navic se
feseni imaginarnich korenti prodlouzilo, protoze jsme v mezivypoctech museli
resit rovnice 4. radu.
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Pfiklad 5 Naleznéte viechny kofeny polynomu 2% — 4z + 2.

Diky Stumové posloupnosti zjistime, ze polynom ma tii redlné koteny a
jednu dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych korent.

i) Laguerrova metoda

21k 22k 23k 24k
—1+i 0 —24i 24i
—0,28641,344i| 0,5+4,9 - 107174 —1,599-0,059i 1,311-0,03i

—0,117+1,437i/0,50946, 2 - 10719 —1,519+0,00011 1,244-0,0001i
—0,11741,438i|0,509+4, 4 - 10723 —1,519+1,2 - 10713 |1,243+2,9 - 10~ 14
—0,117+1,438i/0,509—2, 7 - 1073%|—1,519 — 4, 6 - 10~16i| 1,244—2 - 10~28}

=W N~ Ol

Hledanymi koteny jsou & = —0,1168 £ 1,4384i, §& = 0,5085, &4 =
—1,5185 a & = 1,2436

ii) Bairstowova metoda
Jako pocatecni aproximacni trojclen pouzijeme dy(z) = 22 + 2z — 1.

k Pk dk

0 1 —1

1 1 —-0,8

2| 1,00999 | —0,7722
3 || 1,010003 | —0,77218
4 | 1,010009 | —0,77217
5 || 1,01092 | —0,77148

Ptiblizny aproximacni trojclen je ve tvaru ds(z) = 22+1,010922—0, 77148.
Koreny tohoto trojélenu jsou & = 0,5082 a & = —1,5192. Po vydéleni
zadaného polynomu linearnimi ¢initeli (z —&;) a (z — &) dostaneme polynom
[*(2) = 22— 1,0112% + 1,794z — 2, 595. Kofeny tohoto polynomu opét Fesime
Bairstowovou metodou. Jako pocdtecni aproximaci pouZijeme dj(z) = 22 +
z— 1.
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Pk qk
1 -1
0,75552 | 3,31354
0,68511 | 2,71794
0,56352 | 2,33621
0,44082 | 2,13241
0,34522 | 2,04939
0,28381 | 2,03203
0,2505 | 2,04137
0,2354 | 2,05654
0,23021 | 2,18329
10 || 0,24641 | 2,13919
11 || 0,24806 | 2,11007
12 || 0,24455 | 2,0938
13 || 0,24036 | 2,08615
14 || 0,23712 | 2,08336
15 || 0,23509 | 2,08288
16 || 0,23401 | 2,08326
17 || 0,23353 | 2,0838
18 || 0,23337 | 2,08423
19 || 0,23335 | 2,08452

O O Ul W~ O =

Ne}

Aproximacni trojclen je ve tvaru djy(2) = 2242, 33352 +2, 08452. Kofeny
tohto trojclenu jsou &4 = —0,1165 £ 1,4392i. Po vydéleni polynomu f*(z)
linedrnimi ¢initeli (z — &3) a (z — &4) ziskdme polynom f**(z) = z — 1,244.
Poslednim kofenem zadaného polynomu je &5 = 1, 244.

iii) Graeffova metoda
Vytvorime posloupnost polynomu f,.(z) a uréime absolutni hodnoty ko-
rentl.

(r) (r) (r)

—~
<3
~—
—~
S
~
—~
<
~

T CL5 CL4 CLS CL2 a1 CLO

0 1 0 0 0 —4 2

1] 1 0 -8 0 16 —4

21 1 —16 96 —256 256 ~16

30 1 —64 1536 —16896 57344 —256

4 1 —1024 311296 | —1,1-10° | 3,3-10° | —65536
50 1 | —425984 | —1,2-10 | —9,9-10% | 1,1-10Y | —4,3-10°
61 1 |—-4,2-10"] 6,1-102' | —1-10% | 1,2-10% | —1,8-10'
71 01 | -1,7-10% | —4,8-10% | —1-10% | 1,3-107 | —3,4-10%
81 1 | -2,8-10% | —1,1-1087 | —1-10'% | 1,8-10%2 | —1,2- 107"




r 01 02 93 04 %]
1 0 déleni nulou 0 déleni nulou 0,5
2 2 1,56509 1,27789 1 0,5
31| 1,68179 1,48774 1,3495 1,16503 0,50842
4 || 1,54221 1,42949 1,44245 1,23684 0,5085
51 1,4994 1,48033 1,42431 1,2441 0,5085
6 || 1,51933 1,44122 1,44436 1,2436 0,5085
71 1,51849 1,44497 1,44142 1,2436 0,5085
8 || 1,51851 1,44056 1,4458 1,2436 0,5085

Dosazenim g1, 94 a g5 do zadaného polynomu zjistime hodnoty realnych
korent & = —1,51851, & = 1,2436 a & = 0, 5085.
Dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych kofenii nalezneme pomoci

NOMNES
hodnoty gg = <a%”> )
4

06

CO O Ul W3

déleni nulou
2
2,00771
2,06197
2,10846
2,08165
2,0828
2,08277

Ziskavame ¢ = 2,083 pro rovnici

2" — 4z +2= (22 +pz+2,083)(2° + boz® + byz + by).

Hodnotu p hledame jako kotfen rovnice

2 = 2,083(—p” + 4, 166p).

Rovnici miizeme opét vytesit Graeffovou metodou.

r | af ay) al” al

0 1 0 —4,116 0,96

11| —8232 1694 | —0,9216
2| 1 | —33883 | 27184 | —0,8494
3 1 —604,372 73839,27 | —0,7214
4 1 —217587 5,5-10° | —0,5204
) 1 | =3,6-101°]2,97-10¥ | —0,271
6 1 | —1,3-10%" | 8,8-10% | —0,0733
7 1 | —1,6-10*| 7,8-10"7 | —0,0054

44



01 02 03
2,8691 | 1,4346 | 0,2332

2,4127 | 1,683 | 0,2364
2,2267 | 1,8234 | 0,2364
2,1558 | 1,8834 | 0,2364
2,1382 | 1,8988 | 0,2364
2,1367 | 1,9002 | 0,2364
2,1367 | 1,9002 | 0,2364

N O U= W N3

Dosazenim absolutnich hodnot do rovnice (4.5) dostdvame p; = —2, 1367,
p2 = 1,9002 a p3 = 0,2364, z nichz pouzijeme pravé ps. Koreny vychoziho
polynomu hleddme jako kofeny polynomu z? + 0,2364z + 2,0828. Zjistime
tak posledni dva kofeny vychoziho polynomu 45 = —0,118 + 1, 4384i.

Nejefektivnéjsi byla v tomto prikladé Laguerrova metoda, ktera konver-
govala rychle pro vsechny hledané koteny. Bairstowova metoda konvergovala
pro prvni dva koreny také rychle, avsak pro druhé dva kofeny jsme ziskali
hodnoty s dostatecnou presnosti az pri 19. iteraci. Graeffova metoda konver-
govala v nékterych pripadech az pti 8. iteraci. Navic jsme u hledani imagi-
narnich kofenti museli fesit kubickou rovnici, tedy se vypocet vice prodlouzil.
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Priklad 6 Naleznéte vSechny kofeny polynomu f(z) = 162148823 +15922+
76z — 240.

Diky Sturmové posloupnosti zjistime, zZe polynom ma dva realné koreny
a dvojici imaginarnich komplexné sdruzenych korenti.

i) Laguerrova metoda

k 21k 2ok 23k

0 2i 1+i1 -2

1 —1,41594-1,932i 0,8794+-0,0105 —4,802—7,174 - 10~ 1%

2 || —1,4949+1,7441i | 0,846—1,3 1075 —3,289+2,2 - 10714

3 || —1,494341,7442i | 0,8467+6-10"21 | —3,3581—3,8 1015

4 || —1,49435+1,7442i | 0,8467+9,6 - 10711 | —3,3581+4,7 - 10715
Hledané kofeny zadaného polynomu jsou & o = —1,49435 £ 1, 74422i,

& =0,8467 a {4 = —3, 358.

ii) Bairtstowova metoda
Za aproximacni trojclen zvolime df(z) = 2% + 2z — 1.

k Pk dk

0 1 —1

1 3,98716 | —3,55698
2 || 3,08647 | —3,22874
3 || 2,64061 | —2,94948
4 || 2,52004 | —2,85081
5 || 2,01135 | —2,84344
6 || 2,0113 | —2,843399

Ziskali jsme aproximacni trojclen dg(z) = 2% + 2,51132 — 2, 8434, jehoz
koreny jsou & = 0,84674 a & = —3, 358.

Po vydéleni zadaného polynomu linedrnimi ¢initeli (z — &) a (z — &)
ziskdme kvadraticky polynom d*(z) = 1622 + 47,8198z + 84,4056, z néj7 jiz
snadno dopocitdme zbyvajici dva kofeny &34 = —1,49437 £ 1, 74422i.

iii) Graeffova metoda

Abychom mohli pouzit tuto metodu, musime nejdfive polynom prevést
na normovany tvar: f(z) = z* 4+ 52° + 12222 4 15 15,

Nyni mizeme vytvofit posloupnost polynomu f,.(z) a uréit absolutni hod-

noty korent.
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o

&

Ol W N~ O3

—74,6328
—17433,8
-2,6-108
—6,8 - 10

159

16
16,5039
—5931,89
21046542
1,1-104
—3,8-10%

~ 320,688
—95413,71
—9,7-10°
—9,4-10%
—8,9-10%

—15
225
50625
2,6-10°
6,8-10'®
4,3-10%

01
3,22103
2,93922

3,3898
3,35836
3,35804

02
1,26125
2,98583
2.,42786
2,23919
2,32888

03
4,40806
2,00265
2,15265
2,35571

2,2652

04
0,83762
0,85347
0,84668
0,84674
0,84674

T W N~

Po dosazeni hodnot g1, o4 do zadaného polynomu ziskame prvni dva ko-
feny & = —3,3581, & = 0,8467. Pro nalezeni imaginarnich korent poslouzi

NONES
hodnota g5 = <b>) .
as

05
5,55964
5,97957
5,22633
5,27487
5,27538

Tl W N~

Ziskavame q = 5, 27538 pro rovnici

11 159 19
A+ A A — 2 - 15 =

5 T 1 (2 + pz + 5,27538) (2> + byz + bg).

Cislo p hledéame jako kofen rovnice

—15 = 5,27538(p* — 5, 5p + 4,66212). (4.6)

Cisla p vychazeji p; = 2,9887 a p, = 2,5113. Z téchto hodnot vyhovuje
pouze p; = 2,9887. Hleddme tedy kofeny polynomu z2 + 2,9887z + 5, 27538,
které jsou &34 = —1,4944 £ 1, 7442i.

Ackoli nejefektivnéjsi byla opét Laguerrova metoda, ktera kovergovala jiz
pri 4. iteraci, vSsechny tTi metody konvergovaly pomérné rychle.
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Zaver

Cilem této préace bylo pojednat o numerickych metodach uréovani imaginar-
nich kofent polynomt a vypracovat k teorii sbirku resenych prikladi. Text
ma slouzit zejména jako studijni opora pro studenty vysokych skol, popripadé
pro zajemce ze stfednich skol.

Z metod popsanych v praci se nejefektivnéjsi zdala Laguerrova metoda,
kterd, jak jsme vidéli, je vhodna zejména pro vypocet jednoduchych redl-
nych korenti. V ptipadé polynomi s imaginarnimi koteny o této metodé neni
moc znamo, avsak pripady, kdy metoda nekonverguje, nejsou prilis obvyklé.
K velké vychodé této metody patii, ze je jeji konvergence zarucena pri jaké-
koli poc¢atecni aproximaci. Nevyhodou je, ze pri kazdé iteraci musime pocitat
prvni a druhou derivaci polynomu.

U Bairstowovy metody jsme vidéli, ze ve vétsiné pripadl a pri vhodné
zvolené pocatecni aproximaci metoda také konverguje docela rychle. Tato
metoda ma hned dvé vyhody. Nemusime zde pti hledani imaginarnich ko-
fenti pouzit komplexni aritmetiku a vyhleda nam hned dva koreny najednou.
Nevyhodou je, ze pri nevhodné zvolené pocatecni aproximaci konverguje po-
malu nebo nezac¢ne konvergovat viibec.

Graeffova metoda ma oproti predchozim metodam vyhodu, Ze nemusime
volit pocateéni aproximaci, protoze metoda pracuje piimo s koeficienty za-
daného polynomu. Musime si vSak dat pozor, aby polynom, s nimz pracu-
jeme, byl v normovaném tvaru. Na ptikladech jsme vidéli, ze metoda je velice
vhodna pro hledani realnych kofent polynomii. V pripadé imaginarnich ko-
fenli se postup v mnoha ptipadech znac¢né prodlouzi, zejména hledame-li
kofeny polynomi stupné n > 5.

Ackoli jsou v praci popsany jen tii metody, existuje jesté spousta dal-
sich metod, které muzeme mezi sebou riuzné kombinovat, coz ndm mnohdy
usnadni praci. Metody popsané v textu patii mezi nejuzivanéjsi a snadno po-
chopitelné. Také jsem se snazila vybrat metody tak, aby na nich byly vidét
jejich vyhody i nevyhody oproti ostatnim metodam.
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