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Cesky abstrakt

V této diplomové praci se vénuji popisu proudéni tekutin. Je zde provedeno
klasické odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic, kterymi se proudéni tekutin
bézné popisuje a jejichz numerické implementace jsou standardné pouzivany k si-
mulacim v rozlicnych aplikacich. Navic je prezentovan popis pomoci relativné
nového piistupu, ktery na tekutinu pohlizi jako na celularni automat. Takovychto
celularnich automati je vice, ale pro tcel této diplomové préace byl zvolen hexago-
nalni FHP model. Nejprve je popsana jeho mikrodynamika a posléze provedena
makroskopicka limita tohoto modelu. Zavérem jsou prezentovany vysledky num-
erického experimentu, jenz simuluje obtékani rovinné prekazky tekutinou.

Kli¢ova slova: dynamika tekutin, Navierovy-Stokesovy rovnice, celularni au-
tomaty, Matlab, FHP model

English abstract

This master thesis focuses on the description of flow of fluids. The thesis con-
sists of a derivation of the Navier-Stokes equations which are commonly used to
describe the phenomenon of fluid flow and are widely-used in other applications
as well. Moreover, the fluid flow is described with the help of a relatively new
approach that views fluids as cellular automata. For the purposes of the thesis,
a hexagonal FHP model is used. Firstly, the FHP model is introduced. Secondly,
the concept of a macroscopic limit is presented. Thirdly, a numerical experiment
simulating a fluid flow around a flat obstacle is carried out. In the end, Matlab
codes of simulations are presented.

Key worlds: hydrodynamics, Navier-Stokes equation, Cellular Automata, Mat-
lab, FHP model
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Uvod

Tato diplomova prace navazuje na moji bakalaiskou praci, ve které jsem se vénoval
vSeobecnému vyuziti celularnich automatu ve fyzice. Z bakalaiské prace vyplyva,
ze jednou z fyzikélnich oblasti, ve které lze celularnich automati s dspéchem
vyuzit, je popis proudéni tekutin. Jedna se o ekvivalentni popis, ktery se nejcastéji
provadi pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic. Tyto rovnice, spolu s vypocetni
silou dnesnich pocitaci, jsou s ispéchem pouzivany k simulaci proudéni v rozlic-
nych technickych aplikacich. OvSem pfes veskeré uspéchy, které takovyto pristup
prinasi, jsou zde nevytesené zakladni teoretické otazky. Mimo jiné neni prokazana
fesitelnost Navierovych-Stokesovych rovnic pro nékteré pocateéni podminky, ¢i
neni jasné, maji-li néktera reSeni spojité vsechny derivace. To vede ke snaze nalézt
ekvivalentni ¢i lepsi popis, ktery takovéto teoretické obtize klast nebude.

Proto se zraky nékterych védcu stale vice obraci na celularni automaty, které
se v mnoha oblastech jevi jako vhodna feSeni k alternativnimu popisu fyzikélni
reality. Jednim z takovychto modelii je hexagonalni FHP model a jeho nepfeberné
variace, které na proudéni nahlizi jako na diskrétni pohyb malych c¢astic, které se
vzajemné srazi. Diky pravidlim, kterymi se pohyb i vzajemné srazky fidi, odpada
otazka teSitelnosti. Navic se diky jisté volnosti, kterd je pfi srdzkach povolena,
mohou projevit fenomény, které pozorujeme u bézného proudéni tekutin jako jsou
napiiklad turbulence.

Z tohoto divodu jsem se rozhodl vénovat ve své diplomové praci zejména FHP
modelu, ktery je vhodny pfedev§im pro popis laminarniho proudéni.

Cile diplomové prace

Cilem diplomové préace je detailni seznameni se s FHP modelem a jeho nésledny
popis. Dale, k prokdzani jeho uziteCnosti, vytvorit simulaci obtékani rovinné
desky, ktera bude implementaci tohoto celularniho automatu v numerickém soft-
waru Matlab. Jako nulty cil si kladu standardni odvozeni Navierovych-Stokesovych
rovnic, jelikoZ jsou nejrozsitenéjSim popisem proudéni. Proto se budou vysledky
modeli zabyvajicich se touto problematikou vzdy znovu porovnévat s vysledky
obdrzenymi numerickou implementaci téchto rovnic.



1 Mechanika tekutin

Vsechny ¢asti této kapitoly, pokud neni uvedeno jinak, jsem zpracoval za po-
moci [1].

Tekutiny, coz je souhrnny nazev pro plyny a kapaliny, se lisi od pevnych latek
predevsim velkou pohyblivosti svych c¢astic. Diky nizké kohezi kladou tekutiny
relativné maly odpor silam, které ptsobi ve sméru vnéjsi normély plochy. Proto
nemaji vlastni tvar a snadno se déli.

Odpor tekutin proti zméné tvaru nazyvame viskozitou, ktera se projevuje jen
tehdy, pokud neni tekutina v klidu. Viskézni sila ma snahu zmensit vzajemny
rozdil rychlosti v proudici tekutiné a je tudiz analogii k tieci sile, kterou zndme
z mechaniky pevnych latek.

Tekutinu, u které se neprojevuji viskozni sily nazyvame dokonalou. Takovato
tekutina byla do roku 1937 pouhou myslenkovou idealizaci. Tehdy byla poprvé
pozorovana supratekutost u atomu hélia, pii teplotach pod 2,7 K. Supratekutymi
tekutinami nazyvame ty, které nevykazuji métitelnou viskozitu. V bézné praxi
se ovSem setkdme i1 s tekutinami, které maji tak malou viskozitu, Ze je dokonala
tekutina jejich dobrou aproximaci.

Tekutiny délime na kapaliny a plyny. Vzajemné se lisi piredevsim stlacitelnosti
a rozpinavosti. Plyny jsou rozpinavé, kdezto kapaliny vytvaieji volnou hladinu.
Kapaliny jsou stlacitelné jen nepatrné, kdezto plyny jsou stlacitelné velmi jedno-
duse.

1.1 Zakladni rovnice rovnovahy tekutin

U tekutin, které jsou v rovnovaze, se neuplatiuji viskozni sily. Tudiz avahy, které
budeme provadét, se vztahuji jak na ideélni, tak na viskozni tekutiny. Vyjdeme
z rovnice rovnovahy elastického kontinua

E i aTjZ’
ax]’

=0, (1)

kde Fj jsou slozky vnéjsi objemové sily a 7 jsou slozky symetrického tenzoru
druhého tadu, kterym se popisuje napéti. Uvazujme napéti ptsobici na plochu
kolmou k ose x. Toto napéti muzeme popsat pomoci tii slozek

Ty = (111, T13, T13) (2)

Prvni slozka je ¢isté tahova (popf. tlakova pro 71 < 0), dalsi dvé slozky jsou
smykové a popisuji smyk rovnobézny s osou y a z. Provedeme-li tuto tvahu
i pro napéti plisobici na plochu kolmou k ose y a k ose z, dostaneme devét hod-
not 7;;, které tvoii tenzor napéti. Napéti na libovolné ploSce prochézejici danym



bodem pak miizeme vyjadrit jako

3
T = Z TjiTb, (3)
i—1

kde n; je normala plosky. Piedpoklddejme, Ze se tekutina pohybuje tak, Ze jedna
vrstva molekul pomalu klouze po druhé vrstvé. Dokonala tekutina neodporuje
zméndm tvaru a proto jsou te¢na napéti nulova, tedy 75 = 13 = 737 = 0. V klidu
vymizi te¢na napéti i u viskéznich kapalin. Rovnici

=0 (1#))

mizeme povazovat za defini¢ni rovnici tekutiny v rovnovaze. Protoze tato rovnice
plati pro libovolnou kartézskou soustavu soufadnic, jsou jeji osy hlavnimi osami
tenzoru napéti a tenzorova plocha je v tomto piipadé kulova. Proto jsou si nor-
malova napéti rovna 711 = 799 = 733. PoloZime-li 711 = 19 = 133 = —p, kde p je
tlak, pak musi platit

Tij = —0ip. (4)

Po dosazeni (4) do (1) dostaneme zdkladni hydrostatickou rovnici

8@

+F =0 nebo vektorové —Vp+F =0.

Posledni rovnice jsou nutnou a postac¢ujici podminkou rovnovahy tekutiny. Uplny
diferencial tlaku p, ktery je funkci soutadnic z;, vychézi ze zakladni hydrostatickeé

rovnice
dp

d

U stlacitelnych tekutin zavisi hustota p na stavu kontinua, nevztahujeme proto
vnéjsi sily na jednotku objemu, nybrz na jednotku hmotnosti. Objemovou silu
vztazenou na jednotku hmotnosti budeme znacit G, jeji slozky G;. Tedy

Fi = pGj,

takZe rovnici rovnovahy tekutin miazeme prepsat takto

Loy
p Oz;

1
+G; =0 nebo vektorové —-Vp+ G=0.
p

1.2 Lagrangetv a Euleriv popis

V odvozeni zakladni statické rovnice jsme uvedli, Ze viskézni sily se neprojevuji,
pokud je tekutina v rovnovéaze. Pfi pohybu toto jiz neplati. Z tohoto divodu
nejprve odvodime pohybové rovnice pro idealni tekutinu a posléze rovnice urcujici
pohyb vazkych tekutin.



Jsou dvé mozné cesty, jak rovnice odvodit. Prvni, zvana Lagrangeova, spociva
ve sledovani pohybu libovolné c¢astice tekutiny. Druha, zvana Eulerova, sleduje
zmény fyzikadlnich veli¢in v ur¢itém, pevné zvoleném bodé prostoru.

Pti Lagrangeové metodé si vybereme jednu konkrétni ¢astici v ¢ase ty. Poloha ¢as-
tice v Case t bude zaviset na pocatecni poloze a na c¢ase t. Rychlost u; a zrychleni
w; uréime nasledovné

a w; = = )
ot G ot?

Pokud bychom chtéli takto popsat kazdou c¢astici v tekutiné, bylo by to velice
nepraktické. Proto se podivame, jak si s timto tikolem poradi druh& metoda.

Us

Eulerova metoda vySetfuje stav proudéni tekutiny v urc¢itém misté prostoru. Cés-
tice, kterd se nachazi v urcitém casovém okamziku ¢ v misté se souradnicemi
1, To, T3, Ma rychlost se slozkami

w; = ui(x1, T2, 3, 1) = wi(zy, 1), kde i,j=1,23.

Z této rovnice miizeme urcit zrychleni tekutiny v ur¢itém bodé, pokud zafixujeme
soufadnice z;, nebo slozky zrychleni kazdé céstice pfi fixaci Casu t. Slozky zry-
chleni tekutiny v ur¢itém bodé jsou dany %. Toto zrychleni nazyvame lokalni.
Zrychleni ¢astice odvodime jednoduchou tuvahou. V case ¢ se ¢astice nachazi
v bodé o soutadnicich x;, kde jsou slozky rychlosti dany u; = w;(x;,t). Po uplynuti
kratkého casu dt se zméni poloha ¢astice o d xq,d xo,d z3 a slozky rychlosti poté
budou u;(x; + dzy, xe + dxe, 23 + d 23, t + d t). Oznaéme zménu slozek rychlosti

d u;, pak mizeme napsat
wi(z;,t) + du; = wi(ay +day, wo + dwg, w3 + das, t +dt) =

auidx + auidx + auidx —1—%
8x1 ! 81’2 2 83173 3 6t

kde jsme pouzili rozvoje do Taylorovy fady a zanedbali ¢leny vyssich fadi. Odtud
dostaneme slozky zrychleni

UZ(I],t)‘l— dt,

= — = — : d
YT 0E T ot 0 dt 0wy At 0w di (5)
Tuto rovnici lze zapsat také vektoroveé

du ou

E = W = E —+ (u.V)u.

Analogicky vyraz k (5) dostaneme pro kazdou funkci Eulerovych proménnych.
Méjme skalarni funkci
f=flz;,t).
Plati pro ni
df _of  9of
qa_ o + a—%u]
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Totalni derivaci % nazyvame materidlovou derivact, % nazyvame parcidlni de-
rivace a %uj je konvektivni derivace. Tento rozklad individualni ¢asové zmény
J

na dvé ¢asti, na lokalni a konvektivni, 1ze provést u libovolného vektoru a(z;,t).
Casovou zménu vektorového pole lze tudiz zapsat ve tvaru

da Oa
a = a —+ (u.V)a.

1.3 Rovnice kontinuity

Ke kompletnimu popisu stavu dokonalé tekutiny staci znalost péti fyzikalnich
velic¢in. TTi slozky rychlosti u;, ¢ =1,2,3 a dvé veli¢iny, které uréuji chovani
kapaliny z hlediska termodynamického. Témi jsou tlak p a hustota p. VSechny
veli¢iny jsou funkcemi zavislymi na tiech prostorovych a jedné ¢asové souradnici.
Tedy napt. p = p(x1, 2, x3,1).

Nyni se pokusime odvodit vztahy, které svazuji vSech téchto pét veli¢in. Vyuzi-
jeme k tomu zakony zachovéni.

Kontinuum mé urc¢itou hmotnost m, ktera se béhem pohybu nemiize nikam ztratit
ani samovolné vzniknout. Coz je lapidarni vyjadieni zdkona zachovani hmotnosti.
V proudici tekutiné si vybereme pevné zcela libovolnou, jednoduchou, souvislou
a uzavienou plochu S, kterda se nepohybuje. Tuto plochu nazyvame kontrolni
plochou. Kontrolni plocha S obepind jednodusSe souvislou oblast o objemu V.
Plastém této kontrolni plochy proudi tekutina dovniti a také ven. Elementem
plochy o obsahu d S protece za jednotku ¢asu tekutina o hmotnosti pu - nd .S =
pu;n;d S, kde p je hustota, u je rychlost a wu; jsou jeji slozky, n je jednotkovy
vektor vnéjsi normaly elementu kontrolni plochy a n; jsou slozky n. Soucin u;n; je
kladny, pokud tekutina vytéka ven a zaporny v opa¢ném piipadé. Z toho divodu

je integral
/pumid S,
s

ktery se vztahuje na celou kontrolni plochu S, celkovou hmotnosti tekutiny, jenz
vytekla z objemu V' za jednotku casu.

Hmotnost tekutiny, uvéznéné uvniti kontrolni plochy S, je fv pd V', tudiz ubytek
hmotnosti v tomto prostoru musi byt roven

0

Protoze se objem kontrolni oblasti V' v ¢ase neméni, je mozné zaménit totalni
¢asovou derivaci za objemovy integral. Za predpokladu, ze uvniti kontrolni plochy
S nejsou zadné ziidla ani propusti a plati zakon zachovini hmotnosti, musi se
oba vyrazy udavajici mnozstvi tekutiny rovnat a tedy

ap /
/v ot s
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Tento vztah upravime pomoci Gaussovy véty [3] na tvar

[ 22 av — [ [% +an o] av =

V tvodni uvaze jsme zvolili kontrolni plochu a tim i kontrolni objem libovolné.
Posledni rovnice tedy bude splnéna jen tehdy, pokud bude jeji integrand roven
nule. Tedy matematicky
0 d (pu; 0
gp + (pus) =0 nebo gp
ot 8902 ot
Tato zakladni rovnice vyskytujici se v mnoha oblastech fyziky, se nazyva rovnici
kontinuity. Vektor pu se nazyva hustota toku tekutiny.

+ div (pu) = 0.

Z predchozi kapitoly vime, Ze ¢asovou zménu libovolného vektorového pole mizeme
psat ve tvaru

da Oa
E—E—F(U-V)a.

Pouzijeme-li tento poznatek pro vyjadieni hustoty p, dostdvame
dp 0Op dp _ Op

qt o gy T TuV e

Rozepiseme-li div (pu) dostavame
d(pu;) dp Ouy;
= u; =u-V V- u.
Pomoci téchto vztahi je mozno prepsat rovnici kontinuity takto
d ou; d .
d—f—i—pazi:O nebo d—f%—pdlvu:o.

Je-li hustota konstantni, p = konst., pak rovnice kontinuity piejde v rovnici
nestlacitelnosti, ktera klade podminku pouze na rychlost proudéni

Oui =0 neboli divu = 0.
82%’

div (pu) =

1.4 Pohybové rovnice

Jiz diive jsme odvodili rovnici rovnovahy tekutin a to z divodu jejiho vyuziti
pro odvozeni pohybovych rovnic. Pouzijeme d’Alambertova principu, kdy se k rov-
nicim rovnovahy pfida setrvaéna sila [2]. Tuto silu mtizeme vztahnout na jednotku

objemu, jejiz slozky jsou —pdd? a nebo na jednotku hmotnosti, jejiz slozky jsou

—%. D’Alamberotovym principem dostaneme z rovnice rovnovahy pohybové

rovnice pro dokonalou tekutinu




Nyni rozepiSeme materidlovou derivaci na dvé slozky (parcialni a konvektivni),
jak jsme to ukazali v kapitole o Lagrangeové a Eulerové metodé.

ot Ox; p Ox;

Této soustavé tii rovnic se iikd Eulerova hydrodynamickd rovnice. PovSimnéme si,
ze se v této rovnici jiz vyskytuje vSech pét nezbytnych fyzikalnich velic¢in, které
plné urcuji pohyb dokonalé tekutiny. Jsou to tii soufadnice xz;, hustota p a tlak
p. Mame tedy pét neznamych, ale jen tii rovnice. Pokud pfidame jesté rovnici
kontinuity a rovnici polytropy, jsme v principu schopni urcit vSechny neznimé.
Rovnice polytropy je obecnéjsi vztah svazujici zménu hustoty a tlaku pii dvou
vyznamnych termodynamickych procesech. Pfi izotermické zméné stavu plynu,
tzv. Boyeliv-Mariottiv zakon, a pfi adiabatické zméné. Rovnice polytropy ma

nasledujici tvar .

r_ (ﬁ) . kde n>1,

Po Po
pfi¢emz pro izotermicky dé&j plati n = 1 a pro adiabaticky dé&j je n > 1 [4]. Pii
adiabatickém déji znac¢ime index n jako k a nazyvame jej Poissonovou konstantou.
Tato konstanta je rovna poméru mérnych tepelnych kapacit pii stalém tlaku
a stalém objemu.

Eulerovu rovnici hydrodynamiky muzeme piepsat do vektorového tvaru

ou 1
E—F(H-V)U—G—;Vp. (7)

A ted jednoduSe odvodime tyto rovnice v Lagrangeové tvaru. Jde o transformaci

rovnice G; — /%88_:2 — dd? = 0 do Lagrangeovych proménnych a;,t, kde j =1,2,3.
Namisto % budeme psat a;t‘ﬁi, tedy rovnice mé tvar
0%x; _ o~ Lop )
o2 b opoxy’

kde piedpokladdme zavislost G; a p na novych proménnych a;,t. Vynasobime-li
rovnici (8) vyrazem 9%, obdrzime
J
Ox; 0x; ., Ox; 1 0p Oy
ot2 da;  'Oa;  pOx;daj

ox;
Oa;

Lagrangeovu silu, kterou je zvykem znacit );. Protoze se Ox; ve vyrazu

Nebot a; chapeme jako kiivocaré soufadnice, lze G; 3% povazovat za zobecnénou
1 0p 9z
p Ox; Oa;
zkrati, piSeme

10p0x; 109p

p0x;0a;  pda;’

Pomoci tohoto vztahu lze zapsat pohybovou rovnici dokonalé tekutiny v La-
grangeové tvaru nasledovné
821’1' 8m, . 1 8p

9 00, % poa;”
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1.5 Navierova-Stokesova rovnice

V této kapitole se pokusime odvodit zakonitosti, kterymi se ¥idi pohyb tekutin,
se kterymi se bézné setkavame. Tedy tekutin viskoznich.

Viskozni tekutina klade stejny odpor okolnimu tlaku jako dokonald tekutina,
znaceny —o;;p a navic odpor vzidjemnému pohybu ¢éstic vi¢i sobé navzéjem,
tedy 7;;. Matematicky zapsano

Tij = =0 + Tij,
kde 7;; jsou slozky tenzoru napéti.

K pochopeni viskozity a urceni tvaru ¢lenu 7;; pouZijeme model pohybujici se
viskozni tekutiny, ktery je znédzornén na obrazku 1. V tomto obrazku jsou desky
rovnobézné a proudi mezi nimi tekutina. Spodni z nich je v klidu a horni se
pohybuje konstantni rychlosti uy. Obé vrstvy bezprostiedné ptiléhajici k deskam
jsou vudi nim v klidu. Tedy spodni vrstva tekutiny je v klidu a vrchni se pohybuje
rychlosti ug. Vlivem vnitiniho tfeni se za¢nou pohybovat v§echny vrstvy tekutiny
kromé vrstvy priléhajici na spodni desku.

A V"
V [——L— v,
S —p
A
h
v 0
% "l

Obrazek 1: Model viskozity

Ozna¢me si osu v roviné spodni desky jako x-ovou a k ni kolmou jako y-ovou.
Rychlosti u jednotlivych vrstev tekutiny jsou poté u,. Rychlosti u, jsou funkcemi
soufadnice y (u, = u, (y)). Predpokladejme timérnost sil, vyvolanych t¥enim

na vztahu 88“;’. Vztahneme-li je na jednotku plochy mtZeme psat
, Ou,
T = ,
H y
kde p je dynamickd viskozita tekutiny a mé jednotku Nsm =2, coz odpovida Pas-
calu.

V 5] je odvozen tvar tenzoru tiecich napéti s ohledem na piedpokladané ma-
teridlové vlastnosti tekutin. A to izotropii a linearitu. Vysledkem tvah je vztah
pro tenzor tfecich napéti

Tz'/j = )\(5@J19 -+ 2ueij,
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kde ]
e = §(Vu—i—VuT) a ¥ = divu.

Fyzikalni veli¢ina A se nazyva druhou viskozitou. Z fyzikdlnich méfeni vime, Ze obé
viskozity jsou zéavislé na tlaku i na teploté, ale dale je budeme pro zjednoduseni
povazovat za konstantni. Celkovy tenzor napéti Ize tedy napsat ve tvaru

Tij = —5Up + Ti/j = —(5ij + )\(31379 + 2,ueij. (9)
Dosadme tento vztah do pohybové rovnice a dostaneme

du; 1 dp 0 0
7 = Gi+ - (_(%Z- + oz, (M) + £ (2,&6”)> : (10)

J

Vyjadfeme z rovnice (10) materidlovou derivaci pomoci derivace parcialni a kon-
vektivni

aui—i—%u-—G'—i—l _8p+i /\aur n 0 8ui+8uj
ot ox; T " p Ox; Oxz; \ Oz, z; Mc()xj 0x; ’
V mnoha konkrétnich aplikacich lze pro vétsinu tekutin povazovat obé viskozity

za konstantni, ;. = konst. a A = konst., a tudiz lze psat tuto rovnici v jednodussim
tvaru

ou; Ou; 10p pu+X\ 0%, L
+ —u;=G; — — — 1 1 A, 11
ot Ox; p Ox; p Ox;0x; p (11)
Dalsi rovnici dynamiky tekutin je samozifejmé rovnice kontinuity ve tvaru
0 d(pu;
Op  Opui) _

Toto je stejny tvar, jaky jsme uvedli u dokonalé tekutiny, nebot rovnice kontinuity
predstavuje zakon zachovani hmotnosti. Jde-li o tekutinu vazkou, ale nestlacitel-

nou nabyva rovnice kontinuity tvaru gZ? = divu = 0 a proto se rovnice zjednodusi
(11) na
Ou;  Ou; 10
Z—i——luj:Gi—— P +BAU2
ot Ox; pox; p
nebo vektorové
ou

—+(u-Viu=G - 1V}H—EAu.
ot p p
Jde o Navierovu-Stokesovu rovnici pro nestlacitelné viskozni tekutiny, coz je vek-
torova rovnice a tudiz méa tii slozky. V8imnéme si, Ze zde nevystupuje druha
viskozita A. Pomér % se nazyva kinematickd viskozita a zavadi se pro ni nové
oznaceni v
i
p
ktera ma jednotku Nmkg~'s~2. Pro stlacitelné tekutiny vSak nelze druhou vis-

kozitu A\ zanedbat. Lze si vSak situaci ulehéit, protoze David Enskog [6] odvodil

Y
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pro jednoatomovy plyn hodnotu druhé viskozity A zavislou na dynamické visko-
zité nasledovné

2
A= ——p.
SN
U viskozni tekutiny se casto odhlizi od jeji struktury a druhd viskozita se bere
vidy A = —%u. Tento vztah si odvodime jednoduchou tivahou. Mame-li rovnici

(9) a vezmeme v tvahu (11) dostaneme

ov,
Tii = Tow + Tyy + Toz = —3p + (3A + 2p) P
Jedna-li se o nestlacitelnou tekutinu, je g;: =0 a tudiz
1
= —5Tii-
P=73

Aby tento vysledek zustal v platnosti i pro stlacitelné tekutiny, polozime

p
B +2u=0, 4. A=-—qp

Dosadime-li tento vztah do (11), dostaneme Navierovu-Stokesovu rovnici pro stla-
citelnou viskozni tekutinu

=Gy — = z
ot + axjuj p O0x; + 3 0x;

nebo vektorové

Ju 1 v 1]
M w-Viu=G--Vp+Iv(v-u)+Lau
8t+(u u=G P p+3 ( u)+p u

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou jednim z pilifii mechaniky tekutin, jelikoz po-
pisuji jejich pohyb v ¢ase a prostoru. Z tohoto diivodu jsou denné vyuzivany
k praktickym aplikacim od navrhu ¢erpadel po modelovani vzdalenych galaxii.
Ptes jejich nesmirnou prakti¢nost je nase porozumeéni FeSitelnosti jen ¢astecné.
A to predevsim proto, Ze feSeni rovnic ¢asto zahrnuje turbulenci. Navrch tomuto,
mnoho zakladnich vlastnosti feSeni nebylo prokazano. Pro t¥i dimenzionalni sys-
tém rovnic a nékteré pocatec¢ni podminky jesté neni prokazano, ze vzdy existuje
hladké feseni a pokud existuje tak nemusi byt prokédzano, ze maji omezenou Kki-
netickou energii. Proto vypsal v roce 2000 Clay Mathematics Institute milion
dolarti jako odménu pro toho, kdo jako prvni vyfesi jimi zadany problém tykajici
se pravé fesitelnosti Navierovych-Stokesovych rovnic [7].

Pravé tyto nevyfesené problémy jsou divodem, pro¢ se v nésledujicich kapitolach
budeme vénovat popisu tekutin ze zcela jiného thlu, a to pomoci celularnich
automati.
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2  Uvod do celularnich automati

Nésledujici ti1 kapitoly byly zpracovany za pomoci [8], pokud neni uvedeno jinak.

Protoze si v néasledujicich kapitolach ukazeme, ze jde proudéni tekutin simulovat
pomoci celularnich automati, je nésledujici pasidz vénovana kratkému sezndmeni
s timto fenoménem. Laskavy ¢tendf se zde dovi nékteré historické informace,
mozné priklady pouziti a pfedevsim formalni nalezitosti spjaté s témito automaty.

2.1 Trocha historie

Celularni automaty (CA) jsou Casové i prostorové diskrétni idealizaci fyzikalnich
systémi, kde hodnoty veli¢in nabyvaji pouze diskrétnich hodnot. Prvni napady
na CA se objevily jiz ve 40. letech dvacatého stoleti, kdy se John von Neu-
mann snazil navrhnout stroj, ktery by kontroloval i opravoval sam sebe [9]. Jeho
cilem bylo najit logickou strukturu sebereprodukujiciho se automatu bez nutného
vztahu k biologickym procesum. Spolu s S. Ulamem rozdélili cely prostor na jed-
notlivé bunky, pficemz kazda buiika je na zacatku charakterizovana pocatecnim
stavem. Tento pocatecni stav se podle evolucniho pravidla méni vidy po jed-
notlivych krocich, tzv. iteracich. Evolu¢ni pravidlo nemusi byt stejné pro vSechny
bunky, ale je vzdy funkci stavi bunék v okoli butiky, kterou pravé zkoumame.

V padesatych letech se poprvé zacaly CA pouzivat k automatickému zpracovani
obrazu [10]|. Byla vyvinuta specialni pravidla pro tpravu $umu, odhad velikosti
a poctu objekti na obraze pofizenym mikroskopem.

V roce 1970 naSel John Conway jednoduché pravidlo vedouci ke komplexnimu
chovani a nazval jej Game of Life [11]. Z této hry se stala senzace, ktera na CA
upoutala zna¢nou pozornost matematiku a fyziku, ktefi se poté zaslouzili o jejich
dalsi rozvoj. Hracim polem je ¢tvercova sit, kde jednotlivé ¢tverecky (buiiky) jsou
bud zivé (stav 1) nebo mrtvé (stav 0). Pravidlo pro tuto hru je prosté. Mrtva
bunika, kterd je obklopena tfemi zivymi bunkami, ozije. Pokud kolem zivé bunky
neni zadn& bunka ziva, nebo je ziva pouze jedna, zajde zalem a naopak pokud
jsou kolem buiiky vice nez tii zivé bunky, umird na umackani. Buikami kolem
jsou chapany ty, které maji s buiikou alespon jeden spolecny bod. Jedna se o tzv.
Moorovo okoli (viz nize). Je jich tedy celkem osm.

V sedmdeséatych letech byl vytvofen HPP model mtizového plynu trojici Hardy,
Pomeau a de Pazzis [12|. Je to jeden z prvnich CA, ktery zachovava kromé poctu
castic také hybnost. Timto modelem se oteviela cesta k simulovani pohybu tekutin
nebo zrnitych latek pomoci CA.

V osmdesatych letech se Stephen Wolfram [13], [14] zacal zabyvat jednodimen-
zionalnimi CA, na kterych ukézal rozlicné vlastnosti jednoduchych pravidel, jez
vedou ke komplexnimu a mnohdy neoc¢ekavanému chovani. Na téchto, nebo podob-
nych CA ukazal, Zze maji vztah ke statistické mechanice.
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V roce 1986 pfisel na svét FHP model panu Frisch, Hasslacher a Pomeau [15],
ktery nezavisle na nich objevil také Stephen Wolfram. Provedou-li se u néj piis-
lusné limity ukazuje se, Ze se jedna o obdobu Navierovych-Stokesovych rovnic,
coz je nepopiratelny dikaz schopnosti CA modelovat realny fyzikalni problém.
Tento model je dikladné popsan v nasledujicich dvou kapitolach a proto se nyni
spokojime s touto poznamkou.

2.2 Zakladni definice

Lidsk& mysl ma zvlastni touhu vse rizné skatulkovat. Proto, abychom mohli né-
jaky dosud nezatiidény model oznacit nalepkou celularni automat, je tieba si
uvést definici, podle které tak mizeme ucinit.

2.2.1 Celularni automat

Jaké podminky jsou nezbytné nutné, aby se jednalo o objekt spadajici do velké
rodiny celularnich automati a kolik téch nutnych podminek vlastné je? Jedna se
o nasledujicich pét podminek

1. Mrizka, na které se pravidlo aplikuje, je diskrétni v N-dimenzionalnim pros-
toru i v case.
2. Na zacatku se kazdé buiice v prostoru predepiSe jeji poc¢atecni stav.

3. V kazdé iteraci se vSechny stavy bunék simultanné podrobuji evolué¢nimu
pravidlu, které ridi vyvoj systému v case.

4. Protoze stav buniky zavisi na stavu bunék v blizkém sousedstvi, je tfeba
definovat okoli bunky, které ovlivni jeji stav.

5. V neposledni fadé je nutné definovat okrajové podminky systému.

Pokud je pravidlo R stejné pro kazdou bunku, hovoiime o homogennim pravidle.
Jsou znamé také nehomogenni pravidla, kde muze byt nehomogenita bud v ¢ase
nebo prostoru (mame na mysli matematické nebo). Nejjednodussi nehomogenita,
se kterou se za chvili setkdme, je prostorova nehomogenita zapfi¢inéna okrajovymi
podminkami.

2.2.2 Okoli
Pravidlo kazdého CA pracuje podle definice se stavy bunék v okoli. V podstaté

neexistuje zadné omezeni, jak takovéto okoli definovat, ale je zvykem definovat jej
pro vSechny buiiky stejné. V praxi se za okoli povazuji buniky, které s vySetfovanou

16



bunkou piimo sousedi. Slozitost vypoctu roste s poc¢tem bunék v okoli exponen-
cialné, takze neni vhodné z vypocetnich divodi brat v dvahu néjak rozlehla
okoli. Pro dvoudimenzionalni ¢tvercovou sit existuji dvé zakladni okoli. Jsou jimi
von Neumannovo okoli a Mooreovo okoli (nékdy nazyvané Mooreovo oko). Von
Neumannovo okoli zahrnuje 4 butiky, které jsou rozmistény od zkoumané bunky
severné (S), vychodné (V), jizné (J) a zapadné (Z). Moorovo okoli zahrnuje stejné
buniky jako von Neumannovo a jsou k nim ptridany 4 dalsi, jenz jsou situovany
na severovychodé (SV), jihovychodé (JV), jihozapadé (JZ) a severozapadé (SZ).
K témto dvéma okolim existuji tzv. rozsifena okoli, kterd zahrnuji stejné bunky
jako ta nerozsitena a jsou obohacena o buiiky navic, které jsou ziejmé z obrazki
2 a 3. V tomto obrazku je modie vyznacena bunka, jejiz stav se pravé vysetiuje
a Cervené ty, které jsou povazovany za piislusné okoli.

Obrazek 2: von Neumannovo a von Neumannovo rozsifené okoli

Obrazek 3: Moorovo a Moorovo rozsirené okoli

Na dvoudimenzionalni ploSe je také uzite¢na hexagondalni miizka, kterd je i se
svym okolim a rozSifenym okolim znézornéna na obrazku 4. Tato miizka je
pouzita u FHP modelu, protoze vykazuje symetrie, které nakonec vedou na iso-
tropni chovani tohoto modelu v makroskopické limité.

2.2.3 Okrajové podminky

Jak jsme si jiz Tekli, okrajové podminky jsou piikladem prostorové nehomoge-
nity. Je to z divodu konec¢nosti struktury. Kdyby tomu tak nebylo, nemélo by
smysl evolu¢ni pravidlo viibec zacit aplikovat, protoze k druhé iteraci bychom
nikdy nedospéli. Pokud méame omezenou strukturu, na niz je definovidno okoli
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Obrézek 4: Hexagonalni okoli

pro kazdou buiiku stejné, je nevyhnutelné, aby pro nékteré nestastné bunky je-
jich okoli presahlo pfes definované tizemi. Pokud pouzijeme von Neumannovo
okoli, tyto nestastné bunky jsou ty, které lezi na prvnim a poslednim fadku
a prvnim a poslednim sloupci. Nebo-li ty, které tvori jakysi obvod celé stu-
dované oblasti. Témto bunkam zadefinujeme v jakém stavu se nachéazeji bez
ohledu na evolu¢ni pravidlo. Je mozné si vymyslet nepieberné mnozstvi zpu-
sobt, jak stavy obvodovych bunék zadefinovat. Nékteré okrajové podminky se
hodi pro uréité modely CA a pro jiné nikoliv. Nejcastéji pouzivané pocatecni
podminky jsou: periodické, fixni, nepropustné a zrcadlové. VSechny ¢tyfi typy
jsou znazornény na obrazku 5, kde je nestastna obvodova buiika zelena.

b a b 1| a

I ibla|b

nepropustné zrcadloveé

Obrézek 5: Okrajové podminky
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3 FHP model

FHP pravidlo je dvoudimenzialnim modelem tekutiny, ktery roku 1986 pop-
sali Frish, Hasslacher a Pomeau [15]. V této a pfedevsim nésledujici kapitole se
pokusim dokazat, ze tato diskrétni mikroskopicka dynamika je vhodna k popisu
makroskopického chovani tekutin. Diky nelinearité pravidla jsou vSak jednotlivé
vypocty slozité a proto se budeme muset uchylit k jistym zjednodusenim jako
napt. k Taylorové rozvoji. V této kapitole si predstavime zakladni vlastnosti FHP
modelu.

3.1 Pravidlo

FHP model popisuje pohyb ¢astic v diskretizovaném prostoru, které se mohou
vzajemné srazet. Prostor, na kterém se tak déje, je hexagonalni mrizka. FHP
model je mysSlenkovou abstrakci, snazici se co nejjednoduSeji uchopit realnou
tekutinu na mikroskopické skale. Pokud je tato pfedstava blizka realité, mél by
model v sobé ukryvat vyznacné efekty realné tekutiny. Ze tomu tak skutecns je,
se snazim demonstrovat v nasledujici kapitole. Je znamo, Ze rovnice kontinuity
a Navierovy-Stokesovy rovnice vyjadiuji lokalni zakon hmotnosti a hybnosti v ka-
paliné. V mikroskopickém popisu FHP modelu se uplatiuji také tyto dva zakony
zachovani béhem kazdé iterace. A to zachovani poctu ¢astic, ktery, jak si dale
uvedeme, odpovida zdkonu zachovani hmotnosti a zakonu zachovani hybnosti,
coz prekvapivé neni. Navic se v makroskopické limité projevi symetrie hexago-
nalni miizky, kterd vede k isotropii systému, coz ovSem piekvapivé je.

Mikrodynamika FHP modelu je vyjadifena pomoci okupacnich c¢isel, jez jsou
Booleovymi proménnymi. Castice se pohybuji diskrétné nejen v prostoru, ale
také v case. Sméruji jednim ze Sesti sméri, pii kazdé iteraci urazi konstantni
vzdalenost a navic podléhaji vylu¢ovacimu principu, ktery fika, Ze se v jednom
sméru a v jednom bodé diskrétniho prostoru nemitze vyskytovat vic nez jedna cas-
tice. Takto je zaruceno, ze stav v jednom bodé je plné popsan Sestici Booleovych
proménnych.

Bez moznosti vzajemnych srazek by byl model vskutku nudny. VSechny ¢astice by
se pohybovaly danym smérem a kazdou iteraci by se objevily o kousek dale. Pokud
ovSem povolime srazky, za¢ne systém vykazovat nelinearni chovani. K tomu, aby
srazka nastala, je tieba splnéni dvou podminek, a to pfitomnosti dvou ¢i tif
¢astic v jednom bodé a takovato srazka musi zachovat hybnost a pocet castic.
Pro dvoucasticové srazky je zachovani hybnosti splnéno jen a pouze v piipadé,
kdy se srazi ¢elné. Nastane-li takova situace, je vysledek vychyleni obou ¢astic
o 60°, pricemz pravdépodobnosti vychyleni ve sméru chodu hodinovych rucicek
¢i ve sméru opacném jsou stejné. K tricasticové srazce dojde jen tehdy, jsou-li
vSechny sméry pohybu ¢astic vzajemné posunuty o 120°. V takovém piipadé se
¢astice vychyli o 60°, pficemz je libovolné, v jakém sméru k vychyleni dojde,
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nebot obé varianty vedou ke stejnému vysledku. Pro jakékoliv jiné uspofadéani
castic ke srazce nedojde a céastice je pohybuji nerusené dale podél jednotlivych
smeéri.

Existuji i jiné varianty FHP modelu, napt. FHP-IT a FHP-III [17], ktera mohou

obsahovat nepohyblivé ¢éastice a Castice s riznymi rychlostmi, ale témto modelim
se v diplomové praci vénovat nebudu.

3.2 Mikrodynamicky popis FHP modelu

Mikrodynamicky popis FHP modelu lze provést pomoci evolu¢ni rovnice pro
okupacni ¢isla. Zavadi se veli¢ina n; (r,t), ktera urcéuje pocet ¢astic vstupujicich
do bodu r v ¢ase t ze sméru ¢;, kde i = 1,2,...,6. Tyto ¢astice jsou neznicitelné
a v daném bodé a sméru se muze pohybovat nejvysSe jedna. Jednotlivé sméry,
podél nichz se musi ¢astice pohybovat, jsou vzajemné pootoceny o %, coZ je zna-
zornéno na obr. (6).

C3 C2

fol=

Cq €

L 2

(&1

Cs Ce

Obrazek 6: Sméry pohybu castic c;.

Také je tfeba definovat Cas 7, ktery uplyne mezi dvéma néasledujicimi iteracemi
modelu a miizovou konstantu A, kterd udava vzdéalenost mezi nejbliz§imi body
v diskrétnim prostoru. Diky jejich znalosti se rychlosti, kterymi se ¢astice pohy-
buji, vyjadii \

v; = ;c,, (13)
pricemz c; je jednotkovy vektor. Pokud by se Castice nesrazely v jednotlivych
uzlech mtizky, byla by evolu¢ni rovnice dana

n; (r+ Aei,t +7) =n; (r,t), (14)

coz vyjadiuje, ze se bez srazek ¢astice v ¢ase t+ 7 posunula o jeden uzel ve sméru,
v jakém se pohybovala v ¢ase t. Toto je podstatna, avsak méné zajimava cast FHP
modelu. Ten zac¢ne byt zajimavy az v momenté, kdy dojde ke srdzkam, které zméni
smér pohybu ¢astic. VSechny srazky v FHP modelu vykazuji dva zakladni rysy,
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které kazdy fyzik uvita. Zaprvé, srdzky zachovavaji hmotnost, tudiz je pocet ¢astic
pred a po srazce stejny a zadruhé, zachovavaji hybnost. Srazek, které zachovavaji
hybnost, je celkem pét a déli se na dvoucésticové a t¥icasticové. Pokud je pouze n;
a n;13 rovno 1 v misté r, nastane dvoucésticova srazka pfi niz ¢astice pohybujici
se rychlosti v; zméni svou rychlost na v;_1 nebo v;41, pficemz se s index i pocita
modulo 6. Zavadi se proménné pro popis dvou-c¢asticovych srédzek D;

Di = niniyz (1= ni1) (1 = niy2) (1= nipa) (1 = n4ys) - (15)
Je-li D; =1, poté doslo ke kolizi ¢astic ve sméru ¢ a ¢ + 3.. Proto je
n; — D; (16)

pocet castic, které zustaly ve sméru c; diky dvou-casticovym srazkam podél
daného sméru. Byl-li pocet ¢astic n; = 0, pak se miize ve sméru c; ¢astice ob-
jevit jako nasledek srdzky mezi n;11 a n;y4 nebo n;1o a n;y5. Je zvykem zavést
Boolovskou proménnou q (r,t)!, ktera urci, zda se ¢astice odrazi vpravo (q=1)
nebo vlevo (q=0) v piipadé, kdy dojde k dvoucasticové srazce. Tudiz pocet ¢astic,
které se nové objevi ve sméru c; je

Miize také dojit k t¥icasticové srazce, procez se zavadi proménna T;
T = ninigoniza (1 — nip1) (1 — niys) (1 — nigs) (18)

Se stejnou uvahou dostaneme pro tii¢asticovou srazku pocet Castic po srazce
ve sméru c;

n; — 1+ Tiys. (19)
Vgech pét vyse popsanych srazek je znazornéno na obr. (7).
Spojime-li vSechny tii poznatky (bezsrazkovy pohyb, dvou a t¥icasticové stazky)
dohromady, dostaneme mikrodynamicky popis FHP modelu, tedy

ni(r+ e, t+7)=n;(r,t)— D;+qD; 1+ (1 —q)Diy1 — T; + Tins. (20)

1V kodu v8ak bude proménné g = q (t), tedy nezavislé na r, protoZe generace nahodné pro-
ménneé je ¢asové narocny proces a proto si pro kazdou iteraci vytvoirime pouze jednu proménnou,
kterou aplikujeme na celou mfizku.
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Obrézek 7: Pét moznych srazek v FHP modelu. Dvoucasticové srazky se mo-
hou vyvinout dvéma riznymi sméry a to s pravdépodobnosti p;=p-.
maji pouze jednu moznost vyvoje.
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4 Matematicka ekvilibristika s FHP modelem

Je snahou v této casti diplomové prace ukézat, Ze jsou Navierovy-Stokesovy
rovnice v jistém smyslu vysledkem upscalingu FHP modelu ve dvou dimenzich.
Piitom cestu je tieba zacit u evolu¢ni rovnice (20). Je asi na prvni pohled patrné,
ze se nebude jednat o lehky tkol, jelikoz mikrodynamicky popis je jednoduchy,
kdezto makroskopické rovnice nemaji dodnes prokazanou fesitelnost, ackoliv jsou
jiz fadu desetileti v centru pozornosti mnoha génii své doby.

4.1 Makroskopické veli¢iny

FHP model pracuje v Booleovskymi proménnymi n;, ale jejich obdoba v real-
ném svété neexistuje. Proménné n; se ¥ika indikdtor existence cdstic. Neméame
zadny piistroj, ktery by néco takového dokazal zméfit. Co vSak méfit umime,
jsou makroskopické veli¢iny jako je hustota ¢i viskozita, nebo primérné hodnoty,
napiiklad rychlosti ¢i hybnosti. K tomu je tfeba zavést primérnou hodnotu N;

N; (r,t) = (n; (r,1)). (21)
N; (r, t) e také pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachazi v bodé r v ¢ase t s rychlosti

v; = . Hustotu vyjadiime pfirozené jako sumu vSech prumérnych hodnot
poctu ’stlc pohybujicich se v kazdém sméru c;

2e;
pl &
u Ca

p(rt) = ZN (r,1). (22)

Podobné zavedeme hustotu toku ¢astic, jenz je definovana jako hustota p vyna-
sobené rychlostnim polem w

p(r.t)u Z v; N, (23)

Dalsi dilezitou proménnou, ktera je podstatnd pro odvozeni makroskopickych
limit je tenzor hustoty toku hybnosti Il,z

6
Haﬁ = Z UiavzﬂNi (’l", t) s (24)
i=1

kde o a [ oznacuji prostorové slozky vektori. Tenzor hustoty toku hybnosti II
predstavuje tok a-slozky hybnosti na jednotkovou plochu kolmou k ose . Tento
¢len, jak se pozdéji prokdze v sobé nese tlak, viskozitu a konvektivni ¢len.
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4.2 Multiskalovani a Chapmantv-Enskongtiv rozvoj

Je tfeba ukézat, ze i v makroskopické limité si tento model zachova dvé dulezité
vlastnosti: platnost zakont zachovani a isotropii, kdezto diskretizace se nakonec
neprojevi. V prvni fadé musime ziskat fidici rovnice FHP modelu v proménnych
N;, ¢ehoz se dosdhne jednoduchym priamérovanim rovnice (20)

Ni (T+)\Ci,t+T) _Nz (’I",t) = <Qz> s (25)
kde je zavedena pramérna hodnota kolizni funkce (€2;)

S (D) + 5 (Diss) — (T + (Tos), (26)
jelikoz je (q) = % Jak vidno, rovnice (25) je stale diskrétni v ¢ase i v prostoru
a N; nabyva hodnot od 0 do 1. Je vSak rozumné ocekavat, ze na skale L >> A
a T >> 7 se FHP model stane spojitym jak v ¢asové tak prostorové proménné.
Jako vétginu sloZitych rovnic ve fyzice, tak i na rovnici (25) aplikujeme Tayloriv
rozvoj, a to druhého radu

2 /\2
Makroskopicka limita FHP modelu si zad4 feSeni tého rovnice, coz se pti prihléd-
nuti k nékolika aproximacim nakonec ukaze jako teSitelny problém.

Jak z nazvu podkapitoly plyne, jednou z téchto aprav je Chapmanoviuv-Enskonguiv
rozvoj, kterym rozvineme N;

N; =N 4 eN® 4 2N 4 (28)

. . I U . , y 0
kde ¢ je malé a tudiz prevaznou cast informace celého vyrazu nese ¢len NZ—( ),

K urceni tvart NZ-(E) je nezbytné predpokladat podminku, Ze makroskopické veli¢iny

p a pu jsou dany pouze vyrazem nultého fadu Ni(o)

6 6
p=2_ N a pu=3 wN (29)
i=1 i=1
a proto
6 6
ZNZ@ =0 a ZviNi(é) =0, prol>1. (30)
i=1 i=1

Tato podminka se ukaze jako pfirozend v momenté, kdy se dobereme feSeni
rovnice (27). Zatim nevime, jak se v limité projevi velikost A a 7, ale oc¢ekavame,
ze se pro rizné jejich poméry objevi rozdilné jevy. Naptiklad, pomér % je rychlost
¢astice, ktera se musi v rozumném modelu projevit i ve spojité limité jako rychlost
konvekce. Od rozumného modelu také ocekavame disipativni jevy, které jsou
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disledkem viskozity, kterd by meéla byt imérné ’\72 Na takové skalovani je vsak
tFeba jit opatrné a s rozmyslem. Zavedme si proto dvé ¢asové makroskopické skaly
T1 a T2

T _ T _ 2
= O() a T 0 (£%) (31)
a jednu prostorovou L
2_06) (32)

Ted miZeme zaveést dvé makroskopické ¢asové proménné t; a to

1 1o

t=—+4+—=, 33
-t o (33)
coz nam dava ¢asovou derivaci 0;
3t = 88151 + 828t2. (34)
Podobné zavedeme jednu makroskopickou prostorovou proménnou 7y
1
- (3)
coz nam dava prostorovou derivaci
0
—— = E0,, 36
Oreg “ (36)

kde 0, je derivace vzhledem k a-slozce ;. Nyni se pokusme nalézt jednotlivé
podminky, které musi € v rov. (27) splhovat.

4.3 Rovnice rovnovahy

Snahou je nalézt pohybovou rovnici pro hustotu p a hustotu toku c¢astic pu.
Obecnou strukturu této rovnice je mozné ziskat bez feSeni rov. (27) a bez hlubsi
znalosti (€2;).

Ptesto v8ak o koliznim ¢lenu (€2;) vime dvé zakladni vlastnosti

=0 a ) v =0 (37)

Prvni rovnice vychazi z rovnosti

6 6 6 6 6
ZTz‘ = ZTH-S a Z D; = Z Diy = Z Diyy. (38)
i—1 =1 i—1 i—1 i—1
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Druhé ¢ast rov. (37) je pravdiva z definice
D;= D3, €= —¢Ciy3 (39)
a také
Ti =Tipo =Tiyy, €i+Ciya+cipqa=0. (40)

Proto se po sumaci vSechny ¢leny poZerou. Rov. (37) neméa dany tvar ndhodou
a platii pro stiedni hodnoty (€2;). Tvar rovnice totiz vyplyva z lokdlniho zachovani
poctu ¢astic a zachovani hybnosti béhem srazek. Uzitim rov. (28), (34) a (36)
v rov. (27) dostaneme podminky pro €. Po dosazeni dostavame

7 (€0y, +£°0;,) N —|—€N(+ +52N(2)> +

,7_2

7 ( 282 + 5381518152 + 8482

2
; € cm%aaﬁ ( + 5N(+ + 2N, 2))

AEC;in O (N —l—e’:‘N(+ +52N(2))

N +€N(+ —|—52N 2))

)\T&Cia (58151 + 528152) aa <NZO + €NZ-(+) —+ 62Ni(2)) = <Qz> . (41)

Kdyz se omezime pouze na ¢leny obsahujici € obdrzime pro hmotnost

26:[7@1 )+ AciaBu N | = () (42)

i=1
Po dosazeni (€2;) = 0 a s piihlédnutim k rov. (29) dostavame

Toto je rovnice kontinuity, kterd odrazi zachovani ¢astic. Stejny postup aplikujme
na hybnost

6
3 [Tatlchfo) + /\cmcw@a]\fi(o)] — 0. (44)
i=1
Pri¢em7 néasledné dostaneme
Oy, (pua) + 95115 = 0. (45)

Nyni mame rovnici pro zachovani hybnosti, ktera, jak dale uvidime, odpovida
Eulerové hydrodynamické rovnici bez disipace energie.

Stejné srovnani provedme se ¢leny, které obsahuji €2, coz na rozdil od ¢lenti s €
zachyti disipativni efekty. Nejprve se soustiedme opét na hmotnost

6
Z [7628t1 )+ 782@2]\7( + Ae?i0 0 N
i=1

2

2

A
+%52631N}0> + S ucind2s N + Areeiad, 0N | = 0. (46)
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Diky rov. (30) vypadnou ¢leny obsahujici Ni(l)

(29) dostavame

a s prihlédnutim k rovnici

Brup + %afl o+ a? 251 + 70,00 (pu),, = 0. (47)

A nyni pro hybnost

2

6
> |:T€ D1y iy NI+ Ae2Ci0Cin 00 N %52031%1\75%
=1

)\2
?52%%%336 ) 4 7Ae? CiaCinOh O N(O)] =0, (48)
coz je tieba jeSte upravit

6
T A 0 A 1
XT@Q E ch( ) + )\)\26 E cm ch( ) 8,521 E cw

i=1
N 0 A
5 )\3 Z ; —cig—cm +7’)\)\28t18 Z cmT

Dany vyraz je mozno zjednodusit zkracenim konstant, uzitim vztahi (29) a zave-
denim tenzoru tretiho radu Sys,

ey N = 0. (49)

aﬁ'y Z Uzavzﬁvw (50)
na tvar
Oyt + DI + 3flp Uo + 32 S8+ 70,0511 = (51)

Pouzijeme-li rov. (43) a (45), muzeme rov. (47) a (51) dale upravit. Nejprve

derivujme celou rovnici rov. (43) podle t;, vynasobime vyrazem 7 a dostaneme

%afl p= —%0t18apua. (52)
Proto lze rov. (47) upravit na
gafl + 32611( 4 704, Oapiia = §aa [atl Pt + 05T =0, (53)
coz vede na rovnici
d;p=0, (54)

kterd nam iika, Ze na casové §kale T, nedochéazi k zadnym zménam hustoty. Stejné
tak derivujme celou rovnici rov. (45) podle ¢, vynésobime vyrazem 7 a dostaneme

T T 0
50h i = —5@16[,11;;. (55)
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Proto lze rov. (51) upravit na

Ouupita+ 03 |1 + 5 (9115} + 2,55 )| = 0. (56)

Tato rovnice obsahuje disipativni pfispévek k Eulerové rovnici (45). Prvnim
prispévkem je H(lﬁ), ktery je disipativni ¢asti tenzoru hustoty toku hybnosti.
Druhé cast, tedy 3 <8t1 op T O Saﬁv> pochéazi z Taylorova rozvoje druhého radu

diskrétni formy Boltzmannovy rovnice. Tyto ¢leny jsou zapiic¢inéné diskretizaci
prostoru a nemaji ve standardni hydrodynamice obdoby.

éleny e a 2 mohou byt seskupeny a dat nam obecnou iidici rovnici celého sys-
tému. Sumace rovnic (56) a (45) s piislusnou mocninou faktoru e vede k

0 9 Lo
(9t2,0ua + a_rﬁ |:Haﬂ + = (5at1 ar SO(BV):| = O7 (57)

kde I, = H(ﬁ) + 5H(1[3 a kde jsme pouzili 0y = €0y, + €20}, a s = = €0,. Stejné
tak rov. (43) a (54) vedou na

Op + divpu = 0, (58)

coZ je dobfe zndma rovnice kontinuity.

Rov. (57) odpovida Navierovym-Stokesovym rovnicim, avSak zatim neni moc
pouzitelna, jelikoz tenzory Il a S nejsou vyjadieny jako funkce p a u. K vyjadieni
IT a S v zavislosti na téchto dvou veli¢inach je potfeba spocitat rov. (27) a nalézt
vyjadieni pro Ni(o) a Ni(l) jako funkce p a w.

4.4 Boltzmannova rovnice

Pro vyfeSeni rov. (27) je nezbytné nutné vyjadiit pravou stranu rovnice, nebo-li
vyraz (€);), ve vhodném tvaru. A protoze pfiroda pro nas nemd zadny darek, tak
neexistuje zadné exaktni vyjadieni (€2;) pomoci N;, nebot kolizni ¢len je nelinearni
a obecné neplati, ze primeér soucini je roven soucinu pruméru. Nastésti, pokud
budeme N; a N, povazovat za nezavislou proménnou, pak faktorizace mozna je.

Predpokladejme tuto rovnost

Tento predpoklad se zd& byt opravnény, a jelikoz jej nutné potiebujeme k nasled-
nym upravam, tvrdim, Ze i opravnénym je. Pfedstavime-li si enormni pocet srazek
atomi ¢i molekul tekutin, ktery béhem jejich proudéni nastava, je vhodnou pred-
stavou tohoto procesu néjaka forma molekularniho chaosu a v tomto piipadé jsou
n; a n; nezavislé. To ovSem ne zcela okamzité, ale po jistém casovém okamziku,
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ktery je ovSem jesté kratsi nez 7. Takovato tivaha je zndma jako Boltzmannova
hypotéza.

Predpokladejme pravdivost Boltzamnnovy hypotézy, pak tedy
<Qz (nla Na, N3, N4, Ns, n6)> = Q’L (Nla NZ: N37 N4> N57 NG) . (60)

Poté muzeme nas$i oblibenou rov. (27) piepsat takto

2

2 A

Tato rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice. Pouzijeme-li explicitni vyjadieni
Q); pomoci proménnych T; a D; dostaneme rovnici

Qi (N) = =NiNiyaNiys (1 = Niy1) (1 = Nigs) (1 — Niys)
+Nit1NitaNigs (1= N;) (1 = Niya) (1 = Nija)
—N;iNit3 (1 = Niz1) (1 = Niga) (1 = Niga) (1 = Niys)
1
+§Ni+1Ni+4 (1= Ni) (1 = Nig2) (1 = Niys) (1 — Nigs)
1
+5Nis2Nigs (1= Ni) (1 = Nig1) (1 = Nigs) (1 — Niga) . (62)

4.5 Chapmaniv-Enskongtiv rozvoj podruhé

Nyni jde o upravu rov. (61) za pouziti rovnic (28), (34) a (36). Prava strana
rov. (62) mize byt opét linearizovana Taylorovym rozvojem jako

0 (N) = (N}O)) + 5i (%) NY 1£0 (). (63)

V levé ¢asti rov. (61) je kazdy ¢len obsahuje € v fadu minimélné 1 ('), kdezto
prava strana vyjad¥end rov. (63) obsahuje i ¢leny ¢ nulového fadu (°) a proto

0 : (N =0 (64)
a
6 0. (NO
O (81) . 8,51Ni(0) -+ 3aviaNi(0) = %Z (%) Nj(l) (65)
j=1

Z rov. (64) vypocitame Ni(o) a vysledek pouzijeme v rov. (65) k obdrzeni Nl-(l).
To ovem neni az tak piimocaré, jak bychom si piedstavovali, jelikoz matice 2

ON
neni invertibilni. Vskutku, ze zadkonu zachovani plyne

> (%) = T <66>

% %
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a stejné tak
0%,
Zcm (8_NJ> =0, (67)

coz dokazuje, Ze sloupce matice gT% jsou line4rni kombinaci jeden druhého a proto
je determinant roven nule. Posledni dvé rovnice muZzeme zapsat takto

o0\ " AN o0\ "
) E=(Z=) E,=(Z) E,=
(8N) 0 (azv) ! (azv) 2 =0, (68)
kde horni index T znamen4 transpozici matice a Ey, E1 a E5 jsou vektory z R®
a jsou definovany

FEy = (1,1,1,1,1,1) (69)
E, = (011,01270137014,0157016)

E; = (ca1, €22, Ca3, Co4, C25, Ca6)

pliemz c,; znac¢i prostorovou komponentu « smérového vektoru c;. FEj jsou
nazyvany kolizni invarianty, protoze popisuji zachovavajici se dynamické pro-
ménné a to takto

N -Ey=p uvN-E;=pu; vN-Ey=pus, (70)

kde - je symbol odpovidajici skalarni nasobeni v R% a v = %

Aby bylo moZné ziskat FeSeni rov. (65), je nezbytné, aby vyraz 8,51NZ-(0) +8avai(0)

lezel v oboru hodnot matice ST%' Z linearni algebry vime, ze obor hodnot matice

je ortogonalni na jadro své vlastni transpozice

r (22 _ [reer (22Y]
"\o~n) T |7 \oN

Proto je tedy nutné, aby byl vyraz f)thi(o) + &lvai(o) kolmy na Eg, E; a Es.
Toto je ov8em splnéno diky rov. (42) a (44).

(71)

Na zavér je tfeba podotknout, Ze i kdyZ feSeni rov. (65) existuje neni, jednoznacéné.
Jak bylo napsano diive, mdéme podminky

6 6
SNO=0 YunO=0 poest, ™)
=1 i=1

které odpovidaji na otazku, je-li Ni(l) také ortogonalni na kolizni invarianty a nélezi
do obrazu matice gT%' V nasledujicich ¢astech se pokusime ziskat explicitni feSeni
rovnic (64) a (65).
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4.6 Lokalni rovnovazné reSeni

Resent Ni(o), ktera ve svém dusledku vynuluji stfedni hodnotu kolizniho ¢lenu
Q;, jsou znama jako lokdlni rovnovdznd feseni. V podstaté to odpovida situaci,
kdy se vzajemné rovnaji poméry vSech srazek. Tim, Ze je kolizni ¢as 7 mnohem
mens§i nez cas pozorovani T a Tb, je rozumné v prvnim pfiblizeni ocekavat, ze
rovnovaha nastava lokalné.

Av8ak k nalezeni takovych Ni(o), ktera spliuji €Q; <N¢(0)> = 0, je tfeba pridat
jesté jednu podminku. Kolizni ¢len §2; je souc¢tem nékolika piispévki, jak plyne
z rov. (26). Veli¢ina T; (N) urcuje pravdépodobnost tii¢asticové srazky pro ¢astici,
ktera cestuje ve sméru ¢;. V situaci lokdlni rovnovahy jsou pravdépodobnosti, Ze
dojde k tri¢asticové srazce pro Castici ve sméru c¢; a c;y3 stejné, tedy

T (N©) = T3 (N©). (73)
Pti stejné tivaze dostaneme podobnou rovnost pro dvou-¢asticové srazky
D; (N9) =D,y (N9) = D;_, (N©), (74)
coz jesté muzeme zjednodusit, jelikoz ¢ si mtuzeme libovolné zvolit, na tvar
D; (N©) = Dyyy (NO) . (75)
Podminku (73) muzeme pomoci rov. (18) vyjadiit i takto

0 0 0 0 0 0
N i( ) N, z'(+)2 N, z'(+21 N i(+)1 N i(+33 N z‘(+)5 (76)

0 0 0 0 0 0
(1= 30) (- %) (=88 (1-0) (1= %) (1-8)

Pro jednoduchost si zavedeme znaceni

(0)
M= N (77)

==

a rovnou pouzijeme dekadicky logaritmus, ktery nédsobeni prevadi v prosté s¢itani
a dostaneme

log M; + log M5 + log M4 — log M1 — log M3 —log M5 = 0. (78)

Nebot je vztah stejny pro libovolné 7, tak si bez ijmy na obecnosti zvolime ¢ = 1
a mame

10g M1 —10g M2 +10gM3 —10gM4+10gM5 —10g M6 =0. (79)
Podminku (75) upravime stejné

log M; + log M; 3 = log M;.1 + log M;_4. (80)
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Pticemz pro ¢ =1

log M — log M + log My — log M5 = 0 (81)
aproi=2

log My — log M3 + log M5 — log Mg = 0. (82)
Vsechny vztahy, které bychom dostali pro ¢ vyssi nez dvé jsou linearni kombi-
naci (81) a (82). Namisto rovnic (81) a (82) je zvykem nahradit je jejich sou¢tem
a rozdilem. Tedy pro soucet

log My — log M3 + log My — log Mg =0 (83)
a pro rozdil

log My — 2log My + log M3 + log My — 2log M5 + log Mg = 0. (84)

To se déla k ziskani dalsich t¥ech koliznich invariantii, které plynou z rovnic (79),
(83) a (84). Pro prehlednost, v8ech Sest invariantti vypada nasledovné

Ey=(1,1,1,1,1,1), (85)
E, = (0117012,013, 01470157016) )
E,; = (0217 C22, C23, C24, C25, 026) )
Es=(1,-1,1,-1,1,-1),
E,=(1,0,-1,1,0,-1),
Es=(1,-2,1,1,-2,1).
Vsech Sest vektorti tvoii ortogonalni bazi v R, protoZe ¢; maji tyto vlastnosti

Ci = —Ciy3 a C; + Cit+2 + Cita = 0 (86)

a zaroven
6
D CiaCip = 30ap. (87)
i=1

Rovnosti (86) pfimo vyplyvaji z obrazku (6) a druhou rovnost lze jednoduse
demonstrovat. V prvni fadé je vhodné pfipomenout, zZe je ekvivalentni s

1
g Z C;C; = 1, (88)

kde 1 je jednotkovd matice 2x2 a ¢;c; je matice, jejiz Cleny jsou c;ncig. Je jedno-
duché ovéfit, ze nasobeni matice ), ¢;c; libovolnym vektorem cj, dava vysledek
3¢k, jelikoZ ¢ - cpr1 = 1/2, e Cpya = —1/2 a ¢ + Cpy2 + Cra2 = 0.
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Zavedeme-li vektor log M
log M = (log M, log My, log M3, log My, log Ms,log Mg) , (89)
muzeme podminky rovnovahy (79), (83) a (84) zapsat
logM -E;=0 logM-Ey=0 logM - Es=0. (90)

Tim, ze E}, tvoii bazi R®, mizeme log M vyjadrit jako linearni kombinaci koliznich
invarianta Ey, E7 a Fs

lOgM = CLEO + blEl + b2E2 (91)

a nebo s prihlédnutim k definici koliznich invarianti Ey, E; a FEs a zapisu b =
(b17 b2)

logM; =a+b-c;. (92)
Pouzijme definici M; v rovnici (77) a prostou tpravou dostaneme

N !

e (93)

Vyraz, ktery jsme obdrzeli pro NZ-(O)7 nabyva formy Fermiho-Diracova rozdéleni.
Je to disledek vylucovaciho principu, kdy miize byt v jednom misté v jednom
sméru pouze jedna Castice.

4.7 FEulerova rovnice

Veli¢iny a a b v rov. (93) jsou funkcemi hustoty p a rychlostniho pole u a jsou defi-
novany v souladu s (29). K jejich vypo¢itani pouZijeme Tayloriv rozvoj druhého
fadu rychlostniho pole u. Piepisme (93)

1

NZ(O) — f (XZ) = —1 T e—Xi’

(94)
kde je Sesti-dimenzionalni vektor X = (X7, Xo, X3, X4, X5, X¢) je definovan

X = a(p, ’U,) Eo—f-bl (,0, ’U,) E1 +b2 (p,'U,) EQ. (95)

Rozviiime N v okoli u = 0, tedy kde se tekutina makroskopicky nepohybuje

2

O _ (X (o — O s — Oy o L o
N7 = f(X;(u=0))+ uq f(XZ<u_0))+2uau68ua8u@

! Oug

f(Xi (u = 0)).(96)

Upravme derivace

o 0X, 0
3ua N (9ua 8XZ
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o PXy 0 N 0X,;0X, 0?
Ouadus  Ouadug 0X;  Ouy Oug OX?

(98)

Protoze se tekutina makroskopicky nepohybuje, Ni(o) by meéla byti z divodu syme-

trie v8echna stejna. Proto X; (u = 0) nezavisi na ¢ a miazeme psat

Xi(pu=0)=uxz(p).

S timto zjednodu$enim a s pozménénymi derivacemi lze piepsat (96)

NO Z f(2) +u, (gi‘;)uzof/ () +

lu 82Xi f/( )+aXz aXz " ($)
2" | Gugdus” T Oua Oy o

Neznamé v tomto vztahu jsou urceny vztahem (70), ktery rika

P = ZEOi : Nz'(O) pu = ZEU : Nz‘(O) puz = UZEzi : N(O)

Vsimnéme si, ze plati

}j%zi—ﬁ—— }j&zz—ﬁéﬁ }:&Zf

a

nebot

i

ab2
ou,,’

Eo'EOZG, El El EQ E2—3 a Ek EZ_O pro k#l

S j v ]

O, 8u5 Oug dug Oy Oug Oug dug’

" Oug Oug  Oug Oug Ou, Oug

a konec¢ne

dug Oug duy Qug * 38% dug’

ZEQZ 3XZ 3XZ _3 da (%2 abg da

a to plati, jelikoz

6 pokud k=0
Zm%%=2mﬁ{mmy
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(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)



> EnEpE; =36y pokud k,1#0 (108)

> EwEiEn =0 pokad k.1m#0. (109)

Pokud zavedeme notaci

_( Oa _( 9%
o = (a_ua>u:0 ¢ aaﬁ - (auaauﬂ>u20 (110)

a stejné tak i pro by a by, pak miizeme prepsat podminku p = Ej - NZ.(O) na tvar

p=06f () + buaaaf () + Buaugaasf’ (v)
1
+§UaUﬁ [6aaa5 -+ 3b1ab15 + Sbgabgﬁ] f// (l’) . (111)

Nebot tato rovnice musi byt splnéna pro vSechny hodnoty p a také u, lze usoudit
na platnost

6f(x)=p a a,=0 (112)

aagf/ (33) + % (blablﬁ + bgabgg) f” (33) = 0. (113)

Jelikoz E - Ni(o) = puy /v, obdobné obdrzime

1
% = Buabiaf’ (x) + Euauﬁ [bmﬁf, (r) +3 (aablﬁ + blaaﬁ) f’ (z)], (114)
nasledkem ¢ehoz
3b11f/ (.CC) = g, blg =0 a blaﬁ =0. (115)

)

Z davodu symetrie z posledni podminky FEs - Ni(0 = pus /v vyplyva

3b22f/ (IE) = B, b21 =0 a bgag =0. (116)
v
Rov. (113) se pak redukuje
1 1
an f' () + §b%1f" () =0 a anf (z)+ §b§2f” (x) =0 (117)

a tudiz jedinymi nenulovymi ¢leny v nasem rozvoji jsou
P (=)
1802 (7 (x))*

a ajp = Q9 = (118)

Jx) = g’ b = bz = 3vf€(x)

35



Pokud tento vysledek zohlednime v daném rozvoji (96) vyjde nam

p_2u_2 F (x) +p_z 1" (x) Uq U (119>

(O o P
M= 3602 (f () T I8 (f @) 0 v

L6

p
_c..u
+311'L

2 _ — 22 2
kde u® = ugug = ui + us.

Protoze f je Fermiho-Diracovo rozdéleni, plati

f=r=1 a ff=r1-f)Q1-2f) (120)

a protoze plati f (x) = (p/6) dostavame
(@) _2p(3—p)
18 (f(x))*  3(6—=p)

Tato rovnost poskytuje jiz kone¢né vyjadfeni feSeni lokalni rovnovihy pro nas
problém

(121)

p P 1 u? Uq U

NO_E L P = - a2 P 199
i 6 + 31}61 u ZpG (p) 02 +gG (p) CiaCip v v’ ( )
kde jsme pouzili G definovano nasledovné
2(3-p)
G(p) = —=. 123

Jesté predtim, nez obdrzime dlouho o¢ekdvanou Eulerovu rovnici, je tfeba oveérit
dilezity vztah, ktery je zodpovédny za vyslednou isotropii hexagonélniho modelu

6
3
Z CiaCiBCinCis = Z (506ﬁ5“/5 -+ 5aw675 + 50[6567> . (124)

i=1

Tento vztah je splnén pro jakoukoliv orientaci vektoru c;. Tenzor ¢tvrtého fadu
Z?:l CiaCipCiyCis Je isotropni a to je divod, pro¢ je pouZita hexagonalni miizka
k popisu proudéni tekutin, na rozdil od mfizky c¢tvercové, ktera isotropii ne-
vykazuje. Isotropni tenzory ctvrtého rfadu, které vytvari sméry miizky, hraji
krucidlni roli v modelech mfizového plynu pro simulaci proudéni tekutin, coz
je dano nelinedrnim ¢lenem w - Vu v Navierovych-Stokesovych rovnicich. Poza-
davek isotropie omezuje mozné miizky, které mohou byt pouzity. To se nejvice
projevuje v tfirozmérném prostoru, ve kterém zadna takovato mfiizka neexistuje.
Tento problém se da nastésti obejit, protoze existuje miizka s danou vlastnosti
ve Ctyfrozmérném prostoru a jde provést jeji projekci do tiirozmérného pros-
toru. Takovato oklika v8ak vede k tomu, Ze se jiz ¢astice nepohybuji jen jednou
rychlosti, ale mohou se pohybovat dvéma a zaroven se v nékterych smérech mohou
pohybovat dvé ¢astice. Vysledek rov. (124) je mozné obdrzet pfimym odvozenim.
Proto napisme

cr = (cos (kv + ¢),sin (kv + ¢)), (125)
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kde

¢=2§ a ¢ (0,21). (126)

Proménné, jenz je tieba vypocitat v rov. (124) jsou
Z Ch Z Chas Z CiChas Z ChiCra A Z Ch1 G- (127)
k k k k k

Pouzitim vztahu S°7—) 7% = (" — 1) / (r — 1) platného pro 7 # 1 a vztahu ¥ =
cos Y + 1 siny dostavame

6 2ip _ 1
. dikep Ai _ 4ip€ " 1
E (Ckl + ZCkQ E € =e w1 =0, (128)
k=1
- - 2iky) 200 _ 2w€12w_1
g i 1 i —
kg_l cr1 + ZCk-Q (k1 — ick2) ,;_0 e o 1 0 (129)

6 5
Z (k1 + icka)” (crn — i) = Z 1 =6. (130)
k=1 k=0

Piimym vypoc¢tem levé strany rovnic (128), (129) a (130) obdrzime

6 6
Z (cr +icke)’ = Z [(chy + cha — 6 Cha) + 20 (GRacra — cmacip) ], (131)
k=1 k=1

6 6
Z Cr1 +icke)’ (Cr1 — icra) = Z [(chy — Cra) + 2 (Chycra + craciy)]  (132)
k=1 k=1

6 6
D em +icke)® (e —ier)” =D (chy + Chy + 2641 Fs) - (133)
k=1 k=1

Porovnani téchto levych stran (131), (132) a (133) s pravymi stranami (128),
(129) a (130) poskytuje

Zcﬁl = ZcﬁZ = %, 2021022 = Z a Zcilcm = chlciQ =0. (134)
k k k

k k

Toto je kompaktnéjsi forma rov. (124).
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Nyni se vratme k vypoctu 119 za pouziti rov. (122) a pravé rov. (124)

0 0
Hgﬁ) = Z Nz( )viavm =

022805~ LG (p) 80+ LG () (155 + 2t)
v? P 2
=\ 5P =59 u” ) dap + pg (p) uaus, (135)
kde
3 p—3
=G (p)=—. 136
9(p)=35G(p) P (136)

Jak vidno, tento vysledek je nezdvisly na smérech mtizky c¢; a to pravé diky
isotropii tenzoru (124).

Vyraz (%p —29(p) uz) dop je tlakova Cast a vyraz pg(p)usug je konvektivni
¢ast tenzoru hustoty toku hybnosti. Mikrodynamicky popis nam dava explicitni
vyjadieni tlaku

b= (o-Latoe). (137)

pricemz %p odpovida tlaku idealniho plynu pfi konstantni teploté. Teplotu lze
do systému dodat povolenim riiznych rychlosti ¢astic, coz ovsem pfekrac¢uje ramec
této diplomové prace.

Jsme nyni v situaci, kdy je mozné napsat Eulerovu aproximaci (na skale T} a L),
popisujici chovani nasi tekutiny. Jedna se o standardni aproximaci v hydrodyna-
mice, kde pro nizkd Machova ¢isla, nebo-li pro 4 mnohem mensi nez rychlost
zvuku, lze povazovat hustotu za konstantni p = py vSude, kromé tlakového ¢lenu.
S timto omezenim a vyuzitim rov. (135), piejde rovnice (45) na

Iu+g(p)(u-V)u= —%Vp- (138)

Tato rovnice se ve srovnani se standardni Eulerovou rovnici (7) 1isi ve faktoru g (p)
pred konvektivnim ¢lenem. Jelikoz g (p) # 1 nepopisuje FHP model proudéni
tekutin pfesné. A to z duvodu poruseni galileovské invariance dynamiky tohoto
celularniho automatu a proto dius + g (p) (w - V) w neni totalni derivaci du/dt.
Avgak pro mala Machova ¢isla g (p) miZe byt povazovano za konstantni a vhodnou
renormalizaci 0y, na g (p) 0; se tak zbavit faktoru g (p) v rovnici (138).
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5 Implementace FHP modelu v MatLabu

V této posledni kapitole mé diplomové prace uvadim vysledky vlastni implemen-
tace FHP modelu v MatLabu. Tento program jsem zvolil ze dvou divodi. Zaprvé
je to asi nejrozsirenéjsi komercéni software, pomoci kterého se provadi numerické
vypocty nejen na univerzitni pudé. A zadruhé, existuji i jeho open source klony,
tudiz takové, které maji volné pristupny kod a jsou Casto zcela zdarma ke stazeni
na internetu. Tim padem si muze kdokoliv vysledky zde prezentované ovérit, ¢i
prislugné pasaze kodu upravit k obrazu svému. Jednim takovym je napi. GNU Oc-
tave.

Rozhodl jsem se simulovat obtékani nekonec¢né tenké desky umisténé v rece kolmo
k sméru toku tekutiny.

V prvnim pfibliZzeni se da Tici, Ze jista ¢ast feky je dvourozmérny rovinny utvar,
ktery je ohranicen korytem, jehoz biehy jsou vzajemné rovnobézné. Hexagondlni
miizka, kterd vypliuje feku, ma smér ¢; rovnobézny s obéma biehy a sméruje
doprava, na rozdil od sméru cg4, ktery sméfuje doleva. Na biezich jsem zvolil pod-
minky, které de facto odpovidaji zdkonu odrazu. Tim je mysleno, Ze se c¢astice,
pohybujici ve sméru ca, resp. ve sméru ¢z, odrazi od horniho biehu a pokracuje
ve sméru cg, resp. ve sméru cs. Podle stejné tivahy se ¢astice pohybujici ve sméru
cs, resp. ve sméru cg, odrazi od dolniho biehu a pokracuje ve sméru cs, resp.
ve sméru ca. Kolmo k biehiim jsou dvé mista, kde feka zac¢ina a konci. V téchto
mistech jsem zvolil periodické okrajové podminky, nebo-li, to co z feky vytece, se
do ni vrati z druhé strany. Diky témto okrajovym podminkadm je mozné kontrolo-
vat, jestli se zachovava pocet castic, které byly do systému na pocatku vlozeny.

V nésledujicich dvou podkapitolach jsou uvedeny vysledky simulaci v piipadech,
kdy jesté neni v fece umisténa piekdzka a posléze, kdy jiz feka tuto prekazku
obtéka.

5.1 Reka bez piekazky

V této casti uvadim vysledek simulace, ktery byl obdrzen implementaci kodu,
ktery je vypsén a vysvétlen v apendixu A. Cilem této simulace bylo ovérit, ze
pokud se na zac¢atku pohybuje vice ¢astic jednim smérem nez druhym, tak tomu
tak bude i po uplynuti libovolného ¢asu. Tomu tak neni, pouzije-li se napf. ¢tver-
covd namisto hexagonalni miizky.

Toto je potvrzeno na obrazku (8), kde jsou vykreslené pocty ¢astic v piislusnych
smérech v zavislosti na ¢ase. Na poc¢atku byl pocet ¢éstic ve sméru c; pétkrat vétsi
nez v ostatnich smérech. Je vidét, Ze se na zac¢atku castice preskupuji ve vSech
smérech a poté pocet c¢astic v jednotlivych smérech osciluje kolem konstantni
hodnoty. Tato pocatecni reorganizace i nasledné oscilace kolem fixn{ hodnoty jsou
zapric¢inéné srazkami, které prevadi ¢astice z jednoho sméru do jiného. Na obrazku

39



je vidét i korelace poctu castic ve sméru c; a c4. To je zpiisobeno tim, 7Ze pfi
dvoucasticové srazce, ktera je pravdépodobnéjsi nez tricasticova, se ve stejny
okamzik objevi ¢i ztrati ¢astice pohybujici se proti sobé. Béhem celé simulace je
pocet vSech ¢astic konstantni.

4
250000 F celkem #* i
cl
cg ——
cd ——
4 ——
200000 | £ ]
ch
v
2
w
G
Q50000 E
=)
[1)]
o
[o]
o
100000 | E
- .,...n._a‘-“-mw.*u...,,_Mm.,\,,._A.,.,,,,,.,Am,.f-ffu’""‘"‘"‘-»w...,_N,/-m-mﬂ-..u_.“wn.,.\n\_mw_ﬁ/'-'”"“wm/\.,
50000 et
0

0 100 200 _ 300 400 500
pocet iteraci

Obréazek 8: Pocet ¢astic v celém systému i v jednotlivych smérech v zavislosti
na poctu iteraci a tim i na case. V Fece prozatim neni umisténd piekazka.

5.2 Reka s prekazkou

V této casti uvadim vysledky simulace, které byly obdrzeny implementaci kodu,
ktery je vypsan a vysvétlen v apendixu B. Reka s prekazkou je postavena na to-
tozné myslence, jako je feka bez prekdzky - jen s tim doplnénim, Ze se do simu-
lace prida prekazka kolma na smér cy. Piekdzka, kterd ma Sitku jedné buiky,
se nachazi asi v poloviné feky a zaujima 1/3 jeji sitky. Stfed prekazky se nachazi
v ose feky.

Do kédu, ktery je jen doplnénim kédu prezentovaného v apendixu A, nejprve
pouze vlozime prekazku a ve sméru c; opét pustime pétkrat vice c¢astic, nez-li
jich je ve smérech ostatnich. Je rozumné ocekéavat, ze bez pusobeni vnéjsi sily,
to jest bez nésilného otoceni nékterych céstic do jiného sméru, se budou pocty
¢astic v jednotlivych smérech postupné vyrovnavat.

Toto je potvrzeno na obrazku (9), kde jsou vykreslené pocty ¢astic v prislusnych
smeérech v zavislosti na ¢ase. Na poc¢atku byl pocet ¢astic ve sméru c; pétkrat vétsi
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nez v ostatnich smérech. Je zde vidét trend, kdy se pocty c¢astic v jednotlivych
smérech s rostoucim ¢asem blizi ke stejné hodnoté. Béhem celé simulace se pocet
vSech ¢astic zachovaval.

250000 + celkem * |

]
ES

200000 ¢ 1

0 2000 4000 BOOD G000 10000 12000 14000 16000
pocet iteraci

Obrézek 9: Pocty ¢astic v jednotlivych smérech i jejich vyslednd suma v zavislosti
na poctu iteraci.

Jelikoz je na obrazku (9) znazornéno 16385 itera¢nich cykli a tudiz neni ziejmé,
zZe je pocet Castic ve smérech cg aZ cg pii prvai iteraci stejny, je na obrazku (10)
znazornéno pouze prvnich 50 iteraci.

120000 |- c2

0,
)

100000 + k

G0000

pocet ¢astic

60000 k!

40000 ¢ k!

20000 | 1

0 L . L . L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

pocet iteraci

Obrézek 10: Pocty castic v jednotlivych smérech v prubéhu prvnich 50 iteraci.
Osa x reprezentuje pocet iteraci a tim i ¢as, kdezto na ose y je vynesen pocet
castic.
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Zavérem je na obrazku (11) znézornén priubéh simulace obtékani prekazky. Jsou
vykresleny normované rychlosti toku c¢astic spolu s jejich sméry. Za normu byla
zvolena nejveétsi rychlost, kterou se nasledné vSechny rychlosti vynormovaly. Tudiz
maé Sipka, znazornujici nejvétsi rychlost modul roven jedné. Matice, ktera reprezen-
tuje feku, ma 1024 bodi ve sméru rovnobéznym s korytem a 256 bodt v kolmém
sméru. Uprostied je kolmo na smér toku umisténa prekazka o velikosti 106 bodt.
K vykresleni byla pouzita sumac¢ni okénka, ktera maji velikost 16 na 16 bodi.
Jako pozadi je zndzornéna normovana hustota v piislusném sumac¢nim okénku,
kterd je tim vétsi, ¢im teplejsi barvou je piislusné okénko vyplnéno. Je vidét, ze
nedochazi k turbulentnimu proudéni, coz je ddno mikrodynamikou FHP modelu.
K pozorovani turbulenci je tfeba pouzit FHP IIT model, ktery je takovéto jevy
schopen zachytit, ale ktery jiz prekracuje ramec této diplomové prace. Vysledné
normované hustoty odpovidaji ocekavani. Pfed piekazkou se céastice hromadi
a kolem ni je nuceno proudit nejvice ¢astic, ¢imz se zvySuje lokalni hustota.

-
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Obrazek 11: Zaznam ze simulace, kterd znazornuje obtékani prekazky.
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6 Apendix A

Zde je vlozen okomentovany kod, ktery simuluje proudéni bez prekazky pomoci
FHP modelu.

close all, clear all, clc

tmax = 279 + 1; % polet iteraci

a = 2710; % pocet bodli hexagonalni matice ve sméru koryta
b = 2°8; 7 polet bodd kolmo na koryto

c = 2°3; % k sumaci pres mfiZku ve sméru koryta

d = 2°3; 7% k sumaci pfes mrizku kolmo na koryta

ac = a/c; bd = b/d;
n = axb; % polet vSech bodl mrizZky

pomerl = .50; % k nastaveni poltu Castic ve sméru cl atd...

pomer2 = .10; pomer3 = .10; pomer4 = .10; pomerb5 = .10; pomer6 = .10;
bot = 2:1:a-1; % dolni strana mriZky bez okraji

lbot = [1 bot al; % dolni strana m¥iZky i s okraji

top = n-at+2:1:n-1; % horni strana mrfiZzky bez okraji

ltop = [n-a+l top nl]; 7% horni strana mfiZky i s okraji

right = 2*a:a:n-a; % prava strana mriZky bez okraji

lright = [a right n]; ' prava strana mrfiZky i s okraji

left = a+l:a:n-2xa+l; 7/ levad strana m¥izky bez okraji

-~

lleft = [1 left n-a+1]; % levad strana mrizky i s okraji
kraj = [1 bot a left right top n-a+l nl; % jde o obvod celé reky

kraj = sort(kraj); % setridéni obvodu reky
Wl = rand(l,n)<pomerl; 7 inicializace systému ve sméru cl atd...

W2 = rand(1l,n)<pomer2; W3 = rand(1,n)<pomer3; W4 = rand(l,n)<pomer4;
W5 = rand(1,n)<pomer5; W6 = rand(1,n)<pomer6;

W= [W1;W2;W3;W4;W5;W6]; % matice reprezentujici cely systém
W(:,kraj)=0;% na polatku jsou buhky na obvodu feky prazdné

S = zeros(6,(a/c)*(b/d)); ' matice bude vyuZita k sumaci
A = zeros(1l,ax*b); % vektor bude vyuzit k zapisu adres pro sumaci
Q = zeros((a/c)*(b/d),c*d); % matice pro look up table k sumalni matici S

% zde se vytvari adresy
A1 = ceil([1:al/c);
for i =1:D
z = ceil(i/d)-1;
A1, (i-1)*a+1 : ixa) = A_1 + zx(a/c);
end 7 konec vytvareni adres
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% zde se vytvari look up table na sumaci
for i = 1:(a/c)*(b/d)

Q (i,:) = find(A==1i);

end 7 konec vytvareni look up table

v

uhel = [0 pi/3 2*pi/3 pi 4*pi/3 5*pi/3 1; % sméry na mriZce pro hybnost

for cas = 1:1:tmax % zde zalind implementace FHP modelu

Whhh zde je sraZkova &ast
nesrazca = W(:,[lbot 1ltopl); % sraZky na korytu jsou zakazané
z = [32, 16, 8, 4, 2, 1];
col = zxW; % kolizni vektor
colnew = col; % pomocny vektor, abych si nemazal data pod rukama
nahoda = rand<0.5; % nadhodné otali Castice po sraZkach
colnew(col==42) = 21; % 3 &asticova sraZka
colnew(col==21) = 42; % 3 ¢asticova sraZka
colnew(col==9) = nahoda*18 + “nahodax*36; ¥ 2
colnew(col==18) = nahoda*9 + “nahodax36; % 2 lasticova sraZka
colnew(col==36) = nahoda*9 + “nahodax18; % 2 fasticova sraZka
zmena = col “=colnew; % prepiSeme pouze buiky, kde ke sraZce do§lo

asticova srazka

¢ O

colnew(1l) = col(1); % v rozich nedochizi ke sraZkam
colnew(a) = col(a); hoo..
colnew(n-a+1) = col(n-a+1); % ...
colnew(n) = col(n); hoo..

hthl zde je prevod do logickych proménnjch
col = colnew;
m = dec2bin(col(zmena),6)’;
m = uint8(m) ;
W(:,zmena) = m==49;
W(:,[1lbot ltop]) = nesrazca; 7% vratim stav koryta pred sraZkami
%ikkh zde je propagalni &ast
nuly = false(1l,a); 7% zde jsou vytvorené vektory k posunu {astic
nul = false(l,a-1); % ...
%%h%%h posun ve smdru cl
pom = W(1,:); pom(n)=[]; pom = [false pom];
new(1l,:)=pom; new(1l,lleft) = W(1,1lright);
%hh% posun ve smdru c2
pom = W(2,:); pom(n-a+l:n)=[]; pom = [nuly pom];
new(2, :)=pom; new(2,1lbot)=W(2,1ltop);
%%h%%h posun ve smdru c3
pom = W(3,:); pom(n-a+2:n)=[]; pom = [nul pom];
new(3,:)=pom; new(3,right) = W(3,left); new(3,bot) = W(3,top);
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Whh% posun ve sméru cé
pom = W(4,:); pom(1)=[]; pom = [pom false];
new(4,:)=pom; new(4,lright) = W(4,1left);
%%%%h posun ve smdru cb
pom = W(5,:); pom(1l:a)=[]; pom = [pom nuly];
new(5, :)=pom; new(5,1ltop) = W(5,1lbot);
Whh% posun ve smdru c6
pom = W(6,:); pom(l:a-1)=[]; pom = [pom null;
new(6,:)=pom; new(6,left) = W(6,right); new(6,top) = W(6,bot);
%hhh zde se oSetfuji rohy Feky
new(3,a) = W(3,n-a+1); new(3,1)=0; new(3,n)=0;
new(6,n-a+1) = W(6,a); new(6,1)=0; new(6,n)=0;

W = new; 7 zde se vrati celd matice zpét

hhhh zde se vytvari okrajové podminky na korytu, protozZe
%hhh doted byly na korytu podminky periodické, je tfeba je opravit

W(6,top) = new(2,bot);
W(5,top) = new(3,bot);
W(3,bot) = new(5,top);
W(2,bot) = new(6,top);

end % a to je konec
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7 Apendix B

Zde je prezentovan okomentovany kod, ktery simuluje obtékani pirekidzky pomoci
FHP modelu.

close all, clear all, clc

tmax = 279 + 1; % polet iteraci

a = 2710; % pocet bodli hexagonalni matice ve sméru koryta
b = 2°8; 7 polet bodd kolmo na koryto

c = 2°3; % k sumaci pres mfiZku ve sméru koryta

d = 2°3; 7% k sumaci pfes mrizku kolmo na koryta

ac = a/c;

bd = b/d;

n = axb; % polet vSech bodl mrizZky

pomerl = .50; % k nastaveni poltu Castic ve sméru cl atd...

pomer2 = .10; pomer3 = .10; pomer4 = .10; pomerb = .10; pomer6 = .10;
bot = 2:1:a-1; % dolni strana m¥iZky bez okraji

lbot = [1 bot al; % dolni strana m¥iZky i s okraji

top = n-at+2:1:n-1; % horni strana mrfiZzky bez okraji

ltop = [n-a+l top n]; 7% horni strana mfiZky i s okraji

right = 2*a:a:n-a; % prava strana mriZky bez okraji

lright = [a right n]; ' prava strana mrfiZky i s okraji

left = a+l:a:n-2xa+l; 7/, levd strana m¥izky bez okraji

-~

lleft = [1 left n-a+1]; % levad strana mrizky i s okraji
kraj = [1 bot a left right top n-a+l nl; % jde o obvod celé Treky

kraj = sort(kraj); % setridéni obvodu reky
W1l = rand(l,n)<pomerl; 7 inicializace systému ve sméru cl atd...

W2 = rand(1l,n)<pomer2; W3 = rand(1l,n)<pomer3; W4 = rand(l,n)<pomer4;
W5 = rand(1,n)<pomer5; W6 = rand(1,n)<pomer6;

W= [W1;W2;W3;W4;W5;W6]; % matice reprezentujici cely systém
W(:,kraj)=0;% na polatku jsou buhky na obvodu feky prazdné

S = zeros(6,(a/c)*(b/d)); ' matice bude vyuZita k sumaci
A = zeros(1l,ax*b); % vektor bude vyuzit k zapisu adres pro sumaci
Q = zeros((a/c)*(b/d),c*d); % matice pro look up table k sumacni matici S

% zde se vytvari adresy
A1 = ceil([1:al/c);
for i =1:D
z = ceil(i/d)-1;
A1, (i-1)#*a+1 : ixa) = A_1 + zx(a/c);
end 7 konec vytvareni adres
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% zde se vytvari look up table na sumaci
for i = 1:(a/c)*(b/d)

Q (i,:) = find(A==1);

end % konec vytvareni look up table

uhel = [0 pi/3 2*pi/3 pi 4*pi/3 5*pi/3 1; ¥ sméry na mriZce pro hybnost
% zde se vytvari soutradnice prekazky

prekazka = zeros(1,106); 7% prekazka zabirad 106 bunék v ose y
prekazka(1) = 75%a + 500; % prvni buitka je na pozici 500 v ose x

for ii = 2:1:106 % for cyklus na tvorbu soufadnic pfekazky
prekazka(ii) = prekazka(ii-1) + a - mod(ii,2);

end % souradnice jsou hotové

W(:,prekazka)=0; % na prekaZce nejsou Castice

for cas = 1:1:tmax % zde zaclind implementace FHP modelu
hhlh tady je vytvoren forcing, aby pohyb asem neustal
hh% jde o prosté otoleni Castic do sméru cil
for i = 2:6
M= "W({,:).*x (rand(1,n)<.0006) .*W(i,:);
W(l,:) = Ww(l,:) + M;
W(i,:) = W(i,:) - M;
end
Whhh zde je sraZkova East
vyjmu_vlozim = W(:,prekazka); % tady nechci srazku, proto ji zakazi
nesrazca = W(:,[lbot 1ltopl); ' srazky na korytu jsou zakizané
z = [32, 16, 8, 4, 2, 1];
col = zxW; % kolizni vektor
colnew = col; % pomocny vektor, abych si nemazal data pod rukama
nahoda = rand<0.5; % ndhodné otali Castice po srazkach
colnew(col==42) = 21; % 3 ¢&asticova srazZka
colnew(col==21) = 42; % 3 &asticova sriZka
colnew(col==9) = nahoda*18 + “nahodax*36; % 2 fasticova sraZka
colnew(col==18) = nahoda*9 + “nahodax36; % 2 fasticova sraZka
colnew(col==36) = nahoda*9 + “nahodax18; % 2 ¢asticova sraZka
zmena = col “=colnew; % prepiSeme pouze builky, kde ke sraZce doSlo

¢ Ox

colnew(1l) = col(1); % v rozich nedochizi ke sraZkam
colnew(a) = col(a); ho...
colnew(n-a+1) = col(n-a+1); % ...
colnew(n) = col(n); ho...
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%kt zde je prevod do logickych proménnych
col = colnew;
m = dec2bin(col(zmena),6)’;
m = uint8(m) ;
W(:,zmena) = m==49;
W(:,[1bot 1ltopl) = nesrazca; 7% vratim stav koryta pred srazkami
W(:,prekazka) = vyjmu_vlozim; % vratim stav na prekdZce pred sraZkami
%h% zde je odraz na prekadZce
W(1,prekazka) = vyjmu_vlozim(4,:)
W(2,prekazka) = vyjmu_vlozim(3,:)
W(3,prekazka) = vyjmu_vlozim(2,:);
W(4,prekazka) = vyjmu_vlozim(1,:);
)
)

b

2

W(5,prekazka) = vyjmu_vlozim(6,:);
W(6,prekazka) = vyjmu_vlozim(5,:
%kl zde je propagalni &ast
nuly = false(l,a); 7% zde jsou vytvorené vektory k posunu ¢astic
nul = false(l,a-1); % ...
%hh%%h posun ve smdru cl
pom = W(1,:); pom(n)=[]; pom = [false pom];
new(1l,:)=pom; new(l,lleft) = W(1,1lright);
hhh% posun ve smdru c2
pom = W(2,:); pom(n-a+l:n)=[]; pom = [nuly pom];
new(2, :)=pom; new(2,lbot)=W(2,1ltop);
%%%%h posun ve smdru c3
pom = W(3,:); pom(n-a+2:n)=[]; pom = [nul pom];
new(3,:)=pom; new(3,right) = W(3,left); new(3,bot) = W(3,top);
%Whh% posun ve sméru céd
pom = W(4,:); pom(1)=[]; pom = [pom false];
new(4,:)=pom; new(4,lright) = W(4,1left);
%%%%h posun ve smdru cb
pom = W(5,:); pom(l:a)=[]; pom = [pom nulyl;
new(5, :)=pom; new(5,1ltop) = W(5,1lbot);
%Whh% posun ve smdru c6
pom = W(6,:); pom(l:a-1)=[]; pom = [pom null;
new(6,:)=pom; new(6,left) = W(6,right); new(6,top) = W(6,bot);
%hhh zde se oSetfuji rohy Feky
new(3,a) = W(3,n-a+1); new(3,1)=0; new(3,n)=0;
new(6,n-a+1) = W(6,a); new(6,1)=0; new(6,n)=0;
W = new; 7% zde se vrati celd matice zpét

b
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hhhh zde se vytvari okrajové podminky na korytu, protozZe
%tk doted byly na korytu podminky periodické, je tfeba je opravit

W(6,top) = new(2,bot);
W(5,top) = new(3,bot);
W(3,bot) = new(5,top);
W(2,bot) = new(6,top);

hht zde je vizualizace vysledkd co 64 iteraci
if mod(cas,64)==1
%kt samotnd sumace na vykresleni
for i = 1:(a/c)*(b/d)
kde = Q(i,:);
S(:,1) = sum(W(:,kde),2);
end
%kl vykresleni
figure(cas)
kresli(c,d,ac,bd,sour,S)

title([’cas ’ num2str(cas) ’ po scatter: n = ’ num2str(sum(sum(W)))])
fname = [’iterace’ num2str(cas)]; % nazev na uloZeni
print (fname, ’-dpng’); % uloZeni obrazku

close(figure(cas))
fOut = sprintf(’suma’%05d.mat’,cas); % ndzev na uloZeni
save (fOut, ’S_celkova’); % uloZeni sumace
S_celkova = zeros*S_celkova; % vymazani pro pristi iteraci
end
end % a to je konec
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8 Apendix C

V tomto appendixu jsou vypsany a vysvétleny m-funkce souradnice.makresli.m,
které byly pouzity k vykresleni priabéhu simulace v Appendixu B.

souradnice.m
Tato funkce vytvari prostorové soutradnice ve dvou dimenzich, které jsou nasledné

pouzity m-funkci kresli.m k tvorbé hexagonalni struktury, do které se vysledky
simulace vykresluji.

function vysl = souradnice(ac,bd) % nazev funkce

N = ac*bd; % celkovy polet bodl, coZ odpovidd dimenzi S

x = 1:1l:ac; % budouci x komponenta

y = zeros(l,ac); % budouci y komponenta

cit = -1; % pouzito ve for cyklu k ¢itani

vysl = zeros(2,N); % alokace paméti

for j=0:ac:N % zakatek for cyklu
cit = cit+1; % inkrementace pri kaZzdé iteraci
kus = j+1:1:j+ac; ’% tomuto bloku se pritfadi souradnice
vysl(1l,kus) = x + cit*0.5; % x komponenta
vysl(2,kus) = y + sqrt(2)*cit/2; % y komponenta

end % konec for cyklu
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kresli.m

Tato funkce potifebuje ke své ¢innosti m-funkci souradnice.m. Slouzi k samotné
vizualizaci simulace.

function kresli(c,d,ac,bd,sour,S) % nazev funkce

uhel = [0 pi/3 2%pi/3 pi 4*pi/3 5#pi/3 ]; % sméry na mrizce
komponenty = [cos(uhel); sin(uhel)]; % sin a cos smérd
hht zde se nastavuje velikost Sipky na vykresleni

rx = komponenty(l,:)*S; % x-komponenta velikosti v daném bodé
ry = komponenty(2,:)*S; % y-komponenta velikosti v daném bodé
r = sqrt(rx.”2 + ry."2); % celkova velikost pred normalizaci

R = cxd; % toto je normalizalni konstanta
rx_norma = rx/R; % normovand x-komponenta
ry_norma = ry/R; % normovanad y-komponenta

[mm,N] = size(S); % k urceni poltu iteraci for cyklu

for j = 1:1:N % for cyklus
plot(sour(1,j),sour(2,j),’r.’) ’% nakresli puntik
hold on % a k nému vykresli Sipku do bodu x a y
x = [sour(1,j); sour(1l,j) + rx_norma(j)l;
y = [sour(2,j); sour(2,j) + ry_norma(j)];
line(x,y) % samotna Sipka
hold on

end % konec for cyklu

axis([0.5 ac+bd*0.5 -0.5 bd*sqrt(2)/2]) % nastaveni os
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Z.aver

V diplomové praci bylo provedeno odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic,
jakozto bézného néastroje k uchopeni proudéni tekutin. Nasledovala kapitola, ktera
v kratkosti seznamuje s fenoménem celuldrnich automati jako takovym. Tézisté
prace se ovSsem nachézi v poslednich tiech kapitolach, které se vénuji FHP modelu.
Nejprve je model uveden, jsou pfedstaveny jeho charakteristické rysy a nasleduje
jeho prvni matematicky popis. Navazuje kapitola, ve které se z tohoto vcelku
intuitivnitho popisu pozvolnymi tpravami, zjednoduSenimi a aproximacemi pos-
tupné prokazuje, Ze FHP model je vhodnym popisem tekutin a jejich dynamiky.
To je prokazéno tim, ze se z FHP modelu v makroskopické limité odvodi Fulerova
rovnice, ktera je jednim ze stavebnich kament dnesniho poznani hydrodynamiky.
V posledni kapitole jsou uvedeny vybrané vizualizace simulaci proudéni, které
byly ziskdny implementaci FHP modelu v Matlabu. Tyto simulace byly obdrzeny
evaluaci kodt, které jsem sam sestavil a které jsou uvedeny v apendixech.

Na zékladé vyse uvedeného si dovoluji usoudit, Ze cile této diplomové prace byly

veve

které nejsou jinde verejné dostupné.
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