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�eský abstrakt

V této diplomové práci se v¥nuji popisu proud¥ní tekutin. Je zde provedeno
klasické odvození Navierových-Stokesových rovnic, kterými se proud¥ní tekutin
b¥ºn¥ popisuje a jejichº numerické implementace jsou standardn¥ pouºívány k si-
mulacím v rozli£ných aplikacích. Navíc je prezentován popis pomocí relativn¥
nového p°ístupu, který na tekutinu pohlíºí jako na celulární automat. Takovýchto
celulárních automat· je více, ale pro ú£el této diplomové práce byl zvolen hexago-
nální FHP model. Nejprve je popsána jeho mikrodynamika a posléze provedena
makroskopická limita tohoto modelu. Záv¥rem jsou prezentovány výsledky num-
erického experimentu, jenº simuluje obtékání rovinné p°ekáºky tekutinou.

Klí£ová slova: dynamika tekutin, Navierovy-Stokesovy rovnice, celulární au-
tomaty, Matlab, FHP model

English abstract

This master thesis focuses on the description of �ow of �uids. The thesis con-
sists of a derivation of the Navier-Stokes equations which are commonly used to
describe the phenomenon of �uid �ow and are widely-used in other applications
as well. Moreover, the �uid �ow is described with the help of a relatively new
approach that views �uids as cellular automata. For the purposes of the thesis,
a hexagonal FHP model is used. Firstly, the FHP model is introduced. Secondly,
the concept of a macroscopic limit is presented. Thirdly, a numerical experiment
simulating a �uid �ow around a �at obstacle is carried out. In the end, Matlab
codes of simulations are presented.

Key worlds: hydrodynamics, Navier-Stokes equation, Cellular Automata, Mat-
lab, FHP model
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Úvod

Tato diplomová práce navazuje na mojí bakalá°skou práci, ve které jsem se v¥noval
v²eobecnému vyuºití celulárních automat· ve fyzice. Z bakalá°ské práce vyplývá,
ºe jednou z fyzikálních oblastí, ve které lze celulárních automat· s úsp¥chem
vyuºít, je popis proud¥ní tekutin. Jedná se o ekvivalentní popis, který se nej£ast¥ji
provádí pomocí Navierových-Stokesových rovnic. Tyto rovnice, spolu s výpo£etní
silou dne²ních po£íta£·, jsou s úsp¥chem pouºívány k simulaci proud¥ní v rozli£-
ných technických aplikacích. Ov²em p°es ve²keré úsp¥chy, které takovýto p°ístup
p°iná²í, jsou zde nevy°e²ené základní teoretické otázky. Mimo jiné není prokázána
°e²itelnost Navierových-Stokesových rovnic pro n¥které po£áte£ní podmínky, £i
není jasné, mají-li n¥která °e²ení spojité v²echny derivace. To vede ke snaze nalézt
ekvivalentní £i lep²í popis, který takovéto teoretické obtíºe klást nebude.

Proto se zraky n¥kterých v¥dc· stále více obrací na celulární automaty, které
se v mnoha oblastech jeví jako vhodná °e²ení k alternativnímu popisu fyzikální
reality. Jedním z takovýchto model· je hexagonální FHP model a jeho nep°eberné
variace, které na proud¥ní nahlíºí jako na diskrétní pohyb malých £ástic, které se
vzájemn¥ sráºí. Díky pravidl·m, kterými se pohyb i vzájemné sráºky °ídí, odpadá
otázka °e²itelnosti. Navíc se díky jisté volnosti, která je p°i sráºkách povolena,
mohou projevit fenomény, které pozorujeme u b¥ºného proud¥ní tekutin jako jsou
nap°íklad turbulence.

Z tohoto d·vodu jsem se rozhodl v¥novat ve své diplomové práci zejména FHP
modelu, který je vhodný p°edev²ím pro popis laminárního proud¥ní.

Cíle diplomové práce

Cílem diplomové práce je detailní seznámení se s FHP modelem a jeho následný
popis. Dále, k prokázání jeho uºite£nosti, vytvo°it simulaci obtékání rovinné
desky, která bude implementací tohoto celulárního automatu v numerickém soft-
waru Matlab. Jako nultý cíl si kladu standardní odvození Navierových-Stokesových
rovnic, jelikoº jsou nejroz²í°en¥j²ím popisem proud¥ní. Proto se budou výsledky
model· zabývajících se touto problematikou vºdy znovu porovnávat s výsledky
obdrºenými numerickou implementací t¥chto rovnic.
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1 Mechanika tekutin

V²echny £ásti této kapitoly, pokud není uvedeno jinak, jsem zpracoval za po-
moci [1].

Tekutiny, coº je souhrnný název pro plyny a kapaliny, se li²í od pevných látek
p°edev²ím velkou pohyblivostí svých £ástic. Díky nízké kohezi kladou tekutiny
relativn¥ malý odpor silám, které p·sobí ve sm¥ru vn¥j²í normály plochy. Proto
nemají vlastní tvar a snadno se d¥lí.

Odpor tekutin proti zm¥n¥ tvaru nazýváme viskozitou, která se projevuje jen
tehdy, pokud není tekutina v klidu. Viskózní síla má snahu zmen²it vzájemný
rozdíl rychlostí v proudící tekutin¥ a je tudíº analogií k t°ecí síle, kterou známe
z mechaniky pevných látek.

Tekutinu, u které se neprojevují viskózní síly nazýváme dokonalou. Takováto
tekutina byla do roku 1937 pouhou my²lenkovou idealizací. Tehdy byla poprvé
pozorována supratekutost u atom· hélia, p°i teplotách pod 2,7 K. Supratekutými
tekutinami nazýváme ty, které nevykazují m¥°itelnou viskozitu. V b¥ºné praxi
se ov²em setkáme i s tekutinami, které mají tak malou viskozitu, ºe je dokonalá
tekutina jejich dobrou aproximací.

Tekutiny d¥líme na kapaliny a plyny. Vzájemn¥ se li²í p°edev²ím stla£itelností
a rozpínavostí. Plyny jsou rozpínavé, kdeºto kapaliny vytvá°ejí volnou hladinu.
Kapaliny jsou stla£itelné jen nepatrn¥, kdeºto plyny jsou stla£itelné velmi jedno-
du²e.

1.1 Základní rovnice rovnováhy tekutin

U tekutin, které jsou v rovnováze, se neuplat¬ují viskózní síly. Tudíº úvahy, které
budeme provád¥t, se vztahují jak na ideální, tak na viskózní tekutiny. Vyjdeme
z rovnice rovnováhy elastického kontinua

Fi +
∂τji
∂xj

= 0, (1)

kde Fi jsou sloºky vn¥j²í objemové síly a τji jsou sloºky symetrického tenzoru
druhého °ádu, kterým se popisuje nap¥tí. Uvaºujme nap¥tí p·sobící na plochu
kolmou k ose x. Toto nap¥tí m·ºeme popsat pomocí t°í sloºek

T1 = (τ11, τ13, τ13) (2)

První sloºka je £ist¥ tahová (pop°. tlaková pro τ11 < 0), dal²í dv¥ sloºky jsou
smykové a popisují smyk rovnob¥ºný s osou y a z. Provedeme-li tuto úvahu
i pro nap¥tí p·sobící na plochu kolmou k ose y a k ose z, dostaneme dev¥t hod-
not τij, které tvo°í tenzor nap¥tí. Nap¥tí na libovolné plo²ce procházející daným
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bodem pak m·ºeme vyjád°it jako

Ti =
3∑
i=1

τjin, (3)

kde nj je normála plo²ky. P°edpokládejme, ºe se tekutina pohybuje tak, ºe jedna
vrstva molekul pomalu klouºe po druhé vrstv¥. Dokonalá tekutina neodporuje
zm¥nám tvaru a proto jsou te£ná nap¥tí nulová, tedy τ12 = τ23 = τ31 = 0. V klidu
vymizí te£ná nap¥tí i u viskózních kapalin. Rovnici

τji = 0 (i 6= j)

m·ºeme povaºovat za de�ni£ní rovnici tekutiny v rovnováze. Protoºe tato rovnice
platí pro libovolnou kartézskou soustavu sou°adnic, jsou její osy hlavními osami
tenzoru nap¥tí a tenzorová plocha je v tomto p°ípad¥ kulová. Proto jsou si nor-
málová nap¥tí rovna τ11 = τ22 = τ33. Poloºíme-li τ11 = τ22 = τ33 = −p, kde p je
tlak, pak musí platit

τij = −δijp. (4)

Po dosazení (4) do (1) dostaneme základní hydrostatickou rovnici

− ∂p

∂xi
+ Fi = 0 nebo vektorov¥ −∇p+ F = 0 .

Poslední rovnice jsou nutnou a posta£ující podmínkou rovnováhy tekutiny. Úplný
diferenciál tlaku p, který je funkcí sou°adnic xi, vychází ze základní hydrostatické
rovnice

d p =
∂p

∂xi
dxi = Fi dxi.

U stla£itelných tekutin závisí hustota ρ na stavu kontinua, nevztahujeme proto
vn¥j²í síly na jednotku objemu, nýbrº na jednotku hmotnosti. Objemovou sílu
vztaºenou na jednotku hmotnosti budeme zna£it G, její sloºky Gi. Tedy

Fi = ρGi,

takºe rovnici rovnováhy tekutin m·ºeme p°epsat takto

−1

ρ

∂p

∂xi
+Gi = 0 nebo vektorov¥ − 1

ρ
∇p+G = 0 .

1.2 Lagrange·v a Euler·v popis

V odvození základní statické rovnice jsme uvedli, ºe viskózní síly se neprojevují,
pokud je tekutina v rovnováze. P°i pohybu toto jiº neplatí. Z tohoto d·vodu
nejprve odvodíme pohybové rovnice pro ideální tekutinu a posléze rovnice ur£ující
pohyb vazkých tekutin.
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Jsou dv¥ moºné cesty, jak rovnice odvodit. První, zvaná Lagrangeova, spo£ívá
ve sledování pohybu libovolné £ástice tekutiny. Druhá, zvaná Eulerova, sleduje
zm¥ny fyzikálních veli£in v ur£itém, pevn¥ zvoleném bod¥ prostoru.

P°i Lagrangeov¥ metod¥ si vybereme jednu konkrétní £ástici v £ase t0. Poloha £ás-
tice v £ase t bude záviset na po£áte£ní poloze a na £ase t. Rychlost ui a zrychlení
wi ur£íme následovn¥

ui =
∂xi
∂t

a wi =
∂ui
∂t

=
∂2xi
∂t2

.

Pokud bychom cht¥li takto popsat kaºdou £ástici v tekutin¥, bylo by to velice
nepraktické. Proto se podíváme, jak si s tímto úkolem poradí druhá metoda.

Eulerova metoda vy²et°uje stav proud¥ní tekutiny v ur£itém míst¥ prostoru. �ás-
tice, která se nachází v ur£itém £asovém okamºiku t v míst¥ se sou°adnicemi
x1, x2, x3, má rychlost se sloºkami

ui = ui(x1, x2, x3, t) ≡ ui(xj, t), kde i, j = 1, 2, 3.

Z této rovnice m·ºeme ur£it zrychlení tekutiny v ur£itém bod¥, pokud za�xujeme
sou°adnice xj, nebo sloºky zrychlení kaºdé £ástice p°i �xaci £asu t. Sloºky zry-
chlení tekutiny v ur£itém bod¥ jsou dány ∂ui

∂t
. Toto zrychlení nazýváme lokální.

Zrychlení £ástice odvodíme jednoduchou úvahou. V £ase t se £ástice nachází
v bod¥ o sou°adnicích xj, kde jsou sloºky rychlosti dány ui = ui(xj, t). Po uplynutí
krátkého £asu d t se zm¥ní poloha £ástice o dx1, dx2, dx3 a sloºky rychlosti poté
budou ui(x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3, t+ d t). Ozna£me zm¥nu sloºek rychlosti
dui, pak m·ºeme napsat

ui(xj, t) + dui = ui(x1 + dx1, x2 + dx2, x3 + dx3, t+ d t) ∼=

ui(xj, t) +
∂ui
∂x1

dx1 +
∂ui
∂x2

dx2 +
∂ui
∂x3

dx3 +
∂ui
∂t

d t,

kde jsme pouºili rozvoje do Taylorovy °ady a zanedbali £leny vy²²ích °ád·. Odtud
dostaneme sloºky zrychlení

wi =
dui
d t

=
∂ui
∂t

+
∂ui
∂x1

dx1

d t
+
∂ui
∂x2

dx2

d t
+
∂ui
∂x3

dx3

d t
. (5)

Tuto rovnici lze zapsat také vektorov¥

du
d t

= w =
∂u
∂t

+ (u.∇)u.

Analogický výraz k (5) dostaneme pro kaºdou funkci Eulerových prom¥nných.
M¥jme skalární funkci

f = f(xj, t).

Platí pro ní
d f

d t
=
∂f

∂t
+
∂f

∂xj
uj.
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Totální derivaci d f
d t

nazýváme materiálovou derivací, ∂f
∂t

nazýváme parciální de-

rivace a ∂f
∂xj
uj je konvektivní derivace. Tento rozklad individuální £asové zm¥ny

na dv¥ £ásti, na lokální a konvektivní, lze provést u libovolného vektoru a(xi, t).
�asovou zm¥nu vektorového pole lze tudíº zapsat ve tvaru

d a
d t

=
∂a
∂t

+ (u.∇)a.

1.3 Rovnice kontinuity

Ke kompletnímu popisu stavu dokonalé tekutiny sta£í znalost p¥ti fyzikálních
veli£in. T°i sloºky rychlosti ui, i = 1, 2, 3 a dv¥ veli£iny, které ur£ují chování
kapaliny z hlediska termodynamického. T¥mi jsou tlak p a hustota ρ. V²echny
veli£iny jsou funkcemi závislými na t°ech prostorových a jedné £asové sou°adnici.
Tedy nap°. p = p(x1, x2, x3, t).

Nyní se pokusíme odvodit vztahy, které svazují v²ech t¥chto p¥t veli£in. Vyuºi-
jeme k tomu zákony zachování.

Kontinuum má ur£itou hmotnostm, která se b¥hem pohybu nem·ºe nikam ztratit
ani samovoln¥ vzniknout. Coº je lapidární vyjád°ení zákona zachování hmotnosti.
V proudící tekutin¥ si vybereme pevn¥ zcela libovolnou, jednoduchou, souvislou
a uzav°enou plochu S, která se nepohybuje. Tuto plochu nazýváme kontrolní
plochou. Kontrolní plocha S obepíná jednodu²e souvislou oblast o objemu V.
Plá²t¥m této kontrolní plochy proudí tekutina dovnit° a také ven. Elementem
plochy o obsahu dS prote£e za jednotku £asu tekutina o hmotnosti ρu · ndS =
ρuinidS, kde ρ je hustota, u je rychlost a ui jsou její sloºky, n je jednotkový
vektor vn¥j²í normály elementu kontrolní plochy a ni jsou sloºky n. Sou£in uini je
kladný, pokud tekutina vytéká ven a záporný v opa£ném p°ípad¥. Z toho d·vodu
je integrál ∫

S

ρuinidS,

který se vztahuje na celou kontrolní plochu S, celkovou hmotností tekutiny, jenº
vytekla z objemu V za jednotku £asu.

Hmotnost tekutiny, uv¥zn¥né uvnit° kontrolní plochy S, je
∫
V
ρdV , tudíº úbytek

hmotnosti v tomto prostoru musí být roven

− ∂

∂t

∫
V

ρdV.

Protoºe se objem kontrolní oblasti V v £ase nem¥ní, je moºné zam¥nit totální
£asovou derivaci za objemový integrál. Za p°edpokladu, ºe uvnit° kontrolní plochy
S nejsou ºádná z°ídla ani propusti a platí zákon zachováni hmotnosti, musí se
oba výrazy udávající mnoºství tekutiny rovnat a tedy∫

V

∂ρ

∂t
dV +

∫
S

ρuinidS = 0.
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Tento vztah upravíme pomocí Gaussovy v¥ty [3] na tvar∫
V

[
∂ρ

∂t
+
∂(ρui)

∂xi

]
dV =

∫
V

[
∂ρ

∂t
+ div (ρu)

]
dV = 0.

V úvodní úvaze jsme zvolili kontrolní plochu a tím i kontrolní objem libovoln¥.
Poslední rovnice tedy bude spln¥na jen tehdy, pokud bude její integrand roven
nule. Tedy matematicky

∂ρ

∂t
+
∂ (ρui)

∂xi
= 0 nebo

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0.

Tato základní rovnice vyskytující se v mnoha oblastech fyziky, se nazývá rovnicí
kontinuity. Vektor ρu se nazývá hustota toku tekutiny.

Z p°edchozí kapitoly víme, ºe £asovou zm¥nu libovolného vektorového pole m·ºeme
psát ve tvaru

d a
dt

=
∂a
∂t

+ (u · ∇)a.

Pouºijeme-li tento poznatek pro vyjád°ení hustoty ρ, dostáváme

d ρ

d t
=
∂ρ

∂t
+ ui

∂ρ

∂xi
=
∂ρ

∂t
+ u∇ · ρ.

Rozepí²eme-li div (ρu) dostáváme

div (ρu) =
∂(ρui)

∂xi
= ui

∂ρ

∂xi
+ ρ

∂ui
∂xi

= u · ∇ρ+ ρ∇ · u.

Pomocí t¥chto vztah· je moºno p°epsat rovnici kontinuity takto

d ρ

d t
+ ρ

∂ui
∂xi

= 0 nebo
d ρ

dt
+ ρdivu = 0.

Je-li hustota konstantní, ρ = konst., pak rovnice kontinuity p°ejde v rovnici
nestla£itelnosti, která klade podmínku pouze na rychlost proud¥ní

∂ui
∂xi

= 0 neboli divu = 0.

1.4 Pohybové rovnice

Jiº d°íve jsme odvodili rovnici rovnováhy tekutin a to z d·vodu jejího vyuºití
pro odvození pohybových rovnic. Pouºijeme d'Alambertova principu, kdy se k rov-
nicím rovnováhy p°idá setrva£ná síla [2]. Tuto sílu m·ºeme vztáhnout na jednotku
objemu, jejíº sloºky jsou −ρdui

d t
a nebo na jednotku hmotnosti, jejíº sloºky jsou

−dui
d t
. D'Alamberotovým principem dostaneme z rovnice rovnováhy pohybové

rovnice pro dokonalou tekutinu

Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
− dui

d t
= 0.
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Nyní rozepí²eme materiálovou derivaci na dv¥ sloºky (parciální a konvektivní),
jak jsme to ukázali v kapitole o Lagrangeov¥ a Eulerov¥ metod¥.

∂ui
∂t

+
∂ui
∂xj

uj = Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
. (6)

Této soustav¥ t°í rovnic se °íká Eulerova hydrodynamická rovnice. Pov²imn¥me si,
ºe se v této rovnici jiº vyskytuje v²ech p¥t nezbytných fyzikálních veli£in, které
pln¥ ur£ují pohyb dokonalé tekutiny. Jsou to t°i sou°adnice xi, hustota ρ a tlak
p. Máme tedy p¥t neznámých, ale jen t°i rovnice. Pokud p°idáme je²t¥ rovnici
kontinuity a rovnici polytropy, jsme v principu schopni ur£it v²echny neznámé.
Rovnice polytropy je obecn¥j²í vztah svazující zm¥nu hustoty a tlaku p°i dvou
významných termodynamických procesech. P°i izotermické zm¥n¥ stavu plynu,
tzv. Boyel·v-Mariott·v zákon, a p°i adiabatické zm¥n¥. Rovnice polytropy má
následující tvar

p

p0

=

(
ρ

ρ0

)n
, kde n ≥ 1,

p°i£emº pro izotermický d¥j platí n = 1 a pro adiabatický d¥j je n > 1 [4]. P°i
adiabatickém d¥ji zna£íme index n jako κ a nazýváme jej Poissonovou konstantou.
Tato konstanta je rovna pom¥ru m¥rných tepelných kapacit p°i stálém tlaku
a stálém objemu.

Eulerovu rovnici hydrodynamiky m·ºeme p°epsat do vektorového tvaru
∂u
∂t

+ (u · ∇)u = G− 1

ρ
∇p. (7)

A te¤ jednodu²e odvodíme tyto rovnice v Lagrangeov¥ tvaru. Jde o transformaci
rovnice Gi − 1

ρ
∂p
∂xi
− dui

d t
= 0 do Lagrangeových prom¥nných aj, t, kde j = 1, 2, 3.

Namísto dui
d t

budeme psát ∂2xi
∂t2

, tedy rovnice má tvar

∂2xi
∂t2

= Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
, (8)

kde p°edpokládáme závislost Gi a p na nových prom¥nných aj, t. Vynásobíme-li
rovnici (8) výrazem ∂xi

∂aj
, obdrºíme

∂2xi
∂t2

∂xi
∂aj

= Gi
∂xi
∂aj
− 1

ρ

∂p

∂xi

∂xi
∂aj

.

Nebo´ aj chápeme jako k°ivo£aré sou°adnice, lze Gi
∂xi
∂aj

povaºovat za zobecn¥nou

Lagrangeovu sílu, kterou je zvykem zna£it Qj. Protoºe se ∂xi ve výrazu 1
ρ
∂p
∂xi

∂xi
∂aj

zkrátí, pí²eme
1

ρ

∂p

∂xi

∂xi
∂aj

=
1

ρ

∂p

∂aj
.

Pomocí tohoto vztahu lze zapsat pohybovou rovnici dokonalé tekutiny v La-
grangeov¥ tvaru následovn¥

∂2xi
∂t2

∂xi
∂aj

= Qj −
1

ρ

∂p

∂aj
.
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1.5 Navierova-Stokesova rovnice

V této kapitole se pokusíme odvodit zákonitosti, kterými se °ídí pohyb tekutin,
se kterými se b¥ºn¥ setkáváme. Tedy tekutin viskózních.

Viskózní tekutina klade stejný odpor okolnímu tlaku jako dokonalá tekutina,
zna£ený −δijp a navíc odpor vzájemnému pohybu £ástic v·£i sob¥ navzájem,
tedy τ ′ij. Matematicky zapsáno

τij = −δijp+ τ ′ij,

kde τij jsou sloºky tenzoru nap¥tí.

K pochopení viskozity a ur£ení tvaru £lenu τ ′ij pouºijeme model pohybující se
viskózní tekutiny, který je znázorn¥n na obrázku 1. V tomto obrázku jsou desky
rovnob¥ºné a proudí mezi nimi tekutina. Spodní z nich je v klidu a horní se
pohybuje konstantní rychlostí u0. Ob¥ vrstvy bezprost°edn¥ p°iléhající k deskám
jsou v·£i nim v klidu. Tedy spodní vrstva tekutiny je v klidu a vrchní se pohybuje
rychlostí u0. Vlivem vnit°ního t°ení se za£nou pohybovat v²echny vrstvy tekutiny
krom¥ vrstvy p°iléhající na spodní desku.

Obrázek 1: Model viskozity

Ozna£me si osu v rovin¥ spodní desky jako x-ovou a k ní kolmou jako y-ovou.
Rychlosti u jednotlivých vrstev tekutiny jsou poté ux. Rychlosti ux jsou funkcemi
sou°adnice y (ux = ux (y)). P°edpokládejme úm¥rnost sil, vyvolaných t°ením
na vztahu ∂ux

∂y
. Vztáhneme-li je na jednotku plochy m·ºeme psát

τ ′ = µ
∂ux
∂y

,

kde µ je dynamická viskozita tekutiny a má jednotku Nsm−2, coº odpovídá Pas-
calu.

V [5] je odvozen tvar tenzoru t°ecích nap¥tí s ohledem na p°edpokládané ma-
teriálové vlastnosti tekutin. A to izotropii a linearitu. Výsledkem úvah je vztah
pro tenzor t°ecích nap¥tí

τ ′ij = λδijϑ+ 2µeij,
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kde
e =

1

2

(
∇u+∇uT

)
a ϑ = divu.

Fyzikální veli£ina λ se nazývá druhou viskozitou. Z fyzikálních m¥°ení víme, ºe ob¥
viskozity jsou závislé na tlaku i na teplot¥, ale dále je budeme pro zjednodu²ení
povaºovat za konstantní. Celkový tenzor nap¥tí lze tedy napsat ve tvaru

τij = −δijp+ τ ′ij = −δijp+ λδijϑ+ 2µeij. (9)

Dosa¤me tento vztah do pohybové rovnice a dostaneme

dui
d t

= Gi +
1

ρ

(
− ∂p

∂xi
+

∂

∂xi
(λϑ) +

∂

∂xj
(2µeij)

)
. (10)

Vyjád°eme z rovnice (10) materiálovou derivaci pomocí derivace parciální a kon-
vektivní

∂ui
∂t

+
∂ui
∂xj

uj = Gi +
1

ρ

{
− ∂p

∂xi
+

∂

∂xi

(
λ
∂ur
∂xr

)
+

∂

∂xj

[(
µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]}
.

V mnoha konkrétních aplikacích lze pro v¥t²inu tekutin povaºovat ob¥ viskozity
za konstantní, µ = konst. a λ = konst., a tudíº lze psát tuto rovnici v jednodu²²ím
tvaru

∂ui
∂t

+
∂ui
∂xj

uj = Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
+
µ+ λ

ρ

∂2uj
∂xi∂xj

+
µ

ρ
∆ui. (11)

Dal²í rovnicí dynamiky tekutin je samoz°ejm¥ rovnice kontinuity ve tvaru

∂ρ

∂t
+
∂(ρui)

∂xi
= 0.

Toto je stejný tvar, jaký jsme uvedli u dokonalé tekutiny, nebo´ rovnice kontinuity
p°edstavuje zákon zachování hmotnosti. Jde-li o tekutinu vazkou, ale nestla£itel-
nou nabývá rovnice kontinuity tvaru ∂ui

∂xi
≡ divu = 0 a proto se rovnice zjednodu²í

(11) na
∂ui
∂t

+
∂ui
∂xj

uj = Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
+
µ

ρ
∆ui

nebo vektorov¥
∂u
∂t

+ (u · ∇)u = G− 1

ρ
∇p+

µ

ρ
∆u.

Jde o Navierovu-Stokesovu rovnici pro nestla£itelné viskózní tekutiny, coº je vek-
torová rovnice a tudíº má t°i sloºky. V²imn¥me si, ºe zde nevystupuje druhá
viskozita λ. Pom¥r µ

ρ
se nazývá kinematická viskozita a zavádí se pro ní nové

ozna£ení ν
ν =

µ

ρ
,

která má jednotku Nmkg−1s−2. Pro stla£itelné tekutiny v²ak nelze druhou vis-
kozitu λ zanedbat. Lze si v²ak situaci uleh£it, protoºe David Enskog [6] odvodil
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pro jednoatomový plyn hodnotu druhé viskozity λ závislou na dynamické visko-
zit¥ následovn¥

λ = −2

3
µ.

U viskózní tekutiny se £asto odhlíºí od její struktury a druhá viskozita se bere
vºdy λ = −2

3
µ. Tento vztah si odvodíme jednoduchou úvahou. Máme-li rovnici

(9) a vezmeme v úvahu (11) dostaneme

τii = τxx + τyy + τzz = −3p+ (3λ+ 2µ)
∂vr
∂xr

.

Jedná-li se o nestla£itelnou tekutinu, je ∂ur
∂xr

= 0 a tudíº

p = −1

3
τii.

Aby tento výsledek z·stal v platnosti i pro stla£itelné tekutiny, poloºíme

3λ+ 2µ = 0, tj. λ = −2

3
µ.

Dosadíme-li tento vztah do (11), dostaneme Navierovu-Stokesovu rovnici pro stla-
£itelnou viskózní tekutinu

∂ui
∂t

+
∂ui
∂xj

uj = Gi −
1

ρ

∂p

∂xi
+
ν

3

∂

∂xi

(
∂uj
∂xj

)
+ ν∆ui. (12)

nebo vektorov¥

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = G− 1

ρ
∇p+

ν

3
∇ (∇ · u) +

µ

ρ
∆u.

Navierovy-Stokesovy rovnice jsou jedním z pilí°· mechaniky tekutin, jelikoº po-
pisují jejich pohyb v £ase a prostoru. Z tohoto d·vodu jsou denn¥ vyuºívány
k praktickým aplikacím od návrhu £erpadel po modelování vzdálených galaxií.
P°es jejich nesmírnou prakti£nost je na²e porozum¥ní °e²itelnosti jen £áste£né.
A to p°edev²ím proto, ºe °e²ení rovnic £asto zahrnuje turbulenci. Navrch tomuto,
mnoho základních vlastností °e²ení nebylo prokázáno. Pro t°í dimenzionální sys-
tém rovnic a n¥které po£áte£ní podmínky je²t¥ není prokázáno, ºe vºdy existuje
hladké °e²ení a pokud existuje tak nemusí být prokázáno, ºe mají omezenou ki-
netickou energii. Proto vypsal v roce 2000 Clay Mathematics Institute milion
dolar· jako odm¥nu pro toho, kdo jako první vy°e²í jimi zadaný problém týkající
se práv¥ °e²itelnosti Navierových-Stokesových rovnic [7].

Práv¥ tyto nevy°e²ené problémy jsou d·vodem, pro£ se v následujících kapitolách
budeme v¥novat popisu tekutin ze zcela jiného úhlu, a to pomocí celulárních
automat·.
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2 Úvod do celulárních automat·

Následující t°i kapitoly byly zpracovány za pomoci [8], pokud není uvedeno jinak.

Protoºe si v následujících kapitolách ukáºeme, ºe jde proud¥ní tekutin simulovat
pomocí celulárních automat·, je následující pasáº v¥nována krátkému seznámení
s tímto fenoménem. Laskavý £tená° se zde doví n¥které historické informace,
moºné p°íklady pouºití a p°edev²ím formální náleºitosti spjaté s t¥mito automaty.

2.1 Trocha historie

Celulární automaty (CA) jsou £asov¥ i prostorov¥ diskrétní idealizací fyzikálních
systém·, kde hodnoty veli£in nabývají pouze diskrétních hodnot. První nápady
na CA se objevily jiº ve 40. letech dvacátého století, kdy se John von Neu-
mann snaºil navrhnout stroj, který by kontroloval i opravoval sám sebe [9]. Jeho
cílem bylo najít logickou strukturu sebereprodukujícího se automatu bez nutného
vztahu k biologickým proces·m. Spolu s S. Ulamem rozd¥lili celý prostor na jed-
notlivé bu¬ky, p°i£emº kaºdá bu¬ka je na za£átku charakterizována po£áte£ním
stavem. Tento po£áte£ní stav se podle evolu£ního pravidla m¥ní vºdy po jed-
notlivých krocích, tzv. iteracích. Evolu£ní pravidlo nemusí být stejné pro v²echny
bu¬ky, ale je vºdy funkcí stav· bun¥k v okolí bu¬ky, kterou práv¥ zkoumáme.

V padesátých letech se poprvé za£aly CA pouºívat k automatickému zpracování
obraz· [10]. Byla vyvinuta speciální pravidla pro úpravu ²umu, odhad velikosti
a po£tu objekt· na obraze po°ízeným mikroskopem.

V roce 1970 na²el John Conway jednoduché pravidlo vedoucí ke komplexnímu
chování a nazval jej Game of Life [11]. Z této hry se stala senzace, která na CA
upoutala zna£nou pozornost matematik· a fyzik·, kte°í se poté zaslouºili o jejich
dal²í rozvoj. Hracím polem je £tvercová sí´, kde jednotlivé £tvere£ky (bu¬ky) jsou
bu¤ ºivé (stav 1) nebo mrtvé (stav 0). Pravidlo pro tuto hru je prosté. Mrtvá
bu¬ka, která je obklopena t°emi ºivými bu¬kami, oºije. Pokud kolem ºivé bu¬ky
není ºádná bu¬ka ºivá, nebo je ºivá pouze jedna, zajde ºalem a naopak pokud
jsou kolem bu¬ky více neº t°i ºivé bu¬ky, umírá na uma£kání. Bu¬kami kolem
jsou chápány ty, které mají s bu¬kou alespo¬ jeden spole£ný bod. Jedná se o tzv.
Moorovo okolí (viz níºe). Je jich tedy celkem osm.

V sedmdesátých letech byl vytvo°en HPP model m°íºového plynu trojicí Hardy,
Pomeau a de Pazzis [12]. Je to jeden z prvních CA, který zachovává krom¥ po£tu
£ástic také hybnost. Tímto modelem se otev°ela cesta k simulování pohybu tekutin
nebo zrnitých látek pomocí CA.

V osmdesátých letech se Stephen Wolfram [13], [14] za£al zabývat jednodimen-
zionálními CA, na kterých ukázal rozli£né vlastnosti jednoduchých pravidel, jeº
vedou ke komplexnímu a mnohdy neo£ekávanému chování. Na t¥chto, nebo podob-
ných CA ukázal, ºe mají vztah ke statistické mechanice.
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V roce 1986 p°i²el na sv¥t FHP model pán· Frisch, Hasslacher a Pomeau [15],
který nezávisle na nich objevil také Stephen Wolfram. Provedou-li se u n¥j p°ís-
lu²né limity ukazuje se, ºe se jedná o obdobu Navierových-Stokesových rovnic,
coº je nepopiratelný d·kaz schopnosti CA modelovat reálný fyzikální problém.
Tento model je d·kladn¥ popsán v následujících dvou kapitolách a proto se nyní
spokojíme s touto poznámkou.

2.2 Základní de�nice

Lidská mysl má zvlá²tní touhu v²e r·zn¥ ²katulkovat. Proto, abychom mohli n¥-
jaký dosud nezat°íd¥ný model ozna£it nálepkou celulární automat, je t°eba si
uvést de�nici, podle které tak m·ºeme u£init.

2.2.1 Celulární automat

Jaké podmínky jsou nezbytn¥ nutné, aby se jednalo o objekt spadající do velké
rodiny celulárních automat· a kolik t¥ch nutných podmínek vlastn¥ je? Jedná se
o následujících p¥t podmínek

1. M°íºka, na které se pravidlo aplikuje, je diskrétní v N-dimenzionálním pros-
toru i v £ase.

2. Na za£átku se kaºdé bu¬ce v prostoru p°edepí²e její po£áte£ní stav.

3. V kaºdé iteraci se v²echny stavy bun¥k simultánn¥ podrobují evolu£nímu
pravidlu, které °ídí vývoj systému v £ase.

4. Protoºe stav bu¬ky závisí na stavu bun¥k v blízkém sousedství, je t°eba
de�novat okolí bu¬ky, které ovlivní její stav.

5. V neposlední °ad¥ je nutné de�novat okrajové podmínky systému.

Pokud je pravidlo R stejné pro kaºdou bu¬ku, hovo°íme o homogenním pravidle.
Jsou známé také nehomogenní pravidla, kde m·ºe být nehomogenita bu¤ v £ase
nebo prostoru (máme na mysli matematické nebo). Nejjednodu²²í nehomogenita,
se kterou se za chvíli setkáme, je prostorová nehomogenita zap°í£in¥ná okrajovými
podmínkami.

2.2.2 Okolí

Pravidlo kaºdého CA pracuje podle de�nice se stavy bun¥k v okolí. V podstat¥
neexistuje ºádné omezení, jak takovéto okolí de�novat, ale je zvykem de�novat jej
pro v²echny bu¬ky stejn¥. V praxi se za okolí povaºují bu¬ky, které s vy²et°ovanou
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bu¬kou p°ímo sousedí. Sloºitost výpo£tu roste s po£tem bun¥k v okolí exponen-
ciáln¥, takºe není vhodné z výpo£etních d·vod· brát v úvahu n¥jak rozlehlá
okolí. Pro dvoudimenzionální £tvercovou sí´ existují dv¥ základní okolí. Jsou jimi
von Neumannovo okolí a Mooreovo okolí (n¥kdy nazývané Mooreovo oko). Von
Neumannovo okolí zahrnuje 4 bu¬ky, které jsou rozmíst¥ny od zkoumané bu¬ky
severn¥ (S), východn¥ (V), jiºn¥ (J) a západn¥ (Z). Moorovo okolí zahrnuje stejné
bu¬ky jako von Neumannovo a jsou k nim p°idány 4 dal²í, jenº jsou situovány
na severovýchod¥ (SV), jihovýchod¥ (JV), jihozápad¥ (JZ) a severozápad¥ (SZ).
K t¥mto dv¥ma okolím existují tzv. roz²í°ená okolí, která zahrnují stejné bu¬ky
jako ta neroz²í°ená a jsou obohacena o bu¬ky navíc, které jsou z°ejmé z obrázk·
2 a 3. V tomto obrázku je mod°e vyzna£ena bu¬ka, jejíº stav se práv¥ vy²et°uje
a £erven¥ ty, které jsou povaºovány za p°íslu²né okolí.

Obrázek 2: von Neumannovo a von Neumannovo roz²í°ené okolí

Obrázek 3: Moorovo a Moorovo roz²í°ené okolí

Na dvoudimenzionální plo²e je také uºite£ná hexagonální m°íºka, která je i se
svým okolím a roz²í°eným okolím znázorn¥na na obrázku 4. Tato m°íºka je
pouºita u FHP modelu, protoºe vykazuje symetrie, které nakonec vedou na iso-
tropní chování tohoto modelu v makroskopické limit¥.

2.2.3 Okrajové podmínky

Jak jsme si jiº °ekli, okrajové podmínky jsou p°íkladem prostorové nehomoge-
nity. Je to z d·vodu kone£nosti struktury. Kdyby tomu tak nebylo, nem¥lo by
smysl evolu£ní pravidlo v·bec za£ít aplikovat, protoºe k druhé iteraci bychom
nikdy nedosp¥li. Pokud máme omezenou strukturu, na níº je de�nováno okolí
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Obrázek 4: Hexagonální okolí

pro kaºdou bu¬ku stejn¥, je nevyhnutelné, aby pro n¥které ne²´astné bu¬ky je-
jich okolí p°esáhlo p°es de�nované území. Pokud pouºijeme von Neumannovo
okolí, tyto ne²´astné bu¬ky jsou ty, které leºí na prvním a posledním °ádku
a prvním a posledním sloupci. Nebo-li ty, které tvo°í jakýsi obvod celé stu-
dované oblasti. T¥mto bu¬kám zade�nujeme v jakém stavu se nacházejí bez
ohledu na evolu£ní pravidlo. Je moºné si vymyslet nep°eberné mnoºství zp·-
sob·, jak stavy obvodových bun¥k zade�novat. N¥které okrajové podmínky se
hodí pro ur£ité modely CA a pro jiné nikoliv. Nej£ast¥ji pouºívané po£áte£ní
podmínky jsou: periodické, �xní, nepropustné a zrcadlové. V²echny £ty°i typy
jsou znázorn¥ny na obrázku 5, kde je ne²´astná obvodová bu¬ka zelená.

Obrázek 5: Okrajové podmínky
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3 FHP model

FHP pravidlo je dvoudimenziálním modelem tekutiny, který roku 1986 pop-
sali Frish, Hasslacher a Pomeau [15]. V této a p°edev²ím následující kapitole se
pokusím dokázat, ºe tato diskrétní mikroskopická dynamika je vhodná k popisu
makroskopického chování tekutin. Díky nelinearit¥ pravidla jsou v²ak jednotlivé
výpo£ty sloºité a proto se budeme muset uchýlit k jistým zjednodu²ením jako
nap°. k Taylorov¥ rozvoji. V této kapitole si p°edstavíme základní vlastnosti FHP
modelu.

3.1 Pravidlo

FHP model popisuje pohyb £ástic v diskretizovaném prostoru, které se mohou
vzájemn¥ sráºet. Prostor, na kterém se tak d¥je, je hexagonální m°íºka. FHP
model je my²lenkovou abstrakcí, snaºící se co nejjednodu²eji uchopit reálnou
tekutinu na mikroskopické ²kále. Pokud je tato p°edstava blízká realit¥, m¥l by
model v sob¥ ukrývat význa£né efekty reálné tekutiny. �e tomu tak skute£n¥ je,
se snaºím demonstrovat v následující kapitole. Je známo, ºe rovnice kontinuity
a Navierovy-Stokesovy rovnice vyjad°ují lokální zákon hmotnosti a hybnosti v ka-
palin¥. V mikroskopickém popisu FHP modelu se uplat¬ují také tyto dva zákony
zachování b¥hem kaºdé iterace. A to zachování po£tu £ástic, který, jak si dále
uvedeme, odpovídá zákonu zachování hmotnosti a zákonu zachování hybnosti,
coº p°ekvapivé není. Navíc se v makroskopické limit¥ projeví symetrie hexago-
nální m°íºky, která vede k isotropii systému, coº ov²em p°ekvapivé je.

Mikrodynamika FHP modelu je vyjád°ena pomocí okupa£ních £ísel, jeº jsou
Booleovými prom¥nnými. �ástice se pohybují diskrétn¥ nejen v prostoru, ale
také v £ase. Sm¥°ují jedním ze ²esti sm¥r·, p°i kaºdé iteraci urazí konstantní
vzdálenost a navíc podléhají vylu£ovacímu principu, který °íká, ºe se v jednom
sm¥ru a v jednom bod¥ diskrétního prostoru nem·ºe vyskytovat víc neº jedna £ás-
tice. Takto je zaru£eno, ºe stav v jednom bod¥ je pln¥ popsán ²esticí Booleových
prom¥nných.

Bez moºnosti vzájemných sráºek by byl model vskutku nudný. V²echny £ástice by
se pohybovaly daným sm¥rem a kaºdou iteraci by se objevily o kousek dále. Pokud
ov²em povolíme sráºky, za£ne systém vykazovat nelineární chování. K tomu, aby
sráºka nastala, je t°eba spln¥ní dvou podmínek, a to p°ítomnosti dvou £i t°í
£ástic v jednom bod¥ a takováto sráºka musí zachovat hybnost a po£et £ástic.
Pro dvou£ásticové sráºky je zachování hybnosti spln¥no jen a pouze v p°ípad¥,
kdy se srazí £eln¥. Nastane-li taková situace, je výsledek vychýlení obou £ástic
o 60◦, p°i£emº pravd¥podobnosti vychýlení ve sm¥ru chodu hodinových ru£i£ek
£i ve sm¥ru opa£ném jsou stejné. K t°í£ásticové sráºce dojde jen tehdy, jsou-li
v²echny sm¥ry pohybu £ástic vzájemn¥ posunuty o 120◦. V takovém p°ípad¥ se
£ástice vychýlí o 60◦, p°i£emº je libovolné, v jakém sm¥ru k vychýlení dojde,
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nebo´ ob¥ varianty vedou ke stejnému výsledku. Pro jakékoliv jiné uspo°ádání
£ástic ke sráºce nedojde a £ástice je pohybují neru²en¥ dále podél jednotlivých
sm¥r·.

Existují i jiné varianty FHP modelu, nap°. FHP-II a FHP-III [17], která mohou
obsahovat nepohyblivé £ástice a £ástice s r·znými rychlostmi, ale t¥mto model·m
se v diplomové práci v¥novat nebudu.

3.2 Mikrodynamický popis FHP modelu

Mikrodynamický popis FHP modelu lze provést pomocí evolu£ní rovnice pro
okupa£ní £ísla. Zavádí se veli£ina ni (r, t), která ur£uje po£et £ástic vstupujících
do bodu r v £ase t ze sm¥ru ci, kde i = 1, 2, . . . , 6. Tyto £ástice jsou nezni£itelné
a v daném bod¥ a sm¥ru se m·ºe pohybovat nejvý²e jedna. Jednotlivé sm¥ry,
podél nichº se musí £ástice pohybovat, jsou vzájemn¥ pooto£eny o π

3
, coº je zná-

zorn¥no na obr. (6).

π
3

π
3

c1

c2c3

c4

c5 c6

Obrázek 6: Sm¥ry pohybu £ástic ci.

Také je t°eba de�novat £as τ , který uplyne mezi dv¥ma následujícími iteracemi
modelu a m°íºovou konstantu λ, která udává vzdálenost mezi nejbliº²ími body
v diskrétním prostoru. Díky jejich znalosti se rychlosti, kterými se £ástice pohy-
bují, vyjád°í

vi =
λ

τ
ci, (13)

p°i£emº ci je jednotkový vektor. Pokud by se £ástice nesráºely v jednotlivých
uzlech m°íºky, byla by evolu£ní rovnice dána

ni (r + λci, t+ τ) = ni (r, t) , (14)

coº vyjad°uje, ºe se bez sráºek £ástice v £ase t+τ posunula o jeden uzel ve sm¥ru,
v jakém se pohybovala v £ase t. Toto je podstatná, av²ak mén¥ zajímavá £ást FHP
modelu. Ten za£ne být zajímavý aº v moment¥, kdy dojde ke sráºkám, které zm¥ní
sm¥r pohybu £ástic. V²echny sráºky v FHP modelu vykazují dva základní rysy,
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které kaºdý fyzik uvítá. Zaprvé, sráºky zachovávají hmotnost, tudíº je po£et £ástic
p°ed a po sráºce stejný a zadruhé, zachovávají hybnost. Sráºek, které zachovávají
hybnost, je celkem p¥t a d¥lí se na dvou£ásticové a t°í£ásticové. Pokud je pouze ni
a ni+3 rovno 1 v míst¥ r, nastane dvou£ásticová sráºka p°i níº £ástice pohybující
se rychlostí vi zm¥ní svou rychlost na vi−1 nebo vi+1, p°i£emº se s index i po£itá
modulo 6. Zavádí se prom¥nná pro popis dvou-£ásticových sráºek Di

Di = nini+3 (1− ni+1) (1− ni+2) (1− ni+4) (1− ni+5) . (15)

Je-li Di = 1, poté do²lo ke kolizi £ástic ve sm¥ru i a i+ 3.. Proto je

ni −Di (16)

po£et £ástic, které z·staly ve sm¥ru ci díky dvou-£ásticovým sráºkám podél
daného sm¥ru. Byl-li po£et £ástic ni = 0, pak se m·ºe ve sm¥ru ci £ástice ob-
jevit jako následek sráºky mezi ni+1 a ni+4 nebo ni+2 a ni+5. Je zvykem zavést
Boolovskou prom¥nnou q (r, t)1, která ur£í, zda se £ástice odrazí vpravo (q=1)
nebo vlevo (q=0) v p°ípad¥, kdy dojde k dvou£ásticové sráºce. Tudíº po£et £ástic,
které se nov¥ objeví ve sm¥ru ci je

qDi−1 + (1− q)Di+1. (17)

M·ºe také dojít k t°í£ásticové sráºce, pro£eº se zavádí prom¥nná Ti

Ti = nini+2ni+4 (1− ni+1) (1− ni+3) (1− ni+5) . (18)

Se stejnou úvahou dostaneme pro t°í£ásticovou sráºku po£et £ástic po sráºce
ve sm¥ru ci

ni − Ti + Ti+3. (19)

V²ech p¥t vý²e popsaných sráºek je znázorn¥no na obr. (7).

Spojíme-li v²echny t°i poznatky (bezsráºkový pohyb, dvou a t°í£ásticové stáºky)
dohromady, dostaneme mikrodynamický popis FHP modelu, tedy

ni (r + λci, t+ τ) = ni (r, t)−Di + qDi−1 + (1− q)Di+1 − Ti + Ti+3. (20)

1V kódu v²ak bude prom¥nná q = q (t), tedy nezávislé na r, protoºe generace náhodné pro-

m¥nné je £asov¥ náro£ný proces a proto si pro kaºdou iteraci vytvo°íme pouze jednu prom¥nnou,

kterou aplikujeme na celou m°íºku.
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Obrázek 7: P¥t moºných sráºek v FHP modelu. Dvou£ásticové sráºky se mo-
hou vyvinout dv¥ma r·znými sm¥ry a to s pravd¥podobností p1=p2. T°í£ásticové
sráºky mají pouze jednu moºnost vývoje.
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4 Matematická ekvilibristika s FHP modelem

Je snahou v této £ásti diplomové práce ukázat, ºe jsou Navierovy-Stokesovy
rovnice v jistém smyslu výsledkem upscalingu FHP modelu ve dvou dimenzích.
P°itom cestu je t°eba za£ít u evolu£ní rovnice (20). Je asi na první pohled patrné,
ºe se nebude jednat o lehký úkol, jelikoº mikrodynamický popis je jednoduchý,
kdeºto makroskopické rovnice nemají dodnes prokázanou °e²itelnost, a£koliv jsou
jiº °adu desetiletí v centru pozornosti mnoha géni· své doby.

4.1 Makroskopické veli£iny

FHP model pracuje v Booleovskými prom¥nnými ni, ale jejich obdoba v reál-
ném sv¥t¥ neexistuje. Prom¥nné ni se °íká indikátor existence £ástic. Nemáme
ºádný p°ístroj, který by n¥co takového dokázal zm¥°it. Co v²ak m¥°it umíme,
jsou makroskopické veli£iny jako je hustota £i viskozita, nebo pr·m¥rné hodnoty,
nap°íklad rychlosti £i hybnosti. K tomu je t°eba zavést pr·m¥rnou hodnotu Ni

Ni (r, t) = 〈ni (r, t)〉 . (21)

Ni (r, t) je také pravd¥podobnost, ºe se £ástice nachází v bod¥ r v £ase t s rychlostí
vi = λ

τ
ci. Hustotu vyjád°íme p°irozen¥ jako sumu v²ech pr·m¥rných hodnot

po£tu £ástic pohybujících se v kaºdém sm¥ru ci

ρ (r, t) =
6∑
i=1

Ni (r, t) . (22)

Podobn¥ zavedeme hustotu toku £ástic, jenº je de�novaná jako hustota ρ vyná-
sobená rychlostním polem u

ρ (r, t) u (r, t) =
6∑
i=1

viNi (r, t) . (23)

Dal²í d·leºitou prom¥nnou, která je podstatná pro odvození makroskopických
limit je tenzor hustoty toku hybnosti Παβ

Παβ =
6∑
i=1

viαviβNi (r, t) , (24)

kde α a β ozna£ují prostorové sloºky vektor·. Tenzor hustoty toku hybnosti Π
p°edstavuje tok α-sloºky hybnosti na jednotkovou plochu kolmou k ose β. Tento
£len, jak se pozd¥ji prokáºe v sob¥ nese tlak, viskozitu a konvektivní £len.
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4.2 Multi²kálování a Chapman·v-Enskong·v rozvoj

Je t°eba ukázat, ºe i v makroskopické limit¥ si tento model zachová dv¥ d·leºité
vlastnosti: platnost zákon· zachování a isotropii, kdeºto diskretizace se nakonec
neprojeví. V první °ad¥ musíme získat °ídící rovnice FHP modelu v prom¥nných
Ni, £ehoº se dosáhne jednoduchým pr·m¥rováním rovnice (20)

Ni (r + λci, t+ τ)−Ni (r, t) = 〈Ωi〉 , (25)

kde je zavedena pr·m¥rná hodnota kolizní funkce 〈Ωi〉

〈Ωi〉 = −〈Di〉+
1

2
〈Di−1〉+

1

2
〈Di+1〉 − 〈Ti〉+ 〈Ti+3〉 , (26)

jelikoº je 〈q〉 = 1
2
. Jak vidno, rovnice (25) je stále diskrétní v £ase i v prostoru

a Ni nabývá hodnot od 0 do 1. Je v²ak rozumné o£ekávat, ºe na ²kále L >> λ
a T >> τ se FHP model stane spojitým jak v £asové tak prostorové prom¥nné.
Jako v¥t²inu sloºitých rovnic ve fyzice, tak i na rovnici (25) aplikujeme Taylor·v
rozvoj, a to druhého °ádu

τ∂tNi + λ (ci · ∇)Ni +
τ 2

2
∂2
tNi +

λ2

2
(ci · ∇)2Ni + λτ (ci · ∇) ∂tNi = 〈Ωi〉 . (27)

Makroskopická limita FHP modelu si ºádá °e²ení tého rovnice, coº se p°i p°ihléd-
nutí k n¥kolika aproximacím nakonec ukáºe jako °e²itelný problém.

Jak z názvu podkapitoly plyne, jednou z t¥chto úprav je Chapmanov·v-Enskong·v
rozvoj, kterým rozvineme Ni

Ni = N
(0)
i + εN

(1)
i + ε2N

(2)
i + . . . , (28)

kde ε je malé a tudíº p°eváºnou £ást informace celého výrazu nese £len N
(0)
i .

K ur£ení tvar·N (`)
i je nezbytné p°edpokládat podmínku, ºe makroskopické veli£iny

ρ a ρu jsou dány pouze výrazem nultého °ádu N (0)
i

ρ =
6∑
i=1

N
(0)
i a ρu =

6∑
i=1

viN
(0)
i (29)

a proto

6∑
i=1

N
(`)
i = 0 a

6∑
i=1

viN
(`)
i = 0, pro ` ≥ 1. (30)

Tato podmínka se ukáºe jako p°irozená v moment¥, kdy se dobereme °e²ení
rovnice (27). Zatím nevíme, jak se v limit¥ projeví velikost λ a τ, ale o£ekáváme,
ºe se pro r·zné jejich pom¥ry objeví rozdílné jevy. Nap°íklad, pom¥r λ

τ
je rychlost

£ástice, která se musí v rozumném modelu projevit i ve spojité limit¥ jako rychlost
konvekce. Od rozumného modelu také o£ekáváme disipativní jevy, které jsou
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d·sledkem viskozity, která by m¥la být úm¥rná λ2

τ
. Na takové ²kálování je v²ak

t°eba jít opatrn¥ a s rozmyslem. Zave¤me si proto dv¥ £asové makroskopické ²kály
T1 a T2

τ

T1

= O (ε) a
τ

T2

= O
(
ε2
)

(31)

a jednu prostorovou L

λ

L
= O (ε) . (32)

Te¤ m·ºeme zavést dv¥ makroskopické £asové prom¥nné t1 a t2

t =
t1
ε

+
t2
ε2
, (33)

coº nám dává £asovou derivaci ∂t

∂t = ε∂t1 + ε2∂t2 . (34)

Podobn¥ zavedeme jednu makroskopickou prostorovou prom¥nnou r1

r =
r1

ε
(35)

coº nám dává prostorovou derivaci

∂

∂rα
= ε∂α, (36)

kde ∂α je derivace vzhledem k α-sloºce r1. Nyní se pokusme nalézt jednotlivé
podmínky, které musí ε v rov. (27) spl¬ovat.

4.3 Rovnice rovnováhy

Snahou je nalézt pohybovou rovnici pro hustotu ρ a hustotu toku £ástic ρu.
Obecnou strukturu této rovnice je moºné získat bez °e²ení rov. (27) a bez hlub²í
znalosti 〈Ωi〉.

P°esto v²ak o kolizním £lenu 〈Ωi〉 víme dv¥ základní vlastnosti

6∑
i=1

Ωi = 0 a
6∑
i=1

viΩi = 0. (37)

První rovnice vychází z rovností

6∑
i=1

Ti =
6∑
i=1

Ti+3 a
6∑
i=1

Di =
6∑
i=1

Di−1 =
6∑
i=1

Di+1. (38)
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Druhá £ást rov. (37) je pravdivá z de�nice

Di = Di+3, ci = −ci+3 (39)

a také

Ti = Ti+2 = Ti+4, ci + ci+2 + ci+4 = 0. (40)

Proto se po sumaci v²echny £leny poºerou. Rov. (37) nemá daný tvar náhodou
a platí i pro st°ední hodnoty 〈Ωi〉. Tvar rovnice totiº vyplývá z lokálního zachování
po£tu £ástic a zachování hybnosti b¥hem sráºek. Uºitím rov. (28), (34) a (36)
v rov. (27) dostaneme podmínky pro ε. Po dosazení dostáváme

τ
(
ε∂t1 + ε2∂t2

) (
N

(0)
i + εN

(+)
i + ε2N

(2)
i

)
+

λεciα∂α

(
N

(0)
i + εN

(+)
i + ε2N

(2)
i

)
+

τ 2

2

(
ε2∂2

t1
+ ε3∂t1∂t2 + ε4∂2

t2

) (
N

(0)
i + εN

(+)
i + ε2N

(2)
i

)
+

τ 2

2
ε2ciαciβ∂

2
αβ

(
N

(0)
i + εN

(+)
i + ε2N

(2)
i

)
+

λτεciα
(
ε∂t1 + ε2∂t2

)
∂α

(
N

(0)
i + εN

(+)
i + ε2N

(2)
i

)
= 〈Ωi〉 . (41)

Kdyº se omezíme pouze na £leny obsahující ε obdrºíme pro hmotnost
6∑
i=1

[
τ∂t1N

(0)
i + λciα∂αN

(0)
i

]
= 〈Ωi〉 (42)

Po dosazení 〈Ωi〉 = 0 a s p°ihlédnutím k rov. (29) dostáváme

∂t1ρ+ div1 (ρu) = 0. (43)

Toto je rovnice kontinuity, která odráºí zachování £ástic. Stejný postup aplikujme
na hybnost

6∑
i=1

[
τ∂t1ciβN

(0)
i + λciαciβ∂αN

(0)
i

]
= 0. (44)

P°i£emº následn¥ dostaneme

∂t1 (ρuα) + ∂βΠ
(0)
αβ = 0. (45)

Nyní máme rovnici pro zachování hybnosti, která, jak dále uvidíme, odpovídá
Eulerov¥ hydrodynamické rovnici bez disipace energie.

Stejné srovnání prove¤me se £leny, které obsahují ε2, coº na rozdíl od £len· s ε
zachytí disipativní efekty. Nejprve se soust°e¤me op¥t na hmotnost

6∑
i=1

[
τε2∂t1N

(1)
i + τε2∂t2N

(0)
i + λε2ciα∂αN

(1)
i

+
τ 2

2
ε2∂2

t1
N

(0)
i +

λ2

2
ε2ciαciβ∂

2
αβN

(0)
i + λτε2ciα∂t1∂αN

(0)
i

]
= 0. (46)
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Díky rov. (30) vypadnou £leny obsahující N (1)
i a s p°ihlédnutím k rovnici

(29) dostáváme

∂t2ρ+
τ

2
∂2
t1
ρ+

τ

2
∂2
αβΠ

(0)
αβ + τ∂t1∂α (ρu)α = 0. (47)

A nyní pro hybnost

6∑
i=1

[
τε2∂t2ciγN

(0)
i + λε2ciαciγ∂αN

(1)
i +

τ 2

2
ε2∂2

t1
ciγN

(0)
i +

λ2

2
ε2ciαciβciγ∂

2
αβN

(0)
i + τλε2ciαciγ∂t1∂αN

(0)
i

]
= 0, (48)

coº je t°eba je²te upravit

τ

λ
τ∂t2

6∑
i=1

λ

τ
ciγN

(0)
i + λ

τ 2

λ2
∂α

6∑
i=1

λ

τ
ciα
λ

τ
ciγN

(1)
i +

τ 2

2

τ

λ
∂2
t1

6∑
i=1

λ

τ
ciγN

(0)
i +

λ2

2

τ 3

λ3
∂2
αβ

6∑
i=1

λ

τ
ciα
λ

τ
ciβ
λ

τ
ciγN

(0)
i + τλ

τ 2

λ2
∂t1∂α

6∑
i=1

λ

τ
ciα
λ

τ
ciγN

(0)
i = 0. (49)

Daný výraz je moºno zjednodu²it zkrácením konstant, uºitím vztah· (29) a zave-
dením tenzoru t°etího °ádu Sαβγ

Sαβγ =
6∑
i=1

viαviβviγN
(0)
i (50)

na tvar

∂t2ρuα + ∂βΠ
(0)
αβ +

τ

2
∂2
t1
ρuα +

τ

2
∂2
βγ
S

(0)
αβγ + τ∂t1∂βΠ

(0)
αβ = 0. (51)

Pouºijeme-li rov. (43) a (45), m·ºeme rov. (47) a (51) dále upravit. Nejprve
derivujme celou rovnici rov. (43) podle t1, vynásobíme výrazem τ

2
a dostaneme

τ

2
∂2
t1
ρ = −τ

2
∂t1∂αρuα. (52)

Proto lze rov. (47) upravit na

τ

2
∂2
t1
ρ+

τ

2
∂2
αβΠ

(0)
αβ + τ∂t1∂αρuα =

τ

2
∂α

[
∂t1ρuα + ∂βΠ

(0)
αβ

]
= 0, (53)

coº vede na rovnici

∂2
t2
ρ = 0, (54)

která nám °íká, ºe na £asové ²kále T2 nedochází k ºádným zm¥nám hustoty. Stejn¥
tak derivujme celou rovnici rov. (45) podle t1, vynásobíme výrazem τ

2
a dostaneme

τ

2
∂2
t1
ρuα = −τ

2
∂t1∂βΠ

(0)
αβ . (55)
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Proto lze rov. (51) upravit na

∂t2ρuα + ∂β

[
Π

(1)
αβ +

τ

2

(
∂t1Π

(0)
αβ + ∂γS

(0)
αβγ

)]
= 0. (56)

Tato rovnice obsahuje disipativní p°ísp¥vek k Eulerov¥ rovnici (45). Prvním
p°ísp¥vkem je Π

(1)
αβ , který je disipativní £ástí tenzoru hustoty toku hybnosti.

Druhá £ást, tedy τ
2

(
∂t1Π

(0)
αβ + ∂γS

(0)
αβγ

)
, pochází z Taylorova rozvoje druhého °ádu

diskrétní formy Boltzmannovy rovnice. Tyto £leny jsou zap°í£in¥né diskretizací
prostoru a nemají ve standardní hydrodynamice obdoby.

�leny ε a ε2 mohou být seskupeny a dát nám obecnou °ídící rovnici celého sys-
tému. Sumace rovnic (56) a (45) s p°íslu²nou mocninou faktoru ε vede k

∂t2ρuα +
∂

∂rβ

[
Παβ +

τ

2

(
ε∂t1Π

(0)
αβ +

∂

∂rγ
S

(0)
αβγ

)]
= 0, (57)

kde Παβ = Π
(0)
αβ + εΠ

(1)
αβ a kde jsme pouºili ∂t = ε∂t1 + ε2∂t2 a ∂

∂rα
= ε∂α. Stejn¥

tak rov. (43) a (54) vedou na

∂tρ+ divρu = 0, (58)

coº je dob°e známá rovnice kontinuity.

Rov. (57) odpovídá Navierovým-Stokesovým rovnicím, av²ak zatím není moc
pouºitelná, jelikoº tenzory Π a S nejsou vyjád°eny jako funkce ρ a u. K vyjád°ení
Π a S v závislosti na t¥chto dvou veli£inách je pot°eba spo£ítat rov. (27) a nalézt
vyjád°ení pro N (0)

i a N (1)
i jako funkce ρ a u.

4.4 Boltzmannova rovnice

Pro vy°e²ení rov. (27) je nezbytn¥ nutné vyjád°it pravou stranu rovnice, nebo-li
výraz 〈Ωi〉, ve vhodném tvaru. A protoºe p°íroda pro nás nemá ºádný dárek, tak
neexistuje ºádné exaktní vyjád°ení 〈Ωi〉 pomocíNi, nebo´ kolizní £len je nelineární
a obecn¥ neplatí, ºe pr·m¥r sou£in· je roven sou£inu pr·m¥r·. Na²t¥stí, pokud
budeme Ni a Nj povaºovat za nezávislou prom¥nnou, pak faktorizace moºná je.

P°edpokládejme tuto rovnost

〈ninj〉 = 〈ni〉 〈nj〉 = NiNj, kde i 6= j. (59)

Tento p°edpoklad se zdá být oprávn¥ný, a jelikoº jej nutn¥ pot°ebujeme k násled-
ným úpravám, tvrdím, ºe i oprávn¥ným je. P°edstavíme-li si enormní po£et sráºek
atom· £i molekul tekutin, který b¥hem jejich proud¥ní nastává, je vhodnou p°ed-
stavou tohoto procesu n¥jaká forma molekulárního chaosu a v tomto p°ípad¥ jsou
ni a nj nezávislé. To ov²em ne zcela okamºit¥, ale po jistém £asovém okamºiku,
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který je ov²em je²t¥ krat²í neº T1. Takováto úvaha je známa jako Boltzmannova
hypotéza.

P°edpokládejme pravdivost Boltzamnnovy hypotézy, pak tedy

〈Ωi (n1, n2, n3, n4, n5, n6)〉 = Ωi (N1, N2, N3, N4, N5, N6) . (60)

Poté m·ºeme na²i oblíbenou rov. (27) p°epsat takto

τ∂tNi + λ (ci · ∇)Ni +
τ 2

2
∂2
tNi +

λ2

2
(ci · ∇)2Ni + λτ (ci · ∇) ∂tNi = Ωi. (61)

Tato rovnice se nazývá Boltzmannova rovnice. Pouºijeme-li explicitní vyjád°ení
Ωi pomocí prom¥nných Ti a Di dostaneme rovnici

Ωi (N) = −NiNi+2Ni+4 (1−Ni+1) (1−Ni+3) (1−Ni+5)

+Ni+1Ni+3Ni+5 (1−Ni) (1−Ni+2) (1−Ni+4)

−NiNi+3 (1−Ni+1) (1−Ni+2) (1−Ni+4) (1−Ni+5)

+
1

2
Ni+1Ni+4 (1−Ni) (1−Ni+2) (1−Ni+3) (1−Ni+5)

+
1

2
Ni+2Ni+5 (1−Ni) (1−Ni+1) (1−Ni+3) (1−Ni+4) . (62)

4.5 Chapman·v-Enskong·v rozvoj podruhé

Nyní jde o úpravu rov. (61) za pouºití rovnic (28), (34) a (36). Pravá strana
rov. (62) m·ºe být op¥t linearizována Taylorovým rozvojem jako

Ωi (N ) = Ωi

(
N

(0)
i

)
+ ε

6∑
j=1

(
∂Ωi

(
N (0)

)
∂Nj

)
N

(1)
j +O

(
ε2
)
. (63)

V levé £ásti rov. (61) je kaºdý £len obsahuje ε v °ádu minimáln¥ 1 (ε1), kdeºto
pravá strana vyjád°ená rov. (63) obsahuje i £leny ε nulového °ádu (ε0) a proto

O
(
ε0
)

: Ωi

(
N (0)

)
= 0 (64)

a

O
(
ε1
)

: ∂t1N
(0)
i + ∂αviαN

(0)
i =

1

τ

6∑
j=1

(
∂Ωi

(
N (0)

)
∂Nj

)
N

(1)
j . (65)

Z rov. (64) vypo£ítáme N (0)
i a výsledek pouºijeme v rov. (65) k obdrºení N (1)

i .
To ov²em není aº tak p°ímo£aré, jak bychom si p°edstavovali, jelikoº matice ∂Ω

∂N

není invertibilní. Vskutku, ze zákon· zachování plyne∑
i

(
∂Ωi

∂Nj

)
=

∂

∂Nj

∑
i

Ωi = 0 (66)
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a stejn¥ tak ∑
i

ciα

(
∂Ωi

∂Nj

)
= 0, (67)

coº dokazuje, ºe sloupce matice ∂Ω
∂N

jsou lineární kombinací jeden druhého a proto
je determinant roven nule. Poslední dv¥ rovnice m·ºeme zapsat takto(

∂Ω

∂N

)T
E0 =

(
∂Ω

∂N

)T
E1 =

(
∂Ω

∂N

)T
E2 = 0, (68)

kde horní index T znamená transpozici matice a E0, E1 a E2 jsou vektory z R6

a jsou de�novány

E0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) (69)
E1 = (c11, c12, c13, c14, c15, c16)

E2 = (c21, c22, c23, c24, c25, c26) ,

p°i£emº cαi zna£í prostorovou komponentu α sm¥rového vektoru ci. Ek jsou
nazývány kolizní invarianty, protoºe popisují zachovávající se dynamické pro-
m¥nné a to takto

N ·E0 = ρ vN ·E1 = ρu1 vN ·E2 = ρu2, (70)

kde · je symbol odpovídající skalární násobení v R6 a v = λ
τ
.

Aby bylo moºné získat °e²ení rov. (65), je nezbytné, aby výraz ∂t1N
(0)
i +∂αviαN

(0)
i

leºel v oboru hodnot matice ∂Ω
∂N

. Z lineární algebry víme, ºe obor hodnot matice
je ortogonální na jádro své vlastní transpozice

Im

(
∂Ω

∂N

)
=

[
Ker

(
∂Ω

∂N

)T]⊥
. (71)

Proto je tedy nutné, aby byl výraz ∂t1N
(0)
i + ∂αviαN

(0)
i kolmý na E0, E1 a E2.

Toto je ov²em spln¥no díky rov. (42) a (44).

Na záv¥r je t°eba podotknout, ºe i kdyº °e²ení rov. (65) existuje není, jednozna£né.
Jak bylo napsáno d°íve, máme podmínky

6∑
i=1

N
(`)
i = 0

6∑
i=1

viN
(`)
i = 0, pro ` ≥ 1, (72)

které odpovídají na otázku, je-liN (1)
i také ortogonální na kolizní invarianty a náleºí

do obrazu matice ∂Ω
∂N

. V následujících £ástech se pokusíme získat explicitní °e²ení
rovnic (64) a (65).

30



4.6 Lokální rovnováºné °e²ení

�e²ení N (0)
i , která ve svém d·sledku vynulují st°ední hodnotu kolizního £lenu

Ωi, jsou známa jako lokální rovnováºná °e²ení. V podstat¥ to odpovídá situaci,
kdy se vzájemn¥ rovnají pom¥ry v²ech sráºek. Tím, ºe je kolizní £as τ mnohem
men²í neº £as pozorování T1 a T2, je rozumné v prvním p°iblíºení o£ekávat, ºe
rovnováha nastává lokáln¥.

Av²ak k nalezení takových N
(0)
i , která spl¬ují Ωi

(
N

(0)
i

)
= 0, je t°eba p°idat

je²t¥ jednu podmínku. Kolizní £len Ωi je sou£tem n¥kolika p°ísp¥vk·, jak plyne
z rov. (26). Veli£ina Ti (N) ur£uje pravd¥podobnost t°í£ásticové sráºky pro £ástici,
která cestuje ve sm¥ru ci. V situaci lokální rovnováhy jsou pravd¥podobnosti, ºe
dojde k t°í£ásticové sráºce pro £ástici ve sm¥ru ci a ci+3 stejné, tedy

Ti
(
N (0)

)
= Ti+3

(
N (0)

)
. (73)

P°i stejné úvaze dostaneme podobnou rovnost pro dvou-£ásticové sráºky

Di

(
N (0)

)
= Di+1

(
N (0)

)
= Di−1

(
N (0)

)
, (74)

coº je²t¥ m·ºeme zjednodu²it, jelikoº i si m·ºeme libovoln¥ zvolit, na tvar

Di

(
N (0)

)
= Di+1

(
N (0)

)
. (75)

Podmínku (73) m·ºeme pomocí rov. (18) vyjád°it i takto

N
(0)
i(

1−N (0)
i

) N
(0)
i+2(

1−N (0)
i+2

) N
(0)
i+4(

1−N (0)
i+4

) =
N

(0)
i+1(

1−N (0)
i+1

) N
(0)
i+3(

1−N (0)
i+3

) N
(0)
i+5(

1−N (0)
i+5

) . (76)
Pro jednoduchost si zavedeme zna£ení

Mi =
N

(0)
i(

1−N (0)
i

) (77)

a rovnou pouºijeme dekadický logaritmus, který násobení p°evádí v prosté s£ítání
a dostaneme

logMi + logMi+2 + logMi+4 − logMi+1 − logMi+3 − logMi+5 = 0. (78)

Nebo´ je vztah stejný pro libovolné i, tak si bez újmy na obecnosti zvolíme i = 1
a máme

logM1 − logM2 + logM3 − logM4 + logM5 − logM6 = 0. (79)

Podmínku (75) upravíme stejn¥

logMi + logMi+3 = logMi+1 + logMi+4. (80)
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P°i£emº pro i = 1

logM1 − logM2 + logM4 − logM5 = 0 (81)

a pro i = 2

logM2 − logM3 + logM5 − logM6 = 0. (82)

V²echny vztahy, které bychom dostali pro i vy²²í neº dv¥ jsou lineární kombi-
nací (81) a (82). Namísto rovnic (81) a (82) je zvykem nahradit je jejich sou£tem
a rozdílem. Tedy pro sou£et

logM1 − logM3 + logM4 − logM6 = 0 (83)

a pro rozdíl

logM1 − 2 logM2 + logM3 + logM4 − 2 logM5 + logM6 = 0. (84)

To se d¥lá k získání dal²ích t°ech kolizních invariant·, které plynou z rovnic (79),
(83) a (84). Pro p°ehlednost, v²ech ²est invariant· vypadá následovn¥

E0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) , (85)
E1 = (c11, c12, c13, c14, c15, c16) ,

E2 = (c21, c22, c23, c24, c25, c26) ,

E3 = (1,−1, 1,−1, 1,−1) ,

E4 = (1, 0,−1, 1, 0,−1) ,

E5 = (1,−2, 1, 1,−2, 1) .

V²ech ²est vektor· tvo°í ortogonální bázi v R6, protoºe ci mají tyto vlastnosti

ci = −ci+3 a ci + ci+2 + ci+4 = 0 (86)

a zárove¬

6∑
i=1

ciαciβ = 3δαβ. (87)

Rovnosti (86) p°ímo vyplývají z obrázku (6) a druhou rovnost lze jednodu²e
demonstrovat. V první °ad¥ je vhodné p°ipomenout, ºe je ekvivalentní s

1

3

∑
i

cici = 1, (88)

kde 1 je jednotková matice 2x2 a cici je matice, jejíº £leny jsou ciαciβ. Je jedno-
duché ov¥°it, ºe násobení matice

∑
i cici libovolným vektorem ck dává výsledek

3ck, jelikoº ck · ck+1 = 1/2, ck · ck+2 = −1/2 a ck + ck+2 + ck+2 = 0.
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Zavedeme-li vektor log M

log M = (logM1, logM2, logM3, logM4, logM5, logM6) , (89)

m·ºeme podmínky rovnováhy (79), (83) a (84) zapsat

log M · E3 = 0 log M · E4 = 0 log M · E5 = 0. (90)

Tím, ºeEk tvo°í báziR6, m·ºeme log M vyjád°it jako lineární kombinaci kolizních
invariant· E0, E1 a E2

log M = aE0 + b1E1 + b2E2 (91)

a nebo s p°ihlédnutím k de�nici kolizních invariant· E0, E1 a E2 a zápisu b =
(b1, b2)

logMi = a+ b · ci. (92)

Pouºijme de�nici Mi v rovnici (77) a prostou úpravou dostaneme

N
(0)
i =

1

1 + e−a−b·ci
. (93)

Výraz, který jsme obdrºeli pro N (0)
i , nabývá formy Fermiho-Diracova rozd¥lení.

Je to d·sledek vylu£ovacího principu, kdy m·ºe být v jednom míst¥ v jednom
sm¥ru pouze jedna £ástice.

4.7 Eulerova rovnice

Veli£iny a a b v rov. (93) jsou funkcemi hustoty ρ a rychlostního pole u a jsou de�-
novány v souladu s (29). K jejich vypo£ítání pouºijeme Taylor·v rozvoj druhého
°ádu rychlostního pole u. P°epi²me (93)

N
(0)
i = f (Xi) ≡

1

1 + e−Xi
, (94)

kde je ²esti-dimenzionální vektor X = (X1, X2, X3, X4, X5, X6) je de�nován

X = a (ρ,u)E0 + b1 (ρ,u)E1 + b2 (ρ,u)E2. (95)

Rozvi¬me N (0)
i v okolí u = 0, tedy kde se tekutina makroskopicky nepohybuje

N
(0)
i = f (Xi (u = 0)) + uα

∂

∂uα
f (Xi (u = 0)) +

1

2
uαuβ

∂2

∂uα∂uβ
f (Xi (u = 0)) .(96)

Upravme derivace

∂

∂uα
=
∂Xi

∂uα

∂

∂Xi

(97)
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a

∂2

∂uα∂uβ
=

∂2Xi

∂uα∂uβ

∂

∂Xi

+
∂Xi

∂uα

∂Xi

∂uβ

∂2

∂X2
i

. (98)

Protoºe se tekutina makroskopicky nepohybuje,N (0)
i by m¥la býti z d·vodu syme-

trie v²echna stejná. Proto Xi (u = 0) nezávisí na i a m·ºeme psát

Xi (ρ,u = 0) = x (ρ) . (99)

S tímto zjednodu²ením a s pozm¥n¥nými derivacemi lze p°epsat (96)

N
(0)
i = f (x) + uα

(
∂Xi

∂uα

)
u=0

f ′ (x) +

1

2
uαuβ

[
∂2Xi

∂uα∂uβ
f ′ (x) +

∂Xi

∂uα

∂Xi

∂uβ
f ′′ (x)

]
u=0

. (100)

Neznámé v tomto vztahu jsou ur£eny vztahem (70), který °íká

ρ =
∑
i

E0i ·N (0)
i ρu1 =

∑
i

E1i ·N (0)
i ρu2 = v

∑
i

E2i ·N (0)
i (101)

V²imn¥me si, ºe platí∑
i

E0i
∂Xi

∂uα
= 6

∂a

∂uα

∑
i

E1i
∂Xi

∂uα
= 3

∂b1

∂uα

∑
i

E2i
∂Xi

∂uα
= 3

∂b2

∂uα
, (102)

nebo´

E0 · E0 = 6, E1 · E1 = E2 · E2 = 3 a Ek · El = 0 pro k 6= l. (103)

Stejn¥ pak∑
i

E0i
∂Xi

∂uα

∂Xi

∂uβ
= 6

∂a

∂uα

∂a

∂uβ
+ 3

∂b1

∂uα

∂b1

∂uβ
+ 3

∂b2

∂uα

∂b2

∂uβ
, (104)

∑
i

E1i
∂Xi

∂uα

∂Xi

∂uβ
= 3

∂a

∂uα

∂b1

∂uβ
+ 3

∂b1

∂uα

∂a

∂uβ
(105)

a kone£ne ∑
i

E2i
∂Xi

∂uα

∂Xi

∂uβ
= 3

∂a

∂uα

∂b2

∂uβ
+ 3

∂b2

∂uα

∂a

∂uβ
, (106)

a to platí, jelikoº∑
i

E0iE0iEki =
∑
i

Eki =

{
6 pokud k = 0
0 jindy (107)
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∑
i

E0iEkiEli = 3δkl pokud k, l 6= 0 (108)

a ∑
i

EkiEliEmi = 0 pokud k, l,m 6= 0. (109)

Pokud zavedeme notaci

aα ≡
(
∂a

∂uα

)
u=0

a aαβ ≡
(

∂2a

∂uα∂uβ

)
u=0

(110)

a stejn¥ tak i pro b1 a b2, pak m·ºeme p°epsat podmínku ρ = E0 ·N (0)
i na tvar

ρ = 6f (x) + 6uαaαf
′ (x) + 3uαuβaαβf

′ (x)

+
1

2
uαuβ [6aαaβ + 3b1αb1β + 3b2αb2β] f ′′ (x) . (111)

Nebo´ tato rovnice musí být spln¥na pro v²echny hodnoty ρ a také u, lze usoudit
na platnost

6f (x) = ρ a aα = 0 (112)

a

aαβf
′ (x) +

1

2
(b1αb1β + b2αb2β) f ′′ (x) = 0. (113)

Jelikoº E1 ·N (0)
i = ρu1/v, obdobn¥ obdrºíme

ρu1

v
= 3uαb1αf

′ (x) +
1

2
uαuβ [b1αβf

′ (x) + 3 (aαb1β + b1αaβ) f ′′ (x)] , (114)

následkem £ehoº

3b11f
′ (x) =

ρ

v
, b12 = 0 a b1αβ = 0. (115)

Z d·vodu symetrie z poslední podmínky E2 ·N (0)
i = ρu2/v vyplývá

3b22f
′ (x) =

ρ

v
, b21 = 0 a b2αβ = 0. (116)

Rov. (113) se pak redukuje

a11f
′ (x) +

1

2
b2

11f
′′ (x) = 0 a a22f

′ (x) +
1

2
b2

22f
′′ (x) = 0 (117)

a tudíº jedinými nenulovými £leny v na²em rozvoji jsou

f (x) =
ρ

v
, b11 = b22 =

ρ

3vf ′ (x)
a a11 = a22 = − ρ2

18v2

f ′′ (x)

(f ′ (x))3 . (118)
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Pokud tento výsledek zohledníme v daném rozvoji (96) vyjde nám

N
(0)
i =

ρ

6
+

ρ

3v
ci · u−

ρ2

36

u2

v2

f ′′ (x)

(f ′ (x))2 +
ρ2

18

f ′′ (x)

(f ′ (x))2 ciαciβ
uα
v

uβ
v
, (119)

kde u2 = uαuβ = u2
1 + u2

2.

Protoºe f je Fermiho-Diracovo rozd¥lení, platí

f ′ = f (f − 1) a f ′′ = f (1− f) (1− 2f) (120)

a protoºe platí f (x) = (ρ/6) dostáváme

ρ2

18

f ′′ (x)

(f ′ (x))2 =
2ρ (3− ρ)

3 (6− ρ)
. (121)

Tato rovnost poskytuje jiº kone£né vyjád°ení °e²ení lokální rovnováhy pro ná²
problém

N
(0)
i =

ρ

6
+

ρ

3v
ci · u−

1

2
ρG (ρ)

u2

v2
+ gG (ρ) ciαciβ

uα
v

uβ
v
, (122)

kde jsme pouºili G de�nováno následovn¥

G (ρ) =
2 (3− ρ)

3 (6− ρ)
. (123)

Je²t¥ p°edtím, neº obdrºíme dlouho o£ekávanou Eulerovu rovnici, je t°eba ov¥°it
d·leºitý vztah, který je zodpov¥dný za výslednou isotropii hexagonálního modelu

6∑
i=1

ciαciβciγciδ =
3

4
(δαβδγδ + δαγδγδ + δαδδβγ) . (124)

Tento vztah je spln¥n pro jakoukoliv orientaci vektoru ci. Tenzor £tvrtého °ádu∑6
i=1 ciαciβciγciδ je isotropní a to je d·vod, pro£ je pouºita hexagonální m°íºka

k popisu proud¥ní tekutin, na rozdíl od m°íºky £tvercové, která isotropii ne-
vykazuje. Isotropní tenzory £tvrtého °ádu, které vytvá°í sm¥ry m°íºky, hrají
kruciální roli v modelech m°íºového plynu pro simulaci proud¥ní tekutin, coº
je dáno nelineárním £lenem u · ∇u v Navierových-Stokesových rovnicích. Poºa-
davek isotropie omezuje moºné m°íºky, které mohou být pouºity. To se nejvíce
projevuje v t°írozm¥rném prostoru, ve kterém ºádná takováto m°íºka neexistuje.
Tento problém se dá na²t¥stí obejít, protoºe existuje m°íºka s danou vlastností
ve £ty°rozm¥rném prostoru a jde provést její projekci do t°írozm¥rného pros-
toru. Takováto oklika v²ak vede k tomu, ºe se jiº £ástice nepohybují jen jednou
rychlostí, ale mohou se pohybovat dv¥ma a zárove¬ se v n¥kterých sm¥rech mohou
pohybovat dv¥ £ástice. Výsledek rov. (124) je moºné obdrºet p°ímým odvozením.
Proto napi²me

ck = (cos (kψ + φ), sin (kψ + φ)) , (125)
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kde

ψ =
2π

6
a φ ∈ 〈0, 2π〉 . (126)

Prom¥nné, jenº je t°eba vypo£ítat v rov. (124) jsou∑
k

c4
k1,

∑
k

c4
k2,

∑
k

c2
k1c

2
k2,

∑
k

c3
k1ck2 a

∑
k

ck1c
3
k2. (127)

Pouºitím vztahu
∑n−1

k=0 r
k = (rn − 1) / (r − 1) platného pro r 6= 1 a vztahu eiψ =

cosψ + i sinψ dostáváme

6∑
k=1

(ck1 + ick2)4 =
5∑

k=0

e4ikψe4iψ = e4iψ e
24iψ − 1

e4iψ − 1
= 0, (128)

6∑
k=1

(ck1 + ick2)3 (ck1 − ick2) =
5∑

k=0

e2ikψe2iψ = e2iψ e
12iψ − 1

e2iψ − 1
= 0 (129)

a

6∑
k=1

(ck1 + ick2)2 (ck1 − ick2)2 =
5∑

k=0

1 = 6. (130)

P°ímým výpo£tem levé strany rovnic (128), (129) a (130) obdrºíme

6∑
k=1

(ck1 + ick2)4 =
6∑

k=1

[(
c4
k1 + c4

k2 − 6c2
k1c

2
k2

)
+ 2i

(
c3
k1ck2 − ck1c

3
k2

)]
, (131)

6∑
k=1

(ck1 + ick2)3 (ck1 − ick2) =
6∑

k=1

[(
c4
k1 − c4

k2

)
+ 2i

(
c3
k1ck2 + ck1c

3
k2

)]
(132)

a

6∑
k=1

(ck1 + ick2)2 (ck1 − ick2)2 =
6∑

k=1

(
c4
k1 + c4

k2 + 2c2
k1c

2
k2

)
. (133)

Porovnání t¥chto levých stran (131), (132) a (133) s pravými stranami (128),
(129) a (130) poskytuje∑

k

c4
k1 =

∑
k

c4
k2 =

9

4
,
∑
k

c2
k1c

2
k2 =

3

4
a

∑
k

c3
k1ck2 =

∑
k

ck1c
3
k2 = 0. (134)

Toto je kompaktn¥j²í forma rov. (124).
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Nyní se vra´me k výpo£tu Π(0) za pouºití rov. (122) a práv¥ rov. (124)

Π
(0)
αβ =

∑
i

N
(0)
i viαviβ =

ρ

2
v2δαβ −

3ρ

2
G (ρ)u2δαβ +

3ρ

4
G (ρ)

(
u2δαβ + 2uαuβ

)
=

(
v2

2
ρ− ρ

2
g (ρ)u2

)
δαβ + ρg (ρ)uαuβ, (135)

kde

g (ρ) ≡ 3

2
G (ρ) =

ρ− 3

ρ− 6
. (136)

Jak vidno, tento výsledek je nezávislý na sm¥rech m°íºky ci a to práv¥ díky
isotropii tenzoru (124).

Výraz
(
v2

2
ρ− ρ

2
g (ρ)u2

)
δαβ je tlaková £ást a výraz ρg (ρ)uαuβ je konvektivní

£ást tenzoru hustoty toku hybnosti. Mikrodynamický popis nám dává explicitní
vyjád°ení tlaku

p =

(
v2

2
ρ− ρ

2
g (ρ)u2

)
, (137)

p°i£emº v2

2
ρ odpovídá tlaku ideálního plynu p°i konstantní teplot¥. Teplotu lze

do systému dodat povolením r·zných rychlostí £ástic, coº ov²em p°ekra£uje rámec
této diplomové práce.

Jsme nyní v situaci, kdy je moºné napsat Eulerovu aproximaci (na ²kále T1 a L1),
popisující chování na²í tekutiny. Jedná se o standardní aproximaci v hydrodyna-
mice, kde pro nízká Machova £ísla, nebo-li pro u mnohem men²í neº rychlost
zvuku, lze povaºovat hustotu za konstantní ρ = ρ0 v²ude, krom¥ tlakového £lenu.
S tímto omezením a vyuºitím rov. (135), p°ejde rovnice (45) na

∂t1u + g (ρ) (u · ∇) u = −1

ρ
∇p. (138)

Tato rovnice se ve srovnání se standardní Eulerovou rovnicí (7) li²í ve faktoru g (ρ)
p°ed konvektivním £lenem. Jelikoº g (ρ) 6= 1 nepopisuje FHP model proud¥ní
tekutin p°esn¥. A to z d·vodu poru²ení galileovské invariance dynamiky tohoto
celulárního automatu a proto ∂tuα + g (ρ) (u · ∇) u není totální derivací du/dt.
Av²ak pro malá Machova £ísla g (ρ) m·ºe být povaºováno za konstantní a vhodnou
renormalizací ∂t1 na g (ρ) ∂′t se tak zbavit faktoru g (ρ) v rovnici (138).
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5 Implementace FHP modelu v MatLabu

V této poslední kapitole mé diplomové práce uvádím výsledky vlastní implemen-
tace FHP modelu v MatLabu. Tento program jsem zvolil ze dvou d·vod·. Zaprvé
je to asi nejroz²í°en¥j²í komer£ní software, pomocí kterého se provádí numerické
výpo£ty nejen na univerzitní p·d¥. A zadruhé, existují i jeho open source klony,
tudíº takové, které mají voln¥ p°ístupný kód a jsou £asto zcela zdarma ke staºení
na internetu. Tím pádem si m·ºe kdokoliv výsledky zde prezentované ov¥°it, £i
p°íslu²né pasáºe kódu upravit k obrazu svému. Jedním takovým je nap°. GNU Oc-
tave.

Rozhodl jsem se simulovat obtékání nekone£n¥ tenké desky umíst¥né v °ece kolmo
k sm¥ru toku tekutiny.

V prvním p°iblíºení se dá °íci, ºe jistá £ást °eky je dvourozm¥rný rovinný útvar,
který je ohrani£en korytem, jehoº b°ehy jsou vzájemn¥ rovnob¥ºné. Hexagonální
m°íºka, která vypl¬uje °eku, má sm¥r c1 rovnob¥ºný s ob¥ma b°ehy a sm¥°uje
doprava, na rozdíl od sm¥ru c4, který sm¥°uje doleva. Na b°ezích jsem zvolil pod-
mínky, které de facto odpovídají zákonu odrazu. Tím je my²leno, ºe se £ástice,
pohybující ve sm¥ru c2, resp. ve sm¥ru c3, odrazí od horního b°ehu a pokra£uje
ve sm¥ru c6, resp. ve sm¥ru c5. Podle stejné úvahy se £ástice pohybující ve sm¥ru
c5, resp. ve sm¥ru c6, odrazí od dolního b°ehu a pokra£uje ve sm¥ru c3, resp.
ve sm¥ru c2. Kolmo k b°eh·m jsou dv¥ místa, kde °eka za£íná a kon£í. V t¥chto
místech jsem zvolil periodické okrajové podmínky, nebo-li, to co z °eky vyte£e, se
do ní vrátí z druhé strany. Díky t¥mto okrajovým podmínkám je moºné kontrolo-
vat, jestli se zachovává po£et £ástic, které byly do systému na po£átku vloºeny.

V následujících dvou podkapitolách jsou uvedeny výsledky simulací v p°ípadech,
kdy je²t¥ není v °ece umíst¥na p°ekáºka a posléze, kdy jiº °eka tuto p°ekáºku
obtéká.

5.1 �eka bez p°ekáºky

V této £ásti uvádím výsledek simulace, který byl obdrºen implementací kódu,
který je vypsán a vysv¥tlen v apendixu A. Cílem této simulace bylo ov¥°it, ºe
pokud se na za£átku pohybuje více £ástic jedním sm¥rem neº druhým, tak tomu
tak bude i po uplynutí libovolného £asu. Tomu tak není, pouºije-li se nap°. £tver-
cová namísto hexagonální m°íºky.

Toto je potvrzeno na obrázku (8), kde jsou vykreslené po£ty £ástic v p°íslu²ných
sm¥rech v závislosti na £ase. Na po£átku byl po£et £ástic ve sm¥ru c1 p¥tkrát v¥t²í
neº v ostatních sm¥rech. Je vid¥t, ºe se na za£átku £ástice p°eskupují ve v²ech
sm¥rech a poté po£et £ástic v jednotlivých sm¥rech osciluje kolem konstantní
hodnoty. Tato po£áte£ní reorganizace i následné oscilace kolem �xní hodnoty jsou
zap°í£in¥né sráºkami, které p°evádí £ástice z jednoho sm¥ru do jiného. Na obrázku
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je vid¥t i korelace po£tu £ástic ve sm¥ru c1 a c4. To je zp·sobeno tím, ºe p°i
dvou£ásticové sráºce, která je pravd¥podobn¥j²í neº t°í£ásticová, se ve stejný
okamºik objeví £i ztratí £ástice pohybující se proti sob¥. B¥hem celé simulace je
po£et v²ech £ástic konstantní.

Obrázek 8: Po£et £ástic v celém systému i v jednotlivých sm¥rech v závislosti
na po£tu iterací a tím i na £ase. V °ece prozatím není umíst¥ná p°ekáºka.

5.2 �eka s p°ekáºkou

V této £ásti uvádím výsledky simulace, které byly obdrºeny implementací kódu,
který je vypsán a vysv¥tlen v apendixu B. �eka s p°ekáºkou je postavena na to-
toºné my²lence, jako je °eka bez p°ekáºky - jen s tím dopln¥ním, ºe se do simu-
lace p°idá p°ekáºka kolmá na sm¥r c1. P°ekáºka, která má ²í°ku jedné bu¬ky,
se nachází asi v polovin¥ °eky a zaujímá 1/3 její ²í°ky. St°ed p°ekáºky se nachází
v ose °eky.

Do kódu, který je jen dopln¥ním kódu prezentovaného v apendixu A, nejprve
pouze vloºíme p°ekáºku a ve sm¥ru c1 op¥t pustíme p¥tkrát více £ástic, neº-li
jich je ve sm¥rech ostatních. Je rozumné o£ekávat, ºe bez p·sobení vn¥j²í síly,
to jest bez násilného oto£ení n¥kterých £ástic do jiného sm¥ru, se budou po£ty
£ástic v jednotlivých sm¥rech postupn¥ vyrovnávat.

Toto je potvrzeno na obrázku (9), kde jsou vykreslené po£ty £ástic v p°íslu²ných
sm¥rech v závislosti na £ase. Na po£átku byl po£et £ástic ve sm¥ru c1 p¥tkrát v¥t²í
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neº v ostatních sm¥rech. Je zde vid¥t trend, kdy se po£ty £ástic v jednotlivých
sm¥rech s rostoucím £asem blíºí ke stejné hodnot¥. B¥hem celé simulace se po£et
v²ech £ástic zachovával.

Obrázek 9: Po£ty £ástic v jednotlivých sm¥rech i jejich výsledná suma v závislosti
na po£tu iterací.

Jelikoº je na obrázku (9) znázorn¥no 16385 itera£ních cykl· a tudíº není z°ejmé,
ºe je po£et £ástic ve sm¥rech c2 aº c6 p°i první iteraci stejný, je na obrázku (10)
znázorn¥no pouze prvních 50 iterací.

Obrázek 10: Po£ty £ástic v jednotlivých sm¥rech v pr·b¥hu prvních 50 iterací.
Osa x reprezentuje po£et iterací a tím i £as, kdeºto na ose y je vynesen po£et
£ástic.
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Záv¥rem je na obrázku (11) znázorn¥n pr·b¥h simulace obtékání p°ekáºky. Jsou
vykresleny normované rychlosti toku £ástic spolu s jejich sm¥ry. Za normu byla
zvolena nejv¥t²í rychlost, kterou se následn¥ v²echny rychlosti vynormovaly. Tudíº
má ²ipka, znázor¬ující nejv¥t²í rychlost modul roven jedné. Matice, která reprezen-
tuje °eku, má 1024 bod· ve sm¥ru rovnob¥ºným s korytem a 256 bod· v kolmém
sm¥ru. Uprost°ed je kolmo na sm¥r toku umíst¥ná p°ekáºka o velikosti 106 bod·.
K vykreslení byla pouºita suma£ní okénka, která mají velikost 16 na 16 bod·.
Jako pozadí je znázorn¥na normovaná hustota v p°íslu²ném suma£ním okénku,
která je tím v¥t²í, £ím teplej²í barvou je p°íslu²né okénko vypln¥no. Je vid¥t, ºe
nedochází k turbulentnímu proud¥ní, coº je dáno mikrodynamikou FHP modelu.
K pozorování turbulencí je t°eba pouºít FHP III model, který je takovéto jevy
schopen zachytit, ale který jiº p°ekra£uje rámec této diplomové práce. Výsledné
normované hustoty odpovídají o£ekávání. P°ed p°ekáºkou se £ástice hromadí
a kolem ní je nuceno proudit nejvíce £ástic, £ímº se zvy²uje lokální hustota.

Obrázek 11: Záznam ze simulace, která znázor¬uje obtékání p°ekáºky.
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6 Apendix A

Zde je vloºen okomentovaný kód, který simuluje proud¥ní bez p°ekáºky pomocí
FHP modelu.

close all, clear all, clc

tmax = 2^9 + 1; % po£et iterací

a = 2^10; % po£et bod· hexagonální matice ve sm¥ru koryta

b = 2^8; % po£et bod· kolmo na koryto

c = 2^3; % k sumaci p°es m°íºku ve sm¥ru koryta

d = 2^3; % k sumaci p°es m°íºku kolmo na koryta

ac = a/c; bd = b/d;

n = a*b; % po£et v²ech bod· m°íºky

pomer1 = .50; % k nastavení po£tu £ástic ve sm¥ru c1 atd...

pomer2 = .10; pomer3 = .10; pomer4 = .10; pomer5 = .10; pomer6 = .10;

bot = 2:1:a-1; % dolní strana m°íºky bez okraj·

lbot = [1 bot a]; % dolní strana m°íºky i s okraji

top = n-a+2:1:n-1; % horní strana m°íºky bez okraj·

ltop = [n-a+1 top n]; % horní strana m°íºky i s okraji

right = 2*a:a:n-a; % pravá strana m°íºky bez okraj·

lright = [a right n]; % pravá strana m°íºky i s okraji

left = a+1:a:n-2*a+1; % levá strana m°íºky bez okraj·

lleft = [1 left n-a+1]; % levá strana m°íºky i s okraji

kraj = [1 bot a left right top n-a+1 n]; % jde o obvod celé °eky

kraj = sort(kraj); % set°íd¥ní obvodu °eky

W1 = rand(1,n)<pomer1; % inicializace systému ve sm¥ru c1 atd...

W2 = rand(1,n)<pomer2; W3 = rand(1,n)<pomer3; W4 = rand(1,n)<pomer4;

W5 = rand(1,n)<pomer5; W6 = rand(1,n)<pomer6;

W = [W1;W2;W3;W4;W5;W6]; % matice reprezentující celý systém

W(:,kraj)=0;% na po£átku jsou bu¬ky na obvodu °eky prázdné

S = zeros(6,(a/c)*(b/d)); % matice bude vyuºita k sumaci

A = zeros(1,a*b); % vektor bude vyuºit k zápisu adres pro sumaci

Q = zeros((a/c)*(b/d),c*d); % matice pro look up table k suma£ní matici S

% zde se vytvá°í adresy

A_1 = ceil([1:a]/c);

for i = 1: b

z = ceil(i/d)-1;

A(1, (i-1)*a+1 : i*a) = A_1 + z*(a/c);

end % konec vytvá°ení adres
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% zde se vytvá°í look up table na sumaci

for i = 1:(a/c)*(b/d)

Q (i,:) = find(A==i);

end % konec vytvá°ení look up table

uhel = [0 pi/3 2*pi/3 pi 4*pi/3 5*pi/3 ]; % sm¥ry na m°íºce pro hybnost

for cas = 1:1:tmax % zde za£íná implementace FHP modelu

%%%% zde je sráºková £ást

nesrazca = W(:,[lbot ltop]); % sráºky na korytu jsou zakázané

z = [32, 16, 8, 4, 2, 1];

col = z*W; % kolizní vektor

colnew = col; % pomocný vektor, abych si nemazal data pod rukama

nahoda = rand<0.5; % náhodn¥ otá£í £ástice po sráºkách

colnew(col==42) = 21; % 3 £ásticová sráºka

colnew(col==21) = 42; % 3 £ásticová sráºka

colnew(col==9) = nahoda*18 + ~nahoda*36; % 2 £ásticová sráºka

colnew(col==18) = nahoda*9 + ~nahoda*36; % 2 £ásticová sráºka

colnew(col==36) = nahoda*9 + ~nahoda*18; % 2 £ásticová sráºka

zmena = col ~=colnew; % p°epí²eme pouze bu¬ky, kde ke sráºce do²lo

colnew(1) = col(1); % v rozích nedochází ke sráºkám

colnew(a) = col(a); % ...

colnew(n-a+1) = col(n-a+1); % ...

colnew(n) = col(n); % ...

%%%% zde je p°evod do logických prom¥nných

col = colnew;

m = dec2bin(col(zmena),6)';

m = uint8(m);

W(:,zmena) = m==49;

W(:,[lbot ltop]) = nesrazca; % vrátím stav koryta p°ed sráºkami

%%%% zde je propaga£ní £ást

nuly = false(1,a); % zde jsou vytvo°ené vektory k posunu £ástic

nul = false(1,a-1); % ...

%%%% posun ve sm¥ru c1

pom = W(1,:); pom(n)=[]; pom = [false pom];

new(1,:)=pom; new(1,lleft) = W(1,lright);

%%%% posun ve sm¥ru c2

pom = W(2,:); pom(n-a+1:n)=[]; pom = [nuly pom];

new(2,:)=pom; new(2,lbot)=W(2,ltop);

%%%% posun ve sm¥ru c3

pom = W(3,:); pom(n-a+2:n)=[]; pom = [nul pom];

new(3,:)=pom; new(3,right) = W(3,left); new(3,bot) = W(3,top);
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%%%% posun ve sm¥ru c4

pom = W(4,:); pom(1)=[]; pom = [pom false];

new(4,:)=pom; new(4,lright) = W(4,lleft);

%%%% posun ve sm¥ru c5

pom = W(5,:); pom(1:a)=[]; pom = [pom nuly];

new(5,:)=pom; new(5,ltop) = W(5,lbot);

%%%% posun ve sm¥ru c6

pom = W(6,:); pom(1:a-1)=[]; pom = [pom nul];

new(6,:)=pom; new(6,left) = W(6,right); new(6,top) = W(6,bot);

%%%% zde se o²et°ují rohy °eky

new(3,a) = W(3,n-a+1); new(3,1)=0; new(3,n)=0;

new(6,n-a+1) = W(6,a); new(6,1)=0; new(6,n)=0;

W = new; % zde se vrátí celá matice zp¥t

%%%% zde se vytvá°í okrajové podmínky na korytu, protoºe

%%%% dote¤ byly na korytu podmínky periodické, je t°eba je opravit

W(6,top) = new(2,bot);

W(5,top) = new(3,bot);

W(3,bot) = new(5,top);

W(2,bot) = new(6,top);

end % a to je konec
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7 Apendix B

Zde je prezentován okomentovaný kód, který simuluje obtékání p°ekáºky pomocí
FHP modelu.

close all, clear all, clc

tmax = 2^9 + 1; % po£et iterací

a = 2^10; % po£et bod· hexagonální matice ve sm¥ru koryta

b = 2^8; % po£et bod· kolmo na koryto

c = 2^3; % k sumaci p°es m°íºku ve sm¥ru koryta

d = 2^3; % k sumaci p°es m°íºku kolmo na koryta

ac = a/c;

bd = b/d;

n = a*b; % po£et v²ech bod· m°íºky

pomer1 = .50; % k nastavení po£tu £ástic ve sm¥ru c1 atd...

pomer2 = .10; pomer3 = .10; pomer4 = .10; pomer5 = .10; pomer6 = .10;

bot = 2:1:a-1; % dolní strana m°íºky bez okraj·

lbot = [1 bot a]; % dolní strana m°íºky i s okraji

top = n-a+2:1:n-1; % horní strana m°íºky bez okraj·

ltop = [n-a+1 top n]; % horní strana m°íºky i s okraji

right = 2*a:a:n-a; % pravá strana m°íºky bez okraj·

lright = [a right n]; % pravá strana m°íºky i s okraji

left = a+1:a:n-2*a+1; % levá strana m°íºky bez okraj·

lleft = [1 left n-a+1]; % levá strana m°íºky i s okraji

kraj = [1 bot a left right top n-a+1 n]; % jde o obvod celé °eky

kraj = sort(kraj); % set°íd¥ní obvodu °eky

W1 = rand(1,n)<pomer1; % inicializace systému ve sm¥ru c1 atd...

W2 = rand(1,n)<pomer2; W3 = rand(1,n)<pomer3; W4 = rand(1,n)<pomer4;

W5 = rand(1,n)<pomer5; W6 = rand(1,n)<pomer6;

W = [W1;W2;W3;W4;W5;W6]; % matice reprezentující celý systém

W(:,kraj)=0;% na po£átku jsou bu¬ky na obvodu °eky prázdné

S = zeros(6,(a/c)*(b/d)); % matice bude vyuºita k sumaci

A = zeros(1,a*b); % vektor bude vyuºit k zápisu adres pro sumaci

Q = zeros((a/c)*(b/d),c*d); % matice pro look up table k sumacni matici S

% zde se vytvá°í adresy

A_1 = ceil([1:a]/c);

for i = 1: b

z = ceil(i/d)-1;

A(1, (i-1)*a+1 : i*a) = A_1 + z*(a/c);

end % konec vytvá°ení adres
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% zde se vytvá°í look up table na sumaci

for i = 1:(a/c)*(b/d)

Q (i,:) = find(A==i);

end % konec vytvá°ení look up table

uhel = [0 pi/3 2*pi/3 pi 4*pi/3 5*pi/3 ]; % sm¥ry na m°íºce pro hybnost

% zde se vytvá°í sou°adnice p°ekáºky

prekazka = zeros(1,106); % p°ekáºka zabírá 106 bun¥k v ose y

prekazka(1) = 75*a + 500; % první bu¬ka je na pozici 500 v ose x

for ii = 2:1:106 % for cyklus na tvorbu sou°adnic p°ekáºky

prekazka(ii) = prekazka(ii-1) + a - mod(ii,2);

end % sou°adnice jsou hotové

W(:,prekazka)=0; % na p°ekáºce nejsou £ástice

for cas = 1:1:tmax % zde za£íná implementace FHP modelu

%%% tady je vytvo°en forcing, aby pohyb £asem neustal

%%% jde o prosté oto£ení £ástic do sm¥ru c1

for i = 2:6

M = ~W(1,:).* (rand(1,n)<.0006).*W(i,:);

W(1,:) = W(1,:) + M;

W(i,:) = W(i,:) - M;

end

%%%% zde je sráºková £ást

vyjmu_vlozim = W(:,prekazka); % tady nechci sráºku, proto ji zakáºi

nesrazca = W(:,[lbot ltop]); % sráºky na korytu jsou zakázané

z = [32, 16, 8, 4, 2, 1];

col = z*W; % kolizní vektor

colnew = col; % pomocný vektor, abych si nemazal data pod rukama

nahoda = rand<0.5; % náhodn¥ otá£í £ástice po sráºkách

colnew(col==42) = 21; % 3 £ásticová sráºka

colnew(col==21) = 42; % 3 £ásticová sráºka

colnew(col==9) = nahoda*18 + ~nahoda*36; % 2 £ásticová sráºka

colnew(col==18) = nahoda*9 + ~nahoda*36; % 2 £ásticová sráºka

colnew(col==36) = nahoda*9 + ~nahoda*18; % 2 £ásticová sráºka

zmena = col ~=colnew; % p°epí²eme pouze bu¬ky, kde ke sráºce do²lo

colnew(1) = col(1); % v rozích nedochází ke sráºkám

colnew(a) = col(a); % ...

colnew(n-a+1) = col(n-a+1); % ...

colnew(n) = col(n); % ...
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%%% zde je p°evod do logických prom¥nných

col = colnew;

m = dec2bin(col(zmena),6)';

m = uint8(m);

W(:,zmena) = m==49;

W(:,[lbot ltop]) = nesrazca; % vrátím stav koryta p°ed sráºkami

W(:,prekazka) = vyjmu_vlozim; % vrátím stav na p°ekáºce p°ed sráºkami

%%% zde je odraz na p°ekáºce

W(1,prekazka) = vyjmu_vlozim(4,:);

W(2,prekazka) = vyjmu_vlozim(3,:);

W(3,prekazka) = vyjmu_vlozim(2,:);

W(4,prekazka) = vyjmu_vlozim(1,:);

W(5,prekazka) = vyjmu_vlozim(6,:);

W(6,prekazka) = vyjmu_vlozim(5,:);

%%%% zde je propaga£ní £ást

nuly = false(1,a); % zde jsou vytvo°ené vektory k posunu £ástic

nul = false(1,a-1); % ...

%%%% posun ve sm¥ru c1

pom = W(1,:); pom(n)=[]; pom = [false pom];

new(1,:)=pom; new(1,lleft) = W(1,lright);

%%%% posun ve sm¥ru c2

pom = W(2,:); pom(n-a+1:n)=[]; pom = [nuly pom];

new(2,:)=pom; new(2,lbot)=W(2,ltop);

%%%% posun ve sm¥ru c3

pom = W(3,:); pom(n-a+2:n)=[]; pom = [nul pom];

new(3,:)=pom; new(3,right) = W(3,left); new(3,bot) = W(3,top);

%%%% posun ve sm¥ru c4

pom = W(4,:); pom(1)=[]; pom = [pom false];

new(4,:)=pom; new(4,lright) = W(4,lleft);

%%%% posun ve sm¥ru c5

pom = W(5,:); pom(1:a)=[]; pom = [pom nuly];

new(5,:)=pom; new(5,ltop) = W(5,lbot);

%%%% posun ve sm¥ru c6

pom = W(6,:); pom(1:a-1)=[]; pom = [pom nul];

new(6,:)=pom; new(6,left) = W(6,right); new(6,top) = W(6,bot);

%%%% zde se o²et°ují rohy °eky

new(3,a) = W(3,n-a+1); new(3,1)=0; new(3,n)=0;

new(6,n-a+1) = W(6,a); new(6,1)=0; new(6,n)=0;

W = new; % zde se vrátí celá matice zp¥t
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%%%% zde se vytvá°í okrajové podmínky na korytu, protoºe

%%%% dote¤ byly na korytu podmínky periodické, je t°eba je opravit

W(6,top) = new(2,bot);

W(5,top) = new(3,bot);

W(3,bot) = new(5,top);

W(2,bot) = new(6,top);

%%% zde je vizualizace výsledk· co 64 iterací

if mod(cas,64)==1

%%% samotná sumace na vykreslení

for i = 1:(a/c)*(b/d)

kde = Q(i,:);

S(:,i) = sum(W(:,kde),2);

end

%%% vykreslení

figure(cas)

kresli(c,d,ac,bd,sour,S)

title(['cas ' num2str(cas) ' po scatter: n = ' num2str(sum(sum(W)))])

fname = ['iterace' num2str(cas)]; % název na uloºení

print(fname, '-dpng'); % uloºení obrázku

close(figure(cas))

fOut = sprintf('suma%05d.mat',cas); % název na uloºení

save(fOut, 'S_celkova'); % uloºení sumace

S_celkova = zeros*S_celkova; % vymazání pro p°í²tí iteraci

end

end % a to je konec
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8 Apendix C

V tomto appendixu jsou vypsány a vysv¥tleny m-funkce souradnice.m a kresli.m,
které byly pouºity k vykreslení pr·b¥hu simulace v Appendixu B.

souradnice.m

Tato funkce vytvá°í prostorové sou°adnice ve dvou dimenzích, které jsou následn¥
pouºity m-funkcí kresli.m k tvorb¥ hexagonální struktury, do které se výsledky
simulace vykreslují.

function vysl = souradnice(ac,bd) % název funkce

N = ac*bd; % celkový po£et bod·, coº odpovídá dimenzi S

x = 1:1:ac; % budoucí x komponenta

y = zeros(1,ac); % budoucí y komponenta

cit = -1; % pouºito ve for cyklu k £ítání

vysl = zeros(2,N); % alokace pam¥ti

for j=0:ac:N % za£átek for cyklu

cit = cit+1; % inkrementace p°i kaºdé iteraci

kus = j+1:1:j+ac; % tomuto bloku se p°i°adí sou°adnice

vysl(1,kus) = x + cit*0.5; % x komponenta

vysl(2,kus) = y + sqrt(2)*cit/2; % y komponenta

end % konec for cyklu
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kresli.m

Tato funkce pot°ebuje ke své £innosti m-funkci souradnice.m. Slouºí k samotné
vizualizaci simulace.

function kresli(c,d,ac,bd,sour,S) % název funkce

uhel = [0 pi/3 2*pi/3 pi 4*pi/3 5*pi/3 ]; % sm¥ry na m°íºce

komponenty = [cos(uhel); sin(uhel)]; % sin a cos sm¥r·

%%% zde se nastavuje velikost ²ipky na vykreslení

rx = komponenty(1,:)*S; % x-komponenta velikosti v daném bod¥

ry = komponenty(2,:)*S; % y-komponenta velikosti v daném bod¥

r = sqrt(rx.^2 + ry.^2); % celková velikost p°ed normalizací

R = c*d; % toto je normaliza£ní konstanta

rx_norma = rx/R; % normovaná x-komponenta

ry_norma = ry/R; % normovaná y-komponenta

[mm,N] = size(S); % k ur£ení po£tu iterací for cyklu

for j = 1:1:N % for cyklus

plot(sour(1,j),sour(2,j),'r.') % nakreslí puntík

hold on % a k n¥mu vykreslí ²ipku do bodu x a y

x = [sour(1,j); sour(1,j) + rx_norma(j)];

y = [sour(2,j); sour(2,j) + ry_norma(j)];

line(x,y) % samotná ²ipka

hold on

end % konec for cyklu

axis([0.5 ac+bd*0.5 -0.5 bd*sqrt(2)/2]) % nastavení os
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Záv¥r

V diplomové práci bylo provedeno odvození Navierových-Stokesových rovnic,
jakoºto b¥ºného nástroje k uchopení proud¥ní tekutin. Následovala kapitola, která
v krátkosti seznamuje s fenoménem celulárních automat· jako takovým. T¥ºi²t¥
práce se ov²em nachází v posledních t°ech kapitolách, které se v¥nují FHP modelu.
Nejprve je model uveden, jsou p°edstaveny jeho charakteristické rysy a následuje
jeho první matematický popis. Navazuje kapitola, ve které se z tohoto vcelku
intuitivního popisu pozvolnými úpravami, zjednodu²eními a aproximacemi pos-
tupn¥ prokazuje, ºe FHP model je vhodným popisem tekutin a jejich dynamiky.
To je prokázáno tím, ºe se z FHP modelu v makroskopické limit¥ odvodí Eulerova
rovnice, která je jedním ze stavebních kamen· dne²ního poznání hydrodynamiky.
V poslední kapitole jsou uvedeny vybrané vizualizace simulací proud¥ní, které
byly získány implementací FHP modelu v Matlabu. Tyto simulace byly obdrºeny
evaluací kód·, které jsem sám sestavil a které jsou uvedeny v apendixech.

Na základ¥ vý²e uvedeného si dovoluji usoudit, ºe cíle této diplomové práce byly
dosaºeny. Za vlastní p°ínos povaºuji sestavení voln¥ ²i°itelných kód· FHP modelu,
které nejsou jinde ve°ejn¥ dostupné.
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