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Uvod

Toto téma jsem si vybrala, protoze jsem v ném vidéla Sanci nahlédnout
do néceho nového. Mam rada cokoliv, co se da graficky ztvarnit. A ¢im vice
jsem se tématu vénovala, tim vice mé zajimalo. Cilem mé prace je samoziejmeé
plné porozumét latce a zpracovat téma tak, aby bylo i pro ¢tenare pochopitelné
a zajimavé. Dale mam za cil zpracovat vhodné doplnujici priklady a sestrojit
vlastni prostor vyplinujici kiivku. Ale také chci teorii podpotit fadou obrazku.

Kdyz se zamyslime nad samotnym nazvem préce, O kfivce, ktera vyplni
¢tverec, je ziejmé, ze pod kiivkou si muzeme predstavit jednorozmérny objekt.
Avsak ¢tverec je objekt dvourozmérny. To nam fika, ze budeme uvazovat néjaké
spojité zobrazeni typu f : R — R2. Uvazovand kiivka vyplni ¢tverec tak, ze pro-
tne kazdy bod tohoto ¢tverce. Z této tivahy je ziejmé, ze nés cekaji pojmy jako
spojité zobrazeni, metricky prostor a dalsi. Ale nez se k témto pojmum dosta-
neme, musime zavést pojmy jako topologicky prostor a mnoho dalsich.

Tuto praci jsem rozclenila na ctyti kapitoly. Nejdulezitéjsi je treti a ctvrta
kapitola, protoze v téchto kapitolach je fada doplnujicich ptikladu a také ma
vlastni kfivka vypliujici prostor.

Prvni kapitola se zabyva historickym vyvojem téchto kiivek a predevsim
zminuje nejvyznameéjsi osobnosti, které k objeveni téchto ktivek ptispély. U téchto
osobnosti jsem uvedla, jaky byl jejich matematicky piinos a také jak jejich kiivka
vypadala.

Kapitola druhé ctenare seznami se zékladnimi topologickymi pojmy. A také
se zde ctenai dozvi, co se mysli souvislym topologickym prostorem. Tento pojem
je v souvislosti s kfivkami vypliujicimi prostor ¢asto zminovan.

V kapitole treti se vénuji metrickym prostorum a vlastnostem téchto prostoru.
K témto vlastnostem jsou uvedeny tresené ptiklady, které umoznuji ¢tenari téma
hloubéji pochopit.

Posledni kapitola uz popisuje geometricky postup vytvoreni zékladniho tvaru

mé vlastni prostor vyplnujici kiivky, dale popisuje jednotlivé ¢asti konstrukce,



které budou vyuzity ke generovani posloupnosti. A vyslednd kfivka vznikne jako
limita této posloupnosti. Nedilnou soucasti této kapitoly je i dukaz, ze kiivka
skutecné vyplni ¢tverec a vhodné dopliujici obrazky, které umozni ctenati vse
lépe pochopit. Vsechny obrazky uvedené v praci jsem vytvorila samostatné v pro-

gramu InkScape a v programu Graph.



1 Historicky vyvoj

Abychom si dokézali predstavit, co predchazelo objevu prostor-vyplinujici
krivky, zastavime se nejprve u historického vyvoje v oblasti matematiky. Pocatkem
vseho byl samoziejmé pojem krivka. Ackoliv se nam tento pojem zdéa jasny
a kazdy vi, co si pod timto pojmem predstavit, definovat kfivku nebylo vubec
jednoduché. Samoziejmé nelze urcit, kdy presné historie tohoto pojmu zapocala.
Avsak k nejvétsimu rozvoji v této oblasti doslo v obdobi 1649 - 1748, coz si lze
spojit se jmény Pascal, Huygens, Newton, Leibniz a Bernoulli. Za pomoci New-
tona se zménil pohled na rovinné ktivky, které zacly byt vnimany jako souhrn
bodu vyhovujicich rovnici

F(z,y) =0,

kde F(z,y) udavé vztah dvou proménnych, nikoliv nutné polynom. Objevuje se
také reprezentace kiivky mocninnou fadou a vznikaji prvni pojmy diferencialni
geometrie. [9, str. 9]

Pojeti pojmu ktivka se v té dobé vyviji v uizké souvislosti se zavadénim pojmu
funkce. Parametrickd vyjadreni jiz znamych kiivek vedla k dalsimu zobecnéni
pojmu kiivka. Souradnice bodu X = [z, y] rovinné kiivky byly dany jako funkce
proménné veli¢iny, tj. napt. x = 0(t), y = (t), t € I, kde I C R je uzavieny in-
terval, a pritom se na funkce 6, ¢ kladly podminky, které se stavaly tim obecnéjsi,
¢im obecnéjsi byl pojem funkce. Soucasné s vyvojem pojmu funkce prinasi dife-
rencialni geometrie v 18. stoleti nové metody do studia kiivek a stava se pak
samostatnym odvétvim matematiky. V prvni poloviné 19. stoleti vznikla samo-
statnd védni disciplina, algebraickd geometrie. Rozvoj geometrie v 19. stoleti jiz
nedovoluje sledovat vyvoj teorie kiivek v celé jeho siti, proto se dale specializujeme
na definici pojmu kiivka. Nejpiesnéji tuto definici zformuloval C. Jordan, ovsem
brzy se ukazalo, ze tato definice je prilis obecna. Roku 1890 G. Peano ukazal,
ze muzeme zvolit funkce 6, 1) spojité na jednotkovém intevalu tak, ze mnozina
bodu x = 6(t), y = 1 (t) vypliuje plochu ¢tverce véetné jeho hranice. Soubézné

pronikd na konci 19. stoleti do matematiky stale hloubéji tzv. mnozinové pojeti



a postupné vznika novy obor matematiky - teorie mnozin. Tento pristup je tzce

spjat se jménem G. Cantora. [, str. 13]

1.1 George Cantor

George Cantor (1845-1918) se narodil v St. Petersburgu (coz bylo dlouha léta
znamo pod ndzvem Leningrad) a zemftel v Halle v Némecku. Své studie zahdjil
na Univerzité v Curychu roku 1862, a pokracoval na Univerzité v Berliné od 1863
do 1869, kde byl velmi ovliviiovan Karlem Weierstrassem. Svou disertaéni praci
napsal pod vedenim E. E. Kummera a doktorandsky diplom ziskal roku 1867.
Uc¢il na Univerzité v Halle od 1869 do 1905, kde byl po deseti letech pusobeni
jmenovan profesorem. U¢inil prevrat v matematice a matematickém mysleni, a to
Vv rozvoji teorie mnozin a v teorii nekonecna. Avsak jeho nadéje na dosazeni
profesury na Univerzité v Berliné byla zmarena L. Kroneckerem, ktery s jeho
nazory nesouhlasil. [1, str. 5]

Roku 1878 George Cantor uc¢inil objev, ktery ¢dstecné naznacuje, ze interval
(0,1) muze byt bijektivné zobrazen do ¢tverce (0,1)2. Téméi okamzité vznikla

otazka, zda je ¢i neni mozné, aby takové zobrazeni bylo spojité. [, str. 1]

1.2 Eugen Netto

Roku 1879 E. Netto ucinil takovymto spekulacim konec. Ukazal, ze takové
bijektivni zobrazeni je nutné nespojité.

Eugen Netto (1848-1919) se narodil v Halle a zemfel v Giessen v Némecku.
Jako Cantor, i E. Netto studoval na Univerzité v Berliné od 1866 do 1870, kde byl
do zna¢né miry ovlivnén Leopoldem Kroneckerem a Karlem Weierstrassem. Roku
1870 ziskal doktorandsky diplom pod vedenim Weierstrasse. Uc¢il na Univerzité
ve Strasburgu od 1879 do 1882, na Univerzité v Berliné od 1882 do 1888 a na-
konec se usadil na Univerzité v Giessen, kde vyucoval az do svého duchodu,
tj. do roku 1913. Jeho hlavni prispévky k matematice spadaji do oblasti teorie
grup a kombinatoriky. [4, str. 6]



1.3 Giuseppe Peano

Predpokladejme, ze bylo upusténo od podminky bijektivity. Je stale mozné
ziskat spojité surjektivni zobrazeni z Z do Q7 Roku 1890 G. Peano vyftesil tuto
otazku jednou provzdy zkonstruovanim prvni takovéto kiivky. Krivky s touto
vlastnosti jsou nyni nazyvany jako prostor-vypliujici nebo také Peanovy krivky.

[1, str. 1] Na obrazku si muzete prohlédnout prvni dvé iterace.

= e F- L

Obrazek 1: Peanova kiivka vypliujici ctverec.

Giuseppe Peano (1858-1932) se narodil ve Spinetté v Italii a zemfel v Turiné.
Roku 1880 dokon¢il studium na Univerzité v Turiné a o deset let pozdéji se zde stal
profesorem. Tuto pozici si udrzel do konce zivota. Je znamy pro jeho prukopnické
prace v symbolické logice, axiomatickych metodach a pro jeho prispévky k ma-
tematické analyze. [1, str. 31].

Byl to pravé Peano, kdo zavedl symbol ,,€“ pro prvky mnoziny a ,,5“ pro ,ta-
kovy ze“. B. Russel jednou fekl, Ze dokud se nesetkal s Peanem, nikdy mu nedoslo,
ze by symbolicka logika mohla mit vyuziti v principech matematiky, protoze znal
Booleovu logiku a shledal to neuzitecnym. Peanuv nejzname;jsi piispévek k analyze
je pravdépodobné jeho dukaz existence Teseni soustavy diferencialnich rovnic
prvniho tddu (bez Lipschitzovskych podminek). V Aritmetickém principu polozil
zaklady aritmetiky pfirozenych ¢isel jako zietelna tvrzeni, vyjadiena v aritme-
tickych a logickych symbolech. Stale hovoiime o Peanovych axiomech, dokonce
i kdyz Peano sam je prisuzuje Dedekindovy. Ivor Grattan-Guiness hodnoti Pe-

ana tak, ze upozornuje na jeho pozoruhodnou schopnost rozpoznat protipiiklady,
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poukazujici na rozdily v teorii mnozin, které ostatni prehlédli, a schopnost citit

uzitecnost jazykové analyzy v objasnéni pojmu. [4, str. 31]

1.4 David Hilbert

David Hilbert (1862-1943), ktery vic nez kdokoli jiny urcil smér pro mate-
matiky dvacatého stoleti, se narodil v Kaliningradu a zemftel v Gotinkach. Stu-
doval na Univerzité v Kaliningradu, a doktorandsky diplom ziskal roku 1884.
C.L.F. Lindemann (ktery roku 1882 tispésné dokdzal, ze 7 je transcendentni, tzn.,
ze ho nelze urcit koneéné dlouhou fadou algebraickych operaci s celymi ¢isly, [5])
a specialné A. Hurwitz byli jeho nejvlivnéjsi ucitelé toho ¢asu. Po nékolika post-
gradualnich studiich v Lipsku a Parizi, se vratil na Univerzitu v Kaliningradu
(1886). Roku 1892 se stal nastupcem A. Hurwitze (ktery odesel do Curychu),
a roku 1893 se stal fadnym profesorem po Lindemannovi. Roku 1895 odesel
na Univerzitu v Gotinkéch,, kde vyucoval az do svého odchodu do duchodu
(1930). Vyznamneé prispél ke vem oblastem matematiky: do roku 1893 se vénoval
algebraickym forméam, od roku 1894 do 1899 pracoval na teorii algebraickych
¢isel, vénoval se i zdkladum geometrie (1899-1903) a analyze, kde dokazal exis-
tenci Feseni Dirichletova problému (1904-1909), zavedl neurcity integral do teorie
pole a s jeho tdpravou vztahu mezi integraly zménil pojem linearni systémy. Jeho
uvod do tplnych a oddélitelnych Hilbertovych prostort, pripravil ptidu pro Riesz-
Fischertiv teorém o izometrii £ a Ly, nékdy téZ tvrzeni o iplnosti L?(a,b), a s tim
také definitivni odpovéd na otdzku konvergence Fourierovych fad. Riesz i Fischer
si prali dostat Hilbertovy vysledky pro obecnéjsi tiidy funkci, coz se jim nako-
nec nezavisle na sobé podarilo. Jejich objev je znam pravé jako Riesz-Fischertuv
teorém, vice v [141, str. 137]. Od roku 1918 obétoval ¢as a energii ke studii
zakladu matematiky, kde byl nakonec zastinén Kurtem Godelem, ktery ukazal,
ze ve skutecnosti Hilbertuv cil zkonstruovat tplny a konzistentni systém, byl
nedosazitelny. [1, str. 9]

Ackoliv prvni prostor-vyplnujici kiivku objevil G. Peano, byl to pravé Hilbert,
ktery vytvoril tento fenomén plochy-vyplnujicich kiivek. On byl prvni, kdo roz-
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poznal obecny geometricky postup generace, ktery umoznil konstrukei celé tiidy
prostor-vyplnujicich kiivek. Na obrazku si muzete prohlédnout, jak Hilbetova

prostor-vyplnujici kiivka vypada.
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Obrazek 2: Hilbertova ktivka vypliujici ¢tverec.

Muze-li byt interval Z spojité zobrazen do c¢tverce Q, pak po rozdéleni 7
do ¢tyt shodnych podintervali a Q@ do ¢ty shodnych podétvercu, muze byt
kazdy podinterval spojité zobrazen do jednoho z podcétvercu. Kazdy podinterval
je pak znovu rozdélen do dalsich ¢tyt shodnych pointervalu, a kazdy podcétverec
do dalsich ¢tyt shodnych podcétvercu a argument je opakovan. Je-li to provadéno
v rémci nekonecna, Z a Q jsou rozdéleny do 22" shodnych replikaci pro n € N.

[1, str. 10]

1.5 Waclaw Sierpinski

Waclaw Sierpinski (1882-1969) se narodil a zemfel ve Varsavé v Polsku. Roku
1899 nastoupil na ruskou Univerzitu ve Varsavé. Roku 1904 odpromoval s di-
plomem v oblasti védy. Poté odeSel uc¢it na gymndazium a zicastnil se velké
skolské stavky, kterd byla spojovana s revoluci z roku 1905. Poté odesel do Kra-
kova, kde roku 1906, na Univerzité v Krakové, ziskal doktorandsky titul. Do-
centem se stal roku 1908 na Lvovské univerzité a profesorem roku 1910. Toho
¢asu zménil zamétreni z teorie ¢isel na topologii, pficemz k teorii ¢isel se vratil
az kolem roku 1950. Béhem poslednich dvaceti let jeho Zivota byla teorie ¢isel
hlavnim tématem jeho publikaci. Sierpinski byl nejplodnéjsim matematikem, pu-
blikoval okolo 700 listu a knih, pficemz 600 z nich se tykalo topologie. Roku 1914

byl carskymi organy internovan. V Moskvé se ho ujal Egorov a Lusin, a tim
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bylo zahdjeno dlouhé obdobi spoluprace mezi Sierpinskim a Lusinem. Po valce
se vratil do Lvova a stal se profesorem na obnovené polské Univerzité ve Varsave.
Toho ¢asu on spolecné s Mazurkiewiczem a Janiszewskim, zalozili novou polskou
matematickou skolu, zaméfenou na zaklady, teorii mnozin a aplikace. Pak také
zalozili védecky matematicky casopis Fundamenta Mathematicae, coz byl prvni
¢asopis s timto zamérenim. A pod jejich vedenim ozil také casopis Acta Ari-
thmetica. Béhem okupace, kdy byly veskeré instituce vyssiho vzdélani zavieny,
Sierpinski ucil tajné dal, a to ve svém byté za velkého osobniho rizika. Po valce
byl ¢lenem predsednictva Matematického tstavu Polské akademie véd, kde zustal
témeér do konce zivota. Za jeho zivot mu bylo udéleno mnoho vyznamendani. [4,
str. 49]

Roku 1912 W. Sierpinski predstavil jiny typ prostor-vyplnujici kiivky. Ukazal,
ze jeho kfivka je limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti mnohothelniki.

[1, str. 50] Tuto kfivku si muzete prohlédnout na nésledujicim obrazku.

N

Obrazek 3: Sierpinského kfivka vyplnujici ¢tverec.
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2 Topologické prostory

Nez se dostaneme k definici topologického prostoru, uvedeme si nejprve nékolik
obecnych pojmu, které jsou nezbytné k pochopeni dalsiho textu. Tyto pojmy
jsou z oblasti teorie mnozin a logiky. Nasledujici definici vénuji pojmum injekce,

surjekce a pro uplnost zadefinuji i bijekci.

Definice 1. Necht A, B jsou neprdzdné mnoziny. Rekneme, Ze funkce f : A — B
je injektivni, jestlize pro wvsechny dvojice ruzngch bodu z A jsou jejich funkcni

hodnoty f ruzné, tedy

Rekneme, Ze f je surjektivnd, pokud kazdij prvek z B je zobrazenim néjakého prvku

z A podle funkce f, tedy
b€ B] = [b= f(a) pro alespori jednoa € AJ.
Pokud je funkce injektivni i surjektivni, nazveme ji bijektivnd. [1, str. 18]
Nedilnou soucasti zékladnich pojmu je také kartézsky soucin a slozené zobra-
zeni.

Definice 2. Necht jsou ddny neprdzdné mnoziny A, B. Jejich kartézskiy soucin
A X B definujeme jako mnoZinu viech uspordadanijch dvojic (a,b) takovych, Ze

aceAabe B, t.

Ax B={(a,b)|la € Aabe B}.[1,str.13]

Definice 3. Necht A, B,C' jsou neprdzdné mnoZiny a necht f : A — B a g :
B — C jsou dané funkce. SloZené zobrazeni g o f funkci f a g definujeme jako

funkci go f : A — C vztahem

(g0 f)la) = g(f(a)).[1, str.17]

13



V névaznosti na bijektivni funkci a kartézsky soucin definuji inverzni zobra-

zeni.

Definice 4. UvaZujme neprdzdné mnoZiny A, B a necht je funkce f : A — B
bijektivni, potom existuje zobrazeni z B do A, které se nazjvd inverzni zobrazeni

k zobrazeni f, které definujeme pro b € B vztahem

[710) =a,

kde a je prvek takovy, Ze plati b= f(a). [1, str. 18]

A nyni se dostavame k pojmu topologicky prostor. Tento pojem vznikl v du-
sledku studif redlné piimky, eukleidovskych prostoru a spojitych funkei na téchto
prostorech [1].

Topologie se vyvinula v jednu z nejbohatsich vétvi matematiky. Ovsem prevaz-
na veétsina aplikaci topologie se tyka prostoru metrickych. S tim souvisi fakt,
ze topologie metrickych prostoru je dnes v daleko pokrocilejsim stadiu nez to-
pologie obecna. I my zustaneme pouze u zakladnich pojmu a vice se budeme

vénovat metrickym prostorum. [0, str. 262]

Definice 5. Topologii na mnozinée X rozumime soubor T podmmnozin mnoziny X
splnugicich ndsledugici vlastnosti:

(1) © a mnozina X jsou v T,

(2) sjednoceni prvki libovolné podmnoZiny z T je v T,

(3) prinik prvku libovolné konecné podmnoZiny z T je v T.
Mnozina X, pro kterou byla zaddna topologie T, se nazyjvd topologicky prostor.[1,

str. 76/

Podminky (1)-(3) se nazyvaji axiomy topologie. Topologicky prostor je pak vlastné
usporddand dvojice (X, ), je-li vSak zfejmé, o jakou topologii 7 se jednd, misto
oznaceni (X, 7) pouzivame symbol X. Nyni uvedu nékteré zakladni piiklady to-
pologickych prostoru:

14



e metrické prostory,

e pro libovolnou mnozinu X definujeme trivialni topologii na X jako 7 =

{0, X}

e pro libovolnou mnozinu X definujeme topologii kone¢nych doplinku na X
jako
7={U CX|X\U konecna} U{0}.[10, str.1]

Prvky topologie 7 se nazyvaji oteviené mnoziny. A kazdd mnozina A \ X se
nazyva uzaviend, je-li jeji doplnék X \ A mnozina oteviend. Pro tiplnost doplnim,

€O nazveme uzavérem.

Definice 6. Uzdver mnoziny A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnoZinu

A. [7, str. 4]

Nyni zadefinujeme okoli bodu z, které obvykle zna¢ime velkymi tiskacimi

pismeny (napt. U).

Definice 7. Uvazujme topologicky prostor X. Oteviend mnozZina U, obsahujici
mnozinu A C X, se nazyvd okoli mnoziny A. Okolim bodu x € X rozumime okoli

mnoziny {x}. [10, str. 1]
Nedilnou souc¢asti téchto ivodnich definic jsou pojmy vnitfek, vnéjsek a hra-
nice.

Definice 8. Uvazujme libovolnou mmnozZinu A v topologickém prostoru X. Bod

r € X splnuje prdave jednu z téchto tri podminek:
e cxistuje okoli U bodu x tak, Ze U C A,
o cuistuje okoli U bodu x tak, ze U C X \ A,

e kazdé okoli U bodu x md neprdzdny prunik s mnozinou A 1 s jejim doplitkem

X C A
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Splriuje-li bod x pruni, druhou resp. treti podminku, nazyvd se vnitrni, vnéjsi
resp. hranic¢ni bod mnoziny A. Mnozina vSech vnitrnich, vnéjsich resp. hranic¢nich
bodu mnozZiny A se nazjvd vnitrek, vnéjsek resp. hranice mnozZiny A a znaci se

[ A, extA, frA. [7, str. 2]

Nyni zavedeme pojem spojitost.
Definice 9. Necht X a'Y jsou topologické prostory. Rekneme, Ze funkce
f: X—=Y

je spojitd, jestlize pro kazdou otevienou podmnozinu V C'Y je mnozina f~4(V)

otevirenou podmnozinou X. [1, str. 102]

Pomoci axiomu topologie 1ze potom snadno zjistit, jaké vlastnosti ma systém
vsech uzavienych podmnozin daného topologického prostoru. Systémy podmnozin
dané mnoziny, které maji tyto vlastnosti, lze rovnéz pouzit k zavedeni topologie

na této mnoziné. [7, str. 2]

Véta 1. (a) Necht X je topologickyj prostor. Systém o viech uzaviengch podmnoZin
X splnuje tyto podminky:

(1) 0, X € o,

(2) Prunik libovolného systému mnozin ze systému o patii systému o,

(3) Sjednoceni libovolnyich dvou mnozin ze systému o patii systému o.
(b) Necht X je mnoZina, o systém jejich podmnoZin spliujici podminky (1)-(3).
Pak systém mnozin T = {U C X|U = X \ A, A € o}, je topologie na X . Systém

vSech uzaviengch mnozin v topologii T spljvd se systémem o. [7, str. 2]

Nyni si uvedeme piiklad, ktery jsem cerpala z [1, str. 76] a [7, str. 11], kde

aby bylo TeSeni srozumitelné;jsi.
Piiklad 1. Mame za tikol najit vSechny topologie, které existuji na jednoprv-
kové a dvouprvkové mnoziné. A dale mame zjistit, kolik ruznych topologii existuje
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na mnoziné tifprvkové. [7, str. 11]

Reseni: Na jednoprvkové mnoziné X = {a} existuje pouze jedna topologie, a to
7 = {0,{a}}. Prvni podminka pro podmnoziny je splnéna, protoze topologie
obsahuje jak prazdnou mnozinu, tak i samotnou jednoprvkovou mnozinu. A kdy-
bychom vytvotili sjednoceni i prunik podmnozin, ziskali bychom opét podmnoziny,
které tvoii topologii. Uvazujme nyni dvouprvkovou mnozinu X = {a,b}. Na této
mnoziné existuji ¢tyti topologie, které si tentokrat graficky znézornime, tj. 7 =

{wa {CL, b}}7 Ty = {Q), {a}7 {CL, b}}7 T3 = {@, {b}7 {a’v b}}7 Ty = {@, {a’}7 {b}7 {CL, b}}

Obréazek 4: Topologie na dvouprvkové mnoziné.

Kdyz si u jednotlivych obrazku zkusime zjistit pruniky a sjednoceni, snadno
oveéiime, ze se jednéd o topologie.

Nakonec uvazujme tiiprvkovou mnozinu X = {a, b, c}. Pokud bychom zkusili
vytvorit topologie na X stejnym principem, nasli bychom 29 rtiznych topologii.

[7, str. 11] Na obrézku ¢. 5 jsem znédzornila alespon nékteré z nich.

Dalsi véta a definice nam poslouzi zejména pri feseni prikladu.

Véta 2. Podmnozina topologického prostoru je uzavrend tehdy a jen tehdy, kdyz ob-
sahuje vsechny jeji limity. [1, str. 98]

Definice 10. Necht X je topologickyj prostor s topologii 7. Pokud je Y podmmnoZinou
X, pak soubor
v ={Y NU|U € 7}

je topologii na'Y , nazyvany podprostorova topologie. S touto topologii je Y nazyvdno

podprostorem X a jeho oteviené mnoziny se skladaji ze vsech pruniku otevrenych
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N

Obrazek 5: Piiklady topologii na X.

mnozin na X a'Y. [1, str. 88]

2.1 Souvislé topologické prostory

Definice souvislosti topologického prostoru je zcela prirozend. Nesouvisly ob-
jekt obvykle vidime jako objekt slozeny ze dvou a vice nezavislych kusu. Jedna
se samozfejmé o topologickou vlastnost, nebot je formulovdna pomoci souboru

otevienych mnozin na X.

Definice 11. Uvazujme topologicky prostor X . Tento prostor nazveme nesouvisly,
jestlize existuji dvé neprdzdné oteviené podmnoziny U,V C X tak, 2e UNV =)
a X = U UV. Topologicky prostor, ktery neni nesouvisly, se nazjvd souvisly. [7,

str. 249]

Veéta 3. Topologicky prostor X je souvisly tehdy a jen tehdy, kdyzZ neobsahuje

otevienou a uzavienou podmnozinu A C X riznou od ) a X. [7, str. 249]

Nyni uvedeme nékolik vét, které nam reknou, jak ze souvislych prostoru ziskat

jiné souvislé prostory.
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Véta 4. Sjednoceni souboru souvislyjch podprostoru X, které maji spoleény bod,

je souvislé. [1, str. 150]

Véta 5. Necht A je souvisly podprostor X . Jestlize A C B C A, pak také B je
souvisly. [1, str. 150]

Véta 6. Kartézsky soucin koneéné mnoha souvislijch prostoru je souwvisly. [1, str.

150]

Priklad 2. Necht {A,} je soubor souvislych podprostorii X a necht A je souvisly
podprostor X. Ukazte, ze pokud A N A, # () pro vSechna «, pak AU (UA,) je

souvislé. [1, str. 152]

Reseni: Oznatme B = UA, a nechf{ C je neprazdnd, oteviend a uzaviend
podmnozina mnoziny Y = A U B. Vzhledem k souvislosti mnoziny A plati bud
A C C, nebo ANC = (. Piedpoklddejme, ze plati A C C. (V piipade ANC =)
bychom uvazovali mnozinu Y \ C, kterd je také neprazdnd, oteviend a uzaviena
podmnozina Y.) Podle Véty 4 nyni staci ukdzat, ze C' = Y. Vzhledem k sou-
vislosti kazdého A, pro Va mame bud A, C C nebo A, N C = (. Pro zadné
a posledni tvrzeni nemuze platit, protoze A N A, je neprazdna podmnozina C|,

a pak tedy A, je podmnozinou C' pro Va. Takze C' =Y, a proto Y je souvislé.
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3 Metrické prostory
Nejprve zadefinuji metricky prostor a pojmy s nim souvisejici.

Definice 12. Necht X je mnozina a d : X x X — R je redind funkce takovd,
Ze pro kaZdé x,y,z € X plati

1. d(z,y) >0, d(z,y)=0&cz=y,
2. d(z,y) = d(y,z),
3. (trojuhelnikovd nerovnost) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).
Pak tekneme, Ze (X,d) je metrickym prostorem. Funkce d se nazijvd metrika. [2,

str. 1]

Je-li ziejmé, o jaky metricky prostor se jednd, misto oznaceni (X, d) pouzivame

symbol X. Pro predstavu si uvedeme priklady nékolika metrickych prostoru:

o X #0, kde

d(w,y)z{l vy

o X =R(C), kde
dz,y) =alz —y|, a>0

e X =R"(C"), x = (1,...,x,), kde
i=1

Nyni si definujeme nékteré znamé typy prostoru, které budeme pozdéji v praci

pouzivat.

Definice 13. Méjme dané x = (xy,...,x,) na R", kde normu x definujeme jako

]| = (212 + - 2?2
20



Pak eukleidovskou metriku d na R™ definujeme takto
d(a,y) = llo =z = [(z1 = y)* + - + (20 = ya)*]"?
a Ctvercovou metriku p definujeme vztahem

p(x,y) = max{|zy — w1, ..., |Tn — yal}. [1, str.122]

Mezi zékladni pojmy bude pattit limita posloupnosti a e-okoli, které se vyuziva

v fadé dalsich definic a vét.

Definice 14. Necht X je metricky prostor. Prvek x metrického prostoru X
nazgvame limitou posloupnosti {x,}5°, bodi z tohoto prostoru, jestlize

lim d(z,z,) = 0.

n—oo

Znacime

T, =T v X. [8, str.823]

Véta 7. Posloupnost {x,}22, bodi metrického prostoru X md nejvyse jednu
limitu. Ma-li limaitu, tj. je-li konvergentni, pak tutéZ limitu md i libovolnd jeji

podposloupnost. [5, str. 823]

Definice 15. Mnozinu vsech bodu metrického prostoru X, které maji od daného
bodu x € X wzddlenost mensi nez €, kde € > 0, nazjvame e-okolim bodu x, resp.

otevienou kouli se stiedem v x a polomérem e, a znac¢ime B(x,¢). [8, str. 825]
Metricky prostor je zaroven topologickym prostorem, coz je ziejmé z definice

indukované topologie. Tento pojem spada spiSe do predchozi kapitoly, ale vychazi

z pojmu metrika, ktery je soucasti az této kapitoly.
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Definice 16. Uvazuyme metricky prostor X s metrikou d. Na tomto prostoru
uvazZugme mnozinu véech kouli B(x,€), kde x € X a € > 0. Topologie T na met-
rickém prostoru je pak mnoZina vsech moznych sjednoceni téchto kouli a nazjvd

se topologie indukovand metrikou d. [1, str. 119]

A nyni zadefinujeme metrizovatelny topologicky prostor, ktery navazuje na pred-

chozi definici.

Definice 17. Necht X je topologicky prostor. Rekneme, Ze X je metrizovatelny,
jestlize zde existuje metrika d na mnoziné X, kterd indukuje topologii X . Metricky
prostor je metrizovatelny prostor X spolecné s konkrétni metrikou d, kterd zaddvad

topologii X . [1, str. 120]
Dalsi pojem je cauchyovska posloupnost, ktery je casto definovan v souvislosti
s metrickymi prostory.

Definice 18. Necht (X,d) je metricky prostor. Posloupnost {x,}°°; bodi na X
se nazyvd cauchyovskd posloupnost na (X, d), jestlize plati, Ze pro kazdé ¢ > 0

existuje celé cislo N takové, Ze

d(xp, xm) < & pro vdechna n,m > N. [, str.264]

3.1 ijlné metrické prostory

A nyni uz diky cauchyovské posloupnosti muzeme zadefinovat i iplny metricky

prostor.

Definice 19. Uvazujme metricky prostor (X,d). Tento prostor nazveme uplnym,

jestlize kazdd cauchyovskd posloupnost na X konverquje.[1, str. 264]
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Jeden z nejznameéjsich prikladu uplného metrického prostoru je prostor redal-
nych (nebo komplexnich) ¢isel, avsak naptiklad prostor raciondlnich ¢isel uplny

neni. Nyni zpét k hledani a ovéfovani cauchyovskych posloupnosti.

Véta 8. Kazdd konvergentni posloupnost na X je cauchyovskd posloupnost.[7,

str. 117]

Nyni uvedu vétu, kterou vyuziji pro dukaz v kapitole Ktivka vyplnujici ¢tverec.

Véta 9. (a) Uplngj podprostor metrického prostoru je uzavrend mnozina.

(b) Uzaviend mnozina v iplném metrickém prostoru je iplny podprostor.[7, str.

117]

Dalsi véta je velmi dulezita pro vyteSeni nasledujiciho piikladu.

Veéta 10. KazZdd cauchyovskd posloupnost je omezend. Jestlize néjakd podposloup-
nost cauchyovské posloupnosti konverguje, pak samotnd posloupnost konverguje

a md tutéz limitu.[15, str. 14]

A zadefinuji prumér mnoziny, ktery je potteba pii feseni dalsiho z prikladu.

Definice 20. Necht (X,d) je metricky prostor. PodmnoZinu A C X nazveme

omezenou, jestlize existuje prirozené cislo M takové, Ze plati
d(ay,ay) < M pro viechna ay,as € A.

Jestlize je mnozina A omezend a neprdzdnd, pak priumér mnozZiny A je definovdn
jako cislo

diamA = sup{d(ay, as)|ay,ay € A}.[1, str.121]

Piiklad 3. Ukazte, ze metricky prostor (X, d) je tplny tehdy a jen tehdy, kdyz
pro posloupnost A; D As; D ... do sebe vnofenych neprazdnych uzavienych

mnozin z X takovou, ze diamA,, — 0 pron — oo, je prunik mnozin A,, neprézdny.|l,
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str. 270]

Reseni: ,=“ Zvolme libovolnou posloupnost neprazdnych uzavienych do sebe

vnofenych mnozin {A,}, pro jejichz praméry plati diamA,, — 0 pro n — oo, tj.
Ve>0 dLeN (VvneN,n>L) (diamA, <e¢).

K této posloupnosti budeme déle uvazovat posloupnost {z,}°°, tak, ze z,, € A,

pro vSechna n € N. Pron,m > L je z,,x,, € AL, protoze
AlD...DA;D...DA,D...DA,D ...,
a tedy
diamA; > diamA, > ... > diamA; > ... > diamA, > ... > diamA4,, > ...

Je ziejmé, ze vybranim L dostatecné velkého muze byt diam Ay mensi nez néjaké
dané . Plati

d(xp, ) < dilamAp <e, Vn,m > L

a tedy {x,}>2, je cauchyovskd posloupnost. Navic vime, ze metricky prostor je

uplny. Tedy kazda cauchyovska posloupnost na X je konvergentni, tj.

lim z, =z,
n—oo

kde x € X. Diky uzavienosti mnozin plati A, = A,. Pak tedy

0.)
T € ﬂ A,.
n=1

Pokud by totiz existovalo ng € N takové, ze © € A,,,, pak existuje d-okoli bodu
x disjunktni s A,,. To ovsem vzhledem k tomu, Ze A, je posloupnost do sebe
vnofenych mnozin, znamena, ze d(x,,x) > 0 pro kazdé n > ng, coz je spor s tim,
ze posloupnost x,, konverguje k x.

,<="“ Pro libovolné zvolenou cauchyovskou posloupnost {z,,}>] polozime
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Al — {mn}—i-oo

n=1»
Ay = {xn}:i%’

Az = {In}:i%,

Posloupnost {A,,}5°, je posloupnosti do sebe vnorenych, neprazdnych a uzavie-
nych mnozin, pro kterou navic plati, ze diamA,, — 0 pro n — oo, nebot {z,}>2,

je cauchyovska posloupnost. Dle predpokladu je

() An # 0.
n=1

Necht tedy
T E ﬂ A,,.
n=1

Tvrdime, ze

r= lim xz,.
n—oo

V opacéném piipadé by existovalo d-okoli bodu x a podposloupnost {z,, }32, C
{z,}5°, lezici vné §-okoli bodu z. Jelikoz diamA,, — 0 pro n — oo, nasli bychom
pro néjaké ny € N mnozinu A,, tak, ze v ¢ A,,, coz by bylo ve sporu s tim, ze
r e, A,

Uvazovana posloupnost je tak konvergentni a metricky prostor je tuplny.

3.2 Topologicky tuplné metrické prostory

Abychom mohli zadefinovat topologicky uplny metricky prostor, musime nej-

prve zminit pojem homeomorfismus a homeomorfni prostory.
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Definice 21. Necht X a Y jsou topologické prostory a necht f : X — Y je

bijekce. Jestlize jsou funkce f i jeji inverze

[y - X

spojité, pak nazveme funkci f homeomorfismem.[1, str. 105]

Tato zobrazeni piendsSeji topologicku strukturu jednoho topologického pro-

storu na druhy a jsou v tomto smyslu topologickymi ekvivalencemi.[7, str. 17]

Definice 22. Mejme topologické prostory X, Y. Tyto prostory se nazjvaji ho-

meomorfni, existuje-li homeomorfismus f: X — Y.[7, str. 18]

A nyni uz muzeme zadefinovat topologicky uplny metricky prostor.

Definice 23. Metricky prostor (X,d) nazveme topologicky dplngm tehdy a jen
tehdy, kdyz existuje uplnyy metricky prostor homeomorfni s timto metrickym prosto-

rem.[15, str. 87]

Zamyslime-li se nad vztahem tplného a topologicky uplného metrického pro-
storu, ziskdme nésledujici implikaci. Je-li metricky prostor uiplny, pak je tento pro-
stor také topologicky uplny. Avsak tato implikace se neda obratit. Existuje totiz
topologicky tuplny metricky prostor, ktery neni tplny. Uvazujme jiz zminovany
prostor redlnych cisel, ktery je uplny a s nim homeomorfni otevieny interval
(0,1). Otevieny interval neni iplny metricky prostor, ale existuje tplny prostor
homeomorfni s timto intervalem a proto je tento interval topologicky uplny me-
tricky prostor. Pojem tuplnost, kterému jsme se vénovali v predchozi kapitole,
byl vlastnosti metrickou. Avsak pojem topologicka tplnost je vlastnosti topo-
logickou. A jednda se tedy o pojem obecnéjsi. To znamena, ze véty z predchozi

kapitoly muzeme vyuzit i v této kapitole.

Priiklad 4. Ukazte, ze uzavieny podprostor topologicky uplného prostoru je to-
pologicky tplny.[l, str. 270]
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Reseni: Toto je presné ten pifpad, kdy muzeme vyuzit vétu z piedchozi kapitoly
a zobecnit ji. Uzavieny podprostor iplného metrického prostoru je uplny, a proto

také uzavieny podprostor topologicky uplného prostoru je topologicky uplny.

3.3 Soucin metrickych prostori

Definice 24. Bud'te X,Y neprdzdné mnoZiny, X x Y jejich kartézsky soucin.
Zobrazeni pry : X XY — X (resp. pry : X xY — Y ), definované vztahem
pri(z,y) = x (resp. pry(x,y) = y), se nazyjvda proni (resp. druhd) kanonickd

projekce soucinu X x Y. [7, str. 34/

Definice 25. Bud X (resp. X») metrickyj prostor s metrikou dy (resp. ds). Pro li-
bovolné (x1,y1), (T2,y2) € X1 X Xy polozme

=

d((z1,1), (22,32)) = ((da(21,72))" + (da(y1,2))") 2

Funkce d je metrika na souc¢inu mnozin X; X Xo a mnozZina Xi X Xy s touto

metrikou se nazyjvd soucin metrickych prostori Xy, Xo.[7, str. 114]

Pojem souc¢inu (dvou) metrickych prostoru se pfirozenym zpusobem zobecriuje

na libovolny kone¢ny systém metrickych prostoru.[7, str. 115]

Definice 26. Budte X;,i = 1,2,...,k, metrické prostory, necht d; je metrika
metrického prostoru Xi. Oznacme pr; : X1 X Xo X ... x Xy — X, i-tou kanonickou

projekci soucinu mnozin. Pro kaZdé x,y € X1 X Xo X ... X Xy poloZme

k

d(z,y) = (D (di(prie,pry))?) "

i=1

N

Funkce d je metrika na mnoziné X1 x Xo X ... X Xy a mnozina X1 X Xox ... X Xy

s touto metrikou se nazgvd soucin metrickyjch prostoriu Xy, Xo, ... Xy.[7, str. 115]
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Veéta 11. Metrickd topologie na soucinu metrickyjch prostoru X;,i = 1,2,...,k je
totoznd se soucinem metrickijch topologii metrickijch prostoru X;,i = 1,2,...,k.[7,

str. 114)

Priklad 5. Ukazte, Zze kartézsky soucin konecné mnoha topologicky tuplnych
metrickych protoru je topologicky tplny metricky prostor.[l, str. 270, specidlni
piipad]

Reseni: Abychom potvrdili toto tvrzeni, postaci dokazat, ze kartézsky soucin
koneéné mnoha uiplnych metrickych prostort je iplny metricky prostor. Necht
X je uplny metricky prostor s metrikou dj,

X5 je uplny metricky prostor s metrikou do,

X, je uplny metricky prostor s metrikou d,,
kde n je libovolné konecné prirozené ¢islo. V feSeni se omezime na dva metrické
prostory, pricemz kartézsky soucin koneé¢né mnoha prostoru bychom dostali po-
stupnym nasobenim dalsimi prostory.

Ozna¢me dy5 jako metriku na X; x X,. Predpokladejme, ze {{x1;}, {z2;}} je

cauchyovska posloupnost na X; x Xs. Protoze pro Vi, j plati
dy (214, 215) < dio((w14, 72;), (21, T25)),

do(w2;, X2;) < dra((214, T2;), (21, T2;)),
je kazda z posloupnosti {x1,}, {xs;} také cauchyovska. Z toho vyplyva, ze existuji
limity
lim @1; = @1,
71— 00

lim x9; = x5.
1—00

Nyni necht je e > 0, pak existuje N € N tak, Ze

di(z1;, 1) <

S
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do(xe;, x9) < proVi > N.

Sl

Pak tedy

dio((13, 22:), (21, 22)) = ((dy (w1, 1)) + (do(225,22))2)7 < (5 + )7 =¢

a lim(xy;, x9;) = (21, 22), ¢imz jsme dokazali, ze metricky prostor X; x Xj je
uplny [7, str. 118] a tedy i topologicky uplny. Pokud bychom nyni vzali metrické
prostory X; x X5 a X3 a postupovali stejné, ziskali bychom opét topologicky

uplny metricky prostor. A takto bychom pokracovali az do n.

3.4 Kompaktni metrické prostory

Pojem kompaktnosti neni tak prirozeny, jako pojem spojitosti. Od pocatku
topologie bylo ztejmé, Zze uzavieny interval na redlné primce mél jisté vlastnosti,
které byly stézejni pro dukazy ruznych tvrzeni. Ale dlouho nebylo jasné, jak by
se méla tato vlastnost preformulovat pro libovolny topologicky prostor. Nakonec
se tato vlastnost zformulovala na dnes jiz dobfe zndmy pojem kompaktnost.|!,

str. 163]

Definice 27. Necht (X, d) je metricky prostor. Jestlize kazdd posloupnost {z,} C
X obsahuje podposloupnost, kterda md limitu v X, rekneme, Ze prostor X je kom-

paktnd.[2, str. 21]

Déle zadefinujeme vzdalenost bodu z od mnoziny A.

Definice 28. Necht (X, d) je metricky prostor, x € X a A je libovolnd neprdzdnd
podmnozina X. Cislo

d(z, 4) = inf d(z,y)

nazveme vzddlenosti bodu x od mnozZiny A. [2, str. 13]

A nyni uz muzeme zadefinovat totdlné omezeny prostor. Jedna se o vlastnost,

ktera je silnéjsi nez pouhd omezenost prostoru.
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Definice 29. Necht (X,d) je metricky prostor. Jestlize ke kazdému ¢islu e > 0

existuje koneénda mnozina M. C X takovd, Ze
d(z,M,.) <e pro vsechna € X,

rekneme, Ze (X,d) je totdlné omezeny.[”, str. 21]

Nyni na zakladé predchozi definice dostdvame vétu, kterd muze usnadnit
hledani kompaktnich prostoru.
Véta 12. Prostor (X,d) je kompaktni prdvé tehdy, je-li uplny a totdlné ome-
zeny.[?, str. 21]

Nyni uvedeme nékteré zakladni vlastnosti kompaktnich metrickych prostoru
a vhodné doplnujici priklady.

Véta 13. Kazdy uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktnd.[1, str.
165]

Véta 14. Kartézskij soucin koneéné mnoha kompaktnich prostoru je kompaktnd.|[1,
str. 167]
Nésledujici vétu vyuzijeme zejména v zavéru této prace.

Véta 15. Méjme topologické prostory X, Y, spojité zobrazeni f : X — Y
a podmnozinu A C X. Je-li A kompaktni, pak také mnozina f(A) CY je kom-
paktnd.[7, str. 197]

Piiklad 6. Nechf X je metricky prostor. Pfedpoklddejme, Ze pro néjaké € > 0
plati, ze kazdé e-okoli na X ma kompaktni uzavér. Ukazte, ze X je uplny met-

ricky prostor.[l, str. 270]
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Reseni: Uvazujme cauchyovskou posloupnost {z,} na X a vezméme N € N
takové, ze pro libovolnd m,n > N plati d(z,,x,) < €. Pak vSechny body po-
sloupnosti {x,}, s pfipadnou vyjimkou prvnich N-1 ¢lenu, lezi v kompaktnim
uzaveéru e-okoli bodu zy. Z toho vyplyva, ze posloupnost ma konvergentni pod-
posloupnost z,,. Limitu této podposloupnosti oznac¢ime x a ukdzeme si, ze x
je i limitou celé posloupnosti. Pro libovolné 6 > 0 vezmeme N; > N takové, ze
prom,n > Ny plati d(z,, x,) < % a podobné pro Ny > N takové, ze n;, > N, plati
d(zy,, ) < g. Vezmeme-li libovolné M takové, ze plati M > Ny, Ny a aplikujeme-

li trojuhelnikovou nerovnost, pak
d(zp,z) <6 pro n > M.

Tedy x je limitou dané cauchyovské posloupnosti a X je uplny metricky prostor.

Piiklad 7. Nechf X je metricky prostor. Pfedpoklddejme, Ze pro vSechna z € X
existuje € > 0 takové, ze okoli B(z, ) méa kompaktni uzévér. Ukazte na piikladu,

ze X nemusi byt uplné.[1, str. 270]

Reseni: Uvazujme mnozinu viech bodi takovych, Ze plati zy < 1. Tuto mnozinu
si muzete prohlédnout na obrazku.

Tuto mnoZinu oznaéime X C R2. MnoZina X neni uzaviend v R? a tedy podle
Véty 9.a) nemuze byt X s eukleidovskou metrikou tiplnym prostorem. Ale protoze
X je mnozina oteviend v R?, pro kazdé x € X existuje ¢ > 0 tak, ze uzdver B(z, €)
je podmnozinou X a je kompaktni v topologii dané euklidovskou metrikou R?, a

tudiz i v indukované podprostorové topologii na X.

3.5 Stejnomeérna spojitost

Spojitost, coz byla lokoalni vlastnost, jsme jiz zadefinovali. Nyni se dostavame
k vlastnosti globalni, ktera je silnéjsi, a to k vlastnosti stejnomérné spojitosti.

Z toho vyplyva, ze je-li funkce stejnomérné spojitd, je také spojita.
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Obrazek 6: Mnozina vSech bodu takovych, ze xy < 1.

Definice 30. Uvazujme metrické prostory (X,d,), (Y,dy). Funkci f danou zob-
razenim z metrického prostoru (X, dx) do (Y, dy) nazveme stejnomérné spojitou,
jestlize pro dané € > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro libovolnou dvojici bodu xg,

r1 € X plati

dx(xo, 1) < d = dy(f(x0), f(z1)) < &.[1, str.176]

Dostaneme-li se do specidlni situace, ze bychom meéli X kompaktni, platila by

nasledujici implikace.

Véta 16. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni z kompaktniho metrického pro-
storu (X, dx) do metrického prostoru (Y,dy). Pak [ je stejnomérné spojité.[l,
str. 176]

Priklad 8. Necht (X, dx) a (Y, dy) jsou metrické prostory, kde Y je tipIné a ne-
cht A C X. Ukazte, ze pokud je f : A — Y stejnomérné spojitd, pak f muze
byt jednoznaéné rozsifena na spojitou funkci g : A — Y a ¢ je také stejnomérné

spojitd.[1, str. 270]
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Reseni: Budeme-li uvazovat 2 € A, bude platit f(z) = g(z). Ale pro z € A\ A
budeme muset g(x) dodefinovat. Vezméme z € A\ A, pak bude existovat alespon
jedna posloupnost {a,} bodu z A takova, ze a,, — x pro n — oo. Déale budeme
uvazovat takovou posloupnost.

Nyni si ukdzeme, ze f(a,) — z, kde z € Y. Protoze je Y tplné, staci oveérit

nasledujici podminku:
Ve>0 dngeN Vmn>ng: dy(flam), flan)) <e.

Vezméme libovolné € > 0. Podle definice stejnomérné spojitosti k nému existuje
d > 0 takové, ze pro libovolné a,, a,, € A spliujici podminku dx(a,,a,) < §
bude

dy (f(an), fam)) <e.

Uvazujme g okoli bodu x a ozna¢me je U. Podle definice limity existuje ¢islo ng €
N tak, ze pro libovolné pfirozené n > ng bude a,, € U. Poté pro n > ng, m > ny,

plati

1
dx(am,an) < dx(am,z) + dx(z,a,) < 2- 5 0 =0,

a tedy
dY(f(am>a f(an)) <e.

Bod z € Y nezavisi na tom, kterou posloupnost {a,} bodu z A uvazujeme.
Opravdu, pokud by pro néjakou posloupnost {b,} C A platilo, ze limb, =
x, predchozim postupem zjistime, ze existuje lim f(b,). Pokud by lim f(b,) #

lim f(a,), znamenalo by to, ze pro jisté M >0 an; € N je

dy (f(an), f(bn)) > M

pro kazdé n > nq, coz je ovSem spor se stejnomérnou spojitosti funkce f na A
a s tim, ze lima,, = limb,, = .
Nynf uvazujme z,y € A takové, ze dx(z,y) < 6. Necht {z,}, {y,} jsou po-

sloupnosti na A, pro které plati

Ty — T a Un — Y pro n — oo
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a proto

dx(Tpn,Yn) — dx(z,y) pro n — oo.

To plyne z trojuhelnikové nerovnosti
dx(z,y) — dx (T, @) = dx(y, yn) < dx (20, yn) < dx (20, ®) + dx (2, y) + dx (Y, yn)
a prejdeme-li k limité, ziskame

limdx(zn, yn) = dx(z,y) < 0.

Nyni zvolme ng tak, ze plati

n>nos dx(en) < 6= dy (), f) < 5
Protoze f(w,) — g(x), lze vait ny tak, 7e
n>ny: dy(f(xn),9(x)) < %
a stejné tak, protoze f(yn) — g(v), lze avolit 1y tak, 7e
n>ny: dy(fyn),9(y)) < %
Nechi N = max{ng,n1,n5}, pak plati
n>N:  dy(g(x),9(y) < dy(g(@), fzn))+dy (f(@a), £ (yn))+dy (f(ya) 9(y)) <

<€—|—€+€—€
-3 3 3 7

a tedy i g(x) je stejnomérné spojité zobrazeni.

3.6 Ekvivalence metrickych prostoru

V této kapitole se budu vénovat pojmu ekvivalentni metriky. Pomoci takové
metriky si muzeme casto usnadnit vySetfovani topologickych pojmu. To jsou
pojmy, na které nemd vliv vyména metriky za ekvivalentni. Mezi tyto pojmy
patii napfr. oteviend mnozina, uzaviend mnozina nebo uzavér. A nyni uz uvedu

samotnou definici.
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Definice 31. Bud'te dy, dy dvé metriky na mnoziné X. Oznaéme X; = (X, dy),
X, = (X,dy). Rekneme, Ze metriky dy, dy jsou stejnomérné (metricky) ekvi-
valentni, jestlize identické zobrazeni i : X1 — Xy 1 k nému inverzni zobrazeni

Xy — X jsou obé stejnomérné spojité.[7, str. 120]

Pricemz identické zobrazeni je definovano nésledovneé:

Definice 32. Necht X je metricky prostor. Zobrazeni f : X — X, pro které je

f(x) = x pro kazdé v € X nazgvdme identickym a oznacujeme ix nebo prosté

i.[11, str. 11]

Véta 17. Jsou-li metriky dy, do stejnomerné ekvivalentni, pak X, je uplny tehdy
a jen tehdy, je-li uplny metricky prostor Xs.[7, str. 120]

Nyni uvedeme definici standardni omezené metriky, na které je postaven

nasledujici priklad.

Definice 33. Necht X je metricky prostor s metrikou d. Definujeme d : X x X —

R wvztahem

d(x,y) = min{d(x,y), 1}.

Pak d je metrika, kterd indukuje stejnou topologii na d. Metriku d nazjvdme stan-

dardni omezend metrika odvozend z d.[1, str. 121]

Poznemenejme, ze pokud X je uplny metricky prostor v metrice d, pak X je
Gplny metricky prostor ve standardni omezené metrice d odvozené z d a naopak
[1, str. 268]. Déle plati, ze uzaviend podmnozina A iplného metrického prostoru
(X,d) je nutné iplnd v omezené metrice. Existuje-li cauchyovska posloupnost
v A, pak se jedna také o cauchyovskou posloupnost v X, ktera konverguje na X.
Pricemz limita nutné nalezi do mnoziny A, protoze A je uzavienou podmnozinou

mnoziny X.[I, str. 264]

Piiklad 9. Méjme dany dva metrické prostory (X, d) a (X, d). Mdme dokazat, ze
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metrika d je metricky ekvivalentni se standardni omezenou metrikou d.|[1, str. 270]

Reseni: Uvazujme nejprve zobrazeni f : (X, d) — (X, d), pro které plati f(z) =
x. Dokazeme, ze se jedna o stejnomérné spojité zobrazeni. Pro libovolné € > 0

existuje 0 > 0 tak, ze plati

d(z,y) <d = d(f(2),f(y) =d(zy) <e

Uvazujeme-li totiz 6 = min{e, 1}, pak pro libovolné 0 < & < 1 bude ¢ = ¢ takové,

ze d(z,y) < 6 a pak tedy

d(z,y) = min{d(z,y),1} = d(z,y) <e.
Pokud bychom vsak vzali libovolné € > 1, dostali bychom § = 1 takové, ze plati
d(xz,y) < d =1, a pak tedy

d(z,y) = min{d(z,y),1} =1 < e.

Nynf vezméme inverzni zobrazeni f~!: (X,d) — (X,d). Opét bychom zvolili
9 = min{e, 1} a stejnym postupem bychom dokézali, ze je i toto zobrazeni stej-
nomérné spojité. A tedy podle definice ekvivaletnich metrik jsou metriky d a d

metricky ekvivalentni.

Piiklad 10. Méjme dany metrické prostory (X, d) a (X, d'). Mame ukézat, ze po-
kud jsou metriky d a d’ metricky ekvivalentni, pak plati, ze metricky prostor (X, d)
je tplny tehdy a jen tehdy, kdyz je iplny metricky prostor (X, d').[1, str. 270]

Reseni: Zvolme posloupnost {z,} prvki z X. Piedpokladejme, ze je {z,} cau-
chyovskd na (X, d’). Dokazeme, ze je také cauchyovska na (X, d). Uvazujme li-
bovolné ¢ > 0, pak k nému podle definice stejnomérné spojistosti aplikované

na zobrazeni f : (X,d") — (X, d) existuje d > 0 tak, ze plati

d(z,y) <o = d(f(z),fy) =d(z,y) <e.
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Pokud vezmeme L € N tak, ze pro vSechna m,n € N : m,n > L, bude platit
d'(2p,xm) <6

a pak tedy také
d(f(xn), f(zm)) = d(zn, Tm) <&,
tedy cauchyovskd posloupnost {z,} na (X,d’) je cauchyovska posloupnost také
na (X,d). Protoze dokazujeme prvni implikaci, predpokladdame, ze (X,d') je
uplny. Navic vime, ze cauchyovska posloupnost na tomto prostoru konverguje,
tj.
Tp — X pro n — oo.

A jelikoz vime, ze zobrazeni f : (X, d') — (X, d) je stejnomérné spojité, je bod x

limitou posloupnosti i na metrickém prostoru (X, d).

3.7 Uniformni metrika

Definice 34. Bud X mnoZina, Y metricky prostor s metrikou d. UvaZujme
ohranicenou metriku 6 na'Y, definovanou vztahem §(y1,y2) = min{d(y1,y2), 1}.
Na mnoziné YX vsech zobrazeni f : X —'Y definujeme funkci dxy vztahem

ox,y(f,g) = sup{d(f(x),g(x))}.

zeX

Funkce 0xy je tedy metrika na Y™ a nazjvd se uniformni metrika asociovand

s metrikou d.[7, str. 123]

Véta 18. Bud X mnozina, Y metricky prostor s metrikou d. Je-li Y iplnyj, pak
také metricky prostor Y s uniformni metrikou asociovanou s d je plni.[7, str.

123]

Uvazujme podmnozinu C(X,Y) prostoru Y, kterd se skldd4 ze vsech spo-

jitych funkei f : X — Y. Tato mnozina ma uniformni metriku zavedenou
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v pfedchozi definici. Pokud je Y uplny metricky prostor s metrikou d, pak podmno-

zina C(X,Y) je iplnd v uniformni metrice.[l, str. 267]

Véta 19. Bud X topologicky prostor, (Y,d) metricky prostor. Necht mnoZina
C(X,Y) spojitijch funkci je uzaviend na Y™ v uniformni metrice. Jestlize je Y
uplny metricky prostor s metrikou d, je také prostor C(X,Y') 1plny v uniformni

metrice.[1, str. 267]
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4 Krivka vyplnujici ¢tverec

Nyni jako aplikaci tiplnosti metrického prostoru C(X,Y’) v uniformni metrice,
kde Y je tplné, muzeme zkonstruovat ¢tverec-vyplnujici kiivku. Kfivku jsem
sestrojila tak, Ze jsem nejprve ve ¢tverci sestrojila dva kruznicové oblouky, které

jsou soucasti téchto kruznic:

Obréazek 7: Kruznice.

Na konce obloukt jsem napojila kiivku, ktera je soucésti elipsy. Na obrazku 7
uvazuji souradny systém, z kterého vychézi i funkéni predpisy pouzitych funkei,
tj.

1

2 __2:_
™+ (y 2)

(e =17+ @y —5)=1
36(x — %)2 + 144(y — %)2 =1.

Ale abych zjistila defini¢ni obory jednotlivych funkei pro x,y, musela jsem
fesit dvé soustavy dvou rovnic o dvou neznamych. Ruéné by byl tento vypocet
prilis obtizny, a proto jsem k vyfeSeni vyuzila program Matlab. Zjistila jsem
soutadnice prusec¢iku oznacenych na obrazku 8
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Obrazek 8: Pruseciky.

a nyni uz muzu presné nadefinovat kruznicové oblouky a krivku, ktera je

soucasti elipsy:

1
-5 = v €{0:0,4718) Ay € (0;0,3345),

z € (0,5282;1) Ay € (0;0,3345),

1, 5., 12
S Py — =2 =1 =2 45:0,5).
30(z— )+ 144y — 5P =1 @€ (5i5) Ay € (0,3345,0,5)

Tuto kiivku jsem pak dal upravovala a tvarovala pomoci programu Inkscape,
ve kterém jsem vytvarela vSechny obrazky, které jsou v této kapitole. Snazila
jsem se docilit tvaru, ktery by pripominal puzzle, jak je vidét na obrazku 9.

Pomoci takto vytvorené kiivky dokazeme nasledujici teorém.

Teorém 1. Necht I = (0,1). Pak existuje spojitd krFivka f : I — I? takovd, Ze
vyplnd vnitrek prostoru I2.
A nyni se uz dostavame ke konstrukeci kiivky f, kterou muzeme zkonstru-

ovat jako limitu posloupnosti spojitych funkci f,,. Nyni popisu jednotlivé casti
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Obréazek 9: Vysledna kiivka bez iprav a upravena.

konstrukce, které budou pouzity ke generovani posloupnosti. Vezmeme si libo-
volny uzavieny interval (a,b) na piimce a libovolny ¢tverec v roviné se stra-
nami rovnobéznymi se souradnicemi os. A uvazujme spojitou kiivku g umisténou
do ¢tverce, kterou jsem vytvorila zpusobem popsanym vyse. Nyni uz popisu ope-

raci, kterd nahradi kiivku ¢ kiivkou ¢’, tj.

Y

Obrazek 10: Kiivka g vlevo nahrazena kiivkou ¢’ vpravo.

Kiivka ¢’ je slozena ze Ctyt ¢asti, které jsou v poloviéni velikosti kiivky g. Obé
tyto kiivky maji stejny pocatecni i konecny bod. Je tedy ziejmé, Ze tuto operaci
lze aplikovat na kazdou kiivku ve tvaru g spojujici dva sousedni body ¢tverce,

jak je vidét na nasledujicich obréazcich:
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N

Obrazek 11: Kfivka g vlevo nahrazena kiivkou ¢’ vpravo.

/N

Obrazek 12: Kiivka g vlevo nahrazena kiivkou ¢’ vpravo.

/7~ N

Obrazek 13: Kiivka g vlevo nahrazena kiivkou ¢’ vpravo.
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Nyni definujeme posloupnost funkei f, : I — I*:
fo ...jedna ktivka v jednom ¢tverci,
f1 ... krivka vkreslend do ¢tyf ¢tvercu podle postupu, ktery jsem popsala vyse,
fo ... kiivka v Sestnacti ¢tvercich, ktera vznikne vyse popsanym postupem apli-
kovanym na fi,
f3 ... ktivka v Sedesati ctytech ¢tvercich ziskana analogicky,
f1 ... ktivka ve dvé sté padesati Sesti ¢tvercich ziskana analogicky,

které jsou vidét na nasledujicich obréazcich:

Obrazek 14: Funkce fy, fi, fo-

8 A3

¢y

i

2k

Obrazek 15: Funkce f3, f4.

Timto zpusobem bychom mohli pokracovat az do n. Ktivka f,, je pak tvofena
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4™ kiivkami poskladanymi stejnym postupem, kde kazda kiivka lezi ve ctverci
s délkou strany 2%

Pro ticel ditkazu popiseme ¢tvercovou metriku na R? vztahem

d(z,y) = maX{|351 — s |z — yz|}

a také p, které popisuje odpovidajici sup metriku na C(I, I?)

p(f,g) =sup{d(f(t),q(t))|t € I}.

A protoze I? je uzaviené na R2 tak je také tplné v ¢étvercové metrice, coz je
dusledkem Véty 10.b). Navic I je kompaktni, tedy kazdd spojita funkce f : I — I*
je omezend, a proto je na C(I, I?) definovand sup metrika. Protoze plati, ze I? je
iplné v &tvercové metrice, pak C(I, I?) je tiplné v odpovidajici uniformn{ metrice
a C(I,1?%) je tiplné i v metrice p.

Tvrdime, ze posloupnost funkei (f,,) definovana vyse je cauchyovské posloup-
nost v p. K ovéreni tohoto tvrzeni prozkoumejme, co se déje pii pirechodu z f,
do fni+1. Kazda mala kiivka tvotici f, lezi ve ¢tverci s délkou hrany 2% Ope-
race, kterou obdrzime f,, .1, nahradi kazdou kiivku dalsimi ¢tyimi kfivkami, které
lezi ve stejném prostoru. A tedy ve ¢tvercové metrice na I? je vzddlenost f,(t)

1

a fur1(t) je nanejvys s-. V dusledku tedy p(fn, fatm) < 3%. Z toho vyplyv,

ze (fy) je cauchyovskd posloupnost, ponévadz

1 2

1
p(fn;fn+m)§2_n+2n+1 +2n+2+"'+W<2—n

pro vsechna n a m.

Jelikoz C(I, I?) je tipIné, posloupnost f,, konverguje ke spojité funkci f: I —
I?. Nyni dokdzeme, Ze f je surjektivni.

Necht z je bod z I?. Ukdzeme, 7e x nalezi do f(I). Nejdifve ale ovéiime,
ze pro dané n lezi f, ve vzdélenosti mensi nez 2% od bodu z. Krivka f,, prochazi
kazdym z malych ¢tvercu s délkou strany Zin, na které je prostor I? rozdélen.

S vyuzitim tohoto tvrzeni muzeme dokéazat, ze pro dané € > 0, e-okoli bodu

x protne f(I). Vezméme N dostatecné velké tak, ze

p(fN7f> <%
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1

2N<

DO ™

Je ziejmé, ze existuje bod t, € I takovy, ze plati d(z, fn(to)) < 2%\, Pak

d(fn(t), f(t)) < § pro vSechna t, to znamena, ze plati

d(z, f(to)) < e,

tedy e-okoli bodu x protne f(I). Z toho plyne, ze x nalezi do uzavéru f(I). Ale I
je kompaktni, takze f(I) je kompaktni a je proto uzaviené. Z toho duvodu x

nalezi do f([I), jak jsme pozadovali.
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Zaver

V této diplomové praci se ¢tenar nejdrive seznamil s historii kiivek vyplnujicich
prostor a s nejvyznameéjsimi osobnostmi, které tyto kiivky objevily nebo k jejich
objeveni znacné prispély. V druhé kapitole jsme se seznamili se zakladnimi po-
jmy z teorie mnozin, logiky a topologie. Treti kapitola je vénovana metrickym
prostorum a jejich vlastnostem. A kapitola ¢tvrta popisuje mou vlastni prostor
vyplnujici kiivku.

Hlavni napln mé prace je v kapitole tieti a ¢tvrté. Ve tieti kapitole jsem
vytesila doplnujici ptriklady ke kapitolam, které se tykaji tuplnosti, topologické
uplnosti, soucinu metrickych prostoru, kompaktnosti, stejnomérné spojitosti a stej-
nomérné ekvivalence metrickych prostoru. V kapitole ¢tvrté jsem sestojila kiivku,
ktera beze zbytku vyplnila ¢tverec. A dokazala jsem, ze tomu tak vskutku je. Ce-
lou tuto kapitolu jsem doplnila fadou obrazku, které ¢tenari umozni pochopit, jak
jsem krivku zkonstruovala. A také ¢tenaii nazorné vysvétli, jak vznikly jednotlivé
iterace.

V prubéhu psani této préce jsem se naucila mnoho nového z funkcionalni
analyzy, zejména co se tyka metrickych prostoru. Méla jsem moznost pochopit
fadu technik pro dokazovani ruznych tvrzeni. Zlepsila jsem své dovednosti prace
s typografickym systémem TeX, naucila jsem se pracovat s programem pro tvorbu
vektorovych obrazku InkScape a v neposledni fadé jsem zlepsila znalosti ang-

lického jazyka diky anglicky psané literatute.
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