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Značeńı

R množina reálných č́ısel
Z množina celých č́ısel
N množina přirozených č́ısel
Rn n-dimenzionálńı kartézský součin
C množina komplexńıch č́ısel
〈a, b〉 uzavřený interval od a do b
(a, b) otevřený interval od a do b
I = 〈0, 1〉 uzavřený jednotkový interval
Q = 〈0, 1〉2 uzavřený jednotkový čtverec
W = 〈0, 1〉3 uzavřená jednotková krychle
X \ A doplněk množiny A na množině X
Ā uzávěr množiny A
intA vnitřek množiny A
extA vněǰsek množiny A
frA hranice množiny A
diamA pr̊uměr množiny A
pri i-tá kanonická projekce součinu množin
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Úvod

Toto téma jsem si vybrala, protože jsem v něm viděla šanci nahlédnout

do něčeho nového. Mám ráda cokoliv, co se dá graficky ztvárnit. A č́ım v́ıce

jsem se tématu věnovala, t́ım v́ıce mě zaj́ımalo. Ćılem mé práce je samozřejmě

plně porozumět látce a zpracovat téma tak, aby bylo i pro čtenáře pochopitelné

a zaj́ımavé. Dále mám za ćıl zpracovat vhodné doplňuj́ıćı př́ıklady a sestrojit

vlastńı prostor vyplňuj́ıćı křivku. Ale také chci teorii podpořit řadou obrázk̊u.

Když se zamysĺıme nad samotným názvem práce, O křivce, která vyplńı

čtverec, je zřejmé, že pod křivkou si můžeme představit jednorozměrný objekt.

Avšak čtverec je objekt dvourozměrný. To nám ř́ıká, že budeme uvažovat nějaké

spojité zobrazeńı typu f : R→ R2. Uvažovaná křivka vyplńı čtverec tak, že pro-

tne každý bod tohoto čtverce. Z této úvahy je zřejmé, že nás čekaj́ı pojmy jako

spojité zobrazeńı, metrický prostor a daľśı. Ale než se k těmto pojmům dosta-

neme, muśıme zavést pojmy jako topologický prostor a mnoho daľśıch.

Tuto práci jsem rozčlenila na čtyři kapitoly. Nejd̊uležitěǰśı je třet́ı a čtvrtá

kapitola, protože v těchto kapitolách je řada doplňuj́ıćıch př́ıklad̊u a také má

vlastńı křivka vyplňuj́ıćı prostor.

Prvńı kapitola se zabývá historickým vývojem těchto křivek a předevš́ım

zmiňuje nejvýznaměǰśı osobnosti, které k objeveńı těchto křivek přispěly. U těchto

osobnost́ı jsem uvedla, jaký byl jejich matematický př́ınos a také jak jejich křivka

vypadala.

Kapitola druhá čtenáře seznámı́ se základńımi topologickými pojmy. A také

se zde čtenář dozv́ı, co se mysĺı souvislým topologickým prostorem. Tento pojem

je v souvislosti s křivkami vyplňuj́ıćımi prostor často zmiňován.

V kapitole třet́ı se věnuji metrickým prostor̊um a vlastnostem těchto prostor̊u.

K těmto vlastnostem jsou uvedeny řešené př́ıklady, které umožňuj́ı čtenáři téma

hlouběji pochopit.

Posledńı kapitola už popisuje geometrický postup vytvořeńı základńıho tvaru

mé vlastńı prostor vyplňuj́ıćı křivky, dále popisuje jednotlivé části konstrukce,
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které budou využity ke generováńı posloupnosti. A výsledná křivka vznikne jako

limita této posloupnosti. Ned́ılnou součást́ı této kapitoly je i d̊ukaz, že křivka

skutečně vyplńı čtverec a vhodné doplňuj́ıćı obrázky, které umožńı čtenáři vše

lépe pochopit. Všechny obrázky uvedené v práci jsem vytvořila samostatně v pro-

gramu InkScape a v programu Graph.
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1 Historický vývoj

Abychom si dokázali představit, co předcházelo objevu prostor-vyplňuj́ıćı

křivky, zastav́ıme se nejprve u historického vývoje v oblasti matematiky. Počátkem

všeho byl samozřejmě pojem křivka. Ačkoliv se nám tento pojem zdá jasný

a každý v́ı, co si pod t́ımto pojmem představit, definovat křivku nebylo v̊ubec

jednoduché. Samozřejmě nelze určit, kdy přesně historie tohoto pojmu započala.

Avšak k největš́ımu rozvoji v této oblasti došlo v obdob́ı 1649 - 1748, což si lze

spojit se jmény Pascal, Huygens, Newton, Leibniz a Bernoulli. Za pomoci New-

tona se změnil pohled na rovinné křivky, které začly být vńımány jako souhrn

bod̊u vyhovuj́ıćıch rovnici

F (x, y) = 0,

kde F (x, y) udává vztah dvou proměnných, nikoliv nutně polynom. Objevuje se

také reprezentace křivky mocninnou řadou a vznikaj́ı prvńı pojmy diferenciálńı

geometrie. [9, str. 9]

Pojet́ı pojmu křivka se v té době vyv́ıj́ı v úzké souvislosti se zaváděńım pojmu

funkce. Parametrická vyjádřeńı již známých křivek vedla k daľśımu zobecněńı

pojmu křivka. Souřadnice bod̊u X = [x, y] rovinné křivky byly dány jako funkce

proměnné veličiny, tj. např. x = θ(t), y = ψ(t), t ∈ I, kde I ⊂ R je uzavřený in-

terval, a přitom se na funkce θ, ψ kladly podmı́nky, které se stávaly t́ım obecněǰśı,

č́ım obecněǰśı byl pojem funkce. Současně s vývojem pojmu funkce přináš́ı dife-

renciálńı geometrie v 18. stolet́ı nové metody do studia křivek a stává se pak

samostatným odvětv́ım matematiky. V prvńı polovině 19. stolet́ı vznikla samo-

statná vědńı discipĺına, algebraická geometrie. Rozvoj geometrie v 19. stolet́ı již

nedovoluje sledovat vývoj teorie křivek v celé jeho š́ı̌ri, proto se dále specializujeme

na definici pojmu křivka. Nejpřesněji tuto definici zformuloval C. Jordan, ovšem

brzy se ukázalo, že tato definice je př́ılǐs obecná. Roku 1890 G. Peano ukázal,

že můžeme zvolit funkce θ, ψ spojité na jednotkovém intevalu tak, že množina

bod̊u x = θ(t), y = ψ(t) vyplňuje plochu čtverce včetně jeho hranice. Souběžně

proniká na konci 19. stolet́ı do matematiky stále hlouběji tzv. množinové pojet́ı
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a postupně vzniká nový obor matematiky - teorie množin. Tento př́ıstup je úzce

spjat se jménem G. Cantora. [9, str. 13]

1.1 George Cantor

George Cantor (1845-1918) se narodil v St. Petersburgu (což bylo dlouhá léta

známo pod názvem Leningrad) a zemřel v Halle v Německu. Své studie zahájil

na Univerzitě v Curychu roku 1862, a pokračoval na Univerzitě v Berĺıně od 1863

do 1869, kde byl velmi ovlivňován Karlem Weierstrassem. Svou disertačńı práci

napsal pod vedeńım E. E. Kummera a doktorandský diplom źıskal roku 1867.

Učil na Univerzitě v Halle od 1869 do 1905, kde byl po deseti letech p̊usobeńı

jmenován profesorem. Učinil převrat v matematice a matematickém myšleńı, a to

v rozvoji teorie množin a v teorii nekonečna. Avšak jeho naděje na dosažeńı

profesury na Univerzitě v Berĺıně byla zmařena L. Kroneckerem, který s jeho

názory nesouhlasil. [4, str. 5]

Roku 1878 George Cantor učinil objev, který částečně naznačuje, že interval

〈0, 1〉 může být bijektivně zobrazen do čtverce 〈0, 1〉2. Téměř okamžitě vznikla

otázka, zda je či neńı možné, aby takové zobrazeńı bylo spojité. [4, str. 1]

1.2 Eugen Netto

Roku 1879 E. Netto učinil takovýmto spekulaćım konec. Ukázal, že takové

bijektivńı zobrazeńı je nutně nespojité.

Eugen Netto (1848-1919) se narodil v Halle a zemřel v Giessen v Německu.

Jako Cantor, i E. Netto studoval na Univerzitě v Berĺıně od 1866 do 1870, kde byl

do značné mı́ry ovlivněn Leopoldem Kroneckerem a Karlem Weierstrassem. Roku

1870 źıskal doktorandský diplom pod vedeńım Weierstrasse. Učil na Univerzitě

ve Štrasburgu od 1879 do 1882, na Univerzitě v Berĺıně od 1882 do 1888 a na-

konec se usadil na Univerzitě v Giessen, kde vyučoval až do svého d̊uchodu,

tj. do roku 1913. Jeho hlavńı př́ıspěvky k matematice spadaj́ı do oblasti teorie

grup a kombinatoriky. [4, str. 6]
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1.3 Giuseppe Peano

Předpokládejme, že bylo upuštěno od podmı́nky bijektivity. Je stále možné

źıskat spojité surjektivńı zobrazeńı z I do Q? Roku 1890 G. Peano vyřešil tuto

otázku jednou provždy zkonstruováńım prvńı takovéto křivky. Křivky s touto

vlastnost́ı jsou nyńı nazývány jako prostor-vyplňuj́ıćı nebo také Peanovy křivky.

[4, str. 1] Na obrázku si můžete prohlédnout prvńı dvě iterace.

Obrázek 1: Peanova křivka vyplňuj́ıćı čtverec.

Giuseppe Peano (1858-1932) se narodil ve Spinettě v Itálii a zemřel v Tuŕıně.

Roku 1880 dokončil studium na Univerzitě v Tuŕıně a o deset let později se zde stal

profesorem. Tuto pozici si udržel do konce života. Je známý pro jeho pr̊ukopnické

práce v symbolické logice, axiomatických metodách a pro jeho př́ıspěvky k ma-

tematické analýze. [4, str. 31].

Byl to právě Peano, kdo zavedl symbol
”
∈“ pro prvky množiny a

”
3“ pro

”
ta-

kový že“. B. Russel jednou řekl, že dokud se nesetkal s Peanem, nikdy mu nedošlo,

že by symbolická logika mohla mı́t využit́ı v principech matematiky, protože znal

Booleovu logiku a shledal to neužitečným. Pean̊uv nejznáměǰśı př́ıspěvek k analýze

je pravděpodobně jeho d̊ukaz existence řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

prvńıho řádu (bez Lipschitzovských podmı́nek). V Aritmetickém principu položil

základy aritmetiky přirozených č́ısel jako zřetelná tvrzeńı, vyjádřená v aritme-

tických a logických symbolech. Stále hovoř́ıme o Peanových axiomech, dokonce

i když Peano sám je přisuzuje Dedekindovy. Ivor Grattan-Guiness hodnot́ı Pe-

ana tak, že upozorňuje na jeho pozoruhodnou schopnost rozpoznat protipř́ıklady,
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poukazuj́ıćı na rozd́ıly v teorii množin, které ostatńı přehlédli, a schopnost ćıtit

užitečnost jazykové analýzy v objasněńı pojmů. [4, str. 31]

1.4 David Hilbert

David Hilbert (1862-1943), který v́ıc než kdokoli jiný určil směr pro mate-

matiky dvacátého stolet́ı, se narodil v Kaliningradu a zemřel v Gotinkách. Stu-

doval na Univerzitě v Kaliningradu, a doktorandský diplom źıskal roku 1884.

C.L.F. Lindemann (který roku 1882 úspěšně dokázal, že π je transcendentńı, tzn.,

že ho nelze určit konečně dlouhou řadou algebraických operaćı s celými č́ısly, [5])

a speciálně A. Hurwitz byli jeho nejvlivněǰśı učitelé toho času. Po několika post-

graduálńıch studíıch v Lipsku a Pař́ıži, se vrátil na Univerzitu v Kaliningradu

(1886). Roku 1892 se stal nástupcem A. Hurwitze (který odešel do Curychu),

a roku 1893 se stal řádným profesorem po Lindemannovi. Roku 1895 odešel

na Univerzitu v Gotinkách,, kde vyučoval až do svého odchodu do d̊uchodu

(1930). Významně přispěl ke všem oblastem matematiky: do roku 1893 se věnoval

algebraickým formám, od roku 1894 do 1899 pracoval na teorii algebraických

č́ısel, věnoval se i základ̊um geometrie (1899-1903) a analýze, kde dokázal exis-

tenci řešeńı Dirichletova problému (1904-1909), zavedl neurčitý integrál do teorie

pole a s jeho úpravou vztah̊u mezi integrály změnil pojem lineárńı systémy. Jeho

úvod do úplných a oddělitelných Hilbertových prostor̊u, připravil p̊udu pro Riesz-

Fischer̊uv teorém o izometrii `2 a L2, někdy též tvrzeńı o úplnosti L2(a, b), a s t́ım

také definitivńı odpověd’ na otázku konvergence Fourierových řad. Riesz i Fischer

si přáli dostat Hilbertovy výsledky pro obecněǰśı tř́ıdy funkćı, což se jim nako-

nec nezávisle na sobě podařilo. Jejich objev je znám právě jako Riesz-Fischer̊uv

teorém, v́ıce v [14, str. 137]. Od roku 1918 obětoval čas a energii ke studii

základ̊u matematiky, kde byl nakonec zast́ıněn Kurtem Gödelem, který ukázal,

že ve skutečnosti Hilbert̊uv ćıl zkonstruovat úplný a konzistentńı systém, byl

nedosažitelný. [4, str. 9]

Ačkoliv prvńı prostor-vyplňuj́ıćı křivku objevil G. Peano, byl to právě Hilbert,

který vytvořil tento fenomén plochy-vyplňuj́ıćıch křivek. On byl prvńı, kdo roz-
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poznal obecný geometrický postup generace, který umožnil konstrukci celé tř́ıdy

prostor-vyplňuj́ıćıch křivek. Na obrázku si můžete prohlédnout, jak Hilbetova

prostor-vyplňuj́ıćı křivka vypadá.

Obrázek 2: Hilbertova křivka vyplňuj́ıćı čtverec.

Může-li být interval I spojitě zobrazen do čtverce Q, pak po rozděleńı I

do čtyř shodných podinterval̊u a Q do čtyř shodných podčtverc̊u, může být

každý podinterval spojitě zobrazen do jednoho z podčtverc̊u. Každý podinterval

je pak znovu rozdělen do daľśıch čtyř shodných pointerval̊u, a každý podčtverec

do daľśıch čtyř shodných podčtverc̊u a argument je opakován. Je-li to prováděno

v rámci nekonečna, I a Q jsou rozděleny do 22n shodných replikaćı pro n ∈ N.

[4, str. 10]

1.5 Waclaw Sierpiński

Waclaw Sierpiński (1882-1969) se narodil a zemřel ve Varšavě v Polsku. Roku

1899 nastoupil na ruskou Univerzitu ve Varšavě. Roku 1904 odpromoval s di-

plomem v oblasti vědy. Poté odešel učit na gymnázium a zúčastnil se velké

školské stávky, která byla spojována s revolućı z roku 1905. Poté odešel do Kra-

kova, kde roku 1906, na Univerzitě v Krakově, źıskal doktorandský titul. Do-

centem se stal roku 1908 na Lvovské univerzitě a profesorem roku 1910. Toho

času změnil zaměřeńı z teorie č́ısel na topologii, přičemž k teorii č́ısel se vrátil

až kolem roku 1950. Během posledńıch dvaceti let jeho života byla teorie č́ısel

hlavńım tématem jeho publikaćı. Sierpiński byl nejplodněǰśım matematikem, pu-

blikoval okolo 700 list̊u a knih, přičemž 600 z nich se týkalo topologie. Roku 1914

byl carskými orgány internován. V Moskvě se ho ujal Egorov a Lusin, a t́ım
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bylo zahájeno dlouhé obdob́ı spolupráce mezi Sierpińskim a Lusinem. Po válce

se vrátil do Lvova a stal se profesorem na obnovené polské Univerzitě ve Varšavě.

Toho času on společně s Mazurkiewiczem a Janiszewskim, založili novou polskou

matematickou školu, zaměřenou na základy, teorii množin a aplikace. Pak také

založili vědecký matematický časopis Fundamenta Mathematicae, což byl prvńı

časopis s t́ımto zaměřeńım. A pod jejich vedeńım ožil také časopis Acta Ari-

thmetica. Během okupace, kdy byly veškeré instituce vyšš́ıho vzděláńı zavřeny,

Sierpiński učil tajně dál, a to ve svém bytě za velkého osobńıho rizika. Po válce

byl členem předsednictva Matematického ústavu Polské akademie věd, kde z̊ustal

téměř do konce života. Za jeho život mu bylo uděleno mnoho vyznamenáńı. [4,

str. 49]

Roku 1912 W. Sierpiński představil jiný typ prostor-vyplňuj́ıćı křivky. Ukázal,

že jeho křivka je limitou stejnoměrně konvergentńı posloupnosti mnohoúhelńık̊u.

[4, str. 50] Tuto křivku si můžete prohlédnout na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 3: Sierpińského křivka vyplňuj́ıćı čtverec.
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2 Topologické prostory

Než se dostaneme k definici topologického prostoru, uvedeme si nejprve několik

obecných pojmů, které jsou nezbytné k pochopeńı daľśıho textu. Tyto pojmy

jsou z oblasti teorie množin a logiky. Následuj́ıćı definici věnuji pojmům injekce,

surjekce a pro úplnost zadefinuji i bijekci.

Definice 1. Necht’ A, B jsou neprázdné množiny. Řekneme, že funkce f : A→ B

je injektivńı, jestlǐze pro všechny dvojice r̊uzných bod̊u z A jsou jejich funkčńı

hodnoty f r̊uzné, tedy

[f(a) = f(a′)]⇒ [a = a′].

Řekneme, že f je surjektivńı, pokud každý prvek z B je zobrazeńım nějakého prvku

z A podle funkce f , tedy

[b ∈ B]⇒ [b = f(a) pro alespoň jedno a ∈ A].

Pokud je funkce injektivńı i surjektivńı, nazveme ji bijektivńı. [1, str. 18]

Ned́ılnou součást́ı základńıch pojmů je také kartézský součin a složené zobra-

zeńı.

Definice 2. Necht’ jsou dány neprázdné množiny A,B. Jejich kartézský součin

A × B definujeme jako množinu všech uspořádaných dvojic (a, b) takových, že

a ∈ A a b ∈ B, tj.

A×B = {(a, b)|a ∈ A a b ∈ B}.[1, str.13]

Definice 3. Necht’ A,B,C jsou neprázdné množiny a necht’ f : A → B a g :

B → C jsou dané funkce. Složené zobrazeńı g ◦ f funkćı f a g definujeme jako

funkci g ◦ f : A→ C vztahem

(g ◦ f)(a) = g(f(a)).[1, str.17]
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V návaznosti na bijektivńı funkci a kartézský součin definuji inverzńı zobra-

zeńı.

Definice 4. Uvažujme neprázdné množiny A,B a necht’ je funkce f : A → B

bijektivńı, potom existuje zobrazeńı z B do A, které se nazývá inverzńı zobrazeńı

k zobrazeńı f , které definujeme pro b ∈ B vztahem

f−1(b) = a,

kde a je prvek takový, že plat́ı b = f(a). [1, str. 18]

A nyńı se dostáváme k pojmu topologický prostor. Tento pojem vznikl v d̊u-

sledku studíı reálné př́ımky, eukleidovských prostor̊u a spojitých funkćı na těchto

prostorech [1].

Topologie se vyvinula v jednu z nejbohatš́ıch větv́ı matematiky. Ovšem převáž-

ná většina aplikaćı topologie se týká prostor̊u metrických. S t́ım souviśı fakt,

že topologie metrických prostor̊u je dnes v daleko pokročileǰśım stadiu než to-

pologie obecná. I my z̊ustaneme pouze u základńıch pojmů a v́ıce se budeme

věnovat metrickým prostor̊um. [6, str. 262]

Definice 5. Topologíı na množině X rozumı́me soubor τ podmnožin množiny X

splňuj́ıćıch následuj́ıćı vlastnosti:

(1) ∅ a množina X jsou v τ ,

(2) sjednoceńı prvk̊u libovolné podmnožiny z τ je v τ ,

(3) pr̊unik prvk̊u libovolné konečné podmnožiny z τ je v τ .

Množina X, pro kterou byla zadána topologie τ , se nazývá topologický prostor.[1,

str. 76]

Podmı́nky (1)-(3) se nazývaj́ı axiomy topologie. Topologický prostor je pak vlastně

uspořádaná dvojice (X, τ), je-li však zřejmé, o jakou topologii τ se jedná, mı́sto

označeńı (X, τ) použ́ıváme symbol X. Nyńı uvedu některé základńı př́ıklady to-

pologických prostor̊u:
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• metrické prostory,

• pro libovolnou množinu X definujeme triviálńı topologii na X jako τ =

{∅, X}

• pro libovolnou množinu X definujeme topologii konečných doplňk̊u na X

jako

τ = {U ⊆ X|X \ U konečná} ∪ {∅}.[10, str.1]

Prvky topologie τ se nazývaj́ı otevřené množiny. A každá množina A \X se

nazývá uzavřená, je-li jej́ı doplněk X \A množina otevřená. Pro úplnost doplńım,

co nazveme uzávěrem.

Definice 6. Uzávěr množiny A je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı množinu

A. [7, str. 4]

Nyńı zadefinujeme okoĺı bodu x, které obvykle znač́ıme velkými tiskaćımi

ṕısmeny (např. U).

Definice 7. Uvažujme topologický prostor X. Otevřená množina U , obsahuj́ıćı

množinu A ⊂ X, se nazývá okoĺı množiny A. Okoĺım bodu x ∈ X rozumı́me okoĺı

množiny {x}. [10, str. 1]

Ned́ılnou součást́ı těchto úvodńıch definic jsou pojmy vnitřek, vněǰsek a hra-

nice.

Definice 8. Uvažujme libovolnou množinu A v topologickém prostoru X. Bod

x ∈ X splňuje právě jednu z těchto tř́ı podmı́nek:

• existuje okoĺı U bodu x tak, že U ⊂ A,

• existuje okoĺı U bodu x tak, že U ⊂ X \ A,

• každé okoĺı U bodu x má neprázdný pr̊unik s množinou A i s jej́ım doplňkem

X ⊂ A.
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Splňuje-li bod x prvńı, druhou resp. třet́ı podmı́nku, nazývá se vnitřńı, vněǰśı

resp. hraničńı bod množiny A. Množina všech vnitřńıch, vněǰśıch resp. hraničńıch

bod̊u množiny A se nazývá vnitřek, vněǰsek resp. hranice množiny A a znač́ı se∫
A, extA, frA. [7, str. 2]

Nyńı zavedeme pojem spojitost.

Definice 9. Necht’ X a Y jsou topologické prostory. Řekneme, že funkce

f : X → Y

je spojitá, jestlǐze pro každou otevřenou podmnožinu V ⊆ Y je množina f−1(V )

otevřenou podmnožinou X. [1, str. 102]

Pomoćı axiomů topologie lze potom snadno zjistit, jaké vlastnosti má systém

všech uzavřených podmnožin daného topologického prostoru. Systémy podmnožin

dané množiny, které maj́ı tyto vlastnosti, lze rovněž použ́ıt k zavedeńı topologie

na této množině. [7, str. 2]

Věta 1. (a) Necht’ X je topologický prostor. Systém σ všech uzavřených podmnožin

X splňuje tyto podmı́nky:

(1) ∅, X ∈ σ,

(2) Pr̊unik libovolného systému množin ze systému σ patř́ı systému σ,

(3) Sjednoceńı libovolných dvou množin ze systému σ patř́ı systému σ.

(b) Necht’ X je množina, σ systém jej́ıch podmnožin splňuj́ıćı podmı́nky (1)-(3).

Pak systém množin τ = {U ⊂ X|U = X \ A,A ∈ σ}, je topologie na X. Systém

všech uzavřených množin v topologii τ splývá se systémem σ. [7, str. 2]

Nyńı si uvedeme př́ıklad, který jsem čerpala z [1, str. 76] a [7, str. 11], kde

bylo k dispozici i řešeńı. Do př́ıkladu doplńım grafické znázorněńı a vysvětleńı,

aby bylo řešeńı srozumitelněǰśı.

Př́ıklad 1. Máme za úkol naj́ıt všechny topologie, které existuj́ı na jednoprv-

kové a dvouprvkové množině. A dále máme zjistit, kolik r̊uzných topologíı existuje
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na množině tř́ıprvkové. [7, str. 11]

Řešeńı: Na jednoprvkové množině X = {a} existuje pouze jedna topologie, a to

τ = {∅, {a}}. Prvńı podmı́nka pro podmnožiny je splněna, protože topologie

obsahuje jak prázdnou množinu, tak i samotnou jednoprvkovou množinu. A kdy-

bychom vytvořili sjednoceńı i pr̊unik podmnožin, źıskali bychom opět podmnožiny,

které tvoř́ı topologii. Uvažujme nyńı dvouprvkovou množinu X = {a, b}. Na této

množině existuj́ı čtyři topologie, které si tentokrát graficky znázorńıme, tj. τ1 =

{∅, {a, b}}, τ2 = {∅, {a}, {a, b}}, τ3 = {∅, {b}, {a, b}}, τ4 = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.

Obrázek 4: Topologie na dvouprvkové množině.

Když si u jednotlivých obrázk̊u zkuśıme zjistit pr̊uniky a sjednoceńı, snadno

ověř́ıme, že se jedná o topologie.

Nakonec uvažujme tř́ıprvkovou množinu X = {a, b, c}. Pokud bychom zkusili

vytvořit topologie na X stejným principem, našli bychom 29 r̊uzných topologíı.

[7, str. 11] Na obrázku č. 5 jsem znázornila alespoň některé z nich.

Daľśı věta a definice nám poslouž́ı zejména při řešeńı př́ıklad̊u.

Věta 2. Podmnožina topologického prostoru je uzavřená tehdy a jen tehdy, když ob-

sahuje všechny jej́ı limity. [1, str. 98]

Definice 10. Necht’ X je topologický prostor s topologíı τ . Pokud je Y podmnožinou

X, pak soubor

τY = {Y ∩ U |U ∈ τ}

je topologíı na Y , nazývaný podprostorová topologie. S touto topologíı je Y nazýváno

podprostorem X a jeho otevřené množiny se skládaj́ı ze všech pr̊unik̊u otevřených
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Obrázek 5: Př́ıklady topologíı na X.

množin na X a Y . [1, str. 88]

2.1 Souvislé topologické prostory

Definice souvislosti topologického prostoru je zcela přirozená. Nesouvislý ob-

jekt obvykle vid́ıme jako objekt složený ze dvou a v́ıce nezávislých kus̊u. Jedná

se samozřejmě o topologickou vlastnost, nebot’ je formulována pomoćı souboru

otevřených množin na X.

Definice 11. Uvažujme topologický prostor X. Tento prostor nazveme nesouvislý,

jestlǐze existuj́ı dvě neprázdné otevřené podmnožiny U, V ⊂ X tak, že U ∩ V = ∅

a X = U ∪ V . Topologický prostor, který neńı nesouvislý, se nazývá souvislý. [7,

str. 249]

Věta 3. Topologický prostor X je souvislý tehdy a jen tehdy, když neobsahuje

otevřenou a uzavřenou podmnožinu A ⊂ X r̊uznou od ∅ a X. [7, str. 249]

Nyńı uvedeme několik vět, které nám řeknou, jak ze souvislých prostor̊u źıskat

jiné souvislé prostory.
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Věta 4. Sjednoceńı souboru souvislých podprostor̊u X, které maj́ı společný bod,

je souvislé. [1, str. 150]

Věta 5. Necht’ A je souvislý podprostor X. Jestlǐze A ⊂ B ⊂ Ā, pak také B je

souvislý. [1, str. 150]

Věta 6. Kartézský součin konečně mnoha souvislých prostor̊u je souvislý. [1, str.

150]

Př́ıklad 2. Necht’ {Aα} je soubor souvislých podprostor̊u X a necht’ A je souvislý

podprostor X. Ukažte, že pokud A ∩ Aα 6= ∅ pro všechna α, pak A ∪ (∪Aα) je

souvislé. [1, str. 152]

Řešeńı: Označme B = ∪Aα a necht’ C je neprázdná, otevřená a uzavřená

podmnožina množiny Y = A ∪ B. Vzhledem k souvislosti množiny A plat́ı bud’

A ⊂ C, nebo A∩C = ∅. Předpokládejme, že plat́ı A ⊂ C. (V př́ıpadě A∩C = ∅

bychom uvažovali množinu Y \ C, která je také neprázdná, otevřená a uzavřená

podmnožina Y .) Podle Věty 4 nyńı stač́ı ukázat, že C = Y . Vzhledem k sou-

vislosti každého Aα pro ∀α máme bud’ Aα ⊂ C nebo Aα ∩ C = ∅. Pro žádné

α posledńı tvrzeńı nemůže platit, protože A ∩ Aα je neprázdná podmnožina C,

a pak tedy Aα je podmnožinou C pro ∀α. Takže C = Y , a proto Y je souvislé.
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3 Metrické prostory

Nejprve zadefinuji metrický prostor a pojmy s ńım souvisej́ıćı.

Definice 12. Necht’ X je množina a d : X × X → R je reálná funkce taková,

že pro každé x, y, z ∈ X plat́ı

1. d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0⇔ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. (trojúhelńıková nerovnost) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Pak řekneme, že (X, d) je metrickým prostorem. Funkce d se nazývá metrika. [2,

str. 1]

Je-li zřejmé, o jaký metrický prostor se jedná, mı́sto označeńı (X, d) použ́ıváme

symbol X. Pro představu si uvedeme př́ıklady několika metrických prostor̊u:

• X 6= ∅, kde

d(x, y) =

{
0 x = y
1 x 6= y

• X = R(C), kde

d(x, y) = α|x− y|, α > 0

• X = Rn(Cn), x = (x1, . . . , xn), kde

d(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|.

Nyńı si definujeme některé známé typy prostor̊u, které budeme později v práci

použ́ıvat.

Definice 13. Mějme dané x = (x1, . . . , xn) na Rn, kde normu x definujeme jako

‖x‖ = (x1
2 + · · ·+ xn

2)1/2.

20



Pak eukleidovskou metriku d na Rn definujeme takto

d(x, y) = ‖x− z‖ = [(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2]1/2

a čtvercovou metriku ρ definujeme vztahem

ρ(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|}. [1, str.122]

Mezi základńı pojmy bude patřit limita posloupnosti a ε-okoĺı, které se využ́ıvá

v řadě daľśıch definic a vět.

Definice 14. Necht’ X je metrický prostor. Prvek x metrického prostoru X

nazýváme limitou posloupnosti {xn}∞n=1 bod̊u z tohoto prostoru, jestlǐze

lim
n→∞

d(x, xn) = 0.

Znač́ıme

xn → x v X. [8, str.823]

Věta 7. Posloupnost {xn}∞n=1 bod̊u metrického prostoru X má nejvýše jednu

limitu. Má-li limitu, tj. je-li konvergentńı, pak tutéž limitu má i libovolná jej́ı

podposloupnost. [8, str. 823]

Definice 15. Množinu všech bod̊u metrického prostoru X, které maj́ı od daného

bodu x ∈ X vzdálenost menš́ı než ε, kde ε > 0, nazýváme ε-okoĺım bodu x, resp.

otevřenou kouĺı se středem v x a poloměrem ε, a znač́ıme B(x, ε). [8, str. 823]

Metrický prostor je zároveň topologickým prostorem, což je zřejmé z definice

indukované topologie. Tento pojem spadá sṕı̌se do předchoźı kapitoly, ale vycháźı

z pojmu metrika, který je součást́ı až této kapitoly.

21



Definice 16. Uvažujme metrický prostor X s metrikou d. Na tomto prostoru

uvažujme množinu všech kouĺı B(x, ε), kde x ∈ X a ε > 0. Topologie τ na met-

rickém prostoru je pak množina všech možných sjednoceńı těchto kouĺı a nazývá

se topologie indukovaná metrikou d. [1, str. 119]

A nyńı zadefinujeme metrizovatelný topologický prostor, který navazuje na před-

choźı definici.

Definice 17. Necht’ X je topologický prostor. Řekneme, že X je metrizovatelný,

jestlǐze zde existuje metrika d na množině X, která indukuje topologii X. Metrický

prostor je metrizovatelný prostor X společně s konkrétńı metrikou d, která zadává

topologii X. [1, str. 120]

Daľśı pojem je cauchyovská posloupnost, který je často definován v souvislosti

s metrickými prostory.

Definice 18. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Posloupnost {xn}∞n=1 bod̊u na X

se nazývá cauchyovská posloupnost na (X, d), jestlǐze plat́ı, že pro každé ε > 0

existuje celé č́ıslo N takové, že

d(xn, xm) < ε pro všechna n,m ≥ N. [1, str.264]

3.1 Úplné metrické prostory

A nyńı už d́ıky cauchyovské posloupnosti můžeme zadefinovat i úplný metrický

prostor.

Definice 19. Uvažujme metrický prostor (X, d). Tento prostor nazveme úplným,

jestlǐze každá cauchyovská posloupnost na X konverguje.[1, str. 264]
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Jeden z nejznáměǰśıch př́ıklad̊u úplného metrického prostoru je prostor reál-

ných (nebo komplexńıch) č́ısel, avšak např́ıklad prostor racionálńıch č́ısel úplný

neńı. Nyńı zpět k hledáńı a ověřováńı cauchyovských posloupnost́ı.

Věta 8. Každá konvergentńı posloupnost na X je cauchyovská posloupnost.[7,

str. 117]

Nyńı uvedu větu, kterou využiji pro d̊ukaz v kapitole Křivka vyplňuj́ıćı čtverec.

Věta 9. (a) Úplný podprostor metrického prostoru je uzavřená množina.

(b) Uzavřená množina v úplném metrickém prostoru je úplný podprostor.[7, str.

117]

Daľśı věta je velmi d̊uležitá pro vyřešeńı následuj́ıćıho př́ıkladu.

Věta 10. Každá cauchyovská posloupnost je omezená. Jestlǐze nějaká podposloup-

nost cauchyovské posloupnosti konverguje, pak samotná posloupnost konverguje

a má tutéž limitu.[15, str. 14]

A zadefinuji pr̊uměr množiny, který je potřeba při řešeńı daľśıho z př́ıklad̊u.

Definice 20. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Podmnožinu A ⊂ X nazveme

omezenou, jestlǐze existuje přirozené č́ıslo M takové, že plat́ı

d(a1, a2) ≤M pro všechna a1, a2 ∈ A.

Jestlǐze je množina A omezená a neprázdná, pak pr̊uměr množiny A je definován

jako č́ıslo

diamA = sup{d(a1, a2)|a1, a2 ∈ A}.[1, str.121]

Př́ıklad 3. Ukažte, že metrický prostor (X, d) je úplný tehdy a jen tehdy, když

pro posloupnost A1 ⊃ A2 ⊃ . . . do sebe vnořených neprázdných uzavřených

množin zX takovou, že diamAn → 0 pro n→∞, je pr̊unik množinAn neprázdný.[1,
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str. 270]

Řešeńı:
”
⇒“ Zvolme libovolnou posloupnost neprázdných uzavřených do sebe

vnořených množin {An}, pro jejichž pr̊uměry plat́ı diamAn → 0 pro n→∞, tj.

∀ε > 0 ∃L ∈ N (∀n ∈ N, n > L) (diamAn < ε).

K této posloupnosti budeme dále uvažovat posloupnost {xn}∞n=1 tak, že xn ∈ An
pro všechna n ∈ N. Pro n,m ≥ L je xn, xm ∈ AL, protože

A1 ⊃ . . . ⊃ AL ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . ⊃ Am ⊃ . . . ,

a tedy

diamA1 ≥ diamA2 ≥ . . . ≥ diamAL ≥ . . . ≥ diamAn ≥ . . . ≥ diamAm ≥ . . .

Je zřejmé, že vybráńım L dostatečně velkého může být diamAL menš́ı než nějaké

dané ε. Plat́ı

d(xn, xm) ≤ diamAL < ε, ∀n,m ≥ L

a tedy {xn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost. Nav́ıc v́ıme, že metrický prostor je

úplný. Tedy každá cauchyovská posloupnost na X je konvergentńı, tj.

lim
n→∞

xn = x,

kde x ∈ X. Dı́ky uzavřenosti množin plat́ı An = Ān. Pak tedy

x ∈
∞⋂
n=1

An.

Pokud by totiž existovalo n0 ∈ N takové, že x 6∈ An0 , pak existuje δ-okoĺı bodu

x disjunktńı s An0 . To ovšem vzhledem k tomu, že An je posloupnost do sebe

vnořených množin, znamená, že d(xn, x) > δ pro každé n ≥ n0, což je spor s t́ım,

že posloupnost xn konverguje k x.

”
⇐“ Pro libovolně zvolenou cauchyovskou posloupnost {xn}+∞n=1 polož́ıme
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A1 = {xn}+∞n=1,

A2 = {xn}+∞n=2,

A3 = {xn}+∞n=3,

...

Posloupnost {An}∞n=1 je posloupnost́ı do sebe vnořených, neprázdných a uzavře-

ných množin, pro kterou nav́ıc plat́ı, že diamAn → 0 pro n→∞, nebot’ {xn}∞n=1

je cauchyovská posloupnost. Dle předpokladu je

∞⋂
n=1

An 6= ∅.

Necht’ tedy

x ∈
∞⋂
n=1

An.

Tvrd́ıme, že

x = lim
n→∞

xn.

V opačném př́ıpadě by existovalo δ-okoĺı bodu x a podposloupnost {xnk
}∞k=1 ⊂

{xn}∞n=1 lež́ıćı vně δ-okoĺı bodu x. Jelikož diamAn → 0 pro n→∞, našli bychom

pro nějaké n0 ∈ N množinu An0 tak, že x /∈ An0 , což by bylo ve sporu s t́ım, že

x ∈
⋂∞
n=1An.

Uvažovaná posloupnost je tak konvergentńı a metrický prostor je úplný.

3.2 Topologicky úplné metrické prostory

Abychom mohli zadefinovat topologicky úplný metrický prostor, muśıme nej-

prve zmı́nit pojem homeomorfismus a homeomorfńı prostory.
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Definice 21. Necht’ X a Y jsou topologické prostory a necht’ f : X → Y je

bijekce. Jestlǐze jsou funkce f i jej́ı inverze

f−1 : Y → X

spojité, pak nazveme funkci f homeomorfismem.[1, str. 105]

Tato zobrazeńı přenášej́ı topologicku strukturu jednoho topologického pro-

storu na druhý a jsou v tomto smyslu topologickými ekvivalencemi.[7, str. 17]

Definice 22. Mějme topologické prostory X, Y . Tyto prostory se nazývaj́ı ho-

meomorfńı, existuje-li homeomorfismus f : X → Y .[7, str. 18]

A nyńı už můžeme zadefinovat topologicky úplný metrický prostor.

Definice 23. Metrický prostor (X, d) nazveme topologicky úplným tehdy a jen

tehdy, když existuje úplný metrický prostor homeomorfńı s t́ımto metrickým prosto-

rem.[13, str. 87]

Zamysĺıme-li se nad vztahem úplného a topologicky úplného metrického pro-

storu, źıskáme následuj́ıćı implikaci. Je-li metrický prostor úplný, pak je tento pro-

stor také topologicky úplný. Avšak tato implikace se nedá obrátit. Existuje totiž

topologicky úplný metrický prostor, který neńı úplný. Uvažujme již zmiňovaný

prostor reálných č́ısel, který je úplný a s ńım homeomorfńı otevřený interval

(0, 1). Otevřený interval neńı úplný metrický prostor, ale existuje úplný prostor

homeomorfńı s t́ımto intervalem a proto je tento interval topologicky úplný me-

trický prostor. Pojem úplnost, kterému jsme se věnovali v předchoźı kapitole,

byl vlastnost́ı metrickou. Avšak pojem topologická úplnost je vlastnost́ı topo-

logickou. A jedná se tedy o pojem obecněǰśı. To znamená, že věty z předchoźı

kapitoly můžeme využ́ıt i v této kapitole.

Př́ıklad 4. Ukažte, že uzavřený podprostor topologicky úplného prostoru je to-

pologicky úplný.[1, str. 270]
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Řešeńı: Toto je přesně ten př́ıpad, kdy můžeme využ́ıt větu z předchoźı kapitoly

a zobecnit ji. Uzavřený podprostor úplného metrického prostoru je úplný, a proto

také uzavřený podprostor topologicky úplného prostoru je topologicky úplný.

3.3 Součin metrických prostor̊u

Definice 24. Bud’te X, Y neprázdné množiny, X × Y jejich kartézský součin.

Zobrazeńı pr1 : X × Y → X (resp. pr2 : X × Y → Y ), definované vztahem

pr1(x, y) = x (resp. pr2(x, y) = y), se nazývá prvńı (resp. druhá) kanonická

projekce součinu X × Y . [7, str. 34]

Definice 25. Bud’ X1 (resp. X2) metrický prostor s metrikou d1 (resp. d2). Pro li-

bovolné (x1, y1), (x2, y2) ∈ X1 ×X2 položme

d((x1, y1), (x2, y2)) = ((d1(x1, x2))
2 + (d2(y1, y2))

2)
1
2 .

Funkce d je metrika na součinu množin X1 × X2 a množina X1 × X2 s touto

metrikou se nazývá součin metrických prostor̊u X1, X2.[7, str. 114]

Pojem součinu (dvou) metrických prostor̊u se přirozeným zp̊usobem zobecňuje

na libovolný konečný systém metrických prostor̊u.[7, str. 115]

Definice 26. Bud’te Xi, i = 1, 2, . . . , k, metrické prostory, necht’ dk je metrika

metrického prostoru Xk. Označme pri : X1×X2×. . .×Xk → Xi i-tou kanonickou

projekci součinu množin. Pro každé x, y ∈ X1 ×X2 × . . .×Xk položme

d(x, y) =
( k∑
i=1

(di(prix, priy))2
) 1

2
.

Funkce d je metrika na množině X1×X2× . . .×Xk a množina X1×X2× . . .×Xk

s touto metrikou se nazývá součin metrických prostor̊u X1, X2, . . . Xk.[7, str. 115]
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Věta 11. Metrická topologie na součinu metrických prostor̊u Xi, i = 1, 2, . . . , k je

totožná se součinem metrických topologíı metrických prostor̊u Xi, i = 1, 2, . . . , k.[7,

str. 114]

Př́ıklad 5. Ukažte, že kartézský součin konečně mnoha topologicky úplných

metrických protor̊u je topologicky úplný metrický prostor.[1, str. 270, speciálńı

př́ıpad]

Řešeńı: Abychom potvrdili toto tvrzeńı, postač́ı dokázat, že kartézský součin

konečně mnoha úplných metrických prostor̊u je úplný metrický prostor. Necht’

X1 je úplný metrický prostor s metrikou d1,

X2 je úplný metrický prostor s metrikou d2,

. . .

Xn je úplný metrický prostor s metrikou dn,

kde n je libovolné konečné přirozené č́ıslo. V řešeńı se omeźıme na dva metrické

prostory, přičemž kartézský součin konečně mnoha prostor̊u bychom dostali po-

stupným násobeńım daľśımi prostory.

Označme d12 jako metriku na X1 ×X2. Předpokládejme, že {{x1i}, {x2i}} je

cauchyovská posloupnost na X1 ×X2. Protože pro ∀i, j plat́ı

d1(x1i, x1j) ≤ d12((x1i, x2i), (x1j, x2j)),

d2(x2i, x2j) ≤ d12((x1i, x2i), (x1j, x2j)),

je každá z posloupnost́ı {x1i}, {x2i} také cauchyovská. Z toho vyplývá, že existuj́ı

limity

lim
i→∞

x1i = x1,

lim
i→∞

x2i = x2.

Nyńı necht’ je ε > 0, pak existuje N ∈ N tak, že

d1(x1i, x1) <
ε√
2
,
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d2(x2i, x2) <
ε√
2

pro∀i ≥ N.

Pak tedy

d12((x1i, x2i), (x1, x2)) = ((d1(x1i, x1))
2 + (d2(x2i, x2))

2)
1
2 < (

ε2

2
+
ε2

2
)
1
2 = ε

a lim(x1i, x2i) = (x1, x2), č́ımž jsme dokázali, že metrický prostor X1 × X2 je

úplný [7, str. 118] a tedy i topologicky úplný. Pokud bychom nyńı vzali metrické

prostory X1 × X2 a X3 a postupovali stejně, źıskali bychom opět topologicky

úplný metrický prostor. A takto bychom pokračovali až do n.

3.4 Kompaktńı metrické prostory

Pojem kompaktnosti neńı tak přirozený, jako pojem spojitosti. Od počátk̊u

topologie bylo zřejmé, že uzavřený interval na reálné př́ımce měl jisté vlastnosti,

které byly stěžejńı pro d̊ukazy r̊uzných tvrzeńı. Ale dlouho nebylo jasné, jak by

se měla tato vlastnost přeformulovat pro libovolný topologický prostor. Nakonec

se tato vlastnost zformulovala na dnes již dobře známý pojem kompaktnost.[1,

str. 163]

Definice 27. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Jestlǐze každá posloupnost {xn} ⊂

X obsahuje podposloupnost, která má limitu v X, řekneme, že prostor X je kom-

paktńı.[2, str. 21]

Dále zadefinujeme vzdálenost bodu x od množiny A.

Definice 28. Necht’ (X, d) je metrický prostor, x ∈ X a A je libovolná neprázdná

podmnožina X. Čı́slo

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y)

nazveme vzdálenost́ı bodu x od množiny A. [2, str. 13]

A nyńı už můžeme zadefinovat totálně omezený prostor. Jedná se o vlastnost,

která je silněǰśı než pouhá omezenost prostoru.
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Definice 29. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Jestlǐze ke každému č́ıslu ε > 0

existuje konečná množina Mε ⊂ X taková, že

d(x,Mε) < ε pro všechna x ∈ X,

řekneme, že (X, d) je totálně omezený.[2, str. 21]

Nyńı na základě předchoźı definice dostáváme větu, která může usnadnit

hledáńı kompaktńıch prostor̊u.

Věta 12. Prostor (X, d) je kompaktńı právě tehdy, je-li úplný a totálně ome-

zený.[2, str. 21]

Nyńı uvedeme některé základńı vlastnosti kompaktńıch metrických prostor̊u

a vhodné doplňuj́ıćı př́ıklady.

Věta 13. Každý uzavřený podprostor kompaktńıho prostoru je kompaktńı.[1, str.

165]

Věta 14. Kartézský součin konečně mnoha kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı.[1,

str. 167]

Následuj́ıćı větu využijeme zejména v závěru této práce.

Věta 15. Mějme topologické prostory X, Y , spojité zobrazeńı f : X → Y

a podmnožinu A ⊂ X. Je-li A kompaktńı, pak také množina f(A) ⊂ Y je kom-

paktńı.[7, str. 197]

Př́ıklad 6. Necht’ X je metrický prostor. Předpokládejme, že pro nějaké ε > 0

plat́ı, že každé ε-okoĺı na X má kompaktńı uzávěr. Ukažte, že X je úplný met-

rický prostor.[1, str. 270]

30



Řešeńı: Uvažujme cauchyovskou posloupnost {xn} na X a vezměme N ∈ N

takové, že pro libovolná m,n ≥ N plat́ı d(xm, xn) < ε. Pak všechny body po-

sloupnosti {xn}, s př́ıpadnou vyj́ımkou prvńıch N-1 člen̊u, lež́ı v kompaktńım

uzávěru ε-okoĺı bodu xN . Z toho vyplývá, že posloupnost má konvergentńı pod-

posloupnost xnk
. Limitu této podposloupnosti označ́ıme x a ukážeme si, že x

je i limitou celé posloupnosti. Pro libovolné δ > 0 vezmeme N1 ≥ N takové, že

prom,n ≥ N1 plat́ı d(xm, xn) < δ
2

a podobně proN2 ≥ N takové, že nk > N2 plat́ı

d(xnk
, x) < δ

2
. Vezmeme-li libovolné M takové, že plat́ı M ≥ N1, N2 a aplikujeme-

li trojúhelńıkovou nerovnost, pak

d(xn, x) < δ pro n ≥M.

Tedy x je limitou dané cauchyovské posloupnosti a X je úplný metrický prostor.

Př́ıklad 7. Necht’ X je metrický prostor. Předpokládejme, že pro všechna x ∈ X

existuje ε > 0 takové, že okoĺı B(x, ε) má kompaktńı uzávěr. Ukažte na př́ıkladu,

že X nemuśı být úplné.[1, str. 270]

Řešeńı: Uvažujme množinu všech bod̊u takových, že plat́ı xy < 1. Tuto množinu

si můžete prohlédnout na obrázku.

Tuto množinu označ́ıme X ⊂ R2. Množina X neńı uzavřená v R2 a tedy podle

Věty 9.a) nemůže být X s eukleidovskou metrikou úplným prostorem. Ale protože

X je množina otevřená v R2, pro každé x ∈ X existuje ε > 0 tak, že uzávěr B(x, ε)

je podmnožinou X a je kompaktńı v topologii dané euklidovskou metrikou R2, a

tud́ıž i v indukované podprostorové topologii na X.

3.5 Stejnoměrná spojitost

Spojitost, což byla lokoálńı vlastnost, jsme již zadefinovali. Nyńı se dostáváme

k vlastnosti globálńı, která je silněǰśı, a to k vlastnosti stejnoměrné spojitosti.

Z toho vyplývá, že je-li funkce stejnoměrně spojitá, je také spojitá.
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Obrázek 6: Množina všech bod̊u takových, že xy < 1.

Definice 30. Uvažujme metrické prostory (X, dx), (Y, dY ). Funkci f danou zob-

razeńım z metrického prostoru (X, dX) do (Y, dY ) nazveme stejnoměrně spojitou,

jestlǐze pro dané ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro libovolnou dvojici bod̊u x0,

x1 ∈ X plat́ı

dX(x0, x1) < δ =⇒ dY (f(x0), f(x1)) < ε.[1, str.176]

Dostaneme-li se do speciálńı situace, že bychom měli X kompaktńı, platila by

následuj́ıćı implikace.

Věta 16. Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı z kompaktńıho metrického pro-

storu (X, dX) do metrického prostoru (Y, dY ). Pak f je stejnoměrně spojité.[1,

str. 176]

Př́ıklad 8. Necht’ (X, dX) a (Y, dY ) jsou metrické prostory, kde Y je úplné a ne-

cht’ A ⊂ X. Ukažte, že pokud je f : A → Y stejnoměrně spojitá, pak f může

být jednoznačně rozš́ı̌rena na spojitou funkci g : Ā→ Y a g je také stejnoměrně

spojitá.[1, str. 270]

32



Řešeńı: Budeme-li uvažovat x ∈ A, bude platit f(x) = g(x). Ale pro x ∈ Ā \ A

budeme muset g(x) dodefinovat. Vezměme x ∈ Ā\A, pak bude existovat alespoň

jedna posloupnost {an} bod̊u z A taková, že an → x pro n → ∞. Dále budeme

uvažovat takovou posloupnost.

Nyńı si ukážeme, že f(an) → z, kde z ∈ Y . Protože je Y úplné, stač́ı ověřit

následuj́ıćı podmı́nku:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 : dY (f(am), f(an)) < ε.

Vezměme libovolné ε > 0. Podle definice stejnoměrné spojitosti k němu existuje

δ > 0 takové, že pro libovolné an, am ∈ A splňuj́ıćı podmı́nku dX(an, am) < δ

bude

dY (f(an), f(am)) < ε.

Uvažujme δ
2

okoĺı bodu x a označme je U . Podle definice limity existuje č́ıslo n0 ∈

N tak, že pro libovolné přirozené n ≥ n0 bude an ∈ U . Poté pro n ≥ n0,m ≥ n0,

plat́ı

dX(am, an) ≤ dX(am, x) + dX(x, an) < 2 · 1

2
· δ = δ,

a tedy

dY (f(am), f(an)) < ε.

Bod z ∈ Y nezáviśı na tom, kterou posloupnost {an} bod̊u z A uvažujeme.

Opravdu, pokud by pro nějakou posloupnost {bn} ⊂ A platilo, že lim bn =

x, předchoźım postupem zjist́ıme, že existuje lim f(bn). Pokud by lim f(bn) 6=

lim f(an), znamenalo by to, že pro jisté M > 0 a n1 ∈ N je

dY (f(an), f(bn)) > M

pro každé n ≥ n1, což je ovšem spor se stejnoměrnou spojitost́ı funkce f na A

a s t́ım, že lim an = lim bn = x.

Nyńı uvažujme x, y ∈ Ā takové, že dX(x, y) < δ. Necht’ {xn}, {yn} jsou po-

sloupnosti na A, pro které plat́ı

xn → x a yn → y pro n→∞
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a proto

dX(xn, yn)→ dX(x, y) pro n→∞.

To plyne z trojúhelńıkové nerovnosti

dX(x, y)− dX(xn, x)− dX(y, yn) ≤ dX(xn, yn) ≤ dX(xn, x) + dX(x, y) + dX(y, yn)

a přejdeme-li k limitě, źıskáme

lim dX(xn, yn) = dX(x, y) < δ.

Nyńı zvolme n0 tak, že plat́ı

n > n0 : dX(xn, yn) < δ ⇒ dY (f(xn), f(yn)) <
ε

3
.

Protože f(xn)→ g(x), lze vźıt n1 tak, že

n > n1 : dY (f(xn), g(x)) <
ε

3

a stejně tak, protože f(yn)→ g(y), lze zvolit n2 tak, že

n > n2 : dY (f(yn), g(y)) <
ε

3
.

Necht’ N = max{n0, n1, n2}, pak plat́ı

n > N : dY (g(x), g(y)) ≤ dY (g(x), f(xn))+dY (f(xn), f(yn))+dY (f(yn), g(y)) ≤

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

a tedy i g(x) je stejnoměrně spojité zobrazeńı.

3.6 Ekvivalence metrických prostor̊u

V této kapitole se budu věnovat pojmu ekvivalentńı metriky. Pomoćı takové

metriky si můžeme často usnadnit vyšetřováńı topologických pojmů. To jsou

pojmy, na které nemá vliv výměna metriky za ekvivalentńı. Mezi tyto pojmy

patř́ı např. otevřená množina, uzavřená množina nebo uzávěr. A nyńı už uvedu

samotnou definici.
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Definice 31. Bud’te d1, d2 dvě metriky na množině X. Označme X1 = (X, d1),

X2 = (X, d2). Řekneme, že metriky d1, d2 jsou stejnoměrně (metricky) ekvi-

valentńı, jestlǐze identické zobrazeńı i : X1 → X2 i k němu inverzńı zobrazeńı

X2 → X1 jsou obě stejnoměrně spojité.[7, str. 120]

Přičemž identické zobrazeńı je definováno následovně:

Definice 32. Necht’ X je metrický prostor. Zobrazeńı f : X → X, pro které je

f(x) = x pro každé x ∈ X nazýváme identickým a označujeme iX nebo prostě

i.[11, str. 11]

Věta 17. Jsou-li metriky d1, d2 stejnoměrně ekvivalentńı, pak X1 je úplný tehdy

a jen tehdy, je-li úplný metrický prostor X2.[7, str. 120]

Nyńı uvedeme definici standardńı omezené metriky, na které je postaven

následuj́ıćı př́ıklad.

Definice 33. Necht’ X je metrický prostor s metrikou d. Definujeme d̄ : X×X →

R vztahem

d̄(x, y) = min{d(x, y), 1}.

Pak d̄ je metrika, která indukuje stejnou topologii na d. Metriku d̄ nazýváme stan-

dardńı omezená metrika odvozená z d.[1, str. 121]

Poznemenejme, že pokud X je úplný metrický prostor v metrice d, pak X je

úplný metrický prostor ve standardńı omezené metrice d̄ odvozené z d a naopak

[1, str. 268]. Dále plat́ı, že uzavřená podmnožina A úplného metrického prostoru

(X, d) je nutně úplná v omezené metrice. Existuje-li cauchyovská posloupnost

v A, pak se jedná také o cauchyovskou posloupnost v X, která konverguje na X.

Přičemž limita nutně nálež́ı do množiny A, protože A je uzavřenou podmnožinou

množiny X.[1, str. 264]

Př́ıklad 9. Mějme dány dva metrické prostory (X, d) a (X, d̄). Máme dokázat, že
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metrika d je metricky ekvivalentńı se standardńı omezenou metrikou d̄.[1, str. 270]

Řešeńı: Uvažujme nejprve zobrazeńı f : (X, d̄)→ (X, d), pro které plat́ı f(x) =

x. Dokážeme, že se jedná o stejnoměrně spojité zobrazeńı. Pro libovolné ε > 0

existuje δ > 0 tak, že plat́ı

d(x, y) < δ ⇒ d̄(f(x), f(y)) = d̄(x, y) < ε.

Uvažujeme-li totiž δ = min{ε, 1}, pak pro libovolné 0 < ε ≤ 1 bude δ = ε takové,

že d(x, y) < δ a pak tedy

d̄(x, y) = min{d(x, y), 1} = d(x, y) < ε.

Pokud bychom však vzali libovolné ε > 1, dostali bychom δ = 1 takové, že plat́ı

d(x, y) < δ = 1, a pak tedy

d̄(x, y) = min{d(x, y), 1} = 1 < ε.

Nyńı vezměme inverzńı zobrazeńı f−1 : (X, d)→ (X, d̄). Opět bychom zvolili

δ = min{ε, 1} a stejným postupem bychom dokázali, že je i toto zobrazeńı stej-

noměrně spojité. A tedy podle definice ekvivaletńıch metrik jsou metriky d a d̄

metricky ekvivalentńı.

Př́ıklad 10. Mějme dány metrické prostory (X, d) a (X, d′). Máme ukázat, že po-

kud jsou metriky d a d′ metricky ekvivalentńı, pak plat́ı, že metrický prostor (X, d)

je úplný tehdy a jen tehdy, když je úplný metrický prostor (X, d′).[1, str. 270]

Řešeńı: Zvolme posloupnost {xn} prvk̊u z X. Předpokládejme, že je {xn} cau-

chyovská na (X, d′). Dokážeme, že je také cauchyovská na (X, d). Uvažujme li-

bovolné ε > 0, pak k němu podle definice stejnoměrné spojistosti aplikované

na zobrazeńı f : (X, d′)→ (X, d) existuje δ > 0 tak, že plat́ı

d′(x, y) < δ ⇒ d(f(x), f(y)) = d(x, y) < ε.
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Pokud vezmeme L ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N : m,n ≥ L, bude platit

d′(xn, xm) < δ

a pak tedy také

d(f(xn), f(xm)) = d(xn, xm) < ε,

tedy cauchyovská posloupnost {xn} na (X, d′) je cauchyovská posloupnost také

na (X, d). Protože dokazujeme prvńı implikaci, předpokládáme, že (X, d′) je

úplný. Nav́ıc v́ıme, že cauchyovská posloupnost na tomto prostoru konverguje,

tj.

xn → x pro n→∞.

A jelikož v́ıme, že zobrazeńı f : (X, d′)→ (X, d) je stejnoměrně spojité, je bod x

limitou posloupnosti i na metrickém prostoru (X, d).

3.7 Uniformńı metrika

Definice 34. Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Uvažujme

ohraničenou metriku δ na Y , definovanou vztahem δ(y1, y2) = min{d(y1, y2), 1}.

Na množině Y X všech zobrazeńı f : X → Y definujeme funkci δX,Y vztahem

δX,Y (f, g) = sup
x∈X
{δ(f(x), g(x))}.

Funkce δX,Y je tedy metrika na Y X a nazývá se uniformńı metrika asociovaná

s metrikou d.[7, str. 123]

Věta 18. Bud’ X množina, Y metrický prostor s metrikou d. Je-li Y úplný, pak

také metrický prostor Y X s uniformńı metrikou asociovanou s d je úplný.[7, str.

123]

Uvažujme podmnožinu C(X, Y ) prostoru Y X , která se skládá ze všech spo-

jitých funkćı f : X → Y . Tato množina má uniformńı metriku zavedenou
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v předchoźı definici. Pokud je Y úplný metrický prostor s metrikou d, pak podmno-

žina C(X, Y ) je úplná v uniformńı metrice.[1, str. 267]

Věta 19. Bud’ X topologický prostor, (Y, d) metrický prostor. Necht’ množina

C(X, Y ) spojitých funkćı je uzavřená na Y X v uniformńı metrice. Jestlǐze je Y

úplný metrický prostor s metrikou d, je také prostor C(X, Y ) úplný v uniformńı

metrice.[1, str. 267]
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4 Křivka vyplňuj́ıćı čtverec

Nyńı jako aplikaci úplnosti metrického prostoru C(X, Y ) v uniformńı metrice,

kde Y je úplné, můžeme zkonstruovat čtverec-vyplňuj́ıćı křivku. Křivku jsem

sestrojila tak, že jsem nejprve ve čtverci sestrojila dva kružnicové oblouky, které

jsou součást́ı těchto kružnic:

Obrázek 7: Kružnice.

Na konce oblouk̊u jsem napojila křivku, která je součást́ı elipsy. Na obrázku 7

uvažuji souřadný systém, z kterého vycháźı i funkčńı předpisy použitých funkćı,

tj.

x2 + (y − 1

2
)2 =

1

4
,

(x− 1)2 + (y − 1

2
)2 =

1

4
,

36(x− 1

2
)2 + 144(y − 5

12
)2 = 1.

Ale abych zjistila definičńı obory jednotlivých funkćı pro x, y, musela jsem

řešit dvě soustavy dvou rovnic o dvou neznámých. Ručně by byl tento výpočet

př́ılǐs obt́ıžný, a proto jsem k vyřešeńı využila program Matlab. Zjistila jsem

souřadnice pr̊useč́ık̊u označených na obrázku 8
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Obrázek 8: Pr̊useč́ıky.

a nyńı už můžu přesně nadefinovat kružnicové oblouky a křivku, která je

součást́ı elipsy:

x2 + (y − 1

2
)2 =

1

4
, x ∈ 〈0; 0, 4718〉 ∧ y ∈ 〈0; 0, 3345〉,

(x− 1)2 + (y − 1

2
)2 =

1

4
, x ∈ 〈0, 5282; 1〉 ∧ y ∈ 〈0; 0, 3345〉,

36(x− 1

2
)2 + 144(y − 5

12
)2 = 1, x ∈ 〈1

3
;
2

3
〉 ∧ y ∈ 〈0, 3345; 0, 5〉.

Tuto křivku jsem pak dál upravovala a tvarovala pomoćı programu Inkscape,

ve kterém jsem vytvářela všechny obrázky, které jsou v této kapitole. Snažila

jsem se doćılit tvaru, který by připomı́nal puzzle, jak je vidět na obrázku 9.

Pomoćı takto vytvořené křivky dokážeme následuj́ıćı teorém.

Teorém 1. Necht’ I = 〈0, 1〉. Pak existuje spojitá křivka f : I → I2 taková, že

vyplńı vnitřek prostoru I2.

A nyńı se už dostáváme ke konstrukci křivky f , kterou můžeme zkonstru-

ovat jako limitu posloupnosti spojitých funkćı fn. Nyńı poṕı̌su jednotlivé části
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Obrázek 9: Výsledná křivka bez úprav a upravená.

konstrukce, které budou použity ke generováńı posloupnosti. Vezmeme si libo-

volný uzavřený interval 〈a, b〉 na př́ımce a libovolný čtverec v rovině se stra-

nami rovnoběžnými se souřadnicemi os. A uvažujme spojitou křivku g umı́stěnou

do čtverce, kterou jsem vytvořila zp̊usobem popsaným výše. Nyńı už poṕı̌su ope-

raci, která nahrad́ı křivku g křivkou g′, tj.

Obrázek 10: Křivka g vlevo nahrazena křivkou g′ vpravo.

Křivka g′ je složena ze čtyř část́ı, které jsou v polovičńı velikosti křivky g. Obě

tyto křivky maj́ı stejný počátečńı i konečný bod. Je tedy zřejmé, že tuto operaci

lze aplikovat na každou křivku ve tvaru g spojuj́ıćı dva sousedńı body čtverce,

jak je vidět na následuj́ıćıch obrázćıch:
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Obrázek 11: Křivka g vlevo nahrazena křivkou g′ vpravo.

Obrázek 12: Křivka g vlevo nahrazena křivkou g′ vpravo.

Obrázek 13: Křivka g vlevo nahrazena křivkou g′ vpravo.
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Nyńı definujeme posloupnost funkćı fn : I → I2:

f0 . . . jedna křivka v jednom čtverci,

f1 . . . křivka vkreslená do čtyř čtverc̊u podle postupu, který jsem popsala výše,

f2 . . . křivka v šestnácti čtverćıch, která vznikne výše popsaným postupem apli-

kovaným na f1,

f3 . . . křivka v šedesáti čtyřech čtverćıch źıskaná analogicky,

f4 . . . křivka ve dvě stě padesáti šesti čtverćıch źıskaná analogicky,

které jsou vidět na následuj́ıćıch obrázćıch:

Obrázek 14: Funkce f0, f1, f2.

Obrázek 15: Funkce f3, f4.

T́ımto zp̊usobem bychom mohli pokračovat až do n. Křivka fn je pak tvořena
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4n křivkami poskládanými stejným postupem, kde každá křivka lež́ı ve čtverci

s délkou strany 1
2n

.

Pro účel d̊ukazu poṕı̌seme čtvercovou metriku na R2 vztahem

d(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}

a také ρ, které popisuje odpov́ıdaj́ıćı sup metriku na C(I, I2)

ρ(f, g) = sup{d(f(t), g(t))|t ∈ I}.

A protože I2 je uzavřené na R2, tak je také úplné v čtvercové metrice, což je

d̊usledkem Věty 10.b). Nav́ıc I je kompaktńı, tedy každá spojitá funkce f : I → I2

je omezená, a proto je na C(I, I2) definovaná sup metrika. Protože plat́ı, že I2 je

úplné v čtvercové metrice, pak C(I, I2) je úplné v odpov́ıdaj́ıćı uniformńı metrice

a C(I, I2) je úplné i v metrice ρ.

Tvrd́ıme, že posloupnost funkćı (fn) definována výše je cauchyovská posloup-

nost v ρ. K ověřeńı tohoto tvrzeńı prozkoumejme, co se děje při přechodu z fn

do fn+1. Každá malá křivka tvoř́ıćı fn lež́ı ve čtverci s délkou hrany 1
2n

. Ope-

race, kterou obdrž́ıme fn+1, nahrad́ı každou křivku daľśımi čtyřmi křivkami, které

lež́ı ve stejném prostoru. A tedy ve čtvercové metrice na I2 je vzdálenost fn(t)

a fn+1(t) je nanejvýš 1
2n

. V d̊usledku tedy ρ(fn, fn+m) ≤ 1
2n

. Z toho vyplývá,

že (fn) je cauchyovská posloupnost, poněvadž

ρ(fn, fn+m) ≤ 1

2n
+

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+m−1
<

2

2n

pro všechna n a m.

Jelikož C(I, I2) je úplné, posloupnost fn konverguje ke spojité funkci f : I →

I2. Nyńı dokážeme, že f je surjektivńı.

Necht’ x je bod z I2. Ukážeme, že x nálež́ı do f(I). Nejdř́ıve ale ověř́ıme,

že pro dané n lež́ı fn ve vzdálenosti menš́ı než 1
2n

od bodu x. Křivka fn procháźı

každým z malých čtverc̊u s délkou strany 1
2n

, na které je prostor I2 rozdělen.

S využit́ım tohoto tvrzeńı můžeme dokázat, že pro dané ε > 0, ε-okoĺı bodu

x protne f(I). Vezměme N dostatečně velké tak, že

ρ(fN , f) <
ε

2
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a
1

2N
<
ε

2
.

Je zřejmé, že existuje bod t0 ∈ I takový, že plat́ı d(x, fN(t0)) ≤ 1
2N

. Pak

d(fN(t), f(t)) < ε
2

pro všechna t, to znamená, že plat́ı

d(x, f(t0)) < ε,

tedy ε-okoĺı bodu x protne f(I). Z toho plyne, že x nálež́ı do uzávěru f(I). Ale I

je kompaktńı, takže f(I) je kompaktńı a je proto uzavřené. Z toho d̊uvodu x

nálež́ı do f(I), jak jsme požadovali.
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Závěr

V této diplomové práci se čtenář nejdř́ıve seznámil s historíı křivek vyplňuj́ıćıch

prostor a s nejvýznaměǰśımi osobnostmi, které tyto křivky objevily nebo k jejich

objeveńı značně přispěly. V druhé kapitole jsme se seznámili se základńımi po-

jmy z teorie množin, logiky a topologie. Třet́ı kapitola je věnována metrickým

prostor̊um a jejich vlastnostem. A kapitola čtvrtá popisuje mou vlastńı prostor

vyplňuj́ıćı křivku.

Hlavńı náplň mé práce je v kapitole třet́ı a čtvrté. Ve třet́ı kapitole jsem

vyřešila doplňuj́ıćı př́ıklady ke kapitolám, které se týkaj́ı úplnosti, topologické

úplnosti, součinu metrických prostor̊u, kompaktnosti, stejnoměrné spojitosti a stej-

noměrné ekvivalence metrických prostor̊u. V kapitole čtvrté jsem sestojila křivku,

která beze zbytku vyplnila čtverec. A dokázala jsem, že tomu tak vskutku je. Ce-

lou tuto kapitolu jsem doplnila řadou obrázk̊u, které čtenáři umožńı pochopit, jak

jsem křivku zkonstruovala. A také čtenáři názorně vysvětĺı, jak vznikly jednotlivé

iterace.

V pr̊uběhu psańı této práce jsem se naučila mnoho nového z funkcionálńı

analýzy, zejména co se týká metrických prostor̊u. Měla jsem možnost pochopit

řadu technik pro dokazováńı r̊uzných tvrzeńı. Zlepšila jsem své dovednosti práce

s typografickým systémem TeX, naučila jsem se pracovat s programem pro tvorbu

vektorových obrázk̊u InkScape a v neposledńı řadě jsem zlepšila znalosti ang-

lického jazyka d́ıky anglicky psané literatuře.
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6 Množina všech bod̊u takových, že xy < 1. . . . . . . . . . . . . . . 32
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